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Kapitel 1
Einleitung

Die vorliegende Arbeit, die den Titel ,Wahrscheinlichkeitsverteilung endlicher
Moduln iiber Polynomringen“ tragt, wurde im Zeitraum vom 1. Oktober 2010 bis
zum 31. Mérz 2011 zum Erlangen des Masterabschlusses in Mathematik (mathe-
matische Grundlagenforschung) unter Betreuung von Professor Dr. Ernst-Ulrich
Gekeler an der Universitit des Saarlandes verfasst.

Dieser Arbeit liegen die Doktorarbeit von Johannes Lengler [Len09], die sich
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung endlicher abelscher Gruppen befasst, so-
wie [CL84] und [Ful97] zugrunde.

Wir beschiftigen uns mit folgender Problemstellung: Erzeugt man zufillig einen
endlichen Modul iiber einem Polynomring, so ist es interessant zu wissen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit dieser Modul gewisse Eigenschaften aufweist, bzw.
mit welcher Wahrscheinlichkeit er isomorph zu einem gegebenen Modul ist. Die
Idee zur Definition eines solchen Wahrscheinlichkeitsmafses kam erstmals 1984
im Paper [CL84] von Cohen und Lenstra auf. Sie postulierten, dass das Ge-
wicht der Klassengruppe eines Zahlkorpers umgekehrt proportional zur Groéfke
ihrer Automorphismengruppe ist. Dies soll auf die hier betrachtete Problem-
stellung iibertragen werden, indem man dieses Maf durch Normierung zu einem
Wahrscheinlichkeitsmafs macht. Beschrankt man sich auf die lokale Situation,
in der fiir ein fixiertes Primideal p nur endliche p-primére Moduln iiber einem
Polynomring in einer Variablen iiber einem endlichen Koérper betrachtet wer-
den, so erhélt man wie gewiinscht ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann kann man
eine natiirliche Bijektion zwischen der Menge der Partitionen und diesen Mo-
duln finden. Zudem werden wir eine gruppentheoretische Interpretation mittels
der Konjugationsklassen der allgemeinen linearen Gruppe iiber einem endlichen
Korper angeben.

In der allgemeinen Situation hingegen ist die Definition eines Wahrscheinlich-
keitsmafies nicht mehr moglich, wie wir in Kapitel 6 sehen werden. Ersetzt man
jedoch die o-Additivitdt durch endliche Additivitéat, so erhélt man einen In-
haltsraum und kann Inhalte statt Wahrscheinlichkeiten betrachten. Eine wich-
tige Rolle bei der Berechnung dieser Inhalte spielt dabei die Zeta-Funktion.



Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen, die zum Verstindnis dieser Arbeit
erforderlich sind, kurz zusammengetragen. Dies umfasst algebraische Grundla-
gen, Grundlagen {iber Partitionen sowie eine Einfiihrung in ¢-Reihen und ele-
mentare Definitionen der Statistik.

In Kapitel 3 betrachten wir nur endliche p-primire Moduln iiber Polynomringen
in einer Variablen iiber endlichen K&rpern, da wir fiir diese einen Wahrscheinlich-
keitsraum erhalten. Als Erstes wird das Prinzip der Cohen-Lenstra-Heuristik er-
ldutert und es werden Aussagen iiber die Struktur von endlichen p-priméren Mo-
duln gesammelt. Ebenso wird die Grofte der Automorphismengruppe berechnet
und damit das Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeitsmafl definiert. Danach wird
ein natiirlicher stochastischer Prozess zum Erzeugen von endlichen p-priméren
Moduln angegeben, dessen Ergebnis empirisch iiberpriift werden kann. Zum Ab-
schluss verwenden wir dieses Wissen, um Beispiele zu berechnen.

Dann wird im vierten Kapitel die Cohen-Lenstra-Abbildung definiert. Zur Be-
rechnung dieser Abbildung wird ein Algorithmus, der mit Young-Diagrammen
arbeitet, sowie ein numerischer Algorithmus angegeben. Zum Ende des Kapitels
benutzen wir diese Theorie zur Berechnung eines Beispiels.

In Kapitel 5 wird der Zusammenhang des Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeits-
mafes mit den Konjugationsklassen der allgemeinen linearen Gruppe herge-
stellt. Dazu werden wir zwei Algorithmen, einen mittels Young-Tableaus und
einen mittels Young-Gittern, angeben. Anschliefend werden Resultate, die aus
dieser Theorie hergeleitet werden, zusammengetragen.

Die globale Theorie wird in Kapitel 6 behandelt, indem wir zun#chst einige
Grundlagen iiber Zeta-Funktionen sammeln. Da es nicht moglich ist, ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf zu definieren, werden Inhalte und Erwartungswerte behan-
delt. Die Definition dieser Inhalte ist zun#chst nicht zur Berechnung von Bei-
spielen geeignet. Deshalb wird eine bessere Methode entwickelt, diese Inhalte zu
berechnen, wobei sich die Theorie der Zeta-Funktionen und die Tauber-Theorie
als hilfreich erweisen. Schlieflich werden die so gewonnenen Sitze zur Berech-
nung von Beispielen herangezogen.

An dieser Stelle m6chte ich mich noch bei all denen bedanken, die mich bei der
Anfertigung dieser Arbeit unterstiitzt haben. Mein ganz besonderer Dank gilt
Professor Dr. Ernst-Ulrich Gekeler fiir die sehr gute Betreuung diese Arbeit.
Aufserdem bedanke ich mich ganz herzlich bei Anne Wald, Simon Kramer, Jo-
hannes Lengler sowie meinen Eltern Heidi und Karl-Heinz Detzler und meiner
Schwester Jana Detzler.



Kapitel 2

Grundlagen

Diese Arbeit richtet sich an Leser, die bereits einige Grundlagen im Bereich der
Algebra besitzen. Die wichtigsten Aussagen werden in diesem Kapitel nochmal
aufgefiihrt. Dazu gehoren algebraische Grundlagen, Partitionen, g-Reihen und
elementare Statistik. Leser, denen diese Theorien wohlbekannt sind, kénnen pro-
blemlos zu Kapitel 3 iibergehen.

2.1 Algebraische und mafstheoretische Grundla-
gen

2.1.1 Satz (Elementarteilersatz):
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter freier R-Modul. Weiter

seit N C M ein Untermodul. Dann existieren Elemente x1,...,x, € M, die Teil
einer Basis von M sind, sowie Koeffizienten a,...,a,. € R— {0}, so dass gilt:
1. aqxq,...,q.x, bilden eine Basis von N.

2. ajlaipr firl <i<r.

Dabei sind o, ..., a, bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt durch N, unab-
hdngig von der Wahl von x1,...,x,.. Man nennt oy, ..., «a, die Elementarteiler
von N C M. Insbesondere ist deren Anzahl r eindeutig bestimmt (siehe [Bos06],
Seite 210, Theorem 4).

2.1.2 Satz (Lemma von Nakayama):
Es sei R ein kommutativer Ring mit 1, M ein endlich erzeugter nichttrivialer R-
Modul und a ein Ideal, das im Jacobson-Radikal J(R) liegt. Dann ist aM # M.



Die folgenden drei Aussagen sind Korollare bzw. Umformulierungen des Lemmas
von Nakayama.

2.1.3 Korollar:
1. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, N ein Untermodul und a C J(R)
ein Ideal, so gilt:

M=aM+N = M=N.

2. Es seien R ein lokaler Ring, m sein mazimales Ideal und K := R/m der
Restklassenkdrper.
Sind dann x1, ..., x, Urbilder der Elemente einer Basis des K-Vektorraums
M/mM, so erzeugen die x; den Modul M.
Diese Folgerung kann man zum Heben von Basen verwenden.

3. Es seien R ein lokaler Ring, m sein mazimales Ideal und M, N endlich
erzeugte R-Moduln. Dann gilt: ¢ : M — N ist genau dann bijektiv, wenn
@: M/mM — N/mN bijektiv ist.

2.1.4 Definition:
Sei Q eine beliebige nichtleere Menge. Eine Familie A von Teilmengen von §2
heif$t o-Algebra, wenn gilt:

1. Q liegt in A.
2. Ist eine Menge A C Q in A enthalten, so auch ihr Komplement.
3. Sind Ay, A, ... aus A, so liegt auch |2, A; in A.

2.1.5 Definition:

Fiir einen gegebenen topologischen Raum X ist die Borelsche o-Algebra definiert
als die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen von X enthdlt. Die Elemen-
te dieser o-Algebra heiffen Borel-Mengen (siehe [Lan69], Seite 128, Definition
10.1).

2.1.6 Definition:
Sei A eine o-Algebra, die die Borelsche o-Algebra enthdlt.
Ein Maff pn: A — [0, 00] heifit o-reguldr, falls fir jedes A € A gilt:

1. p(A) =sup{p(K): K C A, K kompakt}.
2. Ist K kompakt, so ist u(K) endlich.
3. w(A) =inf{u(U): ACU, U offen}.



2.1.7 Definition:

Das (linke) Haarsche Maf einer lokalkompakten Gruppe G ist das bis auf einen
Faktor eindeutig bestimmte linksinvariante, o-requlire Maf auf den Borel-Mengen,
das auf nichtleeren offenen Teilmengen positiv ist. Ein Maf p heiffit dabei links-
invariant, wenn fir jede Borel-Menge A und jedes Gruppenelement g

1(gA) = p(A)

oder in Integralschreibweise

| tanyante) = [ fa)duta)

fiir stetige Funktionen f und Gruppenelemente g gilt (Siehe [Lan69], Seite 351-
352).

2.1.8 Definition:
Eine Folge
A/ N A - A/l
von Objekten und Morphismen in einer geeigneten Kategorie heifit exakt an der
Stelle A, wenn
im(A" — A) = ker(A — A”)
gilt. Fine langere Folge

A1—>A2—>A3—>A4—>A5

heif$t exakt, wenn sie exakt an den Stellen Ay, A3 und Ay ist.
Eine kurze exakte Folge ist eine exakte Folge der Form

0—A —A— A" —0.

2.2 Partitionen

2.2.1 Definition:

Eine Partition st ein Tupel nicht wachsender positiver ganzer Zahlen n, >
Ny > ... 2> ny. Wir nennen n = Zle n, die Linge von n und sagen: n ist eine
Partition von n. Die leere Partiton besitzt Linge Null und wird mit O bezeichnet.
Wir nennen k den Rang von n.

Mit P bezeichnen wir die Menge aller Partitionen.



2.2.2 Bemerkung:

In der Literatur ist es iiblich, noch eine andere Definition fiir den Rang einer
Partition zu verwenden. Wir wollen uns in dieser Arbeit aber auf die eben
eingefiihrte Definition beschrénken.

2.2.3 Definition:

Sein = (ny,ny,...,n;) € P. Das zugehdrige Young-Diagramm ist eine endliche
Sammlung von Boxen, angeordnet in linksbiindigen Zeilen, wobei die i-te Zeile
(von oben gezihlt) n; Boxen enthdlt.

Wir nummerieren die Boxen in Paaren (i,j), wobei i die Zeilenzahl (von oben
gezdhlt) und j die Spaltenzahl (von links gezdhlt) der Boz ist.

2.2.4 Beispiel:

Das untere Diagramm zeigt das Young-Diagramm der Partition (3,2,2); die
(1,2)-Box ist markiert:

x| |

2.2.5 Definition:

Fiir jedes n € P ist die zugehdrige konjugierte Partition diejenige Partition,
deren Young-Diagramm durch Reflektion des Young-Diagramms von n an der
Hauptdiagonalen hervorgeht.

Aquivalent dazu kann man im Originaldiagramm die Zeilen anstatt der Spalten
lesen.

2.2.6 Beispiel:
Die konjugierte Partition zum obigen Beispiel (3,2,2) ist (3,3,1).

2.2.7 Definition:

Wir versehen P mit einer partiellen Ordnungsrelation. Wir schreiben n < m,
wenn das Young-Diagramm von n im Young-Diagramm von m enthalten ist.
Aquivalent dazu gilt n < m genau dann, wenn n, < m; fir alle i > 1, wobei
unbestimmte Eintrige auf 0 gesetzt werden.

2.3 ¢-Reihen

Wir werden uns im Folgenden mit g-Reihen beschéftigen. Diese Bezeichnung ist
in der Literatur iiblich und wurde deshalb iibernommen. Da die hier angege-
benen Identitdten in spéteren Kapiteln ausschliefslich auf Potenzreihen in der



Substitutionsvariablen gy angewendet werden, wird diese bereits hier verwen-
det.

Wir wollen uns mit der Funktion a(n) := |{Partitionen von n}| beschiftigen.
Ein elementares Werkzeug ist folgende Funktion, die im kombinatorischen Kon-
text als erzeugende Funktion

o0

= Z a(n)qg

auftritt. Die Reihen, die in diesem Teil behandelt werden, haben alle positiven
Konvergenzradius, sodass alle erzeugenden Funktionen wohldefiniert als holo-
morphe Funktionen auf einem geeigneten Gebiet sind.

Zunichst gilt die Produktformel:

o0

Flgo) =[]0 - )"

i=1

Diese kann direkt {iberpriift werden, indem man die geometrische Reihenent-
wicklung (1 — ¢i)~! =1+ ¢} + &' + ... benutzt und ausmultipliziert.
Des Weiteren gilt die Identitét

F(QO):H 1—qp)” ZQOH1*QO - (2.1)

Das Produkt [[7_, (1 —¢f)™' = >0y ar(n)qy stellt die erzeugende Funktion
der Partitionen mit Gliedern kleiner oder gleich s dar. Weiter ist das Produkt
as T15—, (1 —¢f)~* die erzeugende Funktion der Partitionen mit héchstem Glied
s. Dies zeigt die gewiinschte Identitdt. Durch Konjugation ergibt sich auch: as(n)
ist gleich der Anzahl der Partitionen von n in hochstens s vielen ganzen Zahlen.

2.3.1 Satz:
Sei ay p(n) die Anzahl der Partitionen von n in héchstens k ganze Zahlen von
einer Grofle von héchstens b. Dann ist die erzeugende Funktion durch

1001 — gi)
P = =2 ,
aldo) Z el = e T (= )

gegeben.

Beweis: [AE(4], Theorem 7.2.

Die vorangegangene Formel fiir die erzeugende Funktion von ax(n) kann als
Formel fiir 11,50 (q0) = Yoo,k (q0) aufgefasst werden.



2.3.2 Satz (Rogers-Ramanujan-Identitéten):
Es gelten die Potenzreihenidentitditen.:

2
[e%S) i _ oS} 1
1.1+ ZT:l Hlf:;z?l—%s) - HS:l (1—qo®*~1)(1—qo®s—%) "

r(r+1) 00

00 _ 1
21+ 2 mtman — e ey

Beweis: [And98], Korollar 7.9 und Korollar 7.10.

2.4 Statistik

2.4.1 Definition:
Ein messbarer Raum ist ein Paar (Q, A) bestehend aus einer nichtleeren Menge
Q und einer o-Algebra A von Teilmengen von Q. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P ist eine auf A definierte Funktion mit Werten in [0, 1], welche den folgenden
drei Bedingungen geniigt:

1. P(Q2) = 1.

2. P(A) >0 fir alle A € A.

3. P ist o-additiv, d.h. fir paarweise disjunkte Ay, As,--- € A ist

Ein messbarer Raum versehen mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf wird dann als
Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.

2.4.2 Definition:
1. FEine Zufallsvariable auf einem messbaren Raum (2, A) ist eine messbare
Funktion
X:Q—R.

2. Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X ist definiert als

E(X)= [ XdP.
Q



2.4.3 Satz:

Sind X, Y reellwertige Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A),
fiir welche die Erwartungswerte E(X), E(Y), E(X?) und E(Y?) existieren,
so heift Var(X) = E((X — E(X))?) die Varianz von X und Cov(X,Y) =
E(X — EX))(Y — E(Y))) die Kovarianz von X und Y. Es gilt:

1. Var(X) = E(X?) — E(X)2.

2. Cou(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y).
(Siehe [Kre05], Seite 52-53).

10



Kapitel 3

Die lokale
Cohen-Lenstra-Heuristik

Notation

Im Folgenden bezeichnen:

e N:={0,1,2...},
e Nt :={1,2...},
e | M| oder auch ord(M) die Kardinalitit einer Menge M,

e ¢ eine Primzahlpotenz,

F, den Korper mit ¢ Elementen,
e A:=TF,[X] den Polynomring iiber dem Koérper mit ¢ Elementen,

e p ein Primideal in A, erzeugt von einem normierten irreduziblen Polynom
p vom Grad n,

Np die Norm ¢" von p,

deg(f) den Grad eines Polynoms f € A,

Ap = lim A/p™ die Komplettierung von A nach p,
neN

M die Menge aller (Isomorphieklassen von) endlichen A-Moduln,

M, die Menge aller endlichen p-priméren A-Moduln,

A eine Partition,
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e Linge()) die Lange einer Partition ),

e P die Menge aller Partitionen,

o k(M) den Rang des Moduls M,

e exp, den p-adischen Exponenten des Moduls M,

o Aut(M) die Automorphismengruppe von M,

e w(M) das Cohen-Lenstra-Mafs des Moduls M,

e P(M) das Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeitsmaf des Moduls M,

e GL(m,A,) die allgemeine lineare Gruppe iiber A,.

3.1 Generelles Prinzip

Zu Beginn werden wir das Prinzip der Cohen-Lenstra-Heuristik erldutern. Sei p
ein Primideal. Angenommen, wir haben einen natiirlichen stochastischen Pro-
zess zum Erzeugen endlicher p-primédrer A-Moduln, dessen Ergebnis empirisch
iberpriift werden kann. Fixieren wir einen solchen p-Modul, so ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass der mit dem Prozess erzeugte zufillige endliche p-
primire A-Modul isomorph zu M ist, umgekehrt proportional zur Ordnung der
Automorphismengruppe Aut(M).

Dies ist kein bewiesenes Theorem, sondern ein heuristisches Prinzip. Cohen und
Lenstra gaben in ihrem Paper [CL84] plausible Griinde an.

Zunichst betrachten wir nur endliche p-primédre A-Moduln, da wir fiir diese
einen Wahrscheinlichkeitsraum erhalten. Spéter werden wir sehen, dass dies
fiir allgemeine endliche A-Moduln nicht der Fall ist. Als Erstes befassen wir
uns mit der Struktur von endlichen p-priméiren A-Moduln sowie der Grofe
der Automorphismengruppe. Anschliefend definieren wir das Cohen-Lenstra-
Wabhrscheinlichkeitsmafs und geben einen natiirlichen stochastischen Prozess
zum Erzeugen von endlichen p-priméren A-Moduln an. Zuletzt verwenden wir
dieses Wissen, um Beispiele zu berechnen.

3.2 Endliche A-Moduln und endliche p-primére
A-Moduln

Zunidchst gehen wir auf die verwendete Notation ein und tragen einige Fakten
iiber endliche Moduln {iber dem Polynomring in einer Variablen zusammen. Es
wird vorausgesetzt, dass der Leser mit der grundlegenden Modultheorie vertraut
ist; falls nicht, findet man eine Einfithrung in [Bos06], Kapitel 6.

In der ganzen Arbeit werden wir uns ausschliefflich mit endlichen A-Moduln
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befassen. Zudem betrachten wir diese nur bis auf Isomorphie. Jedes Mal, wenn
wir von Moduln sprechen, sind automatisch endliche A-Moduln gemeint und
falls in Formeln iiber alle Moduln summiert wird, so bedeutet dies, dass wir
iiber alle Isomorphieklassen von endlichen A-Moduln summieren. Im Folgenden
fixieren wir ein Primideal p, das von einem normierten irreduziblen Polynom p
mit Grad n erzeugt wird.

3.2.1 Definition:
Wir definieren die Norm Np eines Ideals p als |A/p|. Fiir ein normiertes irre-
duzibles Polynom p vom Grad n gilt: Np = ¢".

3.2.2 Definition:

Ist M ein endlicher A-Modul, dann bezeichnet ord(M) die Anzahl der Elemente
in M. Der Rang rk(M) von M ist die minimale Anzahl von Elementen, die M
erzeugen. Wir bezeichnen mit M die Menge aller endlichen A-Moduln.

3.2.3 Definition:

Ein endlicher A-Modul wird p-primdr genannt, wenn fir jedes Element ein Fx-
ponent e € N existiert, so dass p° dieses Element annulliert. Wir definieren
M, als die Menge aller endlichen p-primdren A-Moduln oder dquivalent als
die Menge aller endlichen A,-Moduln. Diese Moduln wollen wir im Folgenden
verkiirzt als p-Moduln bezeichnen.

3.2.4 Definition:

Sei M ein endlicher p-primdrer A-Modul. Wir definieren seinen p-adischen Fx-
ponenten exp(M) = exp, (M) als kleinstes e € N, so dass p° alle Elemente von
M annulliert.

Die folgenden Satze sind Korollare bzw. Abwandlungen des Elementarteilersat-
zes.

3.2.5 Satz:
Jeder endliche A-Modul ist ein direktes Produkt von zyklischen A-Moduln.

3.2.6 Satz:

Jeder endliche A-Modul M ist ein Torsionsmodul iber A, d.h. fir jedes m € M
existiert ein a € A\ {0} mit am = 0.

Insbesondere ist M das Produkt von p-primdaren A-Moduln: M = HpEP M,. Die
endlichen A-Moduln M, sind eindeutig durch M bestimmt und werden als p-
Anteil oder p-primdrer Anteil von M bezeichnet. Wir schreiben r,(M) fir den
Rang des p-primdaren Anteils von M.
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3.2.7 Satz:
Ein endlicher p-primdrer A-Modul M kann (bis auf Isomorphie) eindeutig in

der Form
k

[TcAzpe)

i=1
geschrieben werden. Hierbei ist k € N, e;,7; € NT und ey > eg > ... > ep. Dies
ist die Standarddarstellung eines p-Moduls.

3.2.8 Bemerkung:
Wir kénnen diese Standarddarstellung auch als eine Partition mit r; Summan-
den der Grofe e; als Eintrége auffassen.

3.3 Die Ordnung der Automorphismengruppe

Fiir die Cohen-Lenstra-Heuristik bendtigen wir die Grofe der Automorphis-
mengruppe Aut(M) von M. Im Folgenden wollen wir uns mit einer elementaren
Berechnung dieser Grofse befassen.

Sind a3, as teilerfremde Ideale von A, so ist

Hom(A/al,A/ag) =0

und
Aut(A/a; x Afag) =2 Aut(A/ay) x Aut(A/az).

Dies zeigt, dass wir |Aut(M)| nur fiir p-Moduln berechnen miissen. Die allgemei-
nere Situation, mit der wir uns in Kapitel 6 beschiftigen werden, kann mittels
dieser Bijektion zusammengesetzt werden. Somit ist es vollig legitim und hilf-
reich, sich zunéchst der lokalen Situation fiir ein fixiertes p zuzuwenden.

Zunichst werden diese Automorphismen in bestimmte Matrizen iibersetzt.
Anschliefsend kénnen die Automorphismen leicht abgezdhlt werden.

Sei M = [[;;<p M; mit M; = (A/p®)", wobei k >0, e1 > ey > ... > e >0,
r; > 0.

Dann ist die Endomorphismengruppe End(M) = EBlSiJSk Hom(M;, M;), mit
Hom(Mj, My) = Hom((A/p% )", (Afp*)"").

Diese wird durch eine r; x r;-Matrix mit Eintréigen in Hom((A/p%), (A/p%))
beschrieben.

3.3.1 Lemma:
Hom((A/p®), (A/p®)) ist kanonisch isomorph zu A/p¢ fir e <e und zu
p¢ ¢ A/p¢ fiir ¢’ > e.

Beweis: Ein Homomorphismus von A/p¢ nach A/pel ist eindeutig durch das
Bild der Eins bestimmt. Fiir ¢’ < e gibt es keine Einschrinkung; fiir ¢/ > e muss
das Bild der Eins in p¢ ~¢A/p¢ liegen. O
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Die Endomorphismen von M werden dann durch folgende Matrizen beschrieben:

Bis Bisg -+ By by
Con Biz -+ DBag bro
Cs1 Cs2 <o Doy }7“3
Cii Cra Ciaz -+ e,

wobei A; eine r; X r;-Matrix, B; ; eine r; x rj-Matrix und C; ; eine r; x rj-Matrix
ist.

Es gilt nun, die Eintréige der einzelnen Teilmatrizen zu bestimmen.

Betrachten wir zunéchst A;. Sie beschreibt eine Abbildung von (A/p® )" in sich
selbst mit Eintragen in A/p®.

Die Teilmatrix B; ;, ¢ < j, bildet (A/p% )™ nach (A/p)™ ab. Da e; kleiner ist
als e;, miissen die Eintréige von B; ; in p®~% A/p® liegen, welcher als Modul
isomorph ist zu A/p%.

Die Teilmatrix C; ;, i > j, bildet (A/p% )" nach (A/p®)" ab. Da e; kleiner ist
als e;, miissen die Eintréige von C; ; in A/p® liegen.

Somit haben wir alle Endomorphismen von M beschrieben, wir interessieren uns
aber nur fiir die Automorphismen, d.h. Endomorphismen, die bijektiv sind. Das
folgende Lemma zeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die diagonalen
Blocke invertierbar sind.

3.3.2 Lemma:
Sei wie oben eine Matriz gegeben, die einen Homomorphismus ® : M — M
beschreibt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. ® ist bijektiv.
2. A; ist invertierbar fiir alle i =1,... k.

3. Die reduzierte Matriz A; von A; mod p ist invertierbar fiir allei =1,... k.

Beweis: ,2. & 3. Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Deter-
minante invertierbar ist. Dies bedeutet in beiden Fallen, dass die Determinante
nicht in p liegt.

»l. & 3.5 M ist ein Modul iiber dem lokalen Ring A, mit maximalem Ideal
pAp,. Dann wird der reduzierte Endomorphismus ¢ von M := M/pM durch
eine Matrix von der Form
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Ay 0 0

% 0 ...

* * 0
L E

dargestellt. Wir sehen, dass ¢ genau dann bijektiv ist, wenn alle A; invertierbar
sind. Andererseits folgt nach dem Lemma von Nakayama (Satz 2.1.2), dass ¢
genau dann bijektiv ist, wenn ¢ bijektiv ist. (]

Zur weiteren Vereinfachung beweisen wir zunichst einen niitzlichen Spezialfall,
bevor wir die allgemeine Automorphismengruppe abzihlen.

3.3.3 Lemma:
Sei H := Aut((A/p®)"), dann ist

1H| = (") T = (a")7).

i=1

Beweis: Betrachten wir zunéchst den Fall e = 1. Wir zdhlen die invertierbaren
r X r-Matrizen mit Eintrdgen in A/p. Die erste Zeile darf jeden von Null ver-
schiedenen Vektor enthalten, dafiir gibt es (¢")" — 1 viele Moglichkeiten.

Die zweite Zeile darf alle Vektoren enthalten, die nicht im Spann des Vektors in
der ersten Zeile liegen. Dies schliefit ¢™ Vektoren aus. Es bleiben also (¢™)" — ¢™
Moglichkeiten fiir die zweite Spalte.

In derselben Weise erhalten wir, dass die i-te Zeile alle Vektoren enthalten
darf, die nicht im Spann der ersten i — 1 Zeilenvektoren liegen. Dies gibt uns
(q™)" — (¢™)*~! Méglichkeiten fiir die i-te Zeile. Insgesamt erhalten wir

T T

[T@) @y = @) Tla- @)=
= @ 0= @)™

viele irreduzible Matrizen. Fiir den Fall e > 1 benutzen wir die exakte Folge
0— Hy — H — Aut((A/p)") — 1,

wobei H; = {Mat € H| Mat = Id mod p} und die zweite Abbildung die Re-
duktion modulo p ist. Da offensichtlich |H;| = (q”)r2(e’1) gilt, ergibt sich fiir
|H| = |H| - |Aut((A/p)")| die behauptete Formel. O
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Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun |Aut(M)| berechnen.

3.3.4 Satz:

Sei M = Hle(A/pe'i)” ein endlicher p-primdrer Modul in Standarddarstellung,
dh. k>0,e1>e>...>e, >0, r; >0. Die Kardinalitat der Automorphis-
mengruppe von M ist

k T

| Aut(M)| = H H(l_(qn)ﬂ') H (q)minteoes)rins

i=1 \j=1 1<i,j<k

Beweis: Wir miissen alle Matrizen Mat der Form

Bis Bis -+ DBy by
Con Biz -+ DBag bro
Cs1 Cs <o DBay brs
Ciai Cra2 Ciaz -+ e

abzdhlen, fiir die gilt, dass A; eine invertierbare r; x r;-Matrix mit Eintrigen in
A/p%, B; ; eine r; xr;-Matrix mit Eintrige in A/p® und C; ; eine r; x r;-Matrix
mit Eintrigen in A/p® ist.

Nach dem vorangegangenen Lemma gibt es (q”)TQe IT_,(1 = (¢")~%) Moglich-
keiten fiir A;.

Fir B; ; haben wir (¢")%""7 Moglichkeiten und fiir C; ; haben wir (¢™)%""s
Moglichkeiten. Man beachte, dass im ersten Fall immer i < j (& e; > e;) und
im zweiten Fall immer ¢ > j (< ¢; < e;) gilt. Fir alle Paare (4,7) mit ¢ # j
haben wir somit (¢g")™(¢-¢)7i" Moglichkeiten. Zusammengefasst erhalten wir

i

k
|Aut(M)| = H (qn)(n)%i H(l_(qn)*j) H (qn)mi’n(ei,ej)ri?"j

i=1 j=1 1<i,j<k,i#]
k i
= H (1 _ (qn)—j) H (qn)min(e,;,ej)mrj
=1 \Jj=1 1<i,j<k
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3.4 Daslokale Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeits-
mafd

3.4.1 Definition:
Das lokale Cohen-Lenstra-Map ist das Maf auf der abzihlbaren Menge M, aller
p-Moduln, das fir alle einelementigen Teilmengen {M} C M, wie folgt definiert

wird: 1

Das (lokale) Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeitsmaf$ P ist das Wahrscheinlich-
keitsmafS auf My, das wir durch Skalierung von w erhalten:

w(N)

w(My)

fir Teilmengen N von M. Dafir benutzen wir, dass w(M,) = ZMeM w({M})
endlich ist. Dies wird durch den folgenden Satz garantiert.

P(N) :=

3.4.2 Satz:
Das Cohen-Lenstra-Maf$ aller p-Moduln ist

oo

wMy) = [ = (@)

i=1

Beweis: (Vgl. [Hal38]) Sei M = A = (Ay,..., ) € Myundseip = (1,...,p )
die zugehdrige konjugierte Partition. Dann ist der Faktor A/p® genau (,u —
mal in M enthalten. Nach Satz 3.3.4 erhalten wir

z+1)

L

W,
j=1

[Aut(M)| =

—

@
Il
-

H (q )mzn(%])(ﬂ 1+1)(H Mj+1)

1<i,5<m

m [E TR .
= (II{ II a-@»H) I @)=

i=1 j=1 1<i,j<m

Zwischenbehauptung: 37, ;< 12 = 21 <; i< min(i, 5) (1, — 1, )-

Diese Gleichheit bekommen wir durch Zahlen der Anzahl der Terme p pu. fiir
jedes Paar (i,7). Es ist leicht einzusehen, dass die Anzahl der auftretenden
Summen sich fiir ¢ # j zu 0 und sonst zu 1 aufsummiert.

Durchlauft A alle Elemente von M,, so gilt dies auch fiir u.
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Sei a(s) die Anzahl der Partitionen der Linge s und M,, der zu p assoziierte
Modul. Da die Gleichheit > 2 a(s)(¢")™* = [[,»,(1 — (¢")—i)~! nach (2.1)
erfiillt ist, miissen wir also zeigen, dass folgende Gleichheit gilt:

Za(s) Z Z Aut(M )

s=0 MHEMyp,
Linge(p)=s

Zur Vereinfachung verwenden wir die Substitution ¢, = (¢")~! und fiir die linke
Seite der Gleichung benutzen wir die Identitét fiir Potenzreihen (2.1)

oo ) s '
ZG(S)QOS = ZQOS H(l - QOZ)_1~
s=0 s=0 =1

Wir miissen nur zeigen, dass fiir jedes m > 0 die folgende ¢-Reihen-Identitét
gilt:

m _ m BT . ,
QOm H(l - QOZ)_l = Z H H (1 - QO_j) H QOHi
i=1 BEMy, i=1 j=1 1<i,j<m

Linge(p)=m

(3.1)
Das Ergebnis folgt durch Ersetzen von g, durch (¢")~! und Summation iiber
alle m. Wir beweisen diese Gleichheit, indem wir beide Seiten als erzeugende
Funktionen von Partitionen einer bestimmten Art interpretieren. Fiir die linke
Seite gilt: Der Koeffizient von ¢,V*™ ist die Anzahl der Partitionen von N,
deren grofster Teil hochstens m ist. Zu einer solchen Partition v definieren wir
eine Partition der Form g der rechten Seite wie folgt:
Betrachte das Young-Diagramm D von v. Sei u, die grofite ganze Zahl, sodass
der Punkt (,u “1) zu D gehort. Wir betrachten ihn als den unteren rechten
Eckpunkt des groﬁten Quadrates, das in D eingezeichnet werden kann. Nun de-
finieren wir rekursiv u, als grofste ganze Zahl, sodass (,ul Rl R oy Ry T ) zu
D gehort. Somit ist K, die Grofle des groﬁten Quadrates das unter die voran-
gegangenen Quadrate in D passt. Sei L := N — ”1 — /L + ..., dann existieren
genau L Blocke von D auflerhalb der erwihnten Quadrate er untertellen diese
Blocke wie folgt: Definiere L; als die Anzahl der Blocke von D zur Rechten des
i-ten Quadrates, d.h. die Anzahl der Blocke (z,y) € D, fir die gilt

H1+H2+"'+Hi <m§ﬁ1+ﬁz+”'+ﬁi

~1
und

I <y.
Dann gilt offensichtlich L = Ly +. ..+ L,,. Des Weiteren bildet der Block L; eine
Partition der Hohe kleiner oder gleich y; und Breite von héchstens p, | — p,

(wéire diese Breite grofer, so konnte p, grofer gewéhlt werden).
Andererseits ist es klar, dass wir unsere Konstruktion umkehren kénnen: Sei ein
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Term g, auf der rechten Seite gegeben, spezifiziert durch die Wahl von p und
der Zahlen L;. Diese werden so gewahlt, dass L1 +...+ L,, = N fﬁf - fﬁfn
gilt und die Partitionen von L; der Héhe kleiner oder gleich p; sind und eine
Breite von héchstens By haben. Dann kénnen wir das Young-Diagramm
D und somit die Partition v rekonstruieren.

Wir bezeichnen mit 1y, 5(q,) die erzeugende Funktion fiir Partitionen mit héchs-
tens k Termen, die alle kleiner gleich b sind. Wir haben gezeigt, dass

qomn(l—qoi)—lz 3 (Hwﬂm’“r“m(%)) I1 (@]

HEMy, i=1 1<i,j<m
Liange(p)=m

wobei wir p1; = 0o und Bon = 0 setzen. Wie wir bereits in Satz 2.3.1 gesehen
haben, ist fiir endliche k& und b

1270 - ¢)
Hf:l(l - %i) ngl(l - QOi)

¢k,b(%) =

und
1

1, (1—q)

Durch Einsetzen dieser Formeln erhalten wir (3.1), dies beendet den Beweis. O

Yoo,b(q0) =

3.4.3 Bemerkung:
1. Die Menge M, wird mit diesem Wahrscheinlichkeitsmaf P zu einem
Wahrscheinlichkeitsraum.

2. Als Maf sind P und w o-additiv. Wie wir spéter sehen werden, ist dies in
der globalen Situation nicht mehr der Fall.

3.5 Beschreibung eines zufilligen p-Moduls durch
Erzeugende und Relationen

Eine Relation in einem Modul ist eine Gleichung der Form aje; +. ..+ ae,. = 0,
wobei e; die Erzeugenden sind und die Koeflizienten a; in A, liegen. Die von uns
betrachteten p-Moduln kénnen auch als endliche A,-Moduln aufgefasst werden,
sodass wir hier nur Moduln iiber A, betrachten miissen. Da wir r Relationen
brauchen, bendtigen wir eine r x r-Matrix Mat mit Elementen in A,. Der er-
zeugte Modul M ist dann coker(Mat) := Ay /im(Mat). Um einen p-Modul zu
erhalten, muss Mat vollen Rang haben. Als eine kompakte Gruppe kann A,
mit einem Haar-Maf versehen werden. Dieses kann normiert werden, sodass wir
ein zugehoriges Wahrscheinlichkeitsmaf erhalten. Folglich erhilt auch Ap*" ein
Haar-Wahrscheinlichkeitsmafy, welches im Folgenden mit Pr bezeichnet wird,
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und wir konnen eine zuféllige Matrix mit Beriicksichtigung dieses Wahrschein-
lichkeitsmaifses wahlen.

Zunichst werden wir ein paar Fakten iiber Modulhomomorphismen zusammen-
tragen.

3.5.1 Lemma:
Seien ¢/ > e > 0. Die Anzahl der r X r-Matrizen Mat iber A/p , fir die gilt

(pe (A/pe,>)r Z im(Mat), ist kleiner oder gleich

T

(qn)rge'Jerfre H(l . (qn)fs).

s=1

Beweis: Eine solche Matrix sei gegeben. Dann miissen wir den Homomorphis-
mus bilden, der durch Mat verkniipft mit einem Automorphismus ¢ von A/p®
definiert ist und eingeschrinkt auf A/p¢~! die Identitiit ergibt. Damit erreichen
wir, dass (0,0, ...,0,p%) € im(poMat). Praziser ausgedriickt nehmen wir einen
Automorphismus ¢ mod p¢ und erweitern ihn zu einen Automorphismus mod
pe/. Dann ist

(im( o Mat)) C A/p® x AJp® x A/p® x ... x AJp¢ xptTA/pe.

r—1

Wir haben (¢g")"("¢'~¢) Méglichkeiten fiir ¢ o Mat. Bleibt noch die Frage zu
beantworten, wie viele Moglichkeiten wir fiir ¢ haben. Offensichtlich kénnen wir
statt ¢ einen Automorphismus von (A/p)” wihlen. Nach Lemma 3.3.4 erhalten

WIr
r

@) T - @™
i=1
Moglichkeiten fiir . Die Wahl von ¢ muss nicht eindeutig sein, aber in jedem
Fall haben wir hochstens

T T

(@)@ T~ @) = (@) e T - @)
=1 s=1
viele Matrizen mit (peA/pe/)r Z im(Mat). O

3.5.2 Lemma:
Sei M ein endlicher p-primdrer A-Modul mit N := ord(M) und r := rk(M).
Sei m > r, dann gilt:

m| am ~ o N™ s n\—1i
|{I‘CAP|A,,/FM}|—|AM(]W)|< H (1—(q") )>

i=m—r+1

Hierbei durchlduft T alle Untermoduln von Ay
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Beweis: [CL84|, Theorem 3.1 O

3.5.3 Satz (Friedman-Washington):
Fiir eine zufillig gewdhlte Matriz Mat € Ay*™ gilt:

1. Pr(Mat hat vollen Rang) =1 fir alle m > 0.

2. Fir einen endlichen p-primdaren A-Modul M ist
Pr(coker(Mat) = M) — P(M) fir m — oo,

wobei P das Cohen-Lenstra- Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Man beachte, dass
die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite implizit von m abhdngt.

Beweis: 1. Eine Matrix Mat hat genau dann vollen Rang, wenn ein e exis-
tiert, so dass gilt: (p°A,)™ C im(Mat). Fiir jedes €’ > e ist dies &qui-
valent zu der Aussage, dass fiir die Reduktion von Mat modulo p¢ gilt:
(p°A/p )™ C im(Mat mod p’). In anderen Worten erhalten wir fiir alle
e>0und alle ¢/ > e:

Pr(Mat hat vollen Rang ) > Pr((p°Ap)™ C im(Mat))
Pr <(peA/pe/)m C im(Mat mod pe/)) .

Da die Reduktion modulo pel mit dem Haar-Mafs kompatibel ist, kénnen
wir die letzte Wahrscheinlichkeit durch Matrizenzihlen berechnen. Nach
Lemma 3.5.1 ist die Anzahl der Matrizen mod p¢, die die Bedingung
(p°A/p )™ C im(Mat mod p¢') nicht erfiillen,

m

(qn)m2+m26’fme H(l . (qn)fs).

s=1

Indem wir diese Anzahl durch die Anzahl (¢")™*¢ aller Matrizen in
(A/p¢")y™>™ dividieren, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
eine Matrix in (A/p€ )™*™ diese Eigenschaft hat:

Mat € (A/p¢ )™ ™ erfiillt < (e e
(peA/pe)™ & im(Mat) | —

Insgesamt erhalten wir fiir alle ¢/ > ¢ > 0:

Mat € (A/p)m>™ Mat € (A/p)m>™
>
Pr ( hat vollen Rang = mit (peA,)™ C im(Mat)

m

1 (@)™ e T - (g™ )

s=1

Y

e—0o0
. 1
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2. Wir zeigen, dass fiir r := rk(M) < m gilt:

Pr(coker(Mat) = M) = |Aut1(.M)|< (1_(qn)—i)>
( II <1—<q”>-">>.
i=m—r+1

Die Behauptung folgt dann mit 3.4.2 durch Bilden des Grenzwertes

m — 00.

Sei I ein Untermodul von A}, sodass Ay'/I" = M gilt. Wir berechnen die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis im(Mat) 2T

Sei Matg eine Matrix mit im(Matg) = I'. Dann haben wir die Identifika-
tion {Mat |im(Mat) =T} = Maty - GL(m, A). Nach den Eigenschaften
des Haar-Mafes folgt:

Pr(im(Mat) =T) = |det(Maty)|™™ - Pr(Mat € GL(m, Ay))

Pr(Mat ist invertierbar )
ord(M)™

Da eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre Reduktion modulo
p invertierbar ist, erhalten wir

|GL(m, A/p)
[(A4/p)m<m]
saa (@)™ I 00— (@)
(gm)™*

= JIa=@)™.

Insbesondere ist diese Wahrscheinlichkeit unabhéngig von I'. Deshalb gilt:

Pr(Mat ist invertierbar )

Pr(coker(Mat) = M) = |[{I' CA™A,/T'=M}|-Pr(im(Mat) =T)
352 (ord(M))™ s ny—i
= (LI a-or)
. (HZI(]- - (qn)_i))
(ord(M))™
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3.6 Einige Beispiele

3.6.1 Beispiel:
Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein p-Modul der triviale Modul
ist. Da w(0) = 1, erhalten wir:

PO =JJa= (@) ) =1=(")" = (@) >+ (@)= (") = (¢") " ...

=1

Unter Benutzung von g-Reihen erhalten wir weitere Wahrscheinlichkeiten. Zur
Vereinfachung verwenden wir die Substitution ¢, = (¢")~*.

3.6.2 Beispiel:
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewéhlter p-primérer A-Modul zyklisch
ist, ist

P(M zyklisch) = wM) > w(M)
M zyKklisch
- H(qu)) (Z qquﬂ)

| I
e —
—3
=
[s)
ON

Mit den Mitteln der Statistik kdnnen wir weitere interessante Eigenschaften be-
rechnen, wie zum Beispiel die Varianz Var(X). Hierbei ist E der Erwartungs-
wert und X diejenige Zufallsvariable, fiir die gilt:

1, M zyklisch
0 sonst.

X (M) = {

24



Wir berechnen:

Var(X) = B(X?) - (B(X))*

(1_QO

2 /oo
(1_QO+QO)<10—O[ ; (1_(]o+qO2) N2
= ——[[0-¢) |+ —F"—— | [[( -4
(1 - qo) i=9 (1 - QO) i—2
= (]‘ - q04 - q05 - 2(]06 - (]07 - q08 + quo + 2(]011 . )
—(1 = 2¢,% — 2¢5° — 245° — 26,7 — @° +2¢,° + 7¢,'° + 10,11 .. )

= QO4 + QO5 + QO7 - QQOQ - 6QO10 - 8QO11

3.6.3 Beispiel:

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gewdhlter p-primérer A-Modul M
elementar ist (d.h., dass M direkte Summe von r Kopien A/p mit r € N ist),
erhalten wir mit Hilfe der Rogers-Ramanujan-Identitit 2.3.2:

P(M elementar) = WM Z w(M)

M elementar

(1:[ toa )ZH s
2 (M0 ) (i
: (1= g™ (1 — g™ 1)
1

2

s=1
o q02 _ qo3 +q09 +(]011

Auch hier kénnen wir wieder die Varianz berechnen. Es sei Y diejenige Zufalls-

variable mit
Y(M) = {1,M elementar
0 sonst.
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Es gilt:

Var(Y) = E(Y?) - (BE(Y))

= (1—q02—q03+q09...)
—(1—2¢,% = 2¢5° + ¢o* +2¢,° + ¢,° +2¢,° . ..)
= q02+QO3_QO4_2qO5_q06_q09"'

3.6.4 Beispiel:
Man erhilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Gruppe zyklisch und elementar
ist:

P(M elementar und zyklisch) = (H(l —qoi)> (1 SR L )

i=1 1=

= (H(l - QOi)>

= 1—%2—%3—(]o4+qO7+%8+qO9-~-

Mit Hilfe der oben berechneten Formeln kénnen wir nun auch die Kovarianz der
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beiden Ereignisse ,elementar und ,zyklisch“ berechnen:

Coo(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y)
oo . 2 oo '
= (H (1 _qoi)> - (1 (1(]2—;()]0 ) <H<1 - qoz)>
i=2 i=2
oo o0 1
(z];[l 1— g )(g 1= goo—4) 1_qo5s—1)>

I
N
—
+

—
||

o)
)
o
~_
<. N
—
—~
—

|

(s}

S
\_j
~
—~
—

|

K

S

+
[s)

Q
SN—

-
‘ ([[2 (1-4g )) <sl:[1 (1— ¢ 91— qoss—1)>

(1_q02_QO3_QO4+QO7+(108+QOQH~)
—(1 — ot = 0% — 2,5 — .7 fqog...)(l — 0.2 = q.° +q09...)

= QO5+qo6_QO8_3QO9--~

3.6.5 Bemerkung:

Das Ausschlaggebende dieser Rechnung ist das Vorzeichen des ersten Terms, in
unserem Term haben wir ein positives Ergebnis. Dies gibt an, dass die beiden
Ereignisse positiv korreliert sind. Somit tendieren zyklische Moduln dazu, auch
elementar zu sein und elementare Moduln tendieren dazu, zyklisch zu sein.

3.6.6 Beispiel:

Ein weiterer interessanter Fakt ist der folgende: Wenn wir einen Modul M vorge-
geben haben, kdnnen wir die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der ein zufilliges
Element x den Modul M erzeugt.

Dazu definieren wir uns die Funktion f : M, — [0,1] mit

Anzahl der Elemente, die M erzeugen
| M|

f(M) =
Fiir den Fall, dass M zyklisch ist, erhélt man

1 falls M = {0}
f(M)=<¢1—qp falls {0} # M zyklisch

0, sonst

Somit erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gew&hltes Ele-
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ment 2 den zufilligen Modul M erzeugt:

P(x erzeugt M) = <ﬁl(1 _ qoz‘)> (1 N i (11izo;fz>
- (ﬁlu - qoi>) iq
= (f[l(l - Qoi)> (1—qo)”"
= <ﬁ(1 —qoi)>
= 11:202—qo3—qo4+qo7+qog....

3.6.7 Bemerkung:
Diese Wahrscheinlichkeit stimmt mit der Wahrscheinlichkeit iiberein, dass ein
Modul zyklisch und elementar ist.

3.6.8 Beispiel:

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Modul Rang 2 hat. Bei dieser
Fragestellung miissen wir zwei verschiedene Fille betrachten, entsprechend der
moglichen Modulstrukturen M = (A/p¢)? und M = A/p x A/p°2.

Pirk(M)=2) = M) hat%;(M>_2w(M)
[e'e] [e'e] e} 61+362
N ( (1-40) 1 — qo° + Z Z — 4o?) )

e1=1 62:€2+1

1
_ 362 ea+1
= 0" qo
((lqo 1*61 51— q1) | 1*qo Z 1q0)>

621

_ do
- <1 ><1—qo -0 <1—qo>3<1—qo4>)
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%t = 0° + ¢° + ¢,° - i
P(rk(M) =2) = ((1 — )2 (1= g2)(1 = qo4)> <H (1 — 4o ))

qO4 - i
= (=t (0 -0)

= 0 0 20,5+ 0" + 0% — 0 —2¢,10 — 4,1t ...

Auch in diesem Fall kann man der Frage nachgehen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit zwei zufillig gewdhlte Elemente den Modul erzeugen.

Wir stellen fest, dass die Rechnungen schnell aufwendiger werden, wenn die Mo-
duln kompliziertere Strukturen annehmen. Es ist moglich, auf diese Weise gene-
relle Ergebnisse {iber Ordnung und Rang eines zufilligen endlichen p-priméren
A-Moduls zu erhalten, allerdings erfordert dies einen geschickten Umgang mit
g-Reihen. Wie wir spater sehen werden, kann man dies aber eleganter berechnen.
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Kapitel 4

Zusammenhang der
Cohen-Lenstra-Heuristik mit
Partitionen

Notation

Im Folgenden bezeichnen:

|M| oder auch ord(M) die Kardinalitit einer Menge M,

e ¢ eine Primzahlpotenz,

F, den Kérper mit ¢ Elementen,

e A:=TF,[X] den Polynomring iiber dem Koérper mit ¢ Elementen,

p ein Primideal in A, erzeugt von einem normierten irreduziblen Polynom
p mit Grad n,

e M, die Menge aller endlichen p-priméren A-Moduln,

e )\ bzw. n eine Partition,

Lénge()) die Lange einer Partition ),

7 eine Derivation,
e P die Menge aller Partitionen,

e w(M) das Cohen-Lenstra-Mafs des Moduls M,

P(M) das Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeitsmafs des Moduls M,
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e A die Cohen-Lenstra-Abbildung.

Wir verwenden wieder die Substitution ¢, = (¢") 1.
Wir haben in 3.4.2 gesehen, dass fiir das Maft aller p-Moduln gilt:
w(M) =TT (1= (0))

M ist p-Modul i=1

Die Gleichung kann iiber die erzeugende Funktion der Partitionen erweitert
werden:

wM) =T[0-@)) " =3 Y &
M ist p-Modul =1 nEN  n ist eine

Partition von n

Wir haben bereits gesehen, dass wir p-Moduln mit Partitionen identifizieren
konnen, indem wir die Standarddarstellung M = Hf:I(A/pef')” als eine Parti-
tion mit r; Summanden der Grofe e; als Eintrige auffassen.

Diese Gleichheit deutet jedoch an, dass es, zusétzlich zur bisher behandelten
offensichtlichen, eine tiefere Verbindung zwischen dem Cohen-Lenstra-Maf und
Partitionen gibt. Als Potenzreihe in o betrachtet, hat w(M) nichtnegative gan-
ze Koeffizienten. Gibt es auf der rechten Seite genauso viele Terme wie auf der
linken, so konnte dies auf eine natiirliche Bijektion zwischen den Termen hin-
deuten. Fiir jede Partition sollte es also einen zugehorigen p-Modul geben.
Wir brauchen somit eine Abbildung der Menge aller Partitionen in die Menge
aller p-Moduln, die uns sagt, zu welcher Potenzreihe w(M) der go™-Term der
Partition gehort.

4.1 Die Cohen-Lenstra-Abbildung

4.1.1 Definition:
FEine Abbildung A : P — M, ist eine Cohen-Lenstra Abbildung, wenn fir jeden
p-Modul M gilt
w(M) = an(n)gy,
n>0
wobei ap(n) = }{A‘l(M)} N {n € P|Linge(n) = n}‘ die Anzahl der Partitio-
nen von n ist, die auf M abgebildet werden.

Es gilt noch festzulegen, wann eine Abbildung natiirlich ist. In unserem Fall gilt
dies, wenn sie ordnungserhaltend ist.

4.1.2 Definition:
Sei M = Hle(A/pei)” ein p-Modul. Wir definieren die Indexmenge Ip; von
M als

Iy = {(ti,s): 1<i<k,1 SSSTi|ti,s EN}
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Fiir jeden Vektor t € Iy definieren wir den Ezponenten:

k r
expon(t) := Z min(e;, e;)rir; + <ZZS%S> .

1<i,j<k i=1 s=1

4.1.3 Bemerkung:
Das Cohen-Lenstra-Maf eines p-Moduls M = Hle(A/pei)” ist gegeben durch
die Formel

w(M)

(H (ﬂ(l - (QO)j)l>) H (go)™in(eies)rirs

i=1 \s=1 1<i,j<k

k Ti OO
- (H (HZ(QO)tS>> H (qo)min(ei,ej)rirj

i=1 \s=1t=0 1<i,j<k

Multiplizieren wir aus, so erhalten wir ein Monom fiir jedes Tupel (¢; s)1<i<k,1<s<r; -
Damit konnen wir das Cohen-Lenstra-Maf von M schreiben als

w(M) = 3 g,

teln

4.1.4 Definition:

Die Menge Iy besitzt eine natiirliche partielle Ordnung ,,<* (t; s)1<i<k,1<s<r; €
I,y ist kleiner oder gleich (fi7s)1§i§k,1gsgn € Iy, wenn fiir alle 1 <1 < k gilt:
Die Sequenz (tir,,tir,_,..-ti1) ist beziiglich der Produktordnung kleiner oder

gleich (tiv; tive , - ti1).

4.1.5 Bemerkung:
Seien t,t € Iy mit ¢ < t. Dann gilt: expon(t) < expon(t).

4.1.6 Definition: _

Wir kénnen In; kanonisch einbetten in die Vereinigung I :=Jy;cpq. Ine und I
kanonisch in die Menge M, projizieren, indem wir die Projektion au]iE den Index
betrachten. Im Folgenden bezeichnet u eine bijektive Abbildung von I nach P
und pps die Einschrinkung von p auf M. Dabei heifst pyr monoton, falls fiir
t,th € Ing mit t < t' gilt pps(t) < pn(t') fiir alle p-Moduln M. Eine Cohen-
Lenstra Abbildung A : P — M, heifit ordnungserhaltend, wenn eine bijektive
Abbildung p : I — P existiert mit Linge(u(t)) = expon(t), so dass das Dia-
gramm
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M
kommutiert und fir alle M € M, puy monoton ist.
Johannes Lengler zeigt in seiner Dissertation [Len09] in Kapitel 3 die Existenz
und Eindeutigkeit einer solchen ordnungserhaltenden Cohen-Lenstra-Abbildung.
Er gibt dabei zwei Algorithmen an, die beide A definieren. Der erste Algorithmus
benutzt Young-Diagramme, der zweite ist numerischer Natur. Beide erzeugen

dieselbe Abbildung A. Wir geben im weiteren Verlauf dieses Kapitels seine De-
finitionen und Algorithmen wieder.

4.2 Definition mittels Young-Diagrammen

Sei (i,7) € ZxZ und sei A € Z. Der A-Nachfolger s (4, j) von (4, j) ist der Punkt
(142,7—)X) € ZxZ. Fir jedes N € Z x Z sei sx(M) das Bild von M unter s.

4.2.1 Algorithmus:
Sein e P.

1. Sei N1 € NT x N* das Young-Diagramm von n. Setze k := 1.

2. Sei Qr :={(4,j) €ZxZ|j>1,1>2k—1}. Finde \; € Z minimal, so
dass sy, (Ng) N Qr C Ny.

3. Finde das maximale iy € Z, so dass ein j € Z existiert mit (ix,j) € My
und sy, —1(ix, ) € Qr \ Ny

4. Sei C}, := {(Z,]) € Nt x Nt ‘Z < ik}\Nk.
Setze Niy1:= (Mg \ sx,(Ck)) N Qr41. Erhéhe k um 1.

5. Wiederhole Schritt 2 — 4, bis Ny N Qy leer ist.

Wenn der Algorithmus nach k& Durchlaufen abbricht, gibt er A\i,..., A, aus.
Setze A(n) := (A1,..., ) € M,.

4.2.2 Bemerkung:
1. Der Algorithmus bricht immer ab, sodass A wohldefiniert ist.

2. Die JA; sind sortiert, Ay > ... > Ax > 0, sodass das Ergebnis des Algorith-
mus eine Partition ist.
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4.3 Numerische Definition

Bevor wir den numerischen Algorithmus betrachten konnen, miissen wir zu-
néchst Derivationen definieren.

4.3.1 Definition:

Sein = (n,ng, - ..,n;) € P. Die Derivation von n ist das Tupel n = (T, 701, - . ., Mg

definiert durch:

ny —ny, firt=20
N 1= n; =Ny, fiir1 <i<k-—2
n;, firi=k—1k

4.3.2 Lemma:
Sein = (nq,ng,...,n;) € P und sei i = (R, N1, ...,0k) die zugehdrige Deri-
vation. Dann ist es maglich, n aus . mittels folgender Formel zu erhalten:

n;, = E n;.

1<i<j<k
1=j mod 2

Beweis: Fir i = k und ¢ = k£ — 1 ist die Formel offensichtlich. Fir 7 < k — 2
erhalten wir

B ny,, fir ¢ = k mod 2
o= 2 mme | =

1<i<ji<k 1<i<j<k— Ny, sonst
i) mod 2 i=j miod 2

Wir haben 7y nicht bendtigt, um n zu berechnen. O

4.3.3 Lemma:
Eine Sequenzn = (g, N1, ..., Nk) ist genau dann eine Derivation, wenn folgende
Bedingungen gelten:

1. np_1 > ng > 0.
2. n; >0 fir allei > 1.

3. Z” (—1)7- “n >0 fir alle 1 <1y <iy <k, iy =iy mod 2 (falls ia =k,

j=i1

entfallt die Bedmgung i1 =2 mod 2).

4 Eh_o(=1)im; = 0.
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Beweis: Sei 7 die Derivation einer Partition n € P. Die Aussagen 1. und 2.
sind offensichtlich richtig. Des Weiteren haben wir nach Lemma 4.3.2

dies impliziert 4.

Um 3. zu beweisen, nehmen wir zur Vereinfachung is < k an. Der Fall iy = k
folgt analog. In der folgenden Rechnung wird ein Term n; durch 0 ersetzt, falls
er, da j > k gilt, nicht existiert. Es gilt:

12

D (=1, Yool X

Jj=i1 (11 <j<in (i1 <j<ia
j=i1 mod 2 j#i1 mod 2

Ny, —Njyq42 — (ﬁiﬁ-l - ﬂ712+1)

= My Dy TRy T Ry

>0 >0
> 0

Nun zeigen wir, dass jedes Tupel mit den Eigenschaften 1.-4. eine Derivation
ist. Wir definieren n wie in Lemma 4.3.2. Dann erhalten wir

o ool -| > | =n—n

1<j<k 2<j<k
i=1 mod 2 i=0 mod 2

Ist n eine Partition, dann ist nach Lemma 4.3.2 klar, dass n die zugehorige
Derivation ist. Nach den Bedingungen 1. und 2. ist n;, > 0 fiir 1 < i < k. Wir
miissen also lediglich noch zeigen, dass n;, > n,; fir 1 <7<k — 1. Fir diese 4
erhalten wir:

n, —n;; = § L7 E nj

i<j<k i+1<j<k
j=i mod 2 j#i mod 2
i2
= Yy
Jj=t1
3.
> 0
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4.3.4 Bemerkung:
Wir benutzen 3. insbesondere mit i5 = i1 + 2. In diesem Fall ist die Aussage:

My + My 42 2 My 41+
4.3.5 Algorithmus:
Sei n = (nq,...,n,,) €P.
1. Sei 7' = 7 die Derivation von n. Sei k:=1.
2. Sei A\, := max; {ﬁf} und sei i 1= mazx {l|ﬁéC = /\k}.

3. Entferne die Eintrige iy — 1,4, und i, + 1 von 7iF und ersetze sie durch
den neuen Eintrag ¥ _, +nf ; —n¥ und man erhilt 7**!. Erhohe k um
1.

4. Wiederhole Schritt 2 und 3, bis #2* nur noch aus Nullen besteht.

Das Ergebnis des Algorithmus ist (A1,..., ) € M,.

4.3.6 Bemerkung:
1. Fiir jedes k ist n* eine Derivation (bis auf eventuelle Nulleintrige am
Schluss).

2. In der k-ten Schleife sind alle Werte 7* ganze Zahlen zwischen 0 und \j,_1,
so dass die A\, monoton abfallen. Der Algorithmus liefert in der Tat eine
Partition.

4.3.7 Satz:
Sei e > 0 fest gewdhlt. Dann erhalten wir

> own= I G-a)

M ist p-Modul jZ0,%+(e+1)mod(2e+3)

mit Ezponenten < e

Beweis: Ist A eine Cohen-Lenstra-Abbildung, so gilt:

w(M) =" an(n)gg,

n>0

wobei ay(n) = |[{A71(M)} N{n € P|n ist eine Partition von }| mit n € N.
In unserem Fall gilt:
{n eP

>, wd=)

M ist p-Modul n>0
Aber wenn M als eine Partition in M, interpretiert wird, so ist der Exponent
lediglich der grofite Teil. Bei einer gegebenen Partition n = (ny,no, ..., 1n,,) € P

n

dp -

n ist eine Partition von n und
A(n) hat Exponenten <e

mit Exponenten < e
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ist der grofte Teil von A(n) genau A1, da die \; sortiert sind. Andererseits ist
A1 = maz;(n;_5 —n;), wobei wir n, :=n_ := 0 setzen. Somit wissen wir:

> w(M):Z{nEP

M ist p-Modul n>0
mit Exponenten < e =

Die rechte Seite ist wohlbekannt (siehe z.B. [And98], Theorem 7.5, k := i := e+1;

dort wird die konjugierte Bedingung bewiesen) und hat den Wert

H (1—q’)~"

j#Z0,£(e+1)mod(2e+3)

90

n ist eine Partition von n und }

n;_

i—o —n,; <efilir alle ¢

4.3.8 Korollar:
Die Cohen-Lenstra- Wahrscheinlichkeit, dass ein p-Modul Ezponenten < e hat,

18t _
(1—=(¢g")).
j=0,x(e+1)mod(2e+3)
Beweis: Die Cohen-Lenstra-Heuristik besagt, dass die Wahrscheinlichkeit einer
einelementigen Menge {M} durch JE /f/lv?) gegeben ist. Somit ergibt sich fiir die

Wahrscheinlichkeit, dass ein p-Modul einen Exponenten < e hat:

| X won] = (TI0-w)

M ist p-Modul §>1
mit Exponenten < e =

1T (1—q”)*

j#Z0,+(e+1)mod(2e+3)

= H (1—q0”).

j=0,£(e+1)mod(2e+3)
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Kapitel 5

Interpretation der
Cohen-Lenstra-Heuristik
mittels Konjugationsklassen

Notation

Im Folgenden bezeichnen:

|M| oder auch ord(M) die Kardinalitit einer Menge M,

e ¢ eine Primzahlpotenz,

F, den Kérper mit ¢ Elementen,

e A:=TF,[X] den Polynomring iiber dem Koérper mit ¢ Elementen,

p ein Primideal in A, erzeugt von einem normierten irreduziblen Polynom
p mit Grad n,

e deg(f) den Grad eines Polynoms f € A,

e M, die Menge aller endlichen p-priméren A-Moduln,

A eine Partition,

Lénge(\) bezeichnet die Lange einer Partition A,

e )\ die zu ) konjugierte Partition,

P die Menge aller Partitionen,

e rk(M) den Rang des Moduls M,
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e exp, (M) den p-adischen Exponenten des Moduls M,

o w(M) das Cohen-Lenstra-Mafs des Moduls M,

e P(M) das Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeitsmaf des Moduls M,
o GL(m,q") die allgemeine lineare Gruppe tiber Fyn.

Wir betrachten die Gruppe Gl(m, ¢") aller invertierbaren m x m-Matrizen tiber
Fgn. Jede Konjugationsklasse kann durch eine Matrix in Normalform dargestellt
werden. Wir wollen im Folgenden die Normalform einer solchen Matrix bestim-
men. Dazu miissen wir zunéchst die Begleitmatrix eines Polynoms
®=X"+a,_1 X" "+...4+a1X + ag definieren:

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 o .- 1
—ap —a1 —az -+ —0r-1

Fiir jedes normierte irreduzible Polynom ® vom Grad r iiber F;» und jede
positive ganze Zahl s sei J(®, s) die Begleitmatrix des Polynoms ®*; dieser wird
als Jordan-Block der Gréke rs x rs bezeichnet. Die Normalform hat dann die
Gestalt:

Ji 0 0 0
0 Jo O 0
0 0 Js 0
0O 0 0 - Jg

Hierbei durchlaufen die Jj alle moglichen J(®,s). Wir setzen lediglich voraus,
dass sich die Spaltenzahlen aller Jordan-Blocke zu m aufaddieren. Um die Nor-
malform anzugeben, miissen wir also fiir jedes irreduzible Polynom ® und jedes
s > 0 angeben, wieviele (®,s)-Jordan Blocke auftreten. Wir suchen also fiir
jedes irreduzible Polynom @ eine Partition, welche wir mit Ag bezeichnen. Da
wir nicht davon ausgehen konnen, dass die Anzahl der einzelnen Jordan-Blocke
absteigend geordnet ist, lassen wir an dieser Stelle auch Partitionen zu, die nicht
notwendigerweise absteigend geordnet sind.

Die Familien von Partitionen (Ag)s, wobei @ alle irreduziblen Polynome iiber
Fg» durchléuft, mit den Eigenschaften

1. fiir das Polynom ®(X) = X ist Ay = 0;

2. Z‘I),s S (degq))AQ,S =m;
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entsprechen eineindeutig den Konjugationsklasse in GI(m, ¢™) (siehe [Bos06],
Seite 231, Theorem 11). Wir schreiben ®(Mat) fiir die durch Mat € GL(m, ¢"™)
und das Polynom ®(X) definierte Partition.

5.1 Satz:

Sei @ ein normiertes Polynom iiber Fyn vom Grad 1 mit ®(X) # X, und sei A
eine Partition. Fiir m — oo konvergiert die Wahrscheinlichkeit, dass Ag (Mat) =
A fiir eine zufillige Matrix Mat in Gi(m,q™) gilt, gegen die Cohen-Lenstra-
Wahrscheinlichkeit P()).

Beweis: [Ful97], Section 3.3, Corollary 5 und Section 2.7, Lemma 6 und Theo-
rem 5 mit u=1, N — o0 O

5.2 Bemerkung:
Diese Wahrscheinlichkeiten konvergieren nicht gleichméfig in A. Fulman beweist
diese Konvergenz, indem er den Limes N — oo von folgender g-Reihe bildet:

(Hivzl(lf(qn)_l)f / ’
— w(A) falls A} < N
PV =1{ M a-am-9 !
0 falls A} > N.

Hierbei ist A" die zu A konjugierte Partition und w()\") das zugehdrige Cohen-
Lenstra-Maf dieser konjugierten Partition. Fiir die gleichmifige Konvergenz
betrachtet man den Limes der g-Reihe

(s 0-@)" (
T2 (1 - (gm)7)

H (1- (q”)‘i)> w(X)

1=

entlang der ,Diagonalen®, d.h. N = ). So stellt man fest, dass dieser Ausdruck
nicht gegen Null geht und somit auch das Supremum {iber alle A nicht gegen
Null geht. Folglich liegt keine gleichméfige Konvergenz vor.

5.3 Bemerkung:

Dieser Satz besagt, dass die normierten Polynome vom Grad gréfser als 1 asym-
ptotisch keine Rolle mehr spielen. Die Tatsache, dass die Wahrscheinlichkeit
nicht gleichmifig konvergiert, wirkt zunédchst wie eine Einschrinkung, aller-
dings ist die punktweise Konvergenz fiir unser Zwecke vollig ausreichend.

Fulman gab zwei Interpretationen der Cohen-Lenstra-Wahrscheinlichkeit in sei-
ner Doktorarbeit [Ful97] an, die im Folgenden behandelt werden.
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5.1 Interpretation mittels Young-Tableaus

Wir werden im Folgenden die Cohen-Lenstra-Heuristik als Ergebnis eines wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Algorithmus interpretieren.

5.1.1 Algorithmus (,,Young-Tableau-Algorithmus*):
1. Beginne mit einer leeren Partition A\, N = 1 und mit einer Sammlung

von Miinzen indiziert durch die natiirlichen Zahlen, so dass Miinze i die
Wabhrscheinlichkeit (¢™)~* auf Kopf und 1 — (¢™)~* auf Zahl hat.

2. Wirf Miinze N. Ist das Ergebnis Zahl, dann setze N := N + 1 und wie-
derhole Schritt 2. Ist das Ergebnis Kopf, gehe zu Schritt 3.

3. Wihle eine ganze Zahl S > 0 nach folgender Auswahlregel: S := 1 mit
Wahrscheinlichkeit %7](1;1 Fiir s > 1, setze S := s mit Wahrschein-
lichkeit (2"

ijn‘)ﬁv”)f_ . Erhéhe Ag um 1 und gehe zu Schritt 2.

In Schritt 3 benutzen wir, dass alle undefinierten Eintrdge von A Null sind. Der
Algorithmus hélt nicht an, aber A konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen
eine Grenzpartition.

5.1.2 Beispiel:
Angenommen wir befinden uns mit der Partition A = (2, 1,1) in Schritt 2 unseres
Algorithmus. Dann betrachten wir das Young-Diagramm

Wir nehmen weiter an, dass N = 3 ist und dass Miinze 3 als Ergebnis Kopf
ergibt Wir gehen also zu Schritt 3 und erhéhen A\; mit der Wahrscheinlichkeit

(11")731’ Ay mit der Wahrscheinlichkeit (((Z")ﬁ’ A; mit der Wahrscheinlichkeit

0 und A, mit der Wahrscheinlichkeit % Wahlen wir S = 2, so erh6hen

wir A, und erhalten A\ = (2,2,1) mit zugehorigem Young-Diagramm

Anschliefsend kehren wir zu Schritt 2 zuriick, N hat immer noch den Wert 3.
Falls Miinze 3 erneut Kopf anzeigt, gehen wir zu Schritt 3 und erhéhen \; mit

der Wahrscheinlichkeit @ =1 q:)S 7, Ap mit der Wahrscheinlichkeit 0, A; mit der
Wahrscheinlichkeit (( 72)3 qln und A\, mit der Wahrscheinlichkeit (()n)%(ql)rz.

5.1.3 Bemerkung:

Ein Young-Tableau ist ein Young-Diagramm, dessen Boxen von 1, ...,k durch-
nummeriert sind, wobei & die Grofle des Young-Diagramms ist. Die Nummerie-
rung muss so gewahlt werden, dass fiir jedes ¢ mit 1 < ¢ < k die Boxen 1,...,1
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erneut ein Young-Diagramm bilden. Man kann ein Young-Tableau also als ein
Young-Diagramm versehen mit einer Ordnungsrelation interpretieren, das an-
gibt, wie man das Diagramm ganz von vorne aufbaut. Da der Algorithmus genau
dies angibt, erkldrt sich der passende Name ,Young-Tableau-Algorithmus.

5.1.4 Satz:

Mit Wahrscheinlichkeit 1 erzeugt der Algorithmus eine endliche Partition. Fir
eine gegebene Partition A ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus A
erzeugt, die Cohen-Lenstra- Wahrscheinlichkeit P()).

Beweis: [Ful99|, Theorem 1. O

5.2 Interpretation im Young-Gitter

Das Young-Gitter ist ein gewichteter und gerichteter Graph mit Knotenmenge
‘P. Es gibt eine gerichtete Kante von A nach p genau dann, wenn das Young-
Diagramm von ) enthalten ist im Young-Diagramm von u und Linge()) =
Linge(u) — 1. Die konjugierte Partition )’ ist der Index des Knotens. Es gibt
eine ge?ichtete Kante von A\ zu v genau dann, wenn ein Index ¢y existiert, so
dass v}, = Aj, + 1 und v; = )] fiir alle i = 4.

5.2.1 Satz:
Wir legen das Gewicht mys ,, an die Kanten wie folgt:

1. mél,ﬁ/ = B falls H; - Ai + 1.

1
(g1 ((q)* 171 1)

2. m — (qn)fxg—(qn)_xﬁ’l falls 1/ = N1 fii -1
My = e ; falls ! = X tir s > 1.

Dann gilt folgende Formel fiir das Cohen-Lenstra-Maj3:

A—1
w(A) = Z H Myl iy s

~' =0
wobei v = (7}, ...,74) alle gerichteten Pfade von der leeren Partition zu X' im
Young-Gitter durchlduft.
Beweis: [Ful99], Theorem 2. O

5.2.2 Bemerkung:
Wie eine kurze Berechnung zeigt, ist fiir jede Partition A € P die Summe aller

n

Gewichte der Kanten weg von A gegeben durch ()3,71, und dies ist kleiner 1.
gt~

Deshalb kann das Gewicht der Kante )\', p" auch als Ubergangswahrscheinlich-
keit interpretiert werden, wahrend der zu 1 fehlende Rest die Wahrscheinlichkeit
angibt, bei A stehen zu bleiben

42



5.3 Beispiele

5.3.1 Satz:
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewdhlter p-Modul M Rang r hat, ist

O » (qn)rz
Perk(M)=r) =] (1 - (")) — —.

i=1 (ITiz (T = (g™)~9)
Beweis: [Ful97], Theorem 15. O
5.3.2 Satz:
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein p-Modul M Ordnung e und Rang r hat, ist

ord(M) =e i ne_iv |Gl q™) “gm)er f;l 1— (¢
i (M@= @) (M= - @)

Beweis: [Ful97], Theorem 16. O
5.3.3 Satz:

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewdhlter p-Modul M einen Exponen-
ten héchstens e hat, ist

P(expy (M) < e) II (1= ("))

j=0,£(e+1)mod(2e+3)

Beweis: [Ful97], Theorem 21. O
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Kapitel 6

Globale Theorie

Notation

Im Folgenden bezeichnen:

e k,u natiirliche Zahlen aus N, eventuell k£ = oo,

e |M] oder auch ord(M) die Kardinalitét einer Menge M,

e ¢ eine Primzahlpotenz,

o [, den Korper mit ¢ Elementen,

e A:=TF,[X] den Polynomring iiber dem Koérper mit ¢ Elementen,
e p ein Primideal in A,

e a ein Ideal in A,

e P die Menge aller Primideale von A,

e Np die Norm von p,

e deg(f) den Grad eines Polynoms f € A,

e M die Menge aller endlichen A-Moduln,

e M, die Menge aller endlichen p-primiren A-Moduln,

e Mp, den P;-Anteil des Moduls M fiir eine Teilmenge P; von P,
e rk(M) den Rang des Moduls M,

o 7,(M) den p-Rang des Moduls M,

e Aut(M) die Automorphismengruppe von M,
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o w(M)= \ATl(ZW)l das Cohen-Lenstra-Mafi des Moduls M,

o xa(M) fiir einen Modul M = @A/a; das wohlbestimmte Ideal x4 (M) =
I

e 5,(M) die Anzahl der surjektiven A-Homomorphismen von A* nach M,

o wi(M) das k-Mak des Moduls M,

e (i(s) die k-Zeta-Funktion,

e ((s) die Dedekindsche Zeta-Funktion,

e r das Residuum von (4 in 1,

e ()}, das Residuum von (j in 0,

o Ej (f) den (k,u)-Erwartungswert von f,

o I, ,(f) den (k,u)-Inhalt von f.

Bisher haben wir uns lediglich mit endlichen p-priméiren A-Moduln beschiftigt.
Nun méchten wir uns mit beliebigen endlichen A-Moduln befassen. Diese Theo-
rie wurde bereits von Cohen und Lenstra in [CL84] entwickelt und wir werden
im Folgenden weitestgehend ihre Notation verwenden. Die Techniken, die wir
fiir p-Moduln haben, kénnen wir leider nicht fiir den allgemeinen Fall verwen-
den. Das Cohen-Lenstra-MaR fiir den Modul M ist proportional zu |Aut(M)| ™.
Um dies verallgemeinern zu kénnen, miisste ), , [Aut(M )| ™" < oo sein. Dies ist
aber nicht der Fall, denn

S Aut(M)] > 3 [ Aut(Afp) T =D (Np - 1) = .
M peP peP

Ein weiteres Problem stellt die o-Additivitat dar. Da ein Wahrscheinlichkeits-
mafl P o-additiv ist, wiirde gelten:

1=PM)=P(|J {M})= ) P{M})=0.
MeM MeM

Wir miissen uns also von der Vorstellung trennen, einen Wahrscheinlichkeits-
raum konstruieren zu kénnen, der das stochastische Verhalten eines zufilligen
endlichen A-Moduls M bescheibt. Wenn wir uns aber auf endliche Additivi-
tit beschranken, so erhalten wir einen Inhaltsraum und kénnen Inhalte anstatt
Wahrscheinlichkeiten betrachten.

6.1 Definition:
Ein Inhalt auf einer Algebra A auf der Menge X ist eine Abbildung
p:A— RU{oo} fiir die gilt:

1. p(0) =o0.
2. u(A) >0 fir alle A € A.
3. (A1 UAy) = p(A1) + p(Az) fiir alle disjunkten Mengen A4, A € A.

Zunichst benotigen wir aber noch einige allgemeine Grundlagen zur ¢-Funktion.
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6.1 Die Zeta-Funktion

6.1.1 Satz:
Jeden endlichen A-Modul M kann man in der Form

M = ®A/a; mit Idealen a; von A

schreiben. Obwohl die Komponenten A/a; nicht eindeutig bestimmt sind, ist das
Produkt [ ], a; ein wohlbestimmtes Ideal von A, das nur von der Isomorphieklasse
von M abhingt. Es wird mit x a(M) bezeichnet.

6.1.2 Definition:
Sei M ein endlicher A-Modul. Mit sp(M) bezeichnen wir die Anzahl der sur-

jektiven A-Homomorphismen von AF nach M.
Das k-Mafl von M wird definiert durch

wi (M) = sp(M) | M|™% |Aut(M)| ™" und
Woo (M) 1= klirgowk(M)

6.1.3 Definition:
Mit ry(M) bezeichnen wir den p-Rang, d.h. den Rang dim s ,,(M/pM) des p-
primdren Anteils M, von M.

6.1.4 Satz:
Sei M ein endlicher A-Modul mit x a(M) = a. Dann gilt:
i 1
M) = I—(Np)™) | ——nr
w) =TT TT -0 | Zoms
pla i=k—rp+1
und
w(M) = klim wi (M).

Beweis: [CL84|, Proposition 3.1 O

6.1.5 Bemerkung:
Zur Vereinfachung wollen wir folgende Abkiirzungen verwenden:

Z steht fiir Z ,

a a ist Ideal in A
E steht fiir E und
M(a) M bis auf Isomorphie mit x4 (M)=a
E steht fiir E
M(a),pu M bis auf Isomorphie mit x4 (M)=a, p€Hom a (A%, M)
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6.1.6 Definition:
Wir definieren das k-Maf$ eines Ideals a als

wi(a) = Y wi(M).

M (a)

6.1.7 Definition:
Wir definieren die k-C-Funktion dber M als

Crals) = Gil(s) = D wi(a)(Na)™

mit Na = |A/al.
Seip € P. Dann ist die k-C-Funktion eingeschrinkt auf die Menge der p-Moduln
gegeben durch

CP(s) =D wi(p®)(Np) .

a€eN
6.1.8 Satz:
1. { konvergiert fiir Re(s) > 0.
2. Seip € P. Dann gilt fir Re(s) > —1:

G = T (1—@p)=)

1<j<k

-1

3. Fir Re(s) > 0 ist
Gls) =[] ¢als+24).

1<5<k
Hierbei bezeichnet (a(s) die Dedekindsche Zeta-Funktion von A, ndmlich
sy 1
Ca(s) = 1,(1%—5 =[lyer 1= (Np)~°) .
Beweis: [CL84], Korollar 3.7. O

6.1.9 Korollar:
Wenn wir die meromorphe Fortsetzung um s = 0 betrachten, so ergibt sich, dass
Cx in s = 0 einen einfachen Pol mit Residuum

Cv=r [] ¢ali)

2<i<k

hat, wobei k = m das Residuum von (4 an der Stelle 1 ist.

6.1.10 Bemerkung:
Es gilt die Identitét

<k1+k2 (8) = Ck1 (S + k2)<k2 (8)

Nun haben wir alle Hilfsmittel, um globale Inhalte und Erwartungswerte zu
definieren.
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6.2 Inhalte und Erwartungswerte

6.2.1 Definition:
Wir setzen fiir eine komplezwertige Funktion f, die auf der Menge M der Iso-
morphieklassen endlicher A-Moduln definiert ist und k € NU {oo},

we(fi0) = 3 w(M)F(M)
M (a)
und
Ce(f8) = wi(f;a)(Na)~*
Wir definieren den (k,u)-Erwartungswert Ey ,(f) von f wie folgt:

Ep.(f) = lim 2onase (VO™ X nia),p, fM/im() w0 (M)
k,u L 00 ZNagg;(Na)iu ZM(u),Lpu wr, (M)

Ist k = oo, so sprechen wir von u-Mittelwerten von f und schreiben E,(f)
anstatt Eoo o (f).

6.2.2 Bemerkung:
1. Der (k,u)-Erwartungwert muss nicht notwendigerweise existieren.

2. Der Nenner in By, (f) ist gleich >y, wi(a).

3. Falls f die charakteristische Funktion einer Eigenschaft ist, wollen wir von
einem (k, u)-Inhalt Iy ,, oder u-Inhalt I,, von f beziiglich der entsprechen-
den Eigenschaft sprechen.

4. Fir k = oo, u = 0, sprechen wir vom Erwartungswert bzw. vom Inhalt
von f.

5. Wir erhalten nur endliche Additivitét.
6.2.3 Bemerkung:

Der w-Inhalt I,,(M) von M ist die ,Wahrscheinlichkeit”, dass M bei folgendem
zufélligen ,,Prozess* erzeugt wird:

1. Wéhle einen zufélligen endlichen A-Modul H mit Beriicksichtigung der
Cohen-Lenstra-Heuristik |H| < z mit  >> 0.

2. Wihle zufillig u Elemente g1, ..., gy-
3. Ergebnis: H/ {g1,.-.,Gu)-

Nun suchen wir einen Weg, Ej, ,, und I}, ,, einfach zu berechnen. Dazu ben&tigen
wir folgende Definition und anschlieffend einen Tauber-Satz:

48



6.2.4 Definition:
Zwei fiir hinreichend grofie reelle Argumente definierte Funktionen [ und g hei-

Ben asymptotisch dquivalent, falls lim ch((;g =1, in Zeichen f(x) « g(x).

xr—00

6.2.5 Lemma:

Konvergiert die Reihe D(s) = ) c(a)(Na)™* mit nicht negativen reellen Koeffi-
zienten c(a) fir Re(s) > 0 und ist D(s)— % analytisch fortsetzbar fir Re(s) > 0,
dann ezistiert ein 0 < 1 mit

« Clog(z log () z)° 1Y) fir x —
Nach(a) Clog(x) + 07,5 (@)'™") f :

Beweis: Wir konnen ) c(a)(Na)~® wie folgt schreiben:

> e(@)(Na)™* =D (n > c(a)) (n)=s %

a n>1 Na=n

Da Na immer eine Potenz von ¢ ist, konnen wir [Ros02], Theorem 17.1 auf
folgenden Term anwenden:

S Y e | @)

N>1 Na=¢N

Also gibt es ein § < 1 mit

" | D cla) | =C-log(q) - ¢V +O(’).

Na=gN

Somit ergibt sich

> ela)=C- ) (log(q) + O((¢V)’™")) = C- N -log(q) + N - O((¢")* ™).

Na:qN 1SN

O

6.2.6 Bemerkung:
Genauere Aussagen dariiber, wie gut diese Approximation ist, sind nicht mog-
lich, da man ¢ nicht genau spezifizieren und somit keine Aussagen iiber die

Konstante vor O(llzz ((Z)) (n)°~1) treffen kann.

49



6.2.7 Proposition:
Wir schreiben

Crl(f3 5 +u)Cr(s)/Crls +u) =Y anulf;a)(Na) ™.

Dann ergibt sich
ZNa<x ag u(f7 Cl)
Ep.(f)= 1 == .
kaulf) 00 Crlog(z)

Beweis: [CL84|, Proposition 5.4. O

6.2.8 Korollar:

Sei f eine nicht negativ-wertige reelle Funktion auf einer Teilmenge der Iso-
morphieklassen von endlichen A-Moduln. Angenommen (i (f;s) konvergiert fir
Re(s) > 0 und ((f;s) — € ist analytisch fortsetzbar fiir Re(s) > 0. Dann
erhalten wir:

u+t+k

k s—0 Ck (3

Beweis: Nach Proposition 6.2.7 ist klar, dass > ax.(f;a)(Na)~* fiir Re(s) >

0 konvergiert und asymptotisch dquivalent zu (CSIE{;;)) % fiir v > 0 und zu %

fiir w = 0 ist. Da ((u) = Cg, £ gilt, folgt die Behauptung mit Hilfe von Lemma
6.2.5. 0

Wir haben also eine angenehme Methode gefunden, Ey, ,, bzw. I}, zu berech-
nen. Aber diese Erkenntnis bringt noch weitere Vorteile. Fiir viele Anwendungen
interessiert man sich nur fiir bestimmte p-Komponenten eines A-Moduls. Wir
nehmen uns eine Teilmenge P; C P und bezeichnen mit Mp, den P;-Anteil eines
endlichen A-Moduls. Weiter nennen wir einen A-Modul M einen P1-Modul, falls
M = Mp, = @pePl M, ist.

6.2.9 Definition:
Die Funktion f o Py wird definiert als

foPi(M) = f(Meg,).

Wir erhalten folgende Proposition:
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6.2.10 Proposition:
Sei a = xa(M) sowie a; das zum Py-Anteil von M gehorige Ideal x o(Mp,) und
ag = aal_l. Dann gilt

wi(f o P1(M)) = wi(f; a1)wy(az)

und demzufolge

Ce(f o P1(M);5) = Yo w(fimWa) | T T @—@p)7)~h

a,pla=pePy pgP1 1<j<k

Beweis: Setze Py =P — Py, My = Mp,, My = Mp, dann erhalten wir a = a;a
wobei a; der Pi-Anteil von a ist und

wi(foPiia) = Y wp(M)f(Mi) = Y wip(M)f(M) Y wi(Moy).

M (a) M (a1) M2 (az)

Dies zeigt die erste Gleichung; die zweite ist eine formale Konsequenz der Defi-
nition von (x(f;s) und von Satz 6.1.8. O

6.2.11 Korollar:
Der (k,u)-Erwartungswert einer Funktion f eingeschrinkt auf P1-A-Moduln ist
derselbe wie der (k,u)-Erwartungswert der Funktion f oP;.

Beweis: Dies folgt durch eine leichte Rechnung aus der eben in Proposition
6.2.10 gezeigten Eigenschaft fiir das k-Mafs und die k-(-Funktion, sowie der in
Korollar 6.2.8 bewiesenen Formel zur Berechnung des (k, u)-Erwartungswertes
einer Funktion. O

Dies zeigt, dass die einzelnen p-Komponenten eines zufilligen endlichen A-
Moduls sich unabh&ngig verhalten. In unserer Situation ist es kein Postulat,
sondern eine Folgerung aus den Eigenschaften der (-Funktion.

6.2.12 Bemerkung:

Der Inhalt, dass ein zufilliger P;-Modul eine bestimmte Eigenschaft hat und
der Inhalt, dass die P;-Komponente eines zufilligen beliebigen endlichen Mo-
duls diese Eigenschaft hat, sind wahrscheinlichkeitstheoretisch gesehen vollig
unterschiedliche Ereignisse und Interpretationen. Diese beiden Inhalte stimmen
aber nach dem eben gezeigten Korollar iiberein.

6.3 Beispiele

Zur effektiven Berechnung der folgenden Beispiele wurden stets Korollar 6.2.8
sowie Proposition 6.2.10 verwendet. Weiter gilt fiir jedes Beispiel: f sei jeweils
die charakteristische Funktion der in dem einzelnen Beispiel beschriebenen Ei-
genschaft.
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Lokale Situation

Wir betrachten p-Moduln:

6.3.1 Beispiel:
Der u-Inhalt, dass M, # 0 ist, ist

o0

1— I @=p)™) = (Np) ™"+ (Np) 2+ (Np) P

i=u+1

Beweis: Zunichst berechnen wir:

Gfuw) = 305 we(M)F(M)(Na)™

a M(a)

= (Z wk<pa><Np>“S> 11 ( IT -y

aEeNt p’ep, \1<j<k
p/#p

= <Zwk(p“)(Np)“1> II ( [T a-wp)y7-~"

aeN p’€P, 1<j<k
p/#p
a1
= G-I | T @-@e)= ™)
F’/i?, 1<j<k
p/#p

Und somit gilt:

preP \1<j<k

QWZH(HU%WWW?~

Dann gilt fiir den u-Inhalt:

6.3.2 Beispiel:
Der Inhalt, dass ein zuféllig gewdhlter p-Modul M Rang r hat, ist

2

(Np)~™"

HrkM) = = (T (1 — (Np)-1)°

(1—(Np)™)

—

Il
s

7

Beweis: [CL84], Theorem 6.3.
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6.3.3 Beispiel:
Der Inhalt, dass ein zuféllig gewéhlter p-Modul Ordnung (Np)™ hat, ist

oo

(Np)™ I = @vp)™)

i=n—+1
= (Np)™" = (Np)™>" "1+ (Np) " 2.

I{ord(M) = (Np)")

Beweis: [CL84|, Korollar 3.8. O

6.3.4 Bemerkung:
In der lokalen Situation stimmen die Inhalte mit den Wahrscheinlichkeiten iiber-
ein.

Semilokale Situation

In der semilokalen Situation betrachten wir fiir eine Teilmenge P; von P nur
den P;-Anteil eines endlichen A-Moduls.

6.3.5 Beispiel:
Der u-Inhalt, dass der P;-Anteil eines endlichen A-Moduls M zyklisch ist (d.h.
]\4]}»1 = A/a), ist

(L= (Vo) + (ND) ") T (1 _ (No)—
Il <<1—<Np>—u—1><1—<zvp>—l> L] @-o >>'

pePy i=u-+1

Der 0-Inhalt, dass der P;-Anteil eines endlichen A-Moduls zyklisch ist, ist

(L= (VD) 4 (VD))
pgl ( (1= (Np)7h) g(l — (Np) )) .

Der 1-Inhalt, dass der P;-Anteil eines endlichen A-Moduls zyklisch ist, ist

11 ((1 — (Np) T+ (Np) ) (1 - (Np)‘i)> :

peP,; =3
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Beweis: Wir erhalten:

Colfiw) = DD w(M)f(M)(Na)™

a M(a)
- Z w(M)(Na)™
= 11 (Z(l—Np‘l)‘l(Np“)‘l(Np“)‘“+1>
peP; \a=1
11 ( 11 (1—ij“)1)
pgP; \1<j<oo
= I (Z(l—Np‘l)‘l(Np“)‘l‘"H)
peP; \a=1
11 ( 11 (1—Np‘j‘“)‘1>
pgP; \1<j<oo
= ] ((I—Npl)l (Z(Np“‘)“— (Np)1>>
peP; a=0
11 ( II (l—Np‘j‘“)‘l)
pgP; \1<j<oo
= J] (@=Np™H) (@ =Np™ )" = (Np7h)))
peP;
n(mev)
pgP; \1<j<oo
— (1 — (Np) B —j—uy—1
_ ,,1;1!1 T )(1_Np = pg (K]lol Np~I~v) )
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Dann gilt fiir den u-Inhalt:

_ Coo(f3u)
fu )

[Tyer, ((ﬁi%vpp—);)l()lt(fvvafz;:)z IToge, (Hlsj@o(l - N p_j_u)_l)
[Ler (ngjgoo(l - prjfu)fl)

_ (- (Vo) )+ (D) B

- U <<1 — v - v AL 0O ’) '

pelP; 1=u+1

6.3.6 Beispiel:
Sei L ein Py-Modul mit |L| = [, dann ist der u-Erwartungwert, dass der P;-
Anteil eines endlichen A-Moduls isomorph zu L ist:

< Np)~
|1HH1J —(Np)™)

™) =y

Fiir den O-Inhalt gilt:
(lAut (D)) T T = (Np)~
peP; 1<

Beweis: Es gilt:

Cool i) = Y > w(M)f(M)(Na)™™
a M(a)
= Z Z w(M)(Na)™
a M(a),
T (lAut) Y TT T a-Ne

peP; 1<j<o0
Damit ergibt sich fiir den u-Inhalt:
Coo (f300)
Coo (1)
17" (|Aut (L)) [ogr, Hicjcocl — Np~7—u)~!
[lpepIlicjcoe(l — Np=izu)=t

“(lAuwt@)) I T a-Ne 7

peP; 1<j<0

I, =
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Globale Situation

Wenn wir P; = P zulassen, kénnen wir die Beispiele der semilokalen Situation
auf (globale) endliche A-Moduln iibertragen, wie die nichsten beiden Beispiele
zeigen.

6.3.7 Beispiel:
Der u-Inhalt, dass ein endlicher A-Modul zyklisch ist (d.h. Mp, = A/a), ist

(L= (Np)" )+ (VD) T (1 _ (No)—
H((l(Np)ul)(l(Np)l) 1] 0= ))'

peP i=u+1

Der 0-Inhalt, dass ein endlicher A-Modul zyklisch ist, ist

(L (VD)) + (V)2 T
H( G-y - )>'

peP i=2

Der 1-Inhalt, dass ein endlicher A-Modul zyklisch ist, ist

I1 (((1 — () +vp)?) [T - (NP)_i)> :

peP =3

6.3.8 Beispiel:
Sei L ein Modul mit |L| = I. Dann ist der u-Erwartungwert, dass ein endlicher
A-Modul isomorph zu L ist:

< Np)~
|1HH1J = (Np)™7)

A g = ey

Fiir den O-Inhalt gilt:

(lAut(D) ") TTTT = (Vp)~

peP1<yj

Wir kénnen noch weitere Aussagen treffen.

6.3.9 Beispiel:
Sei M ein endlicher A-Modul und o € R, dann ist fiir u > « der u-Erwartungswert
von f(M) = [M]|"

u ‘M| 77HCA +U*OL

1<]
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Beweis: Wir berechnen zunéchst:

Colfou) = D0 w(M)f(M)(Na)™
a M(a)
= 3057 JAut(d) 7 M| (Na) .
a M(a)

Dann gilt fiir den u-Erwartungswert:

Cy
Fulf) = Gelfim) g™

:%ZZWWWMWW“

> a M(a)

= —Z > JAut(M)[™ (Na) (=)

Coo a M(a)
= %CW(U_O‘)
Cy

= TG +u-a).
o 11

Der u-Erwartungswert ist:

O o]
(M%) —C—H A +u—a).

6.3.10 Beispiel:
Der Inhalt, dass ein A-Modul elementar ist, ist

Calk) Y | =1—qt—q24+q3—q¢*+¢7°....

k#1,4 mod 5
k>2

Der 1-Inhalt, dass ein A-Modul elementar ist, ist

ARy M =1—q¢ 2 —q¢ =g +q ...

k#2,3 mod 5
k>2
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Beweis: Zunéichst erhalten wir:

Coo(f5 1)

YD w(M)f(M)(Na)™

a M(a)

IT 3 w(CA/m) (¥

p k,,—o

1 N
I3 o o 0

pk*O

oo

1
sz—:o [li<ick, A= (Np)~")

p

((Np)r) =,

Fiir v = 0 folgt mit den Rogers-Ramanujan-Identitéten 2.3.2

oo 1 .
Gelt) = 1L gy VP

p kp=0

(232) 1
11 (= ((Np) 7 1) (1= (V) )

pnl

Somit gilt fiir den Inhalt unter Verwendung von 6.1.8:

L Ceolfruw)
L=

LI, (1= ((Vp)~ 1P 7 h (1= ((Vp) 1))~
[T, T2, (1= (Np)=H)m) ™

= I cam™

E>2
k#1,4 mod 5

Fiir u = 1 folgt mit den Rogers-Ramanujan-Identitéten 2.3.2

oo

1
Colfrw) = sz—:o H1<L<kp (1= (Np)™)

p

(Np—l)k p(kp+1)

1
1;[}1 (1= ((Np)=1)5n=2) (1 = ((Np)~1)> %)

Dann gilt fiir den 1-Inhalt, wieder unter Verwendung von 6.1.8:
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o U0
Il o zlt—>l <oo(u)

[T, T12 (1= (V) =) =2) 7 (1= (Np) %)
[T, TT2s (1= ((Vp)) 1))~

= I am™

k>2
k#2,3 mod 5

O

Theoretisch kénnten wir wie in Kapitel 3 Varianzen und Kovarianzen berechnen,
allerdings stellt sich dann die Frage, ob diese iiber einem Inhaltsraum die glei-
che Interpretation haben wie iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum. Uber Wahr-
scheinlichkeitsrdumen stellt die Varianz ein Streuungsmaf fiir die Verteilung um
den Mittelwert dar, dies muss iiber Inhaltsrdumen neu definiert werden, da wir
keine o-Additivitdt haben. Zunichst miisste iiberpriift werden, ob es eine sinn-
volle Definition und eventuell eine dhnliche Formel wie in 2.4.3 gibt. Ist dies der
Fall, so stellt sich die Frage der Konvergenz der berechneten Reihen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

Abschliefsend fassen wir die Resultate dieser Arbeit nochmal zusammen. Zu-
nichst werden wir auf die Ergebnisse eingehen, die wir fiir p-Moduln fiir ein
fixiertes Primideal p erhalten haben und anschliefsend die Resultate der globa-
len Theorie zusammentragen.

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass wir einen natiirlichen stochastischen Pro-
zess zum Erzeugen von p-Moduln erhalten und mit Hilfe der Automorphismen-
gruppe ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf der Menge aller p-Moduln definieren
koénnen. Als konkrete Ergebnisse haben wir die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass
ein Modul zyklisch, elementar bzw. zyklisch und elementar ist mit zugehorigen
Varianzen und Kovarianzen berechnet. Des Weiteren wurden die Wahrschein-
lichkeiten bestimmt, dass ein Modul der triviale Modul ist oder Rang zwei hat.
Zum Abschluss des Kapitels haben wir die Wahrscheinlichkeit bestimmt, dass
ein vorgegebener Modul M von einem zufélligen Element = erzeugt wird.

Der Zusammenhang zwischen der Cohen-Lenstra-Heuristik und Partitionen so-
wie die zugehorige Theorie der Cohen-Lenstra-Abbildung wurde in Kapitel 4
dazu benutzt, die Wahrscheinlichkeit anzugeben, mit der ein p-Modul einen Ex-
ponenten kleiner oder gleich einer bestimmten Schranke hat.

Mit Hilfe der Interpretation der Cohen-Lenstra-Heuristik mittels Konjugations-
klassen der allgemeinen linearen Gruppe iiber einem endlichen Korper wurden
in Kapitel 5 die Wahrscheinlichkeiten, dass ein p-Modul einen betimmten Rang
hat sowie die Wahrscheinlichkeiten, dass ein p-Modul einen bestimmten Rang
und eine feste Ordnung besitzt, angegeben. Genau wie in Kapitel 4 wurde auch
mit Hilfe dieser Theorie die Wahrscheinlichkeit, mit der ein p-Modul einen Ex-
ponenten kleiner oder gleich einer bestimmten Schranke hat, angefiihrt.

In Kapitel 6 haben wir die globale Theorie entwickelt und mit Hilfe der Zeta-
Funktionen und einem Tauber-Satz eine effektive Methode gefunden, um die
vorher definierten Inhalte und Erwartungswerte zu berechnen. Als Nebenresul-
tat haben wir gesehen, dass sich die einzelnen p-Komponenten eines endlichen
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Moduls unabhéngig voneinander verhalten. Zunéchst konnten wir iiberpriifen,
dass diese Theorie auch im Spezialfall der lokalen Situation funktioniert. Dazu
wurden die Wahrscheinlichkeit, dass ein p-Modul nicht der triviale Modul ist,
die Wahrscheinlichkeit, dass ein p-Modul einen bestimmten Rang hat sowie die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein p-Modul eine vorgegebene Ordnung besitzt, berech-
net. In der semilokalen Situation konnten wir bestimmen, wie wahrscheinlich es
ist, dass fiir eine Teilmenge P; der Menge aller Primideale in A ein P;-Modul
zyklisch ist bzw. dass der P1-Anteil isomorph zu einem vorgegebenen Modul ist.
Diese beiden Beispiele wurden auf die allgemeine Situation iibertragen. Zudem
wurde noch die Wahrscheinlichkeit angegeben, dass ein endlicher A-Modul ele-
mentar ist.

Es ist mdoglich, mittels der behandelten Theorien noch weitere Ergebnisse iiber
endliche A-Moduln zu erhalten. So kénnte man z.B. untersuchen, wie wahr-
scheinlich es ist, dass r zufillige Elemente einen zufélligen Modul erzeugen.
Allerdings erfordert dies einen geschickten Umgang mit g-Reihen und Zeta-
Funktionen.

In der globalen Theorie kdnnte untersucht werden, ob es auch {iber Inhaltsriu-
men moglich ist, Varianzen und Kovarianzen sinnvoll zu definieren.
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