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Einfiihrung

In der ,klassischen” Situation, das heiftt beim Rechnen mit Kérpern der Charakte-
ristik 0, sind Z-periodische Summen der Gestalt

1
;e:z(z—n)k’

flir eine natiirliche Zahl k£ und ein z aus dem Korper der komplexen Zahlen, von
zahlentheoretischem Interesse. Beispielsweise ist fiir ein k, mit £ > 2, bekannt, dass

gilt:
Z 1 — . Ex(q)
_ )k _ gk’
R
Nk .
mit einer Konstanten ¢ = ((;2_7%)! , sowie ¢ = €*™* und einem sogenannten Fuler-

schen Polynom Ey(X) € Q[X].

Der Verdienst des amerikanischen Mathematikers David Goss ist es, entsprechen-
de Analoga im Fall eines Koépers der Charakteristik p, wobei p eine Primzahl ist,
angegeben und erstmals untersucht zu haben. Ausgehend von einem diskreten [Fy-
Untervektorraum A von C,, wobei g eine Primzahlpotenz ist und C,, den vervoll-
sténdigten algebraischen Abschluss von F,((T~!)) bezeichnet, betrachtet man die
Funktionen

1 . 1
tA(Z) = Z >\ sowie Ck7A(Z) = Z m,
AEA AEA

fir z € Cs. Fiir diese Summen kann man zeigen, dass Polynome Gy 4 (X) € Coo [X]
existieren, sodass jeweils

Gra(ta(z)) = Cral(z)
gilt. Man bezeichnet diese als Gosspolynome.

Sie nehmen insbesondere in der Theorie der Modulformen und Modulfunktionen
eine wichtige Rolle ein. So beispielsweise fiir die Gruppe GL(2, A), wobei A = A
der Polynomring F,[T7] ist, und deren Kongruenzuntergruppen.

Zum ersten Mal systematisch untersucht wurden die Beziehungen zwischen den
Objekten C a, G a sowie tp und ihre Einordnung in den Kontext zur Theorie
der Modulformen von D. Goss in [Gos80]. Unter anderem vom selben Autor und
auch von dem deutschen Mathematiker Ernst-Ulrich Gekeler erschienen im Laufe
der Zeit weitere Arbeiten mit neuen Ergebnissen zur Situation, sodass dieses Ge-
biet insbesondere noch immer Teil der aktuellen mathematischen Forschung ist.
Der Anspruch der vorliegenden Arbeit liegt deshalb darin, diesen Resultaten eini-
ge weitere ergebnisbringende Uberlegungen hinzuzufiigen und bekannte Aussagen
teilweise zu erweitern. Ausgangspunkt sind dabei die Erkenntnisse von [Gek11], die
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4 EINFUHRUNG

wir von der Einschrinkung auf das Gitter A loslésen und auf einen allgemeinen
F,-Untervektorraum von Cy iibertragen werden. Die Losungsstrategie die dabei
in der speziellen Situation des Manuskripts von E.-U. Gekeler vorlag, kénnen wir
mit einigen kleinen Verédnderungen auf unsere Situation {ibertragen, weshalb eine
Orientierung an diesem eleganten Vorgehen die erste Wahl war.

Als Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit wird im vierten Kapitel eine umfassende
Aussage zur Nullstellenverteilung von Cj, s présentiert: Der Betrag einer Nullstelle
z € Cx von C A stimmt immer mit dem Betrag von einem der Elemente der ge-
wahlten Basis des zugrundeliegenden Vektorraumes A iiberein. Sodann kénnen wir
die Nullstellen aus dem sogenannten Fundamentalbereich dieser Funktion bereits
auf gewissen Teilstiicken lokalisieren, und sogar direkt Aussagen iiber die Betra-
ge sowie die Anzahl der Nullstellen des zugehorigen Gosspolynoms treffen. Diese
Resultate sind dabei vollsténdig der von uns bis zu diesem Zeitpunkt entwickelten
Theorie zu verdanken, die auf Hilfsmittel wie zum Beispiel die nichtarchimedische
Analysis oder die nichtarchimedische Konturintegration, sowie die Untersuchung
bestimmter Potenzsummen zuriickgreift.

Von diesen Zielsetzungen ausgehend, wurde die folgende Vorgehensweise zur syste-
matischen Untersuchung zum Nullstellenverhalten der Funktionen Cj 5 sowie der
zugehorigen Gosspolynome G, n gewahlt:

Die Hauptausrichtung dieser Arbeit liegt in der logischen Entwicklung einer Lo-
sungsstrategie zum Beweis der obengenannten angestrebten Aussage und schliefllich
dessen Durchfiihrung. Nach einem Grundlagenkapitel werden daher im Anschluss
zunichst alle notwendigen Konzepte in einem moglichst allgemeinen Rahmen pra-
sentiert. Hierzu, und auch bei den Voriiberlegungen zum Beweis der Hauptaussage
im vierten Kapitel, sind etliche rechenaufwendige und wenig tiefsinnige Schritte not-
wendig, die der besseren Lesbarkeit wegen an entsprechender Stelle weitestgehend
ausgegliedert und in einem eingeschobenen dritten Kapitel abgelegt wurden. Dieses
kann beim ersten Lesen durchaus {ibersprungen werden; fiir ein groftmogliches Ver-
standis ist dessen Lektiire allerdings unabdingbar. Den Abschluss der Arbeit bildet
schlieRlich eine Zusammenstellung von Folgerungen und Verallgemeinerungen, die
sich nun ohne grofte Miihe aus den Resultaten von Kapitel 4 ergeben.

Genauer lassen sich die einzelnen Kapitel wie folgt aufschliisseln:

Im Kapitel zur Situation und den Grundlagen der vorliegenden Arbeit stellen wir als
erstes die Funktionenkdrpertheorie vor, deren wichtigstes Konzept, die Theorie der
nichtarchimedischen Analysis, dem damit noch nicht vertauten Leser im Anhang A
als kurze Ubersicht zur Verfiigung gestellt wird. Nachdem wir uns zunéchst einen
Uberblick zur Einordnung in den passenden mathematischen Kontext erarbeitet ha-
ben, kommen wir im zweiten Abschnitt zu einem der zu untersuchenden Objekte,
den Gosspolynomen. Es werden dabei neben der Motivation, diese aufgrund des ei-
genstandigen Interesses an der damit in Verbindung stehenden Funktionen Cj 4 (2)
einzufiihren, auch die wichtigsten Eigenschaften aufgezeigt und mit Beispielen un-
terstrichen. Den Abschluss des Kapitels stellt schliefslich eine erste Formulierung
der Hauptaussage dieser Arbeit dar. Diese stellen wir aufgrund bekannter Aussa-
gen eines vergleichbaren Kontextes auf.

Da wir uns an der dortigen Strategie orientieren werden, bietet es sich an, im An-
schluss in Form eines Einschubs eine kurze Ubersicht iiber die verwendeten Schreib-
weisen zu geben, um Fehlinterpretationen vorzubeugen.
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Im zweiten Kapitel machen wir uns zundchst mit den Gebieten vertraut, in denen
wir arbeiten: Einem Teilbereich der sogenannten Drinfeldschen oberen Halbebene
und dem Fundamentalbereich der Funktion Cj a. Die danach im zweiten Abschnitt
erlauterte Theorie ist der wesentliche Schritt zum Gelingen unserer Hauptaussa-
ge. Es handelt sich dabei um die sogenannte nichtarchimedische Konturintegration,
mit deren Hilfe wir das Vorkommen von Nullstellen auf bestimmten Kreisringen
ausschliefen kénnen. Fiir die Anwendung der entsprechenden Argumente benoti-
gen wir allerdings die Laurententwicklung der Funktion Cj (z). Die Bestimmung
dieser unendlichen Summendarstellung ist Bestandteil des dritten Abschnittes. Im
letzten Kapitelteil werden schlieRlich die Uberlegungen zur finalen Formulierung
der Vermutung als Auflistung von mehreren Aquivalenzen zusammengefiihrt. Da
die Nullstellenverteilung von Polynomen mithilfe der sogenannten Newtonpolygone
kodiert werden kann, wurden deren wichtigste Eigenschaften fiir den damit noch
nicht vertrauten Leser in einem kurzen Abriss dariiber im Anhang B zusammenge-
stellt.

Das dritte Kapitel stellt in der Reihenfolge ihrer Verwendung die im zweiten und
vierten Teil der Arbeit ausgelassenen Rechnungen und Argumentationsketten be-
reit. Dieses sollte nicht als eigenstéindiger Teil der Arbeit verstanden werden; viel-
mehr bietet es sich beim Lesen an, die fortgelassenen Beweise bei Bedarf hier nach-
zuschlagen, sodass man vom zweiten Kapitel ausgehend direkt mit dem vierten
fortfahren sollte.

Wie schon dessen Titel vermuten l&sst, steht dort der Beweis unserer Vermutung im
Mittelpunkt, welcher den Hohepunkt unserer Untersuchungen darstellt. Nachdem
zunéchst nachfolgend wichtige Bezeichnungen eingefiihrt und gewisse Potenzsum-
men untersucht werden, ist die Durchfilhrung des Hauptbeweises im zweiten Ab-
schnitt nachzulesen. Es folgt ein Kapitelteil mit einer ganzen Reihe an Aussagen zu
Nullstellenverteilungen, die sich an dieser Stelle unmittelbar ergeben. Unterstrichen
werden deren vielfidltige Anwendungsméglichkeiten durch ausfiihrliche Beispiele. Im
letzten Abschnitt ziehen wir schlussendlich ein Resiimee zu den erarbeiteten Ergeb-
nissen mittels eines Vergleichs zu den bereits vorliegenden Ergebnissen der Referenz
[Gek11].

Dabei haben wir bei weitem noch nicht alle Moglichkeiten der nun etablierten Theo-
rie ausgeschopft, sodass wir einigen weiteren Konsequenzen und Verallgemeinerun-
gen noch ein eigenes Kapitel widmen. Dabei gehen unsere Uberlegungen in zwei
Richtungen. Zum einen versuchen wir uns soweit dies moglich ist von der Ein-
schriankung auf Primzahlen als Elementzahl des zugrundenliegenden Koérpers zu
16sen, wodurch wir eine Aussage erhalten, die zusammen mit dem zweiten Ab-
schnitt zur fast vollstdndigen Kontrolle der Situation fiir ein- und zweidimensionale
Gitter im allgemeinen Kontext fiihrt. Der zweite Ansatzpunkt ist der Grad k des
Gosspolynoms, der, falls er einen bestimmten Wert besitzt, zu interessanten Ergeb-
nissen fiihrt. Untersuchungen diesbeziiglich bilden den Abschluss unseres Studiums
der vorliegenden Problemstellung im Rahmen dieser Masterarbeit.

Literatur. Wie bereits erwahnt, dienten dieser Masterarbeit vorwiegend die
Arbeiten von E.-U. Gekeler und D. Goss mit entsprechendem Kontext als Grund-
lage. Hauptsichlich Riickgriff genommen wurde dabei auf das Manuskript [Gek11],
worin in dhnlicher Situation wie hier mit derselben Strategie ein vergleichbares Er-
gebnis erzielt werden konnte. Bei den Uberlegungen, die ich davon und auch aus
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anderen Quellen {ibernahm, habe ich am Ende des zugehorigen Beweises, welcher
oftmals expliziter formuliert wurde, ein Zitat dafiir angegeben, wo dieser mit ei-
ner ahnlichen Strategie gefithrt wird. Neben den Standardwerken zur Theorie der
Gosspolynome von den beiden obengenannten Autoren sind als zusétzliche Lite-
ratur zum Einstieg oder der Vertiefung der vorliegenden Situation die Werke zur
nichtarchimedischen Analysis und starren Analysis zu empfehlen; darunter etwa die
Biicher von A. F. Monna [Mon70], sowie J. Fresnel und M. van der Put [FrPu04]
oder der Abschnitt zu ersterem bei D. Goss [Gos96].

Notationen. Neben den grundlegenden Konventionen
N = {1,2,3,...}
und Ny = {0,1,2,...},

verwenden wir, soweit dabei keine Doppelbelegungen entstiinden, der Konsistenz
halber die in unserem Zusammenhang allgemein iiblichen Symbole und Schreibwei-
sen. Fiir einige weniger grundlegende Objekte mussten dabei Kompromisse einge-
gangen werden, sodass eine kurze Zusammenstellung der hiufig gebrauchten Aus-
driicke im Anschluss an das erste Kapitel der Ubersicht dienlich erschien. Weitere
Notationen werden an entsprechender Stelle erldutert und sind auch im Symbol-
verzeichnis aufgefithrt. Die im Stichwortverzeichnis aufgefithrten Begriffe sind bei
ihrem erstmaligen Erscheinen im Text hervorgehoben.

Dank. An dieser Stelle moéchte ich mich bei allen Menschen bedanken, die mich
in der Vorbereitung und wahrend des Schreibens dieser Masterarbeit unterstiitzt
haben. Mein besonderer Dank gilt dabei Herrn Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler fiir
das interessante Thema, seine stete Hilfe sowie die wertvollen Anregungen und
Ideen. Nicht zuletzt danke ich meinen Eltern fiir den notwendigen Riickhalt und
ihre Unterstiitzung. Besonderer Dank gilt auch meinen Korrekturleserinnen, die viel
Zeit dafiir investiert haben.



KAPITEL 1

Situation und Grundlagen

Gegenstand der Untersuchungen der vorliegenden Masterarbeit sind unter anderem
die sogenannten Gosspolynome. Dieses einfiihrende Kapitel stellt die Grundsituati-
on vor, in der wir ebenjene studieren, und fithrt den Leser schlieflich schon zu einer
ersten Formulierung unserer Hauptaussage. Dazu miissen zunéchst weitere relevan-
te Objekte definiert und deren Zusammenhénge sowie grundlegenden Eigenschaften
erarbeitet werden. Diese bilden den Grundstein fiir alle weiteren Argumentationen,
und wir werden daher oft darauf zuriickgreifen.

Im ersten Abschnitt geben wir einen kurzen Abriss der Theorie der Funktionenkor-
per und erldutern Besonderheiten, die sich in unserer nichtarchimedischen Situation
ergeben. In diesem Kontext fiihren wir anschlieffend die sogenannte Gitterfunktion
und damit zusammenhéngende Objekte ein, die uns schlieflich direkt zu den Goss-
polynomen fiihren. Im letzten Kapitelteil kénnen wir dann, nach dem Vergleich
mit bereits etablierter Theorie, erstmals Vermutungen zur Lage der Nullstellen der
Funktion Cj a formulieren.

Die im dritten Abschnitt gemachten Konventionen, welche fiir den weiteren Verlauf
bis auf Spezialfiille fixiert sind, werden in einem Einschub, der sich unmittelbar
anschlieft, nochmals aufgegriffen und {ibersichtlich dargestellt.

Insbesondere sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass wir uns in der
vorliegenden Arbeit ausschlieflich auf die Betrachtung einer Primzahl p mit zuge-
hérigem endlichen KdrperIF), beschrinken. Eine Ubertragung auf Primzahlpotenzen
ist fir viele Aussagen moglich, allerdings gelingt der Beweis des Hauptergebnisses
(bislang) nur fiir Primzahlen. An welchen Stellen dies explizit ausgenutzt werden
muss, wird an entsprechender Stelle in Kapitel 4 beim Beweis des Hauptsatzes
aufgezeigt.

1.1. Funktionenkorper versus Zahlkorper

Zu Beginn wollen wir kurz auf die Hintergriinde der Theorie der Funktionenkorper
eingehen, indem wir die Analogie zu den Zahlkérpern analysieren. Fiir den damit
noch nicht vertrauten Leser sei auch auf den Anhang zur nichtarchimedischen Ana-
lysis (ab Seite 63) verwiesen, wo weitere Details zur Situation erldutert werden.

Es sei also p eine Primzahl und F,, der entsprechende Kérper mit p Elementen. Wir
bezeichnen dann mit

A:=T,[T)
den Polynomring tber ¥, in der Unbestimmten T, und versehen diesen mit der

iiblichen Gradfunktion deg : A — N U {oo},z + deg(x) (und vereinbaren die
Konvention deg(0) := —o0).
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Den Quotientenkorper von A bezeichnen wir mit K, das heifst
K :=TF,(T).

Eine Bewertung auf K ist gegeben durch v : K — ZU {00} mit der normierenden
Festlegung v (%) = 1. Es gilt dann

v (g) — deg(g) — dea(f).

fiir f,g € A. Wir definieren den zugehorigen nichtarchimedischen Absolutbetrag
durch
o] 5= fal o= =,
fir x € K.
Weiterhin kénnen wir K an der Stelle % beziiglich der Bewertung v, komplettieren

und erhalten .
=5 (7))

den Kérper der formalen Laurentreihen in T-'. K ist vollstindig und lokalkom-
pakt in der 1/7-Topologie.
Schlieflich sei .

Coo = Koo
die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von K, mit den kanonischen
Fortsetzungen von ve, und |.|, welche wir mit denselben Symbolen bezeichnen. Dann
ist |C% | = p% C R und es gilt, dass C\, algebraisch abgeschlossen ist (vergleiche
dazu den Anhang zur nichtarchimedischen Analysis, ab Seite 63).

Damit ergeben sich folgende Analogien zur klassischen Zahlkdrpersituation:
A~Z, K~Q, Ko~R, Cyx~C.

Deren Berechtigung wird durch einige identische oder vergleichbare Eigenschaften
unterstrichen: Es sind sowohl A als auch Z euklidisch, beide diskret in ihren je-
weiligen Komplettierungen K., beziehungsweise R (beziiglich der archimedischen
Bewertung auf Q), und je mit kompakten Quotienten Ke/4 (vergleiche dazu [Gos96,
3, Prop3.1.1]) respektive R/z = S*.

Die endlichen abelschen Erweiterungen von A und Q, in beiden Fallen durch klassi-
sche abelsche Klassenkorpertheorie beschrieben, konnen durch Adjunktion von Tor-
sionspunkten des sogenannten Carlitz-Moduls beziehungsweise von Einheitswurzeln
konstruiert werden.

Vergleichbare Gemeinsamkeiten gelten fiir die nichtabelschen Klassenkorpertheo-
rien von K und Q. Ebenso gibt es eine Analogie zwischen klassischen (ellipti-
schen) Modulformen/Modulkurven und Drinfeldschen Modulformen/Modulkurven.
[Gek11, §1]

Dies motiviert insbesondere die Einfiihrung einer Entsprechung der oberen Halbebe-
ne von C. Ein solche ist die sogenannte Drinfeldsche obere Halbebene 2 := Coo\ Koo,
auf der, wie man leicht sieht, die Gruppe I' := GL(2, A) durch gebrochen lineare

Transformationen der Form
a b az+b
z =
c d cz+d

operiert. Also tibernimmt I" die Rolle von SL(2,Z) im klassischen Fall.
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Grundlegende Teilmengen von C sind die Folgenden.

1.1.1. Definition. Wir nennen
B (z,0) == {w € Co lw — 2| < 0}

die abgeschlossene Kugel vom Radius ¢ € |C%| um den Punkt z €Cs; und
B(z,0) == {w € Ol |w — 2| < 0}

die offene Kugel vom Radius ¢ € |C%| um den Punkt z € Coo.

1.1.2. Bemerkung. (i) Aus der in unserer nichtarchimedischen Situation gel-
tenden verschirften Dreiecksungleichung folgt: Ist 2' € B(z,0), so ist B(z,0) =
B(z', 0). Analoges gilt fiir B*(z, o).

(ii) Um Missverstandnissen vorzubeugen, sei darauf hingewiesen, dass die Begriffe
woffen und ,,abgeschlossen” nur aus Analogie zum archimedischen Fall gew&hlt wur-
den. Vom topologischen Standpunkt aus ist die Bezeichnung irrefithrend. Betrachte
dazu etwa die Mengen

0B(z,0) = {w € Cx| |w — 2[ = 0'},

welche Kugelrdnder beschreiben. Diese sind offen im topologischen Sinn, denn zu
jedem Punkt w € 9B(z,0') existiert eine (im topologischen Sinn) offene Kugel,
die eine Teilmenge von 9B(z, ') ist: B(w, ¢'). Das heift also, dass jede Vereini-
gung von solchen Mengen dB(z, ¢') offen ist. Also insbesondere auch B¥(z, 9) und
B(z, 0) (sowie deren Komplemente), denn es gilt: B(z, 0) = U, ,0B(z, 0').

Somit sind B¥(z, 0) und B(z, ) beide sowohl offene als auch abgeschlossene Men-
gen im topologischen Sinn (beziiglich der gewohnlichen Topologie). Da Co diese
FEigenschaft besitzt, handelt es sich um einen sogenannten total unzusammenhdn-
genden Raum.

Ein Problem, das sich daraus ergibt, ist beispielsweise das Fehlen eines Analogons
zur analytischen Fortsetzung einer komplexwertigen Funktion. Dieses existiert in
der normalen nichtarchimedischen Situation nicht. Eine Theorie, die entsprechende
Aussagen liefert, ist die der starr analytischen Rdume (nachzulesen in [FrPu04]).
Man versieht deshalb 2 mit einer sogenannten Grothendieck-Topologie, wodurch
man eine starr analytische Struktur auf der Drinfeldschen oberen Halbebene erhélt.
Damit macht es schliefslich Sinn, von analytischen (holomorphen, meromorphen)
Funktionen auf €2 zu sprechen.

Mit diesen Betrachtungen ist eine hinreichend ausgearbeitete Grundsituation gege-
ben, um nun die in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehenden Objekte einzufiihren.

1.2. Einfiihrung der Gosspolynome

Motiviert wird die Betrachtung der Gosspolynome durch den folgenden, bereits in
der Einfiihrung angesprochenen Zusammenhang: Beim Studium der Drinfeldschen
Modulformen ist die Untersuchung von Analoga zu den klassischen trigonometri-
schen Funktionen und zugehorigen Identitdten notwendig. Genau diese Entspre-
chungen sind die sogenannten Gosspolynome, betrachtet in Coo[X]. Interessiert ist
man vor allem an (der Grofe von) deren Nullstellen. Diese werden in der vorlie-
genden Arbeit fiir Gosspolynome zu einem diskreten [F)-Untervektorraum von Cy
hinreichend gut bestimmt.
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Bevor wir zur Formulierung der entsprechenden Aussage kommen, wollen wir uns
in diesem Abschnitt zundchst einen Uberblick iiber die Gosspolynome verschaffen.
Dabei sind zuerst noch die Rdume zu benennen, mit denen wir arbeiten werden.

1.2.1. Definition. Ein (F,-) Gitter in Cy ist ein diskreter - Untervektorraum A
von Cso.

Dabei meint der Begriff der Diskretheit hier, dass der Schnitt von A mit jeder
Kugel BT(0,p"), mit r € Ny, in Cs endlich ist. Das heifit, es ist A = Upen, Ar
mit endlichen Gittern A,, = AN B*(0,p"). Aufgrund dieser Eigenschaft wollen wir
uns nachfolgend zunéchst auf den Fall eines endlichen Gitters A zuriickziehen; eine
Verallgemeinerung auf beliebige Gitter wird dann spéter problemlos vonstatten-
gehen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei somit A wvoribergehend von der
Dimension n > 1 tber F).

1.2.2. Definition. Man nennt
w z
ea(z) = z- H (1_X) ,
A€A
fiir z € C, die Gitterfunktion oder die Exponentialfunktion zu A.

Bemerkung. In obiger Definition meint []' das Produkt iiber die von Null ver-
schiedenen Gitterelemente. Analog verwenden wir entsprechend >_' fiir die Summe
iiber die von Null verschiedenen Elemente.

Die wichtigsten Eigenschaften von e sind nachfolgend aufgefiihrt.

1.2.3. Lemma. Die Gitterfunktion ey erfillt:

(o) ep ist vom Grad p";

(i) ea hat einfache Nullstellen an den X € A, und diese sind die einzigen;

(ii) ep ist Fp-linear und A-periodisch;

(ili) ep ist von der Gestalt ex(2) = gcicn ;2P mit n = dim(A), ap = 1, an # 0
und die o; = a;(A) fiir 0 < i < n hdngen von A ab;

(iv) Ley =€) =1.

BEWEIS. (o) Dies resultiert daraus, dass A genau p" viele Elemente besitzt.
(i) ist unmittelbar klar aufgrund der Definition von ey, ebenso die A-Periodizitét
in (ii).
Zur dortigen [F)-Linearitdt: Wir betrachten zum Beweis der Additivitét
ea(X+Y) e Coo(Y)[X].

Dieses Polynom iiber dem Funktionenkérper Coo(Y') hat offenbar die Nullstellen-
menge A — Y, den Grad p™ und den Leitkoeffizienten o, (A). Es ist dann

f(X)=ea(X +Y) —ea(X) —eay)

ein Polynom in C(Y)[X], das einen Grad echt kleiner als p™ besitzt, da auch
ea(X) beziehungsweise e (Y) vom Grad p™ sind, sowie beide den Leitkoeffizienten
ay, (A) besitzen, und sich so diese Terme gegen den entsprechenden von e (X +Y)
wegheben, was man leicht mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes einsieht. Das Po-
lynom f(X) besitzt allerdings mindestens p™ viele Nullstellen, muss also insgesamt
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schon identisch Null sein. Damit ist ey additiv. Auf dhnliche Weise verifiziert man
die Aussage zur Skalarmultiplikation.

(iii) Die angegebene Gestalt ist eine allgemeine Aussage in Charakteristik p, wobei
ap = 1 aus der Definition von ey folgt, und «, # 0 resultiert aus dim(A) = n.

(iv) Auch diese Aussage ist ein Ergebnis aus dem Rechnen in Charakteristik p. Man
betrachte dazu die Darstellung von e in (iii), leite ab und beachte, dass g = 1
gilt. t

Diese Eigenschaften kann man leicht in folgender konkreter Situation nachvollzie-
hen.

1.2.4. Beispiel. Es sei A =), - A eindimensional, mit einem A € C% . Dann ist
z
eA(z)—zH (1—5) .
ceFy
Mit z; := % folgt:
ea(z) = =1\ H cHe—2)
cel,
= 2Ap- D=1+

= Az — zfﬁl)

4P
= z — —
Ap—1
= z—\"PP.
Also haben wir: ap =1, o = =AM Pund ap =ag = ... = 0.
b)

Bemerkung. Die Formulierung der Situation des gerade durchgefiihrten Beispiels
wurde absichtlich unnétig kompliziert gehalten. Natiirlich ist es moglich, ein ge-
gebenes eindimensionales Gitter so zu normieren, dass die Betrachtung fiir A = 1
ausreichend ist. Erste sinnvolle Beispiele entstehen daher erst fiir mindestens zwei-
dimensionale Gitter, wobei der Rechenaufwand zum Beleg der Aussagen schnell
erheblich ansteigt.

Uns liegt an dieser Stelle allerdings eher daran, die gesuchten Aussagen nachdriick-
lich zu motivieren und deren Sinn zu belegen. Daher moége der Leser auch das
spitere Wiederaufgreifen dieser recht kiinstlichen Situation verzeihen.

Eine weitere fiir unseren Zusammenhang wichtige Funktion ist die folgende.

1.2.5. Definition. Man setzt fiir z € C:

ta(2) :zzzi)\.

AEA

Die Funktion e, steht in engem Zusammenhang zu ¢, wie die nachfolgende Aussage
zeigt.

1.2.6. Lemma. FEs gilt:
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1.2.7. Bemerkung. Fiir den Beweis dieses Lemmas greifen wir auf folgendes Prin-
zip zuriick:
Es sei K ein Korper. Die logarithmische Ableitung einer Funktion f ist das Bild

von
|

D: K(X)" — K(X); f — T

wobei f' die iibliche Ableitung bezeichnet.

Man kann leicht zeigen, dass die Abbildung D eine ,Produktregel” erfiillt: Es gilt
D(f-g)=D(f)+ D(g),

fiir Funktionen f und g iiber K.

BEWEIS. (von Lemma 1.2.6)
Zu zeigen bleibt tp(z) = Tl(z), denn nach Lemma 1.2.3 (iv) gilt bereits

1 _ ey (2)
ea(z)  ealz)’

Verwenden wir dies und betrachten die Produktdarstellung von ey, so liefert die
,Produktregel* der logarithmischen Ableitung aus Bemerkung 1.2.7 wie behauptet:

eAl(Z) N 1+§A <1—1X) <_%>

z

1 o1 1
- Ly Loy

z Az—)\ AeAz—)\

pYS]
= tA(Z) .
[l

Schliefslich fiihren wir noch ein weiteres Objekt ein, welches uns direkt zu den
Gosspolynomen leiten wird.

1.2.8. Definition. Wir betrachten die Summe
1
Cralz) =) —5
AEA (2= A)
eine rationale Funktion in z € C.

Die folgende grundlegende Beobachtung, dass Cj o als Polynom in ¢, ausgedriickt
werden kann, geht auf David Goss [Gos80, §6] zuriick.

1.2.9. Satz/Definition. Es existiert eine eindeutige Folge Gy a(X), fir k > 1,
von Polynomen mit Koeffizienten in F(A), sodass Cy a(2) = Gr,a(ta(2)) gilt.
Diese Polynome heiffen Gosspolynome.

Sie erfillen:

(i) Gpg,a ist normiert von Grad k;

(ii) Gx,a(0) =0;

(iil) Gra(X) = X%, falls k < p;

(iv) Gk7A(X) = X(Gk_LA(X) + Oale_nA(X) + ...+ Oéin_pi7A(X) +...), wobei
man G =0 fir k <0 setzt;

(V) Gpra = (Gra)"s
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(vi) X2G',€7A(X) = kGp+1,0(X).

Dabei sind die o in (iv) die Koeffizienten von ey, siehe Lemma 1.2.3 (iii).

BeweIs. Die Punkte (i) bis (iv) sowie (vi) gehen auf die sogenannten Newton-
formeln fiir Potenzsummen von Nullstellen eines Polynoms zuriick. Deren Einfiih-
rung besitzt in unserem Rahmen keine Relevanz und ist fiir das weitere Verstdndnis
und Vorgehen unerheblich. Daher sei fiir die recht technische Herleitung beziiglich
der obengenannten Teilaussagen auf [Gek88 1, §3] und [Gos80, §6] verwiesen.

(v) Dies resultiert daraus, dass wir in Charakteristik p arbeiten:

1 p
) = Graltae))
(Sew) -

Also stimmen die beiden Polynome vom Grad pk an unendlich vielen Punkten
iiberein und sind damit identisch. O

Gk, (ta(2))

Um erste Beispiele fiir solche Gosspolynome zu bekommen, betrachten wir die er-
zeugende Funktion

GA(U,X) =) Gra(X)U*,
k>0
mit der Unbestimmten U. Eingesetzt in Satz/Definition 1.2.9 (iv) ergibt dies
GA(U,X) = XU = XU - GA(U, X) + a1 XUPGA (U, X ) + 0o XUP GA(U, X) + . . .,

was dquivalent ist zu

XU
GA(U.X) =
AU, X) 1 - XU — oy XUP — ap XUP* — ...
XU
1—X-epr(U)"

Es liegt nahe, das Beispiel 1.2.4 als einfachsten Fall fortzufiihren.

1.2.10. Beispiel. (i) Es sei A = F, - A ein eindimensionales Gitter, mit einem
A € C%,. Dann ist, wie gesehen, ex(2) = z + a2P mit a = —A!"P. Es ergibt sich
daher mithilfe des binomischen Lehrsatzes:

GA(U,X) = XU (U+aUP) X/

320
PN\
- X =iy X
UZZ()U a'UPX
j>01i>0
Die Substitution j = k —i(p — 1) liefert
k—ip—1)\ ; k—i(p—1)77k
X)=X i x k1)
GA(U, X) UI;OZ:O( . a Uk,

woraus schlieflich durch Koeffizientenvergleich und Anwenden der Kriterien, nach
denen der Binomialkoeffizient verschwindet, folgt:
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E—ilp—=1)\ i or—itoe

SR G ey
o o<zz<:k/p !

[Gek88_1, §3]

(ii) Mit einem Vorgehen wie in (i) erhdlt man fiir ein beliebiges endliches Gitter A

mit ex(2) =Y, ;2" als (k + 1)-tes Gosspolynom:

T\ iyl
a _ iyt
c1aX) = X3 (J)atxr,
j<k i 7
wobei i = (ig,...,is) die Menge der (s + 1)-Tupel (0 < s < n) durchléuft, welche
io+i1+...+is=jund ig+i1p+ ...+ isp° = k erfiillen, und aizaz')o-..uais

S

ist. Auflerdem bezeichnet (Z) den Multinomialkoeffizienten io!-.j.!.~i5!’ ausgewertet in
F, — Cw. [Gek88_1, §3]

Die angegebene Gestalt von G414 (X) mag dem Leser wahrscheinlich nicht direkt
einsichtig erscheinen. Wir werden allerdings im Laufe der Arbeit geeignete Techni-

ken entwickeln, mit denen diese Form leicht nachzurechnen ist.

Damit schliefen wir die Betrachtung von endlichen Gittern ab, und ab jetzt sei A
immer ein unendlichdimensionales Gitter.

Der Ubergang zu unendlichen Gittern vollzieht sich nun folgendermafen:

Es sei Ag C A1 C ... eine Folge von endlichen Gittern mit U;>oA; = A, und jeweils
ei, ti, Cr i, Gi,; die zu A; gehorenden Objekte. Elementare Abschétzungen zeigen,
dass fiir ¢ — oo gilt (vergleiche [Gek11, §2]):

e ¢; — ey lokal gleichméfig als Funktion auf C.
Insbesondere ist ep eine, im starr analytischen Sinne, ganze Funktion und
als solche surjektiv. Auch die Eigenschaften von Lemma 1.2.3 {ibertragen
sich. Die Gitterfunktion e, ist ein konvergentes moglicherweise unend-
liches Produkt mit einer {iberall konvergenten Potenzreihenentwicklung
ea(z) = 250 a;2zP". Dabei sind die «; die Grenzwerte der jeweiligen
j-ten Koeflizienten der Funktionen e;.

o (ki — Ci A gleichméfig auf abgeschlossenen Kugeln, die disjunkt zu A
sind.
C,a ist eine meromorphe Funktion in Cs, mit Polen der Ordnung k an
den Elementen von A.

Folglich konvergieren die G, ; komponentenweise gegen ein Polynom G A mit der
Eigenschaft Cy p(2) = Gi,a(ta(2)), wobel tp(z) = Yea(z) ist.

Alle bislang im Fall eines endlichen Gitters erarbeiteten Eigenschaften bleiben wei-
terhin giiltig fiir ein unendliches Gitter A.

Als Abschluss zur Einfithrung der wichtigsten Objekte halten wir noch fest, wie
diese sich unter der Betrachtung dhnlicher Gitter verhalten.

1.2.11. Proposition. Es sei c € C%,.

Beziiglich der Gitter A und A' := cA gilt dann:

(i) ecalecz) =c-en(z),

(ii) ai(eA) = P a;(A),

(iii) Ck’cA(CZ) = C_kck’A(Z),
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(iV) Gk,cA(CilX) = Cika’A(X),
(v) Schreibt man G a(X) =3, Gri(M)XF78 50 dst g i(cA) = cigr.i(A).

BEWEIS. (i) Man rechnet unmittelbar nach:
eca(cz) —czH (1——) —czH (1——) =c-ep(z).
(ii) Es gilt:

Y ai(ch) = eal(z) D .. en (%)
i>0
= CZO@(A) (%)p”

i>0

= Z ai(A)clfpizpi .

i>0
Ein Koeffizientenvergleich von linker und rechter Seite ergibt die Behauptung.
(iii) Wiederum durch direktes Nachrechnen folgt sogleich'

Chen(cz) = Z m =& Z = kaCk,A(Z).
AEA

(iv) Gg,a ist durch Auswertung an t(z) eindeutig bestimmt. Wir beweisen die
Gleichung also fiir X = t5(2); denn da t5 surjektiv ist, haben wir die gesuchte
Gleichheit dann in unendlich vielen Punkten etabliert. Es gilt:

Grerlca(2)) = Grealclex'(2) 2 Grenlez (c2))
Gr,ea(tea(cz))
Ck’CA(CZ) (g) CikC]“A(Z)
= CikG]“A(tA(Z)).
(v) Mit der angegebenen Reihenentwicklung ergibt sich:

> gki(eM)XFT = Grea(X x) ' ¢ FGra(cX)

i<k
_ ka Z Gri (A)Ckfikai
i<k

Z gm(A)c_iXk_i .

i<k

Ein Koeffizientenvergleich von linker und rechter Seite liefert die Behauptung. O

Bemerkung. Die Aussagen (ii) und (v) bedeuten, dass «; (bezichungsweise gy, ;)
betrachtet als Funktionen auf der Menge der Gitter vom Gewicht p* — 1 (bezie-
hungsweise ) sind.

Damit sind alle fiir unsere Situation wichtigen Objekte eingefiihrt, deren Zusam-
menhang erkldrt, und wir kennen bereits ihre grundlegenden Eigenschaften.
Dies geniigt um im Hinblick auf die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit bereits
erste Uberlegungen zum Nullstellenverhalten von Gy, A anstellen zu kénnen.
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1.3. Die Vermutung

Wie bereits erwihnt, sind bei der Untersuchung der Gosspolynome besonders die
Nullstellen, beziehungsweise deren Lage interessant. Aussagen diesbeziiglich wol-
len wir zunéchst fiir die Funktionen Cj A in unserer Situation, das heifst bei einem
gegebenen unendlichdimensionalen IF-Gitter von C, im Riickblick auf bereits be-
wiesene Sachverhalte &hnlicher Konstellationen formulieren. Zugleich erhalten wir
damit auch die gesuchten Ergebnisse fiir die Gosspolynome, wobei der Zusammen-
hang zwischen dem Nullstellenverhalten des Polynoms Gy, a und der Funktion Cj, o
zum aktuellen Zeitpunkt noch nicht ersichtlich ist, sondern erst im zweiten Kapitel
im Zuge von Proposition 2.4.1 erarbeitet wird.

Wichtigster Anhaltspunkt ist zunéchst folgende Hypothese beziiglich einer Prim-
zahlpotenz ¢ und des Gitters A' := F,[T], die Gekeler in [Gek11, §3| aufstellt.

1.3.1. Vermutung. Fiir jedes k € N gilt:

Die Nullstellen z von Cy,_4:(z) erfiillen
lz[ = 4",
fiir n € Ny.

In obengenanntem Paper wird ein Beweis fiir das Gitter F,[T] gegeben. Der Be-
weis der kompletten Aussage steht jedoch noch aus, allerdings deuten die bisher
durchgefiihrten Rechnungen auf die Richtigkeit der Vermutung hin.

Da die Betrége der Elemente von A' = F,[T] genau von der Gestalt ¢™, mit einem
n € N, sind, liegt folgende Ubertragung auf unseren Fall nahe.

1.3.2. Vermutung. Es sei k € N und A = (1 = Ao, A\, Ao, ...) ein Fy-Gitter mit
Al =tp, firr >0, und 1 =ty <t1 <ty <..., wobeit; € {p®|s € Qxo} ist, fir
alle 1.

Dann sind die Betrige der Nullstellen von Cy s allesamt Elemente der Menge

{t:i>0}.

1.3.3. Bemerkung. (i) Zur Gestalt A = (1, A1, Aa,...):

Die Wahl von 1 als betragskleinstem erzeugenden Gitterelement und die rationalen
Exponenten echt grofier als 1 der Betréage der \; fiir ¢ > 0 ist lediglich eine Normie-
rung des Gitters, die uns spétere Rechnungen erleichtert. Dass die Betréige der er-
zeugenden Gitterelemente echt ansteigend sind, stellt allerdings eine Einschrdnkung
der Allgemeinheit dar. Fiir die im weiteren Verlauf durchgefiihrten Rechnungen ist
dies aber unerlésslich.

(ii) Die Konvention, dass wir die erzeugenden Gitterelemente ab dem Index 0 zih-
len, geht auf Notationen fritherer Arbeiten zuriick, in denen gewisse zugehorige
Potenzsummen definiert werden, auf welche wir im weiteren Verlauf noch zuriick-
greifen miissen. Um diesbeziiglich Konformitéit zu gewéhrleisten, wihlen wir die
Bezeichnung entsprechend.

(iii) Die in obiger Vermutung angegebenen Bedingungen an A werden, sofern nicht
ausdriicklich etwas anderes verlangt ist, nun als Standard vorausgesetzt.
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(iv) Wie bereits erwihnt, steht eine Ubertragung der Formulierung der Vermutung
1.3.2 beziiglich der Gosspolynome noch aus, da der Zusammenhang dazu im Mo-
ment komplett undurchsichtig ist. Es bietet sich eher an, zunéchst mit den Funktio-
nen Cj a zu arbeiten, und die erhaltenen Ergebnisse dann zu iibertragen. Letzteres
werden wir zusammenfassend in Kapitel 4, Satz 4.3.1 durchfiihren.

Der Beweis der Vermutung 1.3.2 wird im Verlaufe dieser Arbeit tatséchlich gelingen
und unser Hauptergebnis sein. Um dieses zu erreichen, werden wir nun im zweiten
Kapitel einen geeigneten Losungsansatz erarbeiten und den Beweis dann in Kapitel
4 durchfiihren.
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Einschub: Notationen und Festlegungen

Da den Kapiteln 2 bis 4 im Wesentlichen eine feste Situation betrachtet wird, wollen
wir diese hier fixieren und auch fiir die zugehorigen Objekte an dieser Stelle ver-
bindliche Schreibweisen einfiihren. Einige Teilpunkte werden dabei erst im weiteren
Verlauf der Arbeit Erwdhnung finden.

In den nachfolgenden Punkten wird insbesondere das zugrundeliegende Gitter A
fixiert. Daher verzichten wir, obwohl viele Aussagen im weiteren Verlauf stark von
A abhéngen, bei der Funktion Cj;, p und dem Gosspolynom Gy, a auf das Subskript
beziiglich des Gitters und schreiben kurz Cj sowie Gj. Gleiches gilt fiir die Gitter-
funktion e; und die Funktion t; wir verwenden dafiir abkiirzend e und ¢.

Falls nicht explizit anders gefordert, sei das Gitter A stets unendlichdimensional.

Wir betrachten ein unendliches, normiertes Fp-Gitter A = (1, A\, A, ...)
in C.

Dabei setzen wir insbesondere )y := 1, und vereinbaren, dass einschrén-
kend die Bedingung 1 < |A1| < |A2| < ... erfiillt ist.

Bendtigen wir ein endliches Gitter, so sei dies (m + 1)-dimensional, das
heift von der Gestalt A = (1, A1,..., Ayp), fiir ein m € Ny. An die erzeu-
genden Gitterelemente stellen wir die gleichen Forderungen wie im unend-
lichdimensionalen Fall.

Greifen wir aus der Menge der erzeugenden Gitterelemente ein festes her-
aus, so sei dieses immer A, mit |\,| = ¢, = p°, fiir ein geeignetes s, € Q>;.
Insbesondere ist damit stets sg = 0.

Das Gitter A setzt sich zusammen als A = A, U A, fiir r > 0, wobei

Ar={AeA||N <t} und As,.:={ €A||)N>t}.

Beziiglich der erzeugenden Gitterelemente definieren wir die Potenzsum-

men
Sp1(n) = > A",

AEA,
fir r > 0.
Zur Funktion C} betrachten wir deren Fundamentalbereich
Fi={2€Cx|lz| =2, = 1},

wobei |z|,, :=minyea |2z — A| die Gitterabstandsfunktion ist.
Relevante Teilgebiete des Fundamentalbereichs sind die Abschnitte

Fri={2€Cx | |2| = 2], = [A]},
fir r > 0.



KAPITEL 2
Die Losungsstrategie

Zum Nachweis der am Ende des ersten Kapitels formulierten Vermutung wollen
wir nun an dieser Stelle einen geeigneten Losungsansatz erarbeiten. Die vorliegende
Grundsituation sei dabei stets wie im Einschub auf der vorherigen Seite angegeben.
Wir werden zunéchst die Funktion Cy ndher betrachten und zur Bestimmung derer
Nullstellenverteilung den indirekten Weg gehen: Wir zeigen, dass C}, aufierhalb der
behaupteten Gebiete keine Nullstellen besitzen kann. Dies kdnnen wir insbesondere
dahingehend vereinfachen, dass wir nur bestimmte Teilabschnitte des sogenann-
ten Fundamentalbereiches untersuchen miissen, auf welchen die Funktion C} schon
eindeutig festgelegt ist. Die entsprechenden Zusammenhéinge werden dabei Stiick
flir Stiick erarbeitet, sodass wir die einzelnen Schritte im eigentlichen Beweis der
Vermutung 1.3.2 spédter nur noch sukzessive durchlaufen miissen.

Zunéchst verschaffen wir uns Gebiete, in denen wir moglichst gut arbeiten kon-
nen. Das Wichtigste wird dabei obengenannter Fundamentalbereich von C sein,
eine Teilmenge der Drinfeldschen oberen Halbebene (2. Der zweite Abschnitt dreht
sich um die wesentliche Idee hinter der angestrebten Beweisfiihrung. Die erlauter-
te Theorie ist die der nichtarchimedischen Konturintegration. Um diese ausfiithren
zu konnen, bendtigt man Laurententwicklungen von Funktionen. Daher bestimmen
wir die entsprechende zu C} im dritten Kapitelteil. Im letzten Abschnitt fithren
wir schlieflich alle Theorieteile zur Formulierung der Hauptaussage dieser Arbeit
zusammen.

Bemerkung. (i) Mitunter benotigen die nachfolgend verwendeten Methoden Riick-
griffe auf die Analysis in C; so beispielsweise die Konvergenz unendlicher Summen
oder das Umsummieren von unendlichen Doppelsummen. Der Ubersichtlichkeit we-
gen lassen wir die (trivialen) Begriindungen fiir solche Operationen meistens weg.
Der interessierte Leser sei demnach fiir die entsprechenden Fragestellungen auf den
Abschnitt zur nichtarchimedischen Analysis ab Seite 63 verwiesen, wo die zugehd-
rigen Definitionen und Eigenschaften hinterlegt sind.

(ii) Des Weiteren beruhen viele Aussagen dieses Kapitels auf recht technischen
Rechnungen, welche zum Teil wenig tiefsinnig sind. Zur besseren Lesbarkeit wurden
deren Beweise in das dritte Kapitel verschoben, und kénnen beim ersten Lesen
iibersprungen werden, da keine fiir das spétere Verstdndnis wichtigen Argumente
Verwendung finden.

19
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2.1. Die obere Halbebene und Fundamentalbereiche

Bei der Erarbeitung der Losungsstrategie fiir die zum Schluss des ersten Kapitels
formulierte Vermutung wollen wir uns von den Ideen zur Modulformentheorie im
klassischen Fall leiten lassen. Wie in dieser Situation haben wir auch hier eine ,,obere
Halbebene* 2, die wir auf unseren Fall spezialisieren werden, sodass wir dort auch
einen ,Fundamentalbereich angeben konnen. Die in Kapitel 1 eingefiihrte analyti-
sche Struktur auf ) vermittels einer Grothendieck-Topologie garantiert dabei, dass
die nachfolgenden Uberlegungen erlaubt und sinnvoll sind.

Zunéchst sei daran erinnert, dass eine Funktion in Cy, durch Angabe ihrer Null-
und Polstellen eindeutig bestimmt ist. Aufgrund dieser Tatsache ist im Hinblick auf
die Suche nach einem Fundamentalbereich fiir die Funktion C}, die folgende leicht
nachzurechnende Aussage interessant.

2.1.1. Lemma. Es gilt:
Die Funktion Cy, besitzt keine Nullstellen z mit |z| < 1.

BEWEIS. Siehe Kapitel 3, auf Seite 27. O

Zusammen mit der zu beweisenden Vermutung 1.3.2 liefert dieses Lemma die Mo-
tivation zur Untersuchung der nachfolgend eingefithrten Gebiete.

2.1.2. Definition. (i) Es sei
|l 1 Coo = R, 2 — 2], := min|z — Al
AEA

die Gitterabstandsfunktion zu A auf C.

(il) Wir fizieren die folgenden (analytischen) Unterrdume von Coo:

F = {z€Cx||2| =7, =1},
Fr = {2€C| |Z|:|Z|m:|>‘r|}’
Q= {zelCx |7, >1}.

Dabei nennen wir F den Fundamentalbereich der Funktion C\.

2.1.3. Bemerkung. (i) Die Gitterabstandsfunktion ist offenbar so konstruiert,
dass stets |z| > |z|,, ist, wobei die Gleichheit jedenfalls dann eintritt, wenn wir
ein Element z vorliegen haben, fiir das gilt: |z| ¢ {|\:| | i > 0}.

(ii) Wir verzichten auf Erlduterungen dazu, inwiefern es sich in (ii) um analytische
Unterrdume von Cy handelt. Die entsprechenden Eigenschaften stehen in Analogie
zu [Gek11, §3].

(iii) Da alle Nullstellen von Cj einen Absolutbetrag grofer oder gleich 1 besitzen,
ist diese Funktion auf Q4 /A schon eindeutig bestimmt. Dabei sei nochmals daran
erinnert, dass C}, eine A-periodische, meromorphe Funktion ist.

Dass die Wahlen in der obigen Definition Sinn machen, zeigen die sich daraus er-
gebenden Eigenschaften.

2.1.4. Lemma. (i) Die kanonische Abbildung F /A — Qa /A ist biholomorph;

(i) Die Abbildung t : F/A — B*(0;1)\ {0} ist wohldefiniert und biholomorph;
(iii) Die Funktion Cy, ist eindeutig durch ihre Finschrinkung auf F bestimmit.
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Bevor wir den Beweis dieses Lemmas fiihren, zeigen wir noch eine Aussage zur
Funktion ¢, die fiir den Teil (ii) bendtigt wird.

2.1.5. Lemma. Der Absolutbetrag von t(z) auf F ist gegeben durch

r—1
logp |t(Z)| = (p - 1) Z Sipi - (Sr - E)pr
=0

fir|z|=p~¢, mitreN,0<e<s. —8_1.
Und speziell gilt

r—1
log, [t(z)| = (p—1) > sip' — s,p"
i=0
fir z € F,.

BEWEIS. Die Herleitung dieser Formeln beruht im Wesentlichen auf dem Ver-
wenden der Produktdarstellung der Funktion e und geschicktem Abzéhlen. Der
recht technische Beweis wird daher erst in Kapitel 3, auf Seite 28, detailliert aus-
gefiihrt. O

Als unmittelbare Folgerung ergeben sich zwei Aussagen, die wir im weiteren Verlauf
noch benotigen werden.

2.1.6. Korollar. (i) Der Wert von log, |t(z)| hingt nur von |z| und nicht von z
selbst ab.

(ii) Die Abbildung t ist als Funktion in |z| strikt monoton fallend.

BeEwEis. (i) Die einzigen in den beiden Ausdriicken fiir log, [t(z)| in Lemma
2.1.4 auftretenden Parameter sind die Zahlen s;, fiir 0 <4 < r. Da |z| = p"*¢, mit
0 <e<sp—S_1, gilt, konnen wir mit dieser Angabe bereits die entsprechenden
Formeln verwenden, und diese liefern fiir betragsgleiche z und z' jeweils dasselbe
Ergebnis.

(ii) Ist |z| < |2'|, das heift, p*r=¢ < p*» =% mit r < r', 0 < £ < 8, — 5,_1 sowie
0<e' <8 —sn_1, dann gilt:

r—1
log,, [t(2)] (p—1)) sip' = (sp —e)p"
=0

r'—1

> (p—1)) sip' — (s —)p"
1=0

log,, |t(z‘)‘ .

O

Mit Lemma 2.1.5 konnen wir nun den Beweis von Lemma 2.1.4 fiihren. Dieser ist
im Kapitel 3, auf Seite 29, nachzulesen.

Wir halten schlieflich noch die folgenden offensichtlichen Eigenschaften der einge-
fiihrten Bereiche fest.
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2.1.7. Lemma. Fir A € A sind dquivalent:
1) (Fr+ANNF#0,

(il) Fr+A=Fp,

(iii) A € A,

Riickblickend haben wir nun verschiedene Gebiete, in denen wir arbeiten kdnnen.
Wir diirfen dabei in dem fiir die jeweilige Situation am besten geeigneten Bereich
arbeiten, und kénnen aufgrund der entsprechenden Abbildungen hin und her wech-
seln, ohne dabei Informationen zu verlieren.

Insbesondere bleibt festzuhalten, dass wir uns fiir den Beweis unserer Vermutung
aus Kapitel 1 bei der Bestimmung der Nullstellenverteilung der Funktion Cj auf
ihrem Fundamentalbereich F zuriickziehen kénnen, und nur nachweisen miissen,
dass eine Lokalisierung in den Bereichen F,., fiir r > 0, mdoglich ist.

Den genauen Zusammenhang werden wir spater nochmals aufgreifen; zundchst er-
arbeiten wir uns nun noch eine Strategie zum Auffinden von Nullstellenbereichen.

2.2. Nullstellensuche iiber nullstellenfreie Bereiche

Wir streben in diesem Abschnitt das Schliisselargument an, mit dessen Hilfe wir
anschlieffend zeigen konnen, dass die im vorherigen Abschnitt betrachteten Gebiete
Fr, mit 7 > 0, tatséchlich die geeigneten zur Lokalisierung der Nullstellen von Cj
sind.

Das dahinterstehende Konzept ist die sogenannte nichtarchimedische Konturinte-
gration. Wir geben an dieser Stelle nur einen kurzen Uberblick (vergleiche dazu
auch [Gek11, §4]). Ausfiihrlicher ist dies mit den entsprechenden Hintergriinden in
[GePu80, III, §1] nachzulesen. Die gesamte Theorie ist zu umfangreich, als dass
man sie hier nochmals vollstdndig wiedergeben kénnte.

Es sei allgemein eine ,offene* Kugel B um 2y € Co vom Radius ¢ € |C% | gegeben.
Wir bezeichnen deren Rand wie iiblich mit 0B(zo, 0) = {z € Cx| |2 — 20| = ¢} und
schreiben abkiirzend 0B, falls aus dem Zusammenhang klar ist, mit welcher Kugel
wir uns beschéftigen.

Der Ring O(0B) der holomorphen Funktionen auf dem Rand von B ist isomorph
zu Co <v, v’1>, dem Ring der konvergenten (moglicherweise doppelt unendlichen)
Laurentreihen in der Verénderlichen v vom Absolutbetrag 1 auf B. Um zwischen
z und v hin und her wechseln zu kénnen, wihlen wir ein wy € Coo mit |wp| = ¢ und

setzen v := 22, welches offenbar den Anspriichen geniigt.

Entscheidend fiir unsere Situation ist die nachfolgende Aussage.

2.2.1. Satz/Definition. Fin invertierbares Element von O(0B) besitzt eine Dar-
stellung der Form

f= E anv" mit |@y,| > max |a,| .
n#m
ne’
Wir nennen a,, den dominierenden Koeffizienten der Laurententwicklung von f.

Umgekehrt ist jedes f, dessen Laurententwicklung eine solche Gestalt besitzt, inver-
tierbar auf dem Rand von B(z,0). |GEPU, 111, §1, Examplel.18, (4)]

Die dabei auftretende Zahl m besitzt eine eigenstandige Wichtigkeit und wird spéter
noch von Bedeutung sein.
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2.2.2. Definition/Satz. Es sei f ein invertierbares Element von O(B).
Man nennt m die Ordnung ordpp f von f an 0B.
Sie ist wohldefiniert durch die Wahl einer Orientierung auf dem Rand von B(z, 0).

Ist f meromorph auf BY(z, ), ohne Null- und Polstellen auf dem Rand, so gilt

m = Z ord,(f),

z€B(z,0)

wobei ord, (f) die Nullstellenordnung von f am Punkt x € B(z,p) ist. Diese ist
negativ, falls f einen Pol in x besitzt. [GEPU, 111, §1, Examplel.18, (4)]

Bemerkung. In unserer Situation ist die Orientierung, und dadurch auch m, mit
der Wahl von v = Z;jo bereits eindeutig festgelegt.

Um nun die Vermutung 1.3.2 zu bestétigen, geniigt es also nachzuweisen, dass die
Funktion C) in den mutmaflich nullstellenfreien Gebieten durch die Laurentent-
wicklung eines invertierbaren Elementes von O(9B) beschrieben wird.

Erste Informationen dariiber erarbeiten wir im nachfolgenden Abschnitt.

2.3. Die Laurententwicklung von C}

Kommen wir nun zur Bestimmung der Laurententwicklung von C(z) auf den Ge-
bieten, welche wir als nullstellenfrei etablieren wollen. Unser Ziel im weiteren Verlauf
der Arbeit wird es sein, nachzuweisen, dass diese Reihen eine Darstellung von der
Form wie in Satz/Definition 2.2.1 besitzen.

Wir betrachten dazu, wie bereits angesprochen, Rander von Kugeln, die einen Ra-
dius haben, der nicht als Betrag eines der erzeugenden Gitterelemente auftaucht.
Es sei daher B := B(0, 0), mit ¢ € |C% |, sowie t, < ¢ < t,41 flr ein geeignetes
r > 0. Weiterhin betrachten wir ein wy € Coo mit |wg| = ¢ und wihlen v := #/w, als
Koordinate auf 0B.

Zur Berechnung der Laurententwicklung auf 0B gehen wir analog zur Strategie
in Abschnitt 4 im Manuskript von E.-U. Gekeler [Gek11] vor. Wir zerlegen daher
zunéchst Cy(z) in zwei Summanden:

Es gilt fiir z = wov € 9B und |v| =1:

1 1
) = DT = 2 G

AEA A€A
1 1
= —_— + —_
& Tt A T

wobei die erste Summe endlich und die zweite eventuell (fiir ein unendlichdimen-
sionales Gitter A) unendlich ist.

Nach einfachen Umformungen gelangen wir zu recht iibersichtlichen Formeln fiir
die Koeffizienten der Laurententwicklung.

2.3.1. Satz. Die Laurententwicklung von Ck(2) auf OB, mit B wie oben, ist gege-
ben durch

Cr(z) = Z anv™ mit
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k-1
an = (_1)k( * ”)wg' AR fiirn >0,
n AEAS
kE—1
A_fpp = ( + n) wakfn Z A fiir n > 0, und
n AEA,
a1 = ...=a_p=0.
BEWEIs. Siehe Kapitel 3, auf Seite 30. (]

Es ist offensichtlich, dass wir die Koeffizienten der Laurententwicklung von Cj, mit
positivem Index eventuell nur schwer kontrollieren kénnen, falls wir sie auf ein be-
tragsméfig dominierendes Element hin untersuchen. Im Fall eines unendlichdimen-
sionalen Gitters haben wir nadmlich jeweils unendlich viele Summanden. Wesentlich
einfacher ist die Situation fiir die Koeffizienten mit negativem Index, da dort immer
nur endliche Summen auftauchen. Gliicklicherweise wird es uns im Folgenden zu zei-
gen gelingen, dass fiir die Suche nach einem dominierenden Koeffizienten der obigen
Laurententwicklung von C} auf 0B nur die Betrachtung derer mit echt negativem
Index relevant ist.

2.3.2. Satz. Sei m € Z ein Index, sodass fiir die Koeffizienten in der Laurentent-
wicklung von Cy in Satz 2.3.1 die Gleichheit |ay,| = max,ez |an| gilt.

Dann ist m echt negativ.

Ist dieser Satz bewiesen, so folgt (unter der Bedingung, dass ein solches m exis-
tiert!), falls wir zusdtzlich noch die Eindeutigkeit dieses Indizes m nachweisen kon-
nen, dass Cy, ein invertierbares Element von O(9B) ist, und somit keine Nullstellen
in diesem Bereich besitzen kann. Aufgrund der Wahl des Radius ¢ von B(0; o)
resultiert dann daraus die Richtigkeit unserer Vermutung 1.3.2.

Es verbleibt zunéchst allerdings noch der Beweis von Satz 2.3.2. Diesen werden wir
in mehreren Schritten fithren. Zunéchst bendtigen wir geeignete Schreibweisen.

2.3.3. Definition. Es bezeichne 7,.(k), mit v > 0, die Zahl der Nullstellen mit
Multiplizitdten von Cy, in F, fir die gilt: t, < |z| = |z|,, < tr41.

2.3.4. Lemma. Es ist 9,.(k) = v.(k)p"™! mit einem geeigneten v,.(k) € Ny.

BEWEIS. Dies folgt daraus, dass die Gruppe A, der Ordnung p"t! auf der
Menge der Nullstellen z von Cj, mit ¢, < |z| = |2|,, < ty41 durch Shifts z — 2+ A,
fir A € A, operiert, da die Funktion C} bekanntlich A-periodisch ist. O

Im Hinblick auf Satz 2.3.2 stellen wir zunéchst noch eine Voriiberlegung an.

2.3.5. Lemma. Betrachte BT (0, R) in Co mit einem Radius R > 1.
Dann ist die Anzahl der Nullstellen minus die Anzahl der Polstellen von Cy, (jeweils
mit Multiplizitdten gezdhlt) immer negativ.

BEWEIS. Dies beruht auf Abzéhlargumenten zu den Null- und Polstellen von
Cy in B*(0,R). Da ersteres recht technisch ist, verschieben wir den Beweis in
Kapitel 3, auf Seite 31. ]
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Die Aussage dieses Lemmas impliziert: Unter der Annahme, dass die Laurentent-
wicklung von C} aus Satz 2.3.1 einen dominierenden Koeffizienten besitzt, folgt,
dass dessen Index negativ ist.

Eine Verschérfung dieses Ergebnisses ist der Satz 2.3.2, welchen wir nun beweisen
konnen.

BEWEIS. (von Satz 2.3.2)
Wir gehen zuriick zur allgemeinen Situation des Abschnitts, und nehmen an, dass
C} auf OB nicht invertierbar ist. Es seien ng und n1; mit ng < n; der kleinste
und der grofte Index, sodass |an,| = |an,| gilt, sowie |an| < |ap,| ist, fir n ¢
{no,n1}. In diesem Fall besitzt Cj genau n; — ng Nullstellen auf dem Rand von
B(0, p). Vergrofern wir den Radius ¢ von B um ein hinreichend kleines Stiick zu
o', sodass wir keine neuen Null- oder Polstellen mit aufnehmen, dann erhalten wir
eine etwas grofere Kugel B' := B(0, ¢'), fiir die Cj eingeschrinkt auf deren Rand
OB' invertierbar ist. In der entsprechenden Laurententwicklung > ., a,, (v')" von
Cy auf OB' wird der Koeffizient a;, dominieren, da ng < n ist. Wir konnen somit
schlieflich obiges Lemma 2.3.5 anwenden und es folgt: n; < 0. Also ist die Aussage
von Satz 2.3.2 gezeigt. [Gekl11, §6] O

Damit sind die Uberlegungen so weit fortgeschritten, dass wir sie im néichsten Ab-
schnitt zusammenfiigen und verschiedene Entsprechungen unserer am Ende von
Kapitel 1 formulierten Vermutung 1.3.2 angeben kénnen.

2.4. Endgiiltige Formulierung der Vermutung

Wir kénnen nunmehr mit der bislang erarbeiteten Theorie die Vermutung 1.3.2
konkret formulieren. Dazu werden wir als Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit
die Giiltigkeit der nachfolgenden Proposition fiir alle Primzahlen p und alle £k € N
verifizieren.

Dabei geben wir auch eine Aussage fiir das sogenannte Newtonpolygon zu Gy an.
Die Betrachtung dieser Polygone bietet sich an, da sie Informationen tiber die Null-
stellen eines Polynoms speichern. Fiir den, mit der hinter den Newtonpolygonen
stehenden Theorie noch nicht vertrauten Leser sei auf den entsprechenden Anhang,
ab Seite 67 verwiesen, wo die fiir unsere Situation relevanten Aussagen zusammen-
gestellt wurden.

2.4.1. Proposition. Es seien eine Primzahl p und ein k € N gegeben. Beziiglich
dieser Wahlen sind dquivalent:

(i) Alle Nullstellen z von Cy, erfillen |z| = |\.|, fir ein r € Ny;
(ii) Alle Nulistellen z von Cy, in F liegen bereits in F,., fir ein r € Ny;
(iii) Alle Nullstellen x # 0 von Gy (X) erfillen

r—1
log, [z| = (p — 1) Z sip" — spp”
i=0

fir ein r € Ny;
(iv) Alle Steigungen des Newtonpolygons von Gi(X) sind von der Gestalt

r—1
(p—1))_sip’ —sp",
=0
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fiir ein r € Ng.

BEWEIS. (i) < (ii) Wir wissen, dass die Gruppe A durch additive Shifts auf Qa

operiert und jedes z € Q) zudem A-dquivalent mit mindestens einem und hochs-
tens endlich vielen z' € F ist. Also kénnen wir jede Nullstelle z von Cj, vom Betrag
|z| = |Ar|, fiir ein 7 € Ny, mit einem Element z' von F identifizieren, wobei der
Betrag des Elementes z' wegen der Addition von einem A\ € A wiederum einem
Wert aus der Menge {|\,| | » > 0} entspricht.
Aufgrund der A-Periodizitdt von Cy ist das z' € F insbesondere wieder eine Null-
stelle von C und liegt in einem der F,.. Da wir auf diese Weise fiir alle Nullstellen
von Cy in Cy beziehungsweise F argumentieren kénnnen, gelten diese Aussagen
offensichtlich in beide Richtungen.

(i) = (iii) Wir wissen nach Aussage (i), dass eine Nullstelle z von C} schon
2] = [\ = p™,
mit einem geeigneten r € Ny, erfiillt. Aufferdem ist nach Definition/Satz 1.2.9
Ci(z) = Gi(t(2)),

und nach Lemma 2.1.5
r—1
log, [t(z)| = (1 =p) > sip' —s,p" .
i=0
Also erfiillt die zugehorige Nullstelle = t(z) von Gy, die Gleichung
r—1
log, |z| = (1 —p) Z sip' — s,p" .
=0

(iii) = (i) Hat eine Nullstelle = von G (X ) den angegebenen Absolutbetrag, so muss
nach Lemma 2.1.5 das zugehorige Urbild z beziiglich der Abbildung ¢ den Betrag
|z| = |\, fiir ein r € Ny, besitzen. Wegen der Gleichheit Ck(z) = Gi(t(2)) ist
damit insbesondere eine Nullstelle von C(z) gefunden. Auf diese Weise gelangt man
zu allen Nullstellen von Cf, die dann insbesondere auch die behaupteten Betréige
besitzen miissen.

(iii) < (iv) Dies ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes iiber die Newtonpoly-
gone aus Anhang B und dem Zusammenhang zwischen dem Absolutbetrag und der
Bewertung. ([

Da die erste Aussage obiger Proposition 2.4.1 in ihrer Bedeutung exakt der Vermu-
tung 1.3.2 entspricht, liest sich diese nun folgendermafien.

2.4.2. Vermutung. Es seien eine Primzahl p und ein k € N gegeben.
Dann gelten die Aussagen aus Proposition 2.4.1.

Nachdem wir im aktuellen Kapitel die notwendigen Grundlagen und Vorgehenswei-
sen zum Beweis dieser Hypothese erarbeitet haben, fiihren wir den Nachweis nun
in Kapitel 4.



KAPITEL 3

Hilfsmittel

Um grostmogliche Ubersicht zu gewdhrleisten, werden in den Kapiteln 2 und 4 ei-
nige Beweise zunichst ausgelassen und erst im vorliegenden Kapitel gefithrt. Dabei
handelt es sich grofitenteils um aufwendige Rechnungen oder Argumentationsket-
ten, die fiir das weitere Versténdnis von eher geringer Bedeutung sind. Der dahin-
terstehende Gedanke ist, dass die Beweise beim ersten Lesen der Arbeit durchaus
iibergangen werden kénnen, falls sich der Leser nur einen groben Uberblick ver-
schaffen will. Fiir das vollstdndige Verstédndnis ist die Lektiire dieses Kapitels jeweils
parallel zu den Kapiteln 2 und 4 hingegen unabdingbar. Die Formulierungen der zu
beweisenden Aussagen werden hier nochmals rezitiert und es wird auch beim ersten
Auftauchen im jeweiligen Kapitel auf die Seitenzahl der Beweisfiihrung verwiesen,
sodass der Leser direkt hier nachschlagen kann.

Im ersten Abschnitt sind die fehlenden Beweise zu Kapitel 2 in der Reihenfolge des
dortigen Auftauchens der zugehdrigen Aussagen aufgefiihrt. Der zweite Kapitelteil
beinhaltet diejenigen aus Kapitel 4, ebenfalls in der entsprechenden Abfolge des
Beweisbediirftigen.

3.1. Hilfsaussagen zu Kapitel 2

Beweis von Lemma 2.1.1.

Lemma. Es gilt:
Die Funktion Cy, besitzt keine Nullstellen z mit |z| < 1.

BEWEIS. Zerlege Cy wie folgt:

1 ! 1

AEA

Auf der rechten Seite ist dabei |zik| > 1, da wir |z| < 1 vorausgesetzt haben.
Betragsméfig erhalten wir mit gleicher Begriindung fiir jeden Summanden in der
Summe
1

(z = A)*
was nach Wahl der erzeugenden Gitterelemente einen Ausdruck liefert, der immer
kleiner oder gleich 1 ist. Damit kénnen sich in obiger Zerlegung fiir Ci(z) die beiden
Summanden nicht gegenseitig wegheben, und es folgt die Behauptung. O

=\,

27
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Beweis von Lemma 2.1.5.

Lemma. Der Absolutbetrag von t(z) auf F ist gegeben durch
r—1 )
logp |t(Z)| = (p - 1) Z Sipl - (Sr - E)pr
i=0

fir|z|=p~¢, mitr e N, 0<e< s, —8_1.
Und speziell gilt

r—1
log, [t(z)| = (p—1) > sip’ — s,p"
i=0
fir z € F,.

BEWEIS. Aus dem bekannten Zusammenhang ¢(z) = 1/e(z) folgt

log, [t(2)| = —log,, le(2)] -

Daher betrachten wir zunéchst e(z), und zwar in der Produktdarstellung
. z
= I] (1 - —) .
e(z) =z ( 3

Dies ergibt fiir den zu berechnenden Ausdruck:

()

)

log, |e(=)| = log, <|z| -

AEA
. A—2z
— logp|z|—|—z log,, —~
AEA
Dabei ist
o A—z| )sp—e—log,|]| , falls |z| > |A]
B2 17X | T Ylog, |\ — log, [A =0, falls |2] < |A| .

Also verkiirzt sich die Summe in obigem Ausdruck fiir log,, |e(z)| zu:

! A—z
log, le(z)| = log, ||+ Z log,, — (3.1.1)
AEA,_1
= (sp—e)+ Z (87 —e —log, [A]),
AEA,_1
wobei wir noch |z| = p®~¢ verwendet haben. Abzéhlen der Elemente von A,_;

liefert



3.1. HILFSAUSSAGEN ZU KAPITEL 2 29

r—1

log, le(z)] = (s —¢)+ Z(p — D)p'(sr — & — si)
i=0

— 1-p) Y s+ (=) (0= Vi —) 37
=1 1=0

1-p

r—1 r
— e st (-2 + - Dl o) (1)
=0

r—1
(1=p)) sip’ + (s, — )"
i=0
Damit ist log, [t(2)| = (p — 1) Z:()l s;p' — (s, —)p", was dem gesuchten Ausdruck
entspricht.

Die angegebene Formel fiir z € F,. erhilt man daraus mit € = 0. (]

Beweis von Lemma 2.1.4.

Lemma. (i) Die kanonische Abbildung F/A — Qn /A ist biholomorph;
(i) Die Abbildung t : F/A — B*(0;1)\ {0} ist wohldefiniert und biholomorph;
(iii) Die Funktion Cy, ist eindeutig durch ihre Finschrinkung auf F bestimmit.

BEWwEIs. (i) Nach Konstruktion der Gitterabstandsfunktion erhalten wir eine
Gruppenoperation von A auf 2, durch Shifts um ein A € A; das heifst, fiir ein
z € Qp liefert z — z + X\ wieder ein Element von 4. Diese Operation beschreibt
auch die gesuchte kanonische Abbildung F/A — Qu/A.

(ii) Wir verwenden zunéchst Teil (i), um eine Abbildung F/A = Qn /A zu erhal-
ten. Den biholomorphen Isomorphismus Q4 /A — B*(0;1) \ {0} liefert schlieRlich
t. Man beachte dazu zunéchst die Surjektivitéit von e als Abbildung von C' in sich
selbst. Da e(z) = 0 genau dann gilt, wenn z € A ist, ist die Abbildung ¢ mit dem
Urbildbereich €24 /A wohldefinert, und mit ¢(z) = 1/e(z) ist das Bild stets ungleich
0. Fiir den weiteren Bildbereich kénnen wir uns auf die Eigenschaften des Betrages
von t(z) aus Lemma 2.1.5 berufen, welches auch fiir Q4 anstelle von F gilt.
Das Bild #(z), mit z € 4, ist ein Element von B*(0; 1), falls log, [t(z)| < 0 ist.
Nach dem Beweis von Lemma 2.1.5 gilt mit |z| = p"*¢, fiirr € N, 0 < e < s, —5,_1,
bereits

r—1

log, [£(2)] = —log, [e(z)] = (s, — ) = 3 (p — D)p'(sr — & — ) <0,

i=0
wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass schon jeder Summand kleiner oder
gleich 0 ist. Somit ist £(2) € B¥(0;1), falls 2 € Q.
Es bleibt noch die umgekehrte Richtung zu zeigen: Ein w # 0 mit |w| < 1 kann
nur von t(z) mit z € Q4 angenommen werden. Nehmen wir dazu an, dass z ¢ 2y
(und z ¢ A) gilt, das heifit, dass |z|,, <1 ist. Da das Gitter A nur Elemente A mit
|A] > 1 besitzt, muss dann schon |z|,,, = |z| < 1 gelten.
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Es ist deshalb nach einer Rechnung wie im Beweis von Lemma 2.1.5 (vergleiche ab
Gleichung (3.1.1)):

log, |2+ > (log, |2| —0)
AEAo

= p-log,|z| <0.

log, [e(z)]

Damit ist log, [t(z)| = —log, le(z)| > 0, also [t(z)| > 1, was uns mittels einer
Kontrapostion die Behauptung liefert.
(iil) folgt unmittelbar aus (i) und Bemerkung 2.1.3 (iii). O

Beweis von Satz 2.3.1.

Satz. Die Laurententwicklung von Cy(z) auf OB, mit B wie in Abschnitt 2.3, ist
gegeben durch

Cr(z) = Z anv" mit

nez
k—1+4+n
_ _1\k n —k—n .
an, = ( 1)( " )wo Z A firn >0,
AEAS
k—1
O—fer = ( n+n)w0k"2)\" fir n > 0, und
AEA..
a1 = ...=a_p=0.

BEWEIS. Wir untersuchen die Zerlegung

1
Cr(z) = Y GG WF

NeA
1 1
= _— 4 N
Z YT §: Y
XEA, (wov = A) AED~, (wov = A)

und betrachten die beiden Summen getrennt.

Zunichst: .
> TR
AEAS (WO’U A)
Wir beschranken uns zuerst auf den Summanden zu einem festen A. Es gilt fiir
alle A € Ass: |[A| > |wo| = |z|. Daher kénnen wir nach geeigneter Umformung den

binomischen Lehrsatz anwenden:

= (i n) = ()

i>0

Der Binomialkoeffizient schreibt sich dabei nach Anwenden der bekannten Defini-

tion als ‘
()= ()

Betrachten wir nun wieder die gesamte Summe iiber alle A € As,, so haben wir
eine Doppelsumme, wobei die innere davon geniigend schnell konvergiert, sodass
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wir die Summationsreihenfolge vertauschen kénnen.
Dies liefert:

o i

AEAS, AEAS i>0

_ (_1)k2(k 1—|—z> Z)\_k11'

i>0 AEAS,

Betrachten wir nun noch die zweite Summe:

>
_ k-’

AEA, (wov )\)

Zunéchst sei wieder A fest gewshlt. Es gilt fiir alle A € A,: |A| < |wo| = |2]. Man
erhélt wiederum mit dem binomischen Lehrsatz:

1 1 k 1—|—z i i i
m:z (1_>\)1_w0v Z( ))\wov .
>0

Summieren wir nun noch iiber alle A € A, so liefert dies (ebenfalls mit zuldssiger
Vertauschung der Summationsreihenfolge):

Sy~ o e Do

AEA, i>0 AEA,
Es bleibt noch das Verschwinden von a_i,...,a_; nachzuweisen. Dazu miissen
wir die zweite Summe betrachten, da diese die Koeffizienten mit negativem Index
liefert. Es sind automatischa_1 = ... = a_gy1 = 0, da wir ab ¢ = 0 summieren und

damit den Koeffizienten a_j, zu v=* erhalten. Dieser ist ebenfalls 0, denn die Summe
D rea, A9 erstreckt sich iiber p"*1 viele Elemente mit Wert 1 (was in Charakteristik
p den Wert 0 ergibt).

Damit sind alle Aussagen verifiziert. [Gek11, §4] O

Beweis von Lemma 2.3.5.

Lemma. Betrachte B(0, R) in Coo mit einem Radius R > 1.
Dann ist die Anzahl der Nullstellen minus die Anzahl der Polstellen von Cy, (jeweils
mit Multiplizitdten gezdhlt) immer negativ.

BEwEIs. Die Polstellen von Cj sind offenbar genau die Elemente von A, die
einen Betrag kleiner oder gleich R haben. Wéhlen wir ein ry € Ny, welches maxi-
mal mit |\,,| < R ist, dann liegen innerhalb der betrachteten Kugel genau p™o*!
viele Polstellen, jede mit Vielfachheit k. Also ist der zweite Summand des fiir die
Behauptung zu berechnenden Terms gegeben durch k - pott.

Bestimmen wir nun noch die Anzahl der Nullstellen von Cj, in B*(0, R).
Wir wissen bereits, dass C, in F N BT (0, R) mit der Wahl von 7 schon maximal

> (k)
r=0
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viele Nullstellen besitzt, wobei 4,.(k), wie in Definition 2.3.3 eingefiihrt, die Zahl
der Nullstellen von C}, in

Fri=A{2€Cux [ty < |2| = [2],, <trs1},

fir 0 <r < rg, ist.

Aufgrund der A-Periodizitat von Cj und der Wahl von A, gilt weiterhin: Ist z €
B*(0, R)NF eine Nullstelle von Cy, so ist z+ A\ fiir alle A aus A, eine Nullstelle von
Ck in B¥(0, R). Fiir ein A\ € A,, haben wir genau p™*! viele Wahlméoglichkeiten.
Auf diese Weise erhalten wir schon alle Nullstellen von Cy, in BT (0, R), denn durch
den Shift eines Elementes von FNBT(0, R)/A um ein X € A, ist eine biholomorphe
Abbildung F N B*(0, R)/A — B*(0, R)/A gegeben (vergleiche dazu Lemma 2.1.4
(1), welches sich unmittelbar auf unsere Situation {ibertrigt). Zusammen mit obiger
Uberlegung erhalten wir somit

0
S A (k) - prott
r=0

als obere Abschétzung fiir die gesuchte Nullstellenanzahl in B*(0, R).

Allerdings zdhlen wir dabei manche Nullstellen mehrfach: Allgemein ist fiir z € F),
mit r > 0, auch (z + A\) € F,. genau dann, wenn A € A, ist. Denn: Fir z € F,
andert sich |z| bei Addition von A € A, nicht, und es gilt weiterhin |z| = |z],,. Da
A, fiir 0 < r < rg, genau p" viele Elemente besitzt, lautet also die korrekte Anzahl
der Nullstellen von Cj, in BT (0, R) somit

To ~ o A o

k). protl k
Z M = prott E %—(r) =pott E :%(k)’
—0 p r=0 p r=0

wobei im letzten Schritt Lemma 2.3.4 benutzt wurde.
Also: Gelingt es uns zu zeigen, dass

0
> (k) <k
r=0

gilt, so folgt die Behauptung, denn die Anzahl der Polstellen von Cj, in B¥(0, R)
ist ja, wie oben bewiesen wurde, durch k - p"*! gegeben.

Dazu fixieren wir fiir ein r zwischen 0 und ry den Bereich F, und zwei Nullstellen
zo und z; von Cy, die in F,. liegen. Aufgrund der Identitét Cj(z) = G (t(z)) muss
dann auch Gg(t(z0)) = 0 = G(t(21)) gelten.
Die Bilder der A-periodischen Funktion ¢ sind genau dann gleich, wenn sich zp und
z1 nur durch ein Element von A, unterscheiden; denn ¢(z) ist nur von |z| und nicht
von z selbst abhéngig, und der Betrag von zg respektive z; éndert sich bei Addition
von A € A, nicht. Mit 7,.(k) = ~,(k)p"*! ist also v,(k) die Anzahl der Nullstellen
von Gy im Kreisring

{weCx|w=1t(z), z€ F.}.
Da t als Funktion in |z| betrachtet, wie in Korollar 2.1.6 (ii) gezeigt wurde, strikt
monoton fallend ist, kdnnen wir in den Bereichen F,, fiir 0 < r < rg, unabhingig
voneinander jeweils gleich argumentieren (denn es gibt keine Nullstellen aus jeweils
verschiedenen F., die gleiches Bild unter der Abbildung ¢ besitzen kénnen), und es
folgt, dass Y% 7 (k) eine obere Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen von Gy,
im Kreisring

{weCx |w=1t(2), 2€ FNBT(0,R)} — BT(0;1)
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ist.
Da aber G (X) den Grad k besitzt und durch X teilbar ist, muss schon Y7 7, (k) <
k gelten, was noch zu beweisen war. [Gek11, §6] O

3.2. Hilfsaussagen zu Kapitel 4

Beweis von Satz (4.1.6).

Satz. Fir die Potenzsumme Sy41(n) zu einem n € Ny gilt:
(i) Spt1(n) ldsst sich schreiben als

Salm) = Y (]) (C1) N A
i:(j0:~~~vj'r) -
Y ii=n
0<j;=0(p—1)
falls0<n=0(p—1) undl(n) > (r+1)(p—1) ist.
Fiir alle anderen n € Ny gilt Sy41(n) = 0.

(ii) Mit der Darstellung von Sy+1(n) # 0 aus (i) gilt:
log, |Sr+1(n)| = —o0(n)s, +o1(n)(s1 —sr) + ... + or—1(n)(8r—1 — 57) + N5

BEWEIS. (i) Wir erhalten zunéchst fiir die Potenzsumme zu einem festen n
mittels des Multinomialsatzes :

Sppa(n) = > A"

AEA,

= Z A"

AE(L A1, A)

= Z (co+cad+...coA)"

cerytt

- ¥ % (’?)(cvo)fo(clAl)ﬁ-...-(crAr)jr,

c€Fptt j=0os--dr) =
Zji=n

mit j; € N.
Da die beiden vorkommenden Summen jeweils endlich sind, diirfen wir umordnen:

Sy = Y (”) 37 (coro) (e A) - ()

= \J y
J=0os--dr) =7 ceFpT?
Yji=n

Nutzen wir nun noch aus, dass
Zak: -1 ,falls0O<n=0(p—1)
0 , sonst
a€l,

gilt, und wenden dies (r 4+ 1)-mal an, so folgt:

Sam= 5 (G

e . J

l:(jO:"'vj'r) -
Y di=n

0<j;=0(p—1)

wie behauptet.
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Insbesondere muss also, wegen >.:_, j; =n und j; = 0(p — 1), fiir 0 < i < r, auch
0<n=0(p—1) gelten.

Aufterdem folgt aus Y ;_,ji =nund 0 < j; = 0(p — 1), fiir 0 < ¢ < r, wegen
Ji = 1) (p—1), fir 0 <4 < r (vergleiche dazu Lemma 4.1.4 (i)), schon I(n) >
(r+1)(p—1).

Damit sind alle Behauptungen von Teil (i) gezeigt.

(ii) Wir zeigen: In dem Ausdruck
Srp(n) = > (n) (“D)APAL A

i=Gorin) L

Y ji=n
0<j;=0(p—1)

besitzt der Summand zu

r—1

Z(O) = (oo(n),o1(n),...,00—1(n),n — Zaz(n)) :

i=0
den gréfsten Betrag.
Denn dies liefert die Behauptung: Es ist dann

log, [Sr41(n)] = log, |\
=0

= S0 Jo+ S1J1+ .. Srir
~—
=0

= s100(n)+ ...+ 8p—10.-1(n) + sp(n — X_:az(n))
i=0

= —oo(n)sy +o1(n)(s1 — ) + ...+ 0r—1(n)($r—1 — $r) + NSy

()
Es verbleibt der Beweis der eingangs formulierten Aussage:

Zur Anordung der j;, fir 0 < i < 7: Da |[Ao] =1 < |A1] < ... < |\ gilt, miissen
wir jo < ... < j, mit minimalen jo,...,jr—1 und einem gréfstmoglichen j, wahlen,
damit der gesamte Summand (?) (=1)" AP Nt .. M maximalen Betrag besitzt.

wobei im ersten Schritt noch mit einging, dass =1 ist.

Wir fixieren nun ein solches j und sammeln die Bedingungen dafiir, dass der zuge-
horige Ausdruck in der Summendarstellung von Sy41(n) aus (i) nicht verschwindet:
Dazu untersuchen wir zunéchst das Verschwinden des Multinomialkoeffizienten (?)

Per Definition gilt:
()0
i) Tl L)

mit Z::o Ji = n. Damit (?) ungleich 0 ist, muss also (Z%_O j"') #0,fir0<1<r,
gelten. Da nach einem Satz von Kummer (vergleiche [Rib89, 2, II, D]) gilt, dass
der Binomialkoeffizient genau dann nicht verschwindet, wenn bei Subtraktion des
unteren Eintrages vom oberen Eintrag kein p-adischer Ubertrag entsteht, ist (?)
genau dann ungleich 0, wenn wir ausgehend von jo < ... < j, fordern, dass gilt
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(vergleiche Definition 4.1.3 fiir die Bedeutung von ,,<,"):
7o <p M
- <p m—=Jo

jrfl <p n — (]0++]r72)

o= n—=(o+...+Jjr-1).
Das heifst, die p-adischen Entwicklungen der j;, fir 0 < ¢ < 7, summieren sich zu
der p-adischen Entwicklung von n auf.
Ausgehend von diesen Bedingungen kommen wir nun zur Bestimmung der j;, fiir
0<i<r
Nach Teil (i) muss fiir das Nichtverschwinden des Ausdrucks

<7> (=) NN LA

J

weiterhin 0 < j; = 0 (p—1),fir 0 < i < r, sowiel(n) > (r+1)(p—1)und n =0 (p—1)
gelten. Letzteres ist nach Lemma 4.1.4 (ii) dquivalent zu I(n) = 0 (p — 1).
Das minimale jy, welches allen Bedingungen geniigt, ist offensichtlich oo (n). Fiir die
Wahl von j; folgt mit j; > jo und einer analogen Uberlegung j; = o1 (n). Genauso
erhidlt man j; = o4(n), fir 2 < ¢ < r — 1. Fir j, bleiben noch I(n) — r(p — 1)
viele Digits aus der p-adischen Entwicklung von n iibrig. Dies sind wegen [(n) >
(r+1)(p — 1) mindestens (p — 1) viele, und dan =0 (p — 1) gelten muss, ist deren

Summe kongruent zu 0 modulo (p — 1). Also geniigt j, := n — Z:()l o;(n) allen
geforderten Bedingungen.
Das so konstruierte j ist wie behauptet das angegebenene j ©), O

Eine Hilfaussage zum Beweis von Satz 4.2.1.

Lemma. Mit den Bezeichnungen wie im Beweis zu Satz 4.2.1 gilt:
ai(n) - O'i(n()) 2 0,

fiir 0 <i<r—1, wobei in allen Fdllen Gleichheit eintreten kann.

Fiir n muss (wie auch schon fiir ng) insbesondere die Bedingung n <, (k — 1)*
erfiillt sein. Wir haben ng aus der minimalen Anzahl an ersten Digits von (k — 1)*
konstruiert. Da n > ng gilt, ist der j-te Digit von n, fiir 7 > 1, immer grofer oder
gleich als der j-te Digit von ng. Das liefert unmittelbar die gesuchte Ungleichung.
Dass diese scharf ist, zeigt die folgende Uberlegung: Im, in Hinblick auf die Ab-
schitzung schlechtestmoglichen Fall stimmt n beziiglich der Digits mit denen von
ng iiberein und besitzt noch mindestens (p — 1) grofere (wegen I(n) = 0(p — 1)).
Das heift, dann gilt o;(n) — o;(ng) =0, fiir 0 <7 <r — 1.






KAPITEL 4
Der Beweis der Vermutung und Folgerungen

Im Vordergrund dieses Kapitels steht der Beweis von Vermutung 2.4.2, in den alle
bislang gemachten Uberlegungen mit eingehen. Nach dessen Gelingen ergeben sich
im Hinblick auf die relevanten Objekte Cy und Gy, direkt umfassende Aussagen zur
Anzahl und Lage derer Nullstellen, welche wir im zweiten Abschnitt nachweisen
und mit Beispielen unterstreichen. Dabei sind viele Parallelen zu bereits bekannten
Aussagen auffillig, sodass es fiir den abschlieffenden Kapitelteil nahe liegt, einen
Vergleich dazu zu ziehen. Ebenso setzen wir dabei auch das gesamte Vorgehen in
Relation zum Manuskript [Gek11|, in welchen mit einer vergleichbaren Situation
gearbeitet wird.

Im gesamten Kapitel betrachten wir die Situation, welche im Einschub auf Seite 18
als Standard vorausgesetzt wurde. Wir verzichten an dieser Stelle auf eine Wieder-
holung, da alle Objekte zum Einsatz kommen, und verweisen den Leser darauf, an
der entsprechenden Stelle nachzuschlagen.

Da wir zum Beweis der Hauptaussage auf einige Aussagen beziiglich der p-adischen
Entwicklungen ganzer Zahlen zuriickgreifen miissen, geben wir im ersten Abschnitt
des Kapitels einen kurzen Uberblick dariiber. An gleicher Stelle untersuchen wir
Eigenschaften der Potenzsummen, welche in den Formeln fiir die Koeffizienten der
Laurententwicklung von C} vorkommen. Auch diese spielen im Beweis von Vermu-
tung 2.4.2 eine entscheidende Rolle.

4.1. Allgemeine Voriiberlegungen

Wir stellen in diesem Abschnitt im allgemeinen Rahmen verschiedene Schreibweisen
und leicht nachzurechnende Aussagen zusammen, die zum Verstdndnis des Haupt-
beweises im néchsten Abschnitt und den Folgerungen daraus im dritten Teil dieses
Kapitels notwendig sind.

4.1.1. Definition. Es sein € N.
(i) Man bezeichnet die Zerlegung

n =ng +n1p+nep® +...nnpY

mit n; € {0,...p— 1}, firi >0, N € N und einer Primzahl p, als die p-adische
Entwicklung von n.
Dabei nennen wir die n; die Koeflizienten der p-adischen Entwicklung von n, und

bezeichnen mit
l(n):= Z n;
i=0

die Koeflizientensumme der p-adischen Entwicklung von n.

37
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(ii) Ausgehend von der p-adischen Entwicklung von n in (i) ist

n=1+... F14p+...+p+...+p"+.. 4" =) p¥
%/_/ s
no-mal ni-mal ny-mal iz

die Zerlegung der p-adischen Entwicklung von n in Digits. Fin Digit von n ist also
eine p-Potenz.
(iil) Wir bezeichnen mit

(+H-1)

oi(n) = Z pli

j=i(p—1)+1
den ,(i + 1)-ten (p — 1)-Block von Digits von n“.
Besitzt die p-adische Entwicklung von n nicht gentigend viele Digits, so ergdnzen
wir die zugehdrige Reihe in (i) mit Nullen.
(iv) Wir schreiben

n* = Z(p -1- ni)pia
i>0

mit den Koeffizienten n; aus (i). Fassen wir dies als unendliche p-adische Entwick-
lung auf, so sind deren Koeffizienten fiir i > N jeweils (p — 1).

o (n) = Z pij

1<j<r(p—1)

(v) Wir bezeichnen mit

die Summe der r(p — 1) ersten Digits der p-adischen Entwicklung von (n — 1)*.

Bemerkung. Auch fiir negative ganze Zahlen lasst sich eine p-adische Entwicklung
angeben. Diese besteht aus unendlich vielen Summanden. Wie man leicht einsieht,
entspricht zum Beispiel n* als p-adische Zahl aufgefasst —n — 1.

4.1.2. Beispiel. Es sei n = 50 und p = 3. Dann gilt:
= 24+1-3+2-32+1-3%;

n
lln) = 2414+2+1=6;
oo(n) = 2,
oi(n) = 3+1-32=12,
oa(n) = 1-324+1-3%=236,
o3(n) = o4(n)=...=0;
(n—1)* = 14+1-34+1-33+2-3"+2.3°4...;
pi(n) = 1+1-3=4,

1+1-3+1-3341-3"=112,
= 1+4+1-34+41-334+2-3%4+1.3%5=436,

=
[\V)
—_~ Y~
S
~— ~— ~—
I

=
)

4.1.3. Definition/Lemma. Es seien n,m € Z gegeben, mit den p-adischen Ent-
wicklungen

n = n0—|—n1p—|—n2p2—|—...,
m = m0+m1p+m2p2+...,
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mit n;,m; € {0,...,p— 1}, firi > 0.
Wir schreiben
n<p,m,
falls fiir alle i > 0 gilt: n; < m;.
Dadurch erhalten wir eine Ordnungsrelation.

Beziiglich der eingefiihrten Bezeichnungen werden wir im weiteren Verlauf auf die
nachfolgenden Aussagen zuriickgreifen.

4.1.4. Lemma. Es seien k,n € N.
(i) Es gilt
n=ln)(p-1),
also speziell
n=0p—-1) < In)=0(p—1).

(ii) Es gilt:
k—1+4+n .
( " )7&0<:>n<p(k—1).

BeEweIs. (i) Die erste Kongruenz ergibt sich unmittelbar aus

fir alle ¢ € Ny.

(ii) Es gilt, dass der Binomialkoeffizient (k:lf”) genau dann nicht verschwindet,
wenn bei Subtraktion der Zahl n von k — 1 4 n kein p-adischer Ubertrag entsteht
(vergleiche den Satz von Kummer in [Rib89, 2, II, D|). Dies wiederum ist dqui-
valent dazu, dass fiir alle i gilt: Die Addition der Koeffizienten k;, welche in der
p-adischen Entwicklung von k — 1 auftauchen, und der n;, welche in der p-adischen
Entwicklung von n auftauchen, liefert immer eine Zahl, die echt kleiner als p ist;
also ausgeschrieben: k; + n; < p. Aufgrund der Definition von (k — 1)* und der

majorisierten Ordnung gelten dann folgende Aquivalenzen:
(ni <p—ki, fur alled) < (n; <p—1—k;, fir alle 7)
< (n<p (k—1)", fir alle 7).

Also sind wir durch lauter Aquivalenzumformungen auf der rechten Seite der Be-
hauptung angelangt. O

Damit haben wir alle in unserem Rahmen relevanten Bezeichnungen und Eigen-
schaften in Bezug auf gegebene p-adische Entwicklungen festgehalten.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes werden wir die nachfolgend eingefiihrten Potenz-
summen untersuchen.

4.1.5. Definition. Es sei n € Ny.
Wir schreiben
Spr1(n) = D A",
AEA,
firr > 0.
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4.1.6. Satz. Fir die Potenzsumme S,11(n) zu einem n € Ny gilt:
(i) Sry1(n) ldsst sich schreiben als

Sppa(n) = > (”) (=) NN N

3=(J0s--sd7) l

T Y ii=n
0<j;=0(p—1)

falls0<n=0(p—1) undl(n) > (r+1)(p—1) ist.
Fir alle anderen n € Ny gilt Sy41(n) = 0.
(ii) Ist Sp41(n) # 0, so gilt:
log, |Sr+1(n)| = —oo(n)s, +o1(n)(s1 — 8¢) + ...+ 0r_1(n)(8p-1 — 1) + 05

Der Beweis des Satzes ist in Kapitel 3, ab Seite 33 nachzulesen.

Damit sind alle Vorbereitungen getroffen, um im néchsten Kapitelteil den Nachweis
von Vermutung 2.4.2 auszufiihren.

4.2. Die Hauptaussage und ihr Beweis

Dieser Abschnitt steht ganz im Zeichen des Beweises unserer Hauptaussage.
Wir weisen dazu den ersten Teil von Proposition 2.4.1 nach.

4.2.1. Satz. Es seien eine Primzahl p und ein k € N gegeben.
Dann gilt:
Alle Nullstellen z von Cy in F liegen bereits in den F,., mit r > 0.

Ohne weitere Rechnung folgt dann wie bereits in Kapitel 2 gesehen die Richtigkeit
unserer Vermutung 2.4.2.

4.2.2. Korollar. Fir alle Primzahlen p und alle k € N gelten die dquivalenten
Aussagen von Proposition 2.4.1.

Es verbleibt der Beweis von Satz 4.2.1. Der Ubersicht halber unterteilen wir die-
sen in mehrere Schritte und gliedern teilweise Zwischenbeweise in Kapitel 3 oder
Abschnitt 4.1 aus, da die zugehorigen Aussagen entweder plausibel sind oder der
Nachweis groferen technischen Aufwand mit sich bringt.

BEWEIS. (von Satz 4.2.1)
Wir betrachten fiir ein festes unendlichdimensionales F,-Gitter
A=A, N,...)
in Cy, mit den im Einschub auf Seite 18 festgelegten Eigenschaften, die Funktion
1
Cr(z) = g\ CEE
mit k € N, in ihrem Fundamentalbereich
F={2e€Cx||2| =7, > 1}.
(i) Es geniigt offenbar zu zeigen, dass ein z € F mit |A,| < |z] < |Ap41], fir 7 > 0,
keine Nullstelle von C} sein kann.

(ii) Um die Aussage in (i) nachzuweisen, stiitzen wir uns auf die bereits mehrfach
zitierte und im Anhang hinterlegte Theorie der nichtarchimedischen Analysis und
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der in diesem Kontext in Abschnitt 2.2 betrachteten nichtarchimedischen Kontur-
integration.

Fiir ein festes A, mit 7 > 0 und |\,.| = p®~, aus der Menge der erzeugenden Elemente
des Gitters A betrachten wir die offene Kugel

B :=B(0;p" ") = {2 € Css | |2] < p* <},

wobei 0 < & < |A\pp1| — |\ sel, mit dem Rand 0B = {z € Cw | |2| = pT¢}. Als
Koordinate auf dem Rand von B wihlen wir v := #/w, mit einem festen wy € Coo,
welches |wo| = p* 1€ erfiillt.

Ko6nnen wir zeigen, dass die Laurententwicklung von C} von der Gestalt

vaanv" mit |ag| > max |a,|,m € Z,
n#0

ist, so liegt ein invertierbares Element von O(B) vor, und dies liefert die Aussage
in (i) (vergleiche dazu auch die Uberlegungen am Ende von Abschnitt 2.2).

(iii) Die Laurententwicklung von Cj, ist laut Satz 2.3.1 gegeben als

Ci(z) = Zanv" mit

ne”Z
k—1
ay = (—1)’“( +n>w(’} Z AR ,n>0,
n AEAS,
kE—1
O pm = ( +”)w0—k—" > ,n>0,
" AEA,
und a1 =...=a_; =0.

Wir miissen also nur noch {iberpriifen, ob diese Entwicklung schon die in (ii) an-
gegebene Gestalt besitzt. Dazu muss nach der Sprechweise in Satz/Definition 2.2.1
gezeigt werden, dass die obige Laurententwicklung von C(z) einen dominierenden
Koefhizienten besitzt. Wir wissen nach Satz 2.3.2 bereits: Falls ein solcher Koeffizi-
ent existiert, so ist dessen Index schon echt kleiner als 0. Also kénnen wir uns auf
die Betrachtung der Koeffizienten a_j_,,, fiir n > 0, aus der Laurententwicklung
von Cj(z) beschrinken.

(iv) Wir fixieren nun einen Koeffizienten a_g_,, mit n > 0, aus der Laurentent-
wicklung in (iii) und betrachten diesen genauer. Fiir dessen Nichtverschwinden muss
nach der Formel in (iii) gelten:

kE—1
(@) ( —|—n) # 0 und gleichzeitig (5) Z A" #0.
n
AEA,
Wir untersuchen die beiden Bedingungen getrennt.
Zu («): Fiir den Binomialkoeffizienten gilt in Fp, wie in Lemma 4.1.4 (ii) bewiesen

wird:

(“:ﬁ”) £0=n<, (k—1)".

Zu (B): Der zu untersuchende Ausdruck ist die Potenzsumme S,41(n), welche wir
bereits mit Definition 4.1.5 eingefiihrt haben. In Satz 4.1.6 (i) wurde gezeigt, dass
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sich diese Summe schreiben lasst als

Srt1(n) = Z n) (D)7 FIAPA - N

3=(Jos--sdr) l

T Y ii=n

0<j;=0(p—1)
Dabei waren die Bedingungen > j; =n und 0 < j; =0 (p — 1), jeweils fiir 0 <14 <
r, notwendig, wobei wir durch letztere von 0 verschiedene Summanden erhalten.
Weiterhin sahen wir, dass die Zahl n folglich den Anforderungen I(n) > (r+1)(p—1)

und 0 < n =0(p — 1) geniigen muss.

(v) Die in Schritt (iv) herausgearbeiteten Bedingungen an die natiirliche Zahl n be-
ziiglich des Nichtverschwindens des Koeffizienten a_j_,, in der Laurententwicklung
von C}, lassen sich damit wie folgt zusammenfassen:

k—1+ .
apn 20 o {( . ");éOund P ;Ao}

AEA,
s {n<, k—=1)"undi(n)>(r+1)p—-1)und0<n=0(p—1)}.

(vi) Wir werden nun zeigen, dass unter den Koeflizienten a_j_,, welche den Be-
digungen aus (v) geniigen, ein betragsméfig dominierender zu finden ist, der nach
den Uberlegungen aus Schritt (iii) schon der domierende Koeffizient der Laurent-
entwicklung von Cy ist. Dazu bendtigen wir Informationen iiber den Betrag der
A_f_n, fuir n > 0.

(vii) Es gilt, mit n > 0:

1ng |Cl_k_n| = 1ng |w0| + logp |S7«+1(7’l)| ’

wobei der Binomialkoeffizient (k_:f") keinen Beitrag liefert, da er den Betrag 1

besitzt. In der Gleichung ist weiterhin log, |wo| = s, + & und
log, [Sr+1(n)| = —oo(n)sr + o1(n)(s1 — 8r) + ...+ 0r_1(n) (841 — 87) + 05y,

was der Aussage von Satz 4.1.6 (ii) entspricht.

Es sei an dieser Stelle angemerkt: Die Argumente aus den Schritten (i) bis (vi)
besitzen alle auch Giiltigkeit fiir eine Primzahlpotenz ¢ anstelle einer Primzahl p.
Der Beweis des gerade verwendeten zweiten Teils von Satz 4.1.6 ist allerdings nur
fiir Primzahlen p giiltig, denn es werden zum Beispiel gewisse p-adische Ubertrige
untersucht, deren Verhalten bei entsprechenden g-adischen Entwicklungen, wobei ¢
eine Primzahlpotenz ist, weder {ibertragbar, noch kontrollierbar ist.

(viii) Wir setzen nun
no(k,r) == pr41(k)

und zeigen in den Schritten (ix) bis (xi), dass a_i_n, der in (vi) gesuchte Koeffizient
ist. Dabei schreiben wir abkiirzend ng := ng(k, 7).

(ix) Die Zahl ng erfiillt alle Bedigungen aus (v).
Denn: Wir konstruieren ng aus den (r 4+ 1)(p — 1) ersten Digits der p-adischen
Entwicklung von (k — 1)*, also ist n <, (k — 1)*. Fiir die Digitsumme I(n) gilt in
in der zu erfiillenden Ungleichung sogar Gleichheit: {(n) = (r +1)(p — 1). Also gilt
wegen Lemma 4.1.4 (i) weiterhin n =0 (p — 1).

(x) Es gilt: —k — ng ist der erste negative Index, fiir den der zugehorige Koeffizient
der Laurententwicklung von Cj, nicht verschwindet.
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Denn: In Schritt (ix) wurde gezeigt, dass in der Bedingung I(n) > (r +1)(p — 1)
mit der Wahl von ng bereits die Gleichheit gilt. Da weiterhin die Digits von ng
kleinstmoglich beziiglich der Bedingung n <, (k — 1)* gewéhlt wurden, folgt die
behauptete Minimalitdt von —k — ng.

(xi) Wegen (x) bleibt zu zeigen: Es sei n > ng ein Index mit a_z_, 7# 0. Dann gilt:
la—k—n| <|a—k—nol -
Denn: Mit den Uberlegungen aus Schritt (vii) ist die zu zeigende Ungleichung dqui-
valent zu
(k —n)-log, |lwo| +1log, |Sr+1(n)] < (k—no) - log|wo| +10g,, [Sr+1(n0)]

& log, |Sy41(n)| +log, [Sry1(no)] < (sr+¢€)(n —no). (4.2.1)
Fir r = 0 und damit s = 0 ist die letzte Ungleichung erfiillt, denn einerseits ist
wegen log, [S1(n)| = 0, fiir alle n wie oben (wie man leicht nachrechnet), die linke

Seite von (4.2.1) schon 0, und andererseits haben wir auf der rechten Seite eine
natiirliche Zahl, die echt grofier als 0 ist.

Es sei also nun r > 1. Fiir die linke Seite von Ungleichung (4.2.1) erhalten wir mit
der Formel aus Schritt (vii):

log,, |Sr41(n)] +10g, [Sr+1(no)l = —(00(n) —00(no))sr

+(o1(n) — a1(no))(s1 — sr)

+...

+(or—1(n) — or—1(n0))(5r—1 — 57)

+(n —no)s, .
Dabei sind in den einzelnen Summanden, jeweils fiir 0 < ¢ < r — 1, die Faktoren
(oi(n) — oi(ng)) grofer oder gleich 0 (vergleiche den Beweis dazu in Kapitel 3,
auf Seite 35), und die Faktoren (s; — s,) immer echt kleiner als 0, da in allen
entsprechenden Féllen |A;| < |A.| gilt. Also ist der gesamte Ausdruck auf der rechten

Seite, abgesehen von letzten Summanden, in jedem Fall kleiner oder gleich 0. Damit
kénnen wir wie folgt abschétzen:

10gy 1Sr+1(1)] + 10, [Sr1(n0)] < (0= no)s,
< (spr+e)(n—mno).
Dabei haben wir im vorletzten Schritt verwendet, dass € > 0 gewahlt wurde. Damit
ist die Ungleichung (4.2.1) in allen méglichen Fillen etabliert.

Also ist a_p_y, der dominierende Koeffizient der Laurententwicklung von Cj und
es folgt die Behauptung. O

Mit analogen Argumenten ergibt sich als unmittelbare Folgerung:

4.2.3. Korollar. Es sei A ein endliches Gitter der Dimension m + 1, mit den wie
im Finschub auf Seite 18 geforderten Eigenschaften.

Es gilt die Aussage von Satz 4.2.1 mit 0 <r < m.

BEWEIS. Dass die Funktion Cy, fiir ein endliches Gitter keine Nullstellen in den
Bereichen

{z € Coo | |M] < 2] < [Aial}
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fir 1 < ¢ < m — 1, besitzt, folgt analog zum Beweis von Satz 4.2.1, wie man
unmittelbar einsieht.

Derselbe Beweis zeigt aber auch, dass Cy keine Nullstellen z mit |z| > |A,| besitzt.
U

Aus dem Gelingen des Hauptbeweises ergeben sich noch einige weitere Konsequen-
zen, die wir nun erarbeiten wollen.

4.3. Folgerungen

Bevor wir zu konkreten Beispielen zu Satz 4.2.1 kommen, wollen wir zunéchst einen
genaueren Blick auf die Nullstellen der Funktion C} in ihrem Fundamentalbereich
F werfen, denn es ergeben sich nun einige interessante Eigenschaften derer.

Wir kennen bereits aus Kapitel 2 Formeln fiir die Nullstellen von C} in gewissen
Teilgebieten von F. Gehen wir dazu zuriick zur Situation von Definition 2.3.3 und
den danach folgenden Aussagen, welche wir nun prézisieren kénnen: Es ist jetzt
v (k) = 4 (k)p" Tt die Zahl der Nullstellen mit Multiplizitéiten von Cj in F, fiir die
gilt: t, = |2| = |2|,,, < tr41.

Bemerkung. Die Abschéitzung der Nullstellen von Gy, im jeweiligen Kreisring aus
dem Beweis zu Lemma 2.3.5 wird dank Satz 4.2.1 nun zur Gleichheit. Es gilt also:
Die Zahl der Nullstellen von Gy, im Kreisring

{welx|w=1t(z),zeF,1<|z|=|2|, <t}

ist gegeben durch Y7 v (k).

Mit den Rechnungen im Beweis von Lemma 2.3.5 folgt fiir ~,.(k)p" !, die Anzahl
der Nullstellen von Cy, in F: v,(k) ist die Anzahl der Nullstellen = von G (X), mit

r—1
log, 7| = (p — 1) Z sip’ — s,p"
i=0

und im Gesamten ist
Y(k) =k = 7 (k) (4.3.1)
r>0
die Multiplizitdt von 0 als Nullstelle von G}, wobei die letzte Summe natiirlich
immer endlich ist.

Unser Ziel ist es nun, eine konkrete Formel beziiglich ~;(k), fiir ¢ > 0, und (k)
anzugeben.

Die zugehérige Situation ist diejenige aus dem Beweis von Satz 4.2.1: Wir betrachten
die Kugel B := B(0; p*~*¢). Die Anzahl der Nullstellen von C}, innerhalb von B ist
dann gegeben durch Y7 ~v;(k)p"t'. Also ist die Ordnung von Cj, auf dB, berechnet
iiber die Anzahl der Nullstellen minus die Anzahl der Polstellen:

ordgp(Ck) = Z vi(k)p™ Tt — kpt . (4.3.2)
i=0

Andererseits wissen wir aber nach Definition und Wahl von ng(k,r) = ppr41(k) im
Beweis zu Satz 4.2.1, dass auch gilt

ordpp(Cr) = —k — pry1(k). (4.3.3)
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Setzen wir nun die beiden Gleichungen (4.3.2) und (4.3.3) zusammen, so kénnen
wir rekursiv die v;(k), fiir ¢ > 0, bestimmen.

Diese Aussage ist Teil des nachfolgenden Satzes, welcher alle bekannten Aussagen
zur Nullstellenverteilung von Cj und G (X) zusammenstellt.

4.3.1. Satz. Wir greifen auf die in Abschnitt 4.1 eingefiihrten Bezeichnungen zu-
rick. Es gilt:
(i) Alle Nullstellen von Cy in F liegen schon in einem der F,, firr > 0.

Demnach sind alle Steigungen des Newtonpolygons zum Gosspolynom Gy (X) von
der Gestalt

r—1
(p—1))_sip’ —sp" .
=0

(ii) Die Anzahl an Nullstellen von Cy in F, ist v.(k)p" L.

Dementsprechend ist beziiglich des Newtonpolygons N P(Gy(X)) die Zahl ~,-(k) die
Linge des Segmentes mit Steigung (p — 1) E:()l sip’ — s,.p".

Dabei ist . (k) gegeben durch

() = (p— 1Dk +p]§trr+(f) — prt1(k) 7

firr > 0.

Liegt ein Gitter der endlichen Dimension m + 1 vor, so ist v.(k) =0 fir r > m.
(iii) Es sei 7(k) die kleinste Zahl r, sodass (k) +k =0 (p").

Dann ist v (k) =0 fir r > 7(k) und v-(k) # 0 fir 0 <r < 7(k).

Fiir ein endliches Gitter der Dimension m + 1 gilt die letzte Aussage nur, falls
F(k) <m+ 1 ist.

(iv) Der Reprasentant aus {0,...,p — 2} von l(k — 1) modulo p — 1 sei R(k).
Dann ist die Multiplizitit v(k) von 0 als Nullstelle von G (X) gegeben durch

9(k) = (R(k) + Dpli=/ =01

wobei |.| die Gaulklammer bezeichnet.
Fir ein endliches Gitter ist

mit m = max(m, 7 — 1).

BEWEIS. (i) Dies wurde im Verlaufe bereits formuliert und erlangt nun mit
Satz 4.2.1 Giiltigkeit.

(ii) Mit gleicher Begriindung wie in Teil (i) ist hier nur noch die Formel fiir ~;(k),
fiir 7 > 0, nachzurechnen.

Dazu setzen wir die Gleichungen (4.3.2) und (4.3.3) zusammen und fiithren eine
Induktion nach ¢ durch.

Fiir ¢« = 0 haben wir:

Yo(k)p —kp = —k—pa(k)
o (k) = /fp—kp—m(k):k(p—l)p—m(/f)’
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was offenbar dem gesuchten Ausdruck fiir ¢ = 0 entspricht.
Setzen wir nun voraus, dass die Gleichung fiir ¢« = 0 bis ¢ = r — 1 richtig ist, so folgt
flir den Schritt von r — 1 nach r:

Dok =k = =k — (k)
1=0
© Y (R)p" — k™ +
r—1
— 1k + i k) — i k -
(p—1) p/:Jr(l) fit ( )p L b= ()
i=0 p
& v (k)p™ Tt — kp™ Tt 4
r—1
S e —p T pT T (k) — g (R)pT ) = —k — pga (k)
1=0
&y (k)p" ™ 4+ 0"k = pk 4 p o (k) — pr(B)p — kp™t = —k — ey (k)
&y (k)p™ —pk — o (k)p = —k — pra (k).
Dies liefert:
—k — pry1 (k) + pk + pr(K)p
’Y’I‘(k) = + (p),,‘_i_l ( )
(p— Dk + ppr(k) — pry1(k)
- pr+1 .

Also ist der Induktionsschritt vollzogen, und damit (ii) im unendlichdimensionalen
Fall verifiziert.

Fiir endliche Gitter ergibt sich die Aussage daraus, dass Cj, wie in Korollar 4.2.3
bewiesen wurde, keine Nullstellen z mit |z| > |\, | besitzt.

(iii) Die Existenz eines solchen 7(k) folgt, da p,.(k) fiir r — oo die Zahl —k aprro-
ximiert. Denn wie bereits im Anschluss an Definition 4.1.1 angemerkt wurde, ent-
spricht (k — 1)* dem Wert —k, aufgefasst als p-adische Zahl.

Wir betrachten zum Beweis der Eigenschaften von 7(k) die p-adische Entwicklung

Nr(k) = Z lr,ipl .
>0

Weiterhin sei i(r, k) die kleinste Zahl, sodass l,; < l; = p — 1 — k; ist, wobei die
k; die Koeffizienten der p-adischen Entwicklung von (k — 1)* seien (diese existiert,
da die p-adische Entwicklung von pu, (k) endlich ist, denn p,. (k) ist eine natiirliche
Zahl). Da unabhéngig von k schon pg(k) = 0 ist, haben wir also zum Beispiel
i(0,k) = min{i | k; < p—1}.
Wir werden nun beziiglich der Zahlen 7(k) und i(r,k) einige Eigenschaften her-
ausarbeiten, um spéter mit deren Hilfe durch eine Kette von Aquivalenzen die
Behauptung zeigen zu konnen.
Es gilt offensichtlich i(r +1, k) > i(r, k) + 1 nach der Konstruktion der p,(k), wobei
Gleichheit genau dann eintritt, wenn i(r,k) > N gilt. Auferdem ist /,; = 0 fiir
i > i(r, k). Mit letzterem und den jeweiligen p-adischen Entwicklungen ist dann

k‘f’,ur(k) (k_1)+1+ur(k)
= (ki +1+ ZT,Z(T’k))pi(r,k) n

kg(nk)ﬂpi(r,k)ﬂ +k7(r’k)+2pi(r,k)+2 T
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Dies liefert, falls die Gleichheit
p(k + pr(k)) =k + pri1 (k)

gewahrleistet ist, dass dann schon

i(r+1,k) =i(r,k) +1,

sowie
ki + lrﬁ = ki-{—l + lr—i—l,;-{—l )
k7+1 = k7+2 ’
]ﬁ‘+2 = k€+3 )

gelten, wobei wir ab jetzt abkiirzend 7 := i(r, k) schreiben.
Da (k — 1) eine natiirliche Zahl ist und somit k; = 0 fiir ein hinreichend grofses ¢
gilt, vereinfachen sich die letzten Gleichungen zu

k’%+l7’j:l7’+l,z+l und k;_i_l:k;_;’_QZZO

Also haben wir, beginnend mit dem Ausnutzen von Aussage (ii), folgende Aquiva-
lenzen:

Wr(k) =0 < p(/f + Nr(k)) =k+ Nr+1(k)
& i(r+1,k) >i(r,k) + 1 und, mit 7 := i(r, k),

kit =lyiiis by = k= ... =0
& i(r,k) >N
& (k) +Ek=00p")
s r>7(k),

wobei die beiden letzten aus den gemachten Definitionen folgen; die vorletzte aus
derjenigen von i(r, k), die letzte aus der von 7(k). Damit ist (iii) fiir unendliche
Gitter gezeigt. [Gekll1, §6]

Der endliche Fall ergibt sich unmittelbar aus der Aussage in (ii) beziiglich dieser
Situation.

(iv) Laut Gleichung (4.3.1) ist v(k) = k — >, <7 (k). Setzt man dies iiber Glei-
chung (4.3.2) in (4.3.3) ein, so folgt, dass gilt:

~v(k) = lim w:(k)

T—00 p

Nach (iii) sind aber die 7, (k), mit » > 0, schon 0 fiir » > 7(k). Das heift, dass der
Grenzwert exakt an der Stelle 7 erreicht wird. Um diesen zu berechnen, miissen wir
nun also nur noch die p-adische Entwicklung von ur(k) bestimmen, denn die von
k — 1 kennen wir ja bereits.
Ein Vergleich mit der Definition von 7 aus (iii) zeigt, dass 7 so konstruiert ist, dass
diese Zahl minimal ist mit der Eigenschaft

rp—1)>l+hL+...4ln-1=Np-1)-U(k-1)+kn, (4.3.4)
wobei im letzten Schritt die Definition von {(k — 1) mit einging. Umstellen liefert

(N=F)(p—1)+ky <l(k—1).
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Unser pi(k) besitzt wegen der Aquivalenzen im Beweis zu (iii) eine p-adische Ent-
wicklung der Gestalt
lo4+0 + ...+ iy 4 aph + opN Tt

mit b=0, fallsa <p—1—ky,und a+b € {0,1,...,p — 2} (vergleiche dazu die
Konstruktion von p,.(k), fiir 7 > 0, und die Bedingungen an i(r, k)).
Es verbleibt die Bestimmung von a und b:
Der Rest a + b ist genau die Zahl, welche in Gleichung (4.3.4) zum Abschétzen
benétigt wird, das heiftt, es gilt:

a+b = F-(p—1)—(o+lL+...+Int+1)

= 7F-(p—-1)—Np-1)+1lk-1)—kn
I(k—1)—kn —(F—N)(p—1).
Setzen wir nun R := R(k) fiir den Représentanten von [(k — 1) modulo (p — 1), so
flihrt uns dies zu folgender Fallunterscheidung;:
a)R>ky und fB) R<kn.

Im Fall o) ist dann a +b = R—ky und N — 7 = [I(k—1)/(p—1)|. Wegen
R—ky < p—1—ky muss dann schon a = R — ky und b = 0 gelten. Addition der
p-adischen Entwicklungen liefert folglich k + pr(k). Also ist

R+1)pV
1y = B

p
ImFall B)ista+b=p—1+R—knyund N —7= [I(k—1)/(p—1)] — 1. Es folgt
hiera =p—1—kyxy und b = R. Also:

k+ pr(k R+ 1)pN+t
iy = i) (R 1y

= (R+1)pN "™ = (R+ 1)pll(k—1)/(P—1)J )

Somit erhalten wir in beiden Féllen die Behauptung. [Gek11, §6]
Der Nachsatz fiir endlichdimensionale Gitter ergibt sich wiederum aufgrund der
zugehorigen Aussage in (ii). O

=(R+1)pVN "= (R+ 1)le(k—1)/(p—1)J )

Bemerkung. Die Formel fiir v, (k) in Teil (ii) des Satzes ist unabhéngig vom zu-
grundeliegenden Gitter A, denn die erzeugenden Gitterelemente spielen keine Rolle
bei der Berechnung.

Insbesondere ist damit die Lénge der jeweiligen Abschnitte des zugehorigen New-
tonpolygons nicht vom Gitter A abhéngig. Lediglich die entsprechenden Steigungen
variieren, falls man betragsméfig andere erzeugende Gitterelemente vorliegen hat.

Diese Bemerkung sei nochmals an Hand von Beispielen unterstrichen, welche alle
Ergebnisse von Satz 4.3.1 demonstrieren.

4.3.2. Beispiel. (i) Wir betrachten
A={(1,T,7%...) =F,[T]

fiir p = 3. Es sei weiterhin k = 43, also k — 1 = 223 4+ 32 4 33,
Damit ist I(k —1) =24+ 141 =4 und R(k) =0 (da 4 = 0(2) gilt). Weiterhin
erhalten wir

(k—1)"=2+0-3+3*+3*+2.3"+2.3° ...,
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sodass gilt:
po(k) =0, i (k) =2, pa(k) =2+ 3% pa(k) =2+3°+3° +2-3%, ...
Aufgrund der Formel

(p — Dk + ppr(k) — prg1

¥r (k) = pr

flir r > 0, ergibt sich also
Yo(k) = 28, 71(k) =6, 72(k) = y3(k) = ... =0

3

und
v(k) = 43 — (28 + 6) = 9 = 32 = (R(k) + 1)pl*=D/=D]
Somit ist G43 durch X? teilbar und die fiir die Knickpunkte des Newtonpolygons
relevanten Koeffizienten sind diejenigen mit Index 9, 9 4+ 6 = 15 und 15 4 28 = 43.
Uber die Steigungen koénnen wir nun das Newtonpolygon ,von rechts nach links“
konstruieren, beginnend mit (43,0).
Zun#chst haben wir einen Abschnitt der Linge 28 mit Steigung
-1
(B=1)) 83" — 503" = 0;
i=0
dies liefert den Punkt (15,0).
Der letzte Abschnitt besitzt die Lange 6 und die Steigung
0
B3=1)) 3 —53' =0-3=-3;
i=0
dies liefert den Punkt (9,18).
Also besitzt damit insgesamt NP(G43(X)) die Knickpunkte (9,18), (15,0) und
(43,0).
Bemerkung. Die berechneten Ergebnisse stimmen exakt mit denen von [Gek11, §6,
Example6.14, (i)] iiberein. Also unterstreicht dies die Konformitét mit dem bereits
Bekannten.

(ii)Wir betrachten
A = (1,727, 7°, 1)
= (N | Xo=T% Nig1 = NI, fiir i > 0) CFy[T]

fiir p = 2. Es sei weiterhin k = 49, also k — 1 = 2% 4 25,
Damit ist [(k — 1) =2 und R(k) =0 (da 2 = 0(1) gilt). Weiterhin erhalten wir

(k—1)"=1+2+224+22 426 4274+ .|
sodass gilt:
po(k) =0, p(k) =1, pa(k) =3, ps(k) = 7, pa(k) = 15, ps (k) = 79,... .
Mit der Formel fiir v,.(k) aus Proposition 4.3.1 ergibt sich also
Yo(k) = 24, y1(k) = 12, y2(k) = 6, y3(k) = 3, ya(k) = v5(k) =... =0
und
(k) =49 — (24 4+ 1246+ 3) =4 = 22 = (R(k) + 1)pl=D/(e=D]

Somit ist G49 durch X* teilbar und die fiir die Knickpunkte des Newtonpolygons
relevanten Koeffizienten sind diejenigen mit Index 4, 443 =7, 7+6 = 13, 13+12 =
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25 und 25 + 24 = 49. Wie in Beispiel (i) berechnen wir nun die Steigungen der
Strecken dazwischen. Beginnend mit (49, 0) ergibt sich.
FEine Strecke der Lange 24 mit Steigung

-1
Zsﬂi — 8020 =0;
i=0

also den Punkt (25,0).
Eine Strecke der Lénge 12 mit Steigung

0
D 52t - 512t =—2.2=—4;
=0

also den Punkt (13,48).
Eine Strecke der Lénge 6 mit Steigung

1
D 52— 522 =22 —5.4=-16;
i=0
also den Punkt (7,144).
Eine Strecke der Linge 3 mit Steigung

2

D 52t - 5328 =2.2"+5.27— 9.8 = —48;

i=0
also den Punkt (4, 288).
Damit besitzt das Newtonpolygon N P(Ga3(X)) die Knickpunkte (4,288), (7, 144),
(13,48), (25,0) und (49,0).
Bemerkung. Dieses Beispiel bestitigt, wie sich das Newtonpolygon unter Anderung
der erzeugenden Gitterelemente verhélt. In [Gek11, §6, Example6.14, (ii)] wurden
unter denselben Voraussetzungen, aber fiir das Gitter A = F,[T], mit p = 2, folgen-
de Knickpunkte errechnet: (4,102), (7,60), (13,24), und (49,0). Somit hat sich die
horizontale Lénge der einzelnen Strecken nicht veréndert, wohl aber deren Steigung.

Damit schliefen wir den Abschnitt zu den Folgerungen aus dem Hauptsatz ab.
Wie schon im Beispiel angeklungen ist, stehen die Ergebnisse in recht guter Bezie-
hung zu bereits bekannten Sachverhalten. Einen Vergleich diesbeziiglich ziehen wir
im Nachfolgenden.

4.4. Vergleich mit bereits bewiesenen Aussagen

Anlass zur Untersuchung der Fragestellungen der vorliegenden Masterarbeit gaben
die Ergebnisse der Arbeit [Gek1l] von E.-U. Gekeler und die Méglichkeit, die dor-
tigen Strategien beziiglich A = F,[T] = A fiir die hiesige Situation adaptieren zu
konnen.

Dass dieses tatséchlich gelang, belegt der Hauptbeweis im zweiten Abschnitt dieses
Kapitels. Trotzdem mussten zum Teil Einschnitte und Abstriche gemacht werden,
die hauptséchlich der allgemeineren Situation geschuldet sind. Auf Anmerkungen
diesbeziiglich wurde im Laufe der Untersuchungen weitestgehend verzichtet, da eine
entsprechende Zusammenstellung an dieser Stelle sinnvoll erschien, um die einzel-
nen Argumentationsketten so wenig wie moglich zu unterbrechen.
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Zuséatzlich sollen auch auffallende Analoga zwischen beiden Arbeiten an dieser Stelle
Erwéhnung finden.

e Gleich zu Beginn haben wir die Betrachtung von Primzahlpotenzen als
Elementanzahl unseres Grundkorpers ausgeschlossen. Diese Einschran-
kung musste in beiden Arbeiten gemacht werden, da die g-adischen Ent-
wicklungen beziehungsweise ihre Ubertriige in verschiedenen Zusammen-
héngen schlichtweg kaum zu kontrollieren sind. Néheres dazu greifen wir
auch in Abschnitt 5.1 nochmals auf.

e Die grundlegende Strategie zum Beweis der Hauptaussage ist strukturell
identisch: Suche von nullstellenfreien Bereichen iiber nichtarchimedische
Konturintegration - dazu Bestimmung der Laurententwicklung von Cj -
Untersuchung derer Koeffizienten - Auffinden eines dominierenden unter
denjenigen mit negativem Index.

Insbesondere fiihrte eine Untersuchung von Letzterem jeweils auf den ers-
ten nichtverschwindenden Koeffizienten.

e Innerhalb der einzelnen Schritte gab es aber zum Teil wesentliche Unter-
schiede:

- Die Nullstellengebiete besitzen Radien, die von den erzeugenden Gitter-
elementen abhéingig sind. Im Fall des festen Gitters A ist dies vergleichs-
weise einfach handhabbar.

- Die Koeffizienten der Laurententwicklung besitzen eine dhnliche Struk-
tur, allerdings ist die Theorie der darin vorkommenden Potenzsummen
fast komplett verschieden (beachte dazu fiir das Gitter A auch die Referenz
[Gek88_2]), und die Berechnung von log,(S;+1(n)) in unserer Situation
aufwendiger und grundverschieden.

e Aufgrund der Vorgabe eines allgemeinen endlichen, beziehungsweise un-
endlichen F,-Gitters, ergab sich wegen der variablen Betrége der gitterer-
zeugenden Elemente zunichst eine neue Formel fiir den Betrag der Bilder
unter der Abbildung ¢ (wobei allerdings die Beweisidee des Abzéihlens der
Gitterelemente beide Male erfolgreich war), was sich auf die Formulierung
der Vermutung beziiglich der Betréige der Nullstellen von G und der Stei-
gungen des zugehorigen Newtonpolygons auswirkte. Letzteres dnderte sich
dabei im Vergleich zu passenden Situationen fiir das Gitter A aber nur
dahingehend, dass wir eine vertikale Streckung zu erwarten haben (siehe
dazu auch Beispiel 4.3.2(ii)).

Damit schliefen wir die Theorie zum Hauptergebnis dieser Arbeit ab.

Die gerade angestellten Uberlegungen liefern aber zum Teil Ansitze fiir weitere
Uberlegungen, sodass wir diese im abschliefenden Kapitel zumindest in Ansitzen
weiterverfolgen werden.






KAPITEL 5

Verallgemeinerungen und Spezialfille

Es ist sicherlich wiinschenswert Argumente zu finden, die Ubertragungen der Aus-
sagen aus dem vierten Kapitel auf Primzahlpotenzen als Elementanzahl des Grund-
korpers zulassen. Leider liegt zu diesem Zeitpunkt nur ein kleines Teilergebnis vor,
das allerdings, wie wir sehen werden, beziiglich zweidimensionaler Gitter fast zur
vollstdndigen Problemlosung fiihrt. Fiir Gitter der Dimension 1 ist die Situation
nach den bisherigen Uberlegungen sogar bereits geldst, wie wir an entsprechender
Stelle anmerken werden. Etwaige weitere Verallgemeinerungen scheinen (bislang)
nicht mit unseren Methoden beweisbar, komplett ausschliefen sollte man dies aber
nicht.

Ein anderer Ansatzpunkt fiir tiefergehende Untersuchungen sind die Formeln in
Satz 4.3.1 beziiglich des Nullstellenverhaltens von Gy, welche aufgrund der Terme
zu (k) sehr stark von der Gestalt des Parameters k abhéngen. Fiir spezielle k er-
geben sich, wie wir sehen werden, so ohne aufwendige Rechnungen direkt konkrete
Aussagen, die bislang auf zum Teil viel aufwendigeren Argumentationen beruhten.
Gleichzeitig konnen wir mit diesen Ergebnissen die Gestalt des zugehorigen New-
tonpolygons durch Berechnen der Knickpunkte sofort angeben.

Die Sammlung weiterfithrender Uberlegungen zu den Ergebnissen von Kapitel 4
beginnen wir mit einer Aussage hinsichtlich der Anzahl der Nullstellen von C} im
sersten” relevanten Kreisring: Auch falls ein Koérper mit ¢ Elementen zugrundeliegt,
gibt es kein z mit 1 < |z| < |A\1], sodass Ck(z) = 0 gilt. Fast nahtlos schliefst sich
daran der zweite Abschnitt an, wo wir die zu endlichen Gittern der Dimension 1
oder 2 gehdrenden Gosspolynome beziiglich ihrer Nullstellenverteilung vollstdndig
klassifizieren werden. Fiir zweidimensionale Gitter miissen wir uns dabei wieder auf
den Grundkdrper F, beschranken. Im letzten Kapitelteil beschéftigen wir uns mit
einem anderen Parameter dieser Polynome, ihrem Grad k. Wir erhalten fiir Zahlen
k mit bestimmten p-adischen Entwicklungen sehr {ibersichtliche Ergebnisse, wobei
wir uns auch dabei auf [F-Gitter beschrénken miissen.

5.1. Primzahlpotenzen

Die in der Einleitung angesprochene Aussage fiir eine Primzahlpotenz ¢, die wir in
diesem Abschnitt stets als Elementanzahl des zugrundeliegenden endlichen Korpers
voraussetzen, ist ein Analogon zur Proposition 6.9 im Manuskript [Gek11].

Dazu benétigen wir zunéchst noch eine Hilfsaussage zu Potenzsummen, die schon
im Beweis von Satz 4.1.6 (i) Anwendung fand, und nun noch fiir Primzahlpotenzen
nachgewiesen wird.

53
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5.1.1. Lemma. FEs gilt:

-1 ,0<n=0(¢g-1)
0 , sonst .

BEWEIS. Es gilt offensichtich:

Si(n) = Zan:{gl ,0<n=0(¢g—1)

acF, , sonst .

Nun kommen wir zu der versprochenen Aussage.

5.1.2. Proposition. Es gilt:

Die Funktion Cy, besitzt keine Nullstellen z in F mit 1 < |z| < |Aq].
Beziehungsweise dquivalent: Das Newtonpolygon N P(G(X)) hat keine Steigungen
echt zwischen 0 und —qlog, |M1].

BEWEIS. Wir werden zum Nachweis wie beim Beweis von Satz 4.2.1 vorgehen.
Es bleibt also der Kreisring zwischen 1 und |A1| zu untersuchen. Entscheidend nach
unserer Theorie (die bis zu diesem Zeitpunkt fiir ein allgemeines ¢ giiltig ist) sind
die Koeffizienten der Laurententwicklung mit negativem Index. Auch hier werden
wir diese auf ein dominierendes Element hin untersuchen.

Dazu betrachten wir zunichst das Nichtverschwinden des zugehorigen Ausdrucks:
k-1 +n —k—n n
A_jh—p = ( n )Wo Z A
AE(1)

wg 81 (n)

(k—1+n> _k_n{—1 L0<n=0(qg—1)
wO 0 )

Il
A/
=
|

3
_|_

S
~

n , sonst

wobei im letzten Schritt die Identitéit aus obenstehendem Lemma angewandt wurde.
Also gelten die folgenden Aquivalenzen:

a_p—n#0 & (0<n=0(¢g—1) und (k_jl—’—n)#m
& (0<n=0(g—1) und n<,(k—1)"),

wobei wir auch hier wieder wie im Hauptbeweis nach dem Verschwinden der Bi-
nomialkoeffizienten und der Potenzsumme aufgeteilt haben. Zudem sind wiederum
alle Schritte fiir ein allgemeines ¢ zuléssig.

Wahlt man nun ng als die Summe der (¢ — 1) ersten Digits der p-adischen Entwick-
lung von (k —1)*, so ist —k — ng offenbar der kleinste Index, sodass der Koeffizient
a_p_p nicht verschwindet.

Analog zum Hauptbeweis folgt, dass damit a_x_p, die Laurententwicklung von Cj,
dominiert; und auch die dortige Argumentation ist fiir ein allgemeines ¢ giiltig.
Somit ist die erste Behauptung gezeigt.
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Die Aussage beziiglich des Newtonpolygons folgt aus der Aquivalenz von (ii) und
(iv) in Proposition 2.4.1, welche offensichtlich auch fiir Primzahlpotenzen gilt, und
der dortigen Formel in (iv) fiir » = 0 und r = 1. O

Damit kénnen wir die Lage von Nullstellen der Funktion Cj, welche einem zweidi-
mensionalen Gitter zugehérig ist, fast wie in Kapitel 4 lokalisieren, nun aber sogar
flir eine Primzahlpotenz ¢ als Elementanzahl des zugrundeliegenden Korpers.

5.1.3. Bemerkung. Es sei A = (1, |A\{]), mit Ay € C und |A\q] > 1, ein zweidi-
mensionales [F-Gitter.

Wir wissen nach Lemma 2.1.1, welches insbesondere auch fiir Primzahlpotenzen
gilt, dass Cj, keine Nullstellen z mit |z| < 1 besitzen kann. Die Nullstellenfreiheit
im Bereich {z € Cx | 1 < |z| < |A1]} liefert schlieRlich obige Proposition.

Also fehlt, um den Satz 4.2.1 in dieser Situation etablieren zu kénnen, lediglich
noch der Nachweis, dass die Funktion Cj, fiir ein z mit |z| > |A1| stets von 0 ver-
schieden ist. Aufgrund der bereits mehrfach erwdhnten Problematik hinsichtlich
von g-adischen Entwicklungen steht dieser Beweis allerdings noch aus.

Bezug zur Situation dieser Bemerkung, unter anderem im Hinblick auf das entspre-
chende Newtonpolygon, nehmen wir nun im néchsten Abschnitt.

5.2. Ein- und zweidimensionale Gitter

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 4 und dem Abschnitt 5.1 ist ohne weitere Rechnung
eine vollstdndige Klassifizierung der Funktion Cf, des Gosspolynoms G sowie des
Newtonpolygons N P(Gj (X)) bezliglich der unserem Rahmen interessanten Eigen-
schaften in der Situation fiir ein- und zweidimensionale Gitter moglich. Insbesondere
gelten alle Aussagen beziiglich Gitter der Dimension 1 fiir einen Grundkorper mit ¢
Elementen (wobei ¢ eine Primzahlpotenz ist), was bereits an entsprechender Stelle
angemerkt wurde.

Ausgangspunkt sind die Aquivalenzen in Proposition 2.4.1 die auch hier in beiden
Féllen nach den bisherigen Uberlegungen Giiltigkeit besitzen, sodass wir auch die
Formeln aus Satz 4.3.1 verwenden diirfen.

Eindimensionale Gitter.

Wie in Bemerkung 1.3.3 allgemein erldutert wurde, ist die Betrachtung des Git-
ters A = [y, fiir eine Primzahlpotenz ¢, ausreichend, um die Kontrolle iiber alle
eindimensionalen Gitter beziiglich der fiir uns relevanten Fragestellungen zu erlan-
gen. In dieser Situation gilt:

e Die Funktion C}, ist von der Gestalt

Gz =Y % = Gu(t(2),

a€l, T a)

mit 1(z) =3, cp, L.
o (), besitzt ausschlieflich Nullstellen z mit |z| = 1.
e Alle Nullstellen z von Cj, in F liegen bereits in

Fo={2€Cx||2| =|7|,, =1}.
o Alle Nullstellen « # 0 von G (X) besitzen den Betrag 1.
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e Die Nullstelle 0 von Gy, besitzt die Multiplizitét

(= Dk —pm(k) _ k+m(k)
q ¢

e Die einzige im Newtonpolygon NP(G(X)) vorkommende Steigung (ne-
ben co) ist 0. Also ist es von der folgenden Gestalt:

A

Y0) = k= 0(k) =k —

@ ® >

(y(k),0) (k,0)
Der einzige Knickpunkt ist somit (y(k),0).

Zweidimensionale Gitter.

Wie in Bemerkung 1.3.3 allgemein erldutert wurde, ist die Betrachtung des Git-
ters A =TF, + X\ - Fp, mit A € C , [A1] > 1 sowie einer Primzahl p, ausreichend,
um die Kontrolle iiber alle eindimensionalen Gitter beziiglich der fiir uns relevanten
Fragestellungen zu erlangen. In dieser Situation gilt:

e Die Funktion C}, ist von der Gestalt

1
Cu(z)= Y v = Gl(t(2)),

(c1.0m)EF2 (z —c1— Aiea)

mit
1
t(z) = Z _
(61762)611:123 zZ—C1 — /\162

C', besitzt ausschlieftlich Nullstellen z mit |z] =1 oder |z| = |A1].
(Dies folgt direkt aus Lemma (2.1.1) und Korollar (5.1.3).)
Alle Nullstellen z von C in F liegen bereits in Fy U F7.

Alle Nullstellen  # 0 von G(X) besitzen den Betrag 1 oder p~P108s1M1l,
Die Nullstelle 0 von G, besitzt die Multiplizitat

v(k) = k—0(k) (k).
b (p—Dk—pm(k) (p—1Dk+pui(k) — pa(k)
p p?
k+ pa(k)
p
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e Die einzigen im Newtonpolygon N P(G (X)) vorkommenden Steigungen
(neben o0) sind —p - s1 und 0. Also ist es von der folgenden Gestalt

A

® >

(y(k)+y,(k),0)  (k.,0)
Die Knickpunkte sind somit (y(k),v1 (k) - ps1) und (y(k) + 71 (k), 0).

Damit sind die relevanten Fragestellungen in der Situation von ein- und zweidi-
mensionalen Gittern vollstindig gekldrt und im konkreten Fall miissen nur noch
die Werte fiir ¢ (beziehungsweise p) und k eingesetzt werden.
Den letzten Paramater, welcher den Grad des Gosspolynoms Gy, beschreibt, unter-
suchen wir nun noch gesondert im abschliefsenden Kapitelteil.

5.3. Spezielle Wahlen fiir k&

In diesem Abschnitt kehren wir zur Situation von Satz 4.2.1 zuriick, der insbeson-
dere nur auf Grundlage von Korpern mit p Elementen gezeigt wurde.

Es gibt einige bestimmte Typen von Gosspolynomen, fiir die sich die entsprechen-
den Aussagen von Satz 4.3.1 sehr stark vereinfachen. Ausschlaggebend dafiir ist
ein bestimmter Wert ihres Grades k, da die p-adische Entwicklung von k in vielen
Formeln die tragende Rolle spielt.

Der Fall 0 < k=c-p™, mit c€ {1,...,p— 1} und n € Ny.

Fiir solche k£ kennen wir bereits die Gestalt der zu C) gehorigen Gosspolynome.
Die Form

GrL(X) = XF
ergibt sich unmittelbar aus der Aussage (iii) und der Rekursionsformel (iv) in

Satz/Definition 1.2.9.

Unsere Ergebnisse aus dem vierten Kapitel sind damit konsistent, wie die nachfol-
gende Rechnung zeigt:
Um die 7;(k), fiir ¢ > 0, sowie y(k) zu bestimmen, geben wir zunéchst die weiteren
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relevanten Parameter an:

n—1
k=1 = Y (p—1)p' +(c—1)p"
i=0
(k-1 = (p—cp"+@—-1p" +(p—1)p" P+
Damit ist
pa(k) = (p—c)p" + (c = 1)p"*.
Also gilt
— Dk —ui(k
p
_ (p=Dep" —(p—c)p" — (c— Lp"*!
p
= 0 5
und folglich 1 (k) = v2(k) = ... = 0. Daraus resultiert schon, wie oben angegeben,

dass G(X) = XFist fir 0 < k=c-p", mit c € {1,...,p— 1} und n € Ny.

Bemerkung. Zu den gleichen Ergebnissen kommen wir auch durch Verwenden der
Teile (iii) und (iv) von Satz 4.3.1:

Es ist einerseits 7(k) = 0, da po(k) = 0 und k = cp™ kongruent zu 0 modulo p*,
mit N = n, ist.

Andererseits ist R(k) = c—1 (dal(k—1) = n(p—1)+c—1 kongruent zu (¢c—1) modulo
(p —1) ist), was wegen |I(k—1)/(p—1)] = n wiederum sogleich v(k) = ¢p™ = k
ergibt.

Der Fall k=p" — 1, mit 1 <n € N.

Auch fiir solche k wird es unser Ziel sein, direkt das Gosspolynom G (X) mit
zugehorigem Newtonpolygon N P(Gy (X)) angeben zu kénnen.

Wiederum miissen wir erst noch die Objekte (k — 1)* und p,(k), fiir ¢ > 0, berech-
nen, um die entsprechenden Formeln fiir die 7;(k), mit ¢ > 0, und (k) anwenden
zu konnen.

Wir betrachten wieder zunéchst die p-adische Entwicklung von k — 1: Diese ist
gegeben durch

k—1=(p-2)+(p—Dp+...+(p—1p"".
Damit ist
(k—1)*= 1 +(—1p"+ (- p"Tt+....
Also erhalten wir weiterhin

pmk) = 1+(p—2)p",
pa(k) = 14 (@—1p"+ (p—2)p"*,
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Damit konnen wir zur Nullstellenverteilung kommen. Es ist
pP—Dk—-1—-(p—=2)p" (@-LE"-1)-1-(p—2)p"

Y(k) = =
o(k) ’ ’
= pn71 -1 )
(k) = (p—Dk+p(l+(p—2)p")—1—(p—p" — (p—2)p" "
P2
_ =D =1 +p(+p"tt = 2p") — 1 - pt T 4 p" - pn 2 4 2
2
= O’
also folglich va(k) = v3(k) = ... = 0, was schlieklich
) = k=0(k)
— pn,_l_pn,—1+1
= (p—1p""
ergibt.

Zusammenfassend besitzt also das Gosspolynom G (X) fiir £ = p™ — 1, mit 1 <
n € N, auRer der (p — 1)p"~!-fachen Nullstelle 0, nur solche mit einem Betrag von
1.

Das zugehorige Newtonpolygon besitzt deshalb lediglich den Knickpunkt ((p —
1)p"~1;0) (vergleiche dazu auch die Uberlegungen zu eindimensionalen Gittern im
Abschnitt 5.2).

Bemerkung. (i) Es ist allgemein bekannt, wie in [Gek88 1, §3| gezeigt wird:
Es sei A ein Fy-Gitter in Co, mit einer log-Funktion logy (2) = 3,5, 327 .
Falls k von der Form k = q™ — 1 ist, so gilt B
Gra(X) = Z g,x9" 4"
0<i<n
Davon ausgehend zeigt E.-U. Gekeler in [Gek11, §7] die oben errechneten Aussagen,

und kommt zur selben Nullstellenverteilung sowie dem gleichen Newtonpolygon.
Wir erhielten dies ohne weitere theoretische Hintergriinde.

(ii) Wiederum fiihren auch hier die Formeln aus den Teilen (iii) und (iv) von Satz
4.3.1 zu denselben Ergebnissen:

Es ist einerseits 7(k) = 1, da p1(k) = 1 + (p — 2)p™ gilt und somit (k) + k =
p" Tt —p" =0 (p’V) mit N = n ist.

Andererseits ist R(k) =p—2 (dal(k—1) =p—2+ (n —1)(p — 1) kongruent zu
(p — 2) modulo (p — 1)), wodurch die Formel fiir (k) wegen

UE=1)/p=1D)]=[p-2+n-1p-1)]/p-1)]=n-1
direkt y(k) = (p— 2+ 1)p" 1 = (p — 1)p" ! liefert.

Der Fall £ =p™ + 1, mit n € N.

Mit der Zielsetzung, die v;(k), fiir ¢ > 0, sowie v(k) zu bestimmen, und analo-
gem Vorgehen wie in den bisherigen Fallen erhalten wir hierfiir:

Wir betrachten wieder zunédchst die p-adische Entwicklung von k — 1: Diese ist
gegeben durch
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k—1= p".

Damit ist
(k=1)"=@-D+@-Dp+...+(@-1p" " +p—2p" +(p—p" " +....
Also erhalten wir weiterhin

>ico(p = 1)p' , fiir 7 <

pr (k) = r—Ol i r n =

Yol —=1p' +p" —p" firr>n.
Damit konnen wir zur Nullstellenverteilung kommen. Es ist
p—Dk—p+1 (-DE"+1)—p+1

k

Yo(k) ’ )

= (p - l)pn71 )
p—Dk+pp—-1)—(p—-1)—pp—-1

(k) = (p — Dk + p( )p2 (p—1)—pp-1)

= (p - 1)pn727
’Ynfl(k) = p-1,
'Yn(k) = 0,
also folglich vp4+1(k) = Ypy2(k) = ... =0, was schlieklich

n—1
yk) = k=) (-1
=0

n 1

= p'+1-(p-1) =
= 2

ergibt.
Zusammenfassend besitzt also das Gosspolynom Gy (X) fiir £k = p™ + 1, mit n € N,
die doppelte Nullstelle 0, und die Nullstellen der entsprechenden Funktion Cy in F
liegen schon in Uogrgn—lfr.
Auf eine genaue Angabe des zugehorigen Newtonpolygons verzichten wir an dieser
Stelle. Festzuhalten bleibt jedenfalls, dass es genau n Knickstellen besitzt und man
diese leicht mit obigen Ergebnissen und den Formeln aus Satz 4.3.1 errechnen kann.

Bemerkung. Wiederum fiihren auch hier die Formeln aus den Teilen (iii) und (iv)
von Satz 4.3.1 zu denselben Ergebnissen:

Es ist einerseits 7#(k) = n, denn die Bedingung p,-(k)+k = 0 (p'V) ist hier #quivalent
zu pr- (k) +p™+1=0(p") und dies gilt offentsichtlich erst fir w, (k) = p™ —1, denn
dann ist p” — 14 p"” + 1 = 2p™ und dieser Ausdruck ist kongruent zu 0 modulo p™.
Andererseits ist R(k) = 1, fiir p > 2, beziehungsweise R(k) = 0, fiir p = 2, (da
[(k—1) =1), wodurch die Formel fiir (k) im Fall p > 2 schon

(k) = (1+ )pl/ D) =2
liefert und auch fiir p = 2 zu dem Ergebnis

v(k) = (0+1) -2/ =2
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fihrt.

Damit sind alle einfach abzuhandelnden Félle durchgesprochen, in denen die p-
adische Entwicklung des Parameters k, der den Grad des Gosspolynoms Gy be-
schreibt, eine bestimmte Gestalt besitzt. Natiirlich kann man nun noch die einzel-
nen Ergebnisse aus dem Abschnitt 5.2 dazu in Relation setzen, und wird feststellen,
dass die beiden miteinander konsistent sind. Diese recht einfachen Uberlegungen,
flir die ein Blick auf die entsprechenden Formeln geniigt, tiberlassen wir daher dem
Leser.

Somit schliefsen wir an dieser Stelle die Untersuchungen zu dem Nullstellenverhal-

ten der Funktionen Cj und den Gosspolynomen G im Rahmen der vorliegenden
Masterarbeit ab.






Anhang

Anhang A: Nichtarchimedische Analysis

Wir geben hier einen knappen Uberblick iiber die in der vorliegenden Arbeit wich-
tigen Elemente der Theorie der nichtarchimedischen Analysis. Alle Resultate sind,
teilweise ausfiihrlicher, in [Gos96, 2| und [Mon70] oder auch bei [FrPu04| nachzule-
sen; ebenso die hier nicht ausgefiithrten Beweise. Wie auch in den Referenzen fithren
wir die Konzepte im allgemeinen Rahmen ein; die Ubertragung auf unsere spezielle
Situation in dieser Arbeit ist leicht einzusehen, und wird teilweise an Hand von
Beispielen dargelegt.

Wir betrachten im gesamten Abschnitt einen Kérper K von beliebiger Charakte-
ristik.
Definition. Fine reellwertige Bewertung auf K ist eine Abbildung
v: K - RU{c0},
fiir die beziiglich aller x,y € K gilt:
(i) v(z)=c0 & z=0,
(i) v(zy) = v(z) +v(y),
(it}) o(z +y) > mf{v(x), v(y)}.
Damit wird K zu einem bewerteten Korper: Ein Element x € K ist ,klein“ genau
dann, wenn v(z) ,,groff* ist (im tiblichen Sinn in R). Also macht es Sinn, beziiglich
v iiber Cauchy-Folgen zu sprechen.

Wir fordern im Weiteren, dass K wvollstindig beziiglich v ist. Das heift, jede Cauchy-
Folge mit Elementen in K konvergiert gegen ein Element aus K.

Definition. Sei 0 < a <1 mit a € R.
Man erhilt einen nicharchimedischen Absolutbetrag |.|, : K — Rxq durch die
Festlegung

Wie man leicht sieht, besitzt dieser die folgenden Eignschaften.
Lemma. Fir einen Absolutbetrag |.| gilt:

(i) |z|=0<2z=0;

(i) [zy| = [=[ - [yl;

(iii) |z +y| < max{|z[, [y},

(iv) Es ezistiert ein x € K mit |z| # 0;1;

(v) K st vollstindig beziglich der Metrik d(z,y) := |z — y|.
Beziiglich dieses Absolutbetrages sind folgende Mengen wichtig.
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Definition. Man nennt

R:=Rg :={zx € K| z| <1}
den Bewertungsring von K; und setzt weiterhin

M: =Mk :={zec K ||z|<1}.

Lemma. Es ist R ein lokaler Ring und M C R das zugehdrige eindeutig bestimmte
mazimale Ideal.

Beispiel. In der speziellen Situation dieser Arbeit bedeutet das:

K ist Fp((#%)), der Kérper der formalen Laurent-Reihen iiber F,. Ausgehend von
F,(T) setzt man v(0) = oo und fiir z € F,(T)* erhélt man beziiglich der Darstellung
(%)¢z0, wobei Zéhler und Nenner von z teilerfremd zu T sind, den Wert v(z) = e.
Der Korper Fy,((#)) ist dann die Vervollstindigung von F,,(T") beziiglich diesem w.
Die Bewertung v setzt sich stetig auf K fort. Der Bewertungsring ist F,[[T]], das
zugehorige maximale Ideal ist T - Fy,[[T7]].

Zur genaueren Untersuchung von Bewertungen und Absolutbetrigen dient die fol-
gende Bezeichnung.

Definition. Man nennt die Menge G := {|z| | x € K,z # 0} die Bewertungsgrup-
pe von K.

Diesbeziiglich fithrt man folgende Unterteilung ein.

Definition. (i) Man nennt K diskret bewertet, falls G eine zyklische Gruppe ist.
(ii) Ist die Gruppe G nicht zyklisch, so heifst die Bewertung dicht.

Bemerkung. Hier meint die Bezeichnung zyklisch fiir G, dass unter den Elementen
von G, die echt kleiner als 1 sind, ein maximales existiert, welches dann auch den
Erzeuger von G darstellt. Das heifit, es existiert eine Zahl 0 < p < 1, sodass gilt:

G={p"|nelZ}.

Beispiel. (i) Die p-adischen Bewertungen beziehungsweise Absolutbetrige sind dis-
kret.

(ii) Sei K ein Korper. Betrachte die sogenannten Puisieux-Reihen f(X) = a1 X% 4+
as X + ..., mit a; # 0und a; € K, fiir ¢ > 1, und einer wachsenden Folge (o;);en
rationaler Zahlen. Die Menge dieser Folgen bildet wiederum einen Kérper K', des-
sen Bewertungsgruppe beispielsweise mit folgender Festsetzung nicht zyklisch ist:
|f/(X)|=2"2 und |0] =0.

Der oben eingefiihrte Absolutbetrag v lasst sich eindeutig auf eine endliche Kor-
pererweiterung L von K fortsetzen.

Definition. Fin vollstindiger Kérper heifit lokaler Korper, falls er lokalkompakt
beziiglich der durch v induzierten Topologie ist.

Ist ein gegebener Korper in unserem nichtarchimedischen Fall lokal, so resultiert
daraus eine spezielle Wahl fiir die Zahl « in der Definition von |.|: Der Bewer-
tungsring R ist nun kompakt; und da M C R offen ist, folgt, dass B/m ein endlicher
Korper der Ordnung ¢, mit einer Primzahlpotenz g, ist. Deshalb wihlen wir o = 1/q.
Den zugehérigen Absolutbetrag nennt man normalisiert.

Gehen wir nun zum algebraischen Abschluss K von K iiber.
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Proposition. Sei K ein vollstindiger Korper mit Bewertung v, und K ein fester
algebraischer Abschluss von K wversehen mit der kanonischen Erweiterung von v.

Weiterhin sei K die Vervollstindigung von K beziglich v.

Dann ist auch K algebraisch abegschlossen.
BEWEIS. [Gos96, 2, Prop2.1]. O

Die Definitionen der Konvergenz beziehungsweise Divergenz von unendlichen Rei-
hen der Form Z;io a;, mit Koeffizienten in K, lassen sich wie in der klassischen
archimedischen Analysis formulieren. Allerdings ausschliefslich in unserer Situation,
und nicht im klassischen archimedischen Fall, gilt das Folgende.

Lemma. Die unendliche Reihe E;io a; konvergiert gegen ein Element von K
dann, und nur dann, wenn lim;_,. a; = 0 gilt.

BEWEIS. Die ,nur dann*“-Aussage ergibt sich analog zur klassischen Situation.
Die ,dann“-Aussage folgt leicht aus der verschérften Dreiecksungleichung. O

Fiir den Rest des Abschnittes setzen wir K als vollstandig und algebraisch abge-
schlossen voraus.
Es sei f(X) = > ,>0anX" eine Potenzreihe mit Koeffizienten in K. Konvergiert
f(X) in einem Punkt o € K, so muss gelten lim; . ajo? = 0, beziehungsweise
lim; o0 (v(a;) + jv(e)) = o0.
Definition. FEs set

o(f) :=— lim M

Man nennt o(f) die Konvergenzordnung von f(X).

Aus dieser Definition ergibt sich leicht die folgende Aussage.

Lemma. Es sei a € K.

Dann konvergiert f(X) in «, falls v(a) > o(f), und divergiert, falls v(a) < o(f).
Weiterhin ist wegen der nichtarchimedischen Situation die Antwort beziiglich der
Konvergenzfrage fiir den Fall v(a) = o(f) fiir alle o € K dieselbe.

Die letzte Aussage des Lemmas gilt deshalb, da eine Reihe genau dann konvergiert,
wenn |ay,| - |z|™ — 0, und dies hiingt nur von der Norm |z| ab und nicht von einem
bestimmten x mit gegebenem Betrag.

Wir unterstreichen dies mit einem Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten die Reihe

Xn
> (1"
n=1 n
Es gilt
|an| = pOI"dp(n) )

und daher lim,, |an|1/" =1.

Also konvergiert die Reihe fiir alle & mit |«| < 1; Divergenz liefern die o mit |a| > 1.
Betrachten wir nun ein o mit |a| = 1, so haben wir |a, X"| = p®*d»(W) > 1. Das
heifst, die Reihe divergiert fiir alle o« mit || = 1.
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Wir wollen uns nun eine Produktdarstellung beziiglich der Nullstellen von f erar-
beiten.
Diese wird nur fiir geeignete Funktionen giiltig sein.

Definition. Es sei f(X) =Y .2, a;X".
Die Funktion f heifst ganz genau dann, wenn o(f) = —oo ist (das heifft, genau
dann, wenn f(«) fir alle « € K konvergiert).

Eine wichtige Eigenschaft ganzer Funktionen ist die Folgende.

Proposition. Ist f : K — K eine ganze Funktion ohne Nullstellen, so ist f schon
konstant.

BEWEIS. [Gos96, 2, Prop2.13]. O

Damit kénnen wir nun die versprochene Produktformel angeben, die ein Analogon
zum WeierstrafSschen Produktsatz darstellt.

Satz. Es sei f(X) = Y. ;o,a; X" eine ganze Funktion mit der Nullstellenmenge
{0 = po, p1, pa, - - .}, wobet die y;, firi > 0, paarweise verschieden sind.
Dann ist —oo = tlim v(pe), und f ldsst sich zerlegen in

fX)=cex"] <1 - é)mi ,

i>1 Hi
mit einer Konstanten ¢ und den Nullstellenordnungen n in a = 0, sowie jeweils m;
ina=p;, firi>0.
Umgekehrt gilt: Ist {0 = po, 11, 2, ...+ wie oben und ¢ € K, dann definiert ein
Produkt wie oben eine ganze Funktion.

BEWEIS. [Gos96, 2, Thm2.14]. O

Daraus konnen wir auf eine unmittelbare Folgerung schliefen. Diese bezieht sich
auf den sogenannten Divisor einer Funktion, welcher in unserem Fall gegeben ist
als die formale Summe  ,_, m;pu;.

Korollar. Eine ganze Funktion ist bis auf eine Konstante eindeutig durch ihren
Divisor bestimmt.

Mit diesem Resultat beenden wir die kurze Einfiihrung in die Theorie der nichtar-
chimedischen Analysis.
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Anhang B: Newtonpolygone

Wir geben in diesem Abschnitt eine kurze Einfithrung zur Theorie der sogenannten
Newtonpolygone, die mit dem Hauptergebnis dieser Masterarbeit in Verbindung
stehen, da sie als grundlegende Eigenschaft Informationen iiber die Nullstellen von
Polynomen kodieren.

Es sei noch angemerkt, dass wir uns dabei auf die Betrachtung von Polynomen be-
schrinken; eine entsprechende Formulierung fiir Potenzreihen ist moglich. Letztere
tauchen in unserem Kontext allerdings nicht auf, weshalb wir uns so die Betrach-
tung der bei Potenzreihen auftretenden Spezialfiille ersparen kénnen.

Definition. Es sei f(X) =ao+ a1 X + ...+ a,X™, mit ag - ap, # 0 ein Polynom
tiber Cuo.

Jedem Term a; X' wird ein Punkt (i,vs(a;)) € R? zugeordnet, wobei im Fall a; = 0
der Punkt (i,00) als nicht existent ignoriert wird.

Das Newtonpolygon NP(f) von f(X) ist dann die untere konveze Einhiillende der
Punktemenge

{(0,v00(a0)); (1,v00(a1)); - - - 5 (M, Voo (@) } -

Bemerkung. Man konstruiert das Newtonpolygon aus den gegebenen Zahlenpaa-
ren wie folgt:

Beginnend mit einer vertikalen Linie durch den Punkt (0, v (ag)) rotiert man die-
se gegenldufig des Uhrzeigersinns bis man auf einen der Punkte (i, vs(a;)) trifft.
Nennt man diesen (i1, voo(as,)), so ist die erste Strecke des Newtonpolygons die
Verbindungsstreckte zwischen (0, voo(a0)) und (i1, voo (@i, )). Ausgehend von deren
Endpunkt fithrt man obiges Verfahren mit einer Vertikalen durch diesen nochmals
aus. Anschliefsend wiederholt sich das Verfahren bis man schlieflich zum Punkt
(n,v00(an)) gelangt, der den Abschluss des letzten Segments von NP(f) bildet.
Tauchten im Verlauf der Konstruktion Strecken mit gleicher Steigung auf, so fasst
man diese zu einem Segment zusammen.

Graphisch dargestellt hat man also eine mit der folgenden Abbildung vergleichbare
Situation, wobei hier n = 8 gewihlt wurde.

A ]
(8,v(ay))

(0,v(ay))

(1,v(a,))

(3av(a3)> (5,\/((15))
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Beispiel. Wir setzen die Beispiele 1.2.4 und 1.2.10 fort. Dazu sei A =), - A eindi-
mensional, mit A € CZ_. Dann ist wie gesehen

k—ilp— 1)\ ;or s
Gr+1(X) = Z ( (f )) ol Xk EL
0<i<H/y

mit @ = —A\!7P. )
Wir betrachten nun speziell p = 3, £k = 15 und A = TTJflT (also —A\"2 =2)\72% =
2
2142 ). Damit ist

2T442T3+42T2
3 (15-%)( 272 4+ T + 2 )ixlﬁ_%
; 4 3 2
oSz \ i 2T1 4 273 + 2T

= XU 4122 xM 2. (202 X341 (2072)7 X6
= XO(32X710 £ 32078X 2 4+ 2072X8 + X 10),

Da weiterhin va, (A72) = 4—2 = 2 gilt, lauten die fiir das Newtonpolygon N P(G16(X))
relevanten Punkte:

Gie

(6;10), (8;8), (14;2), (16;0).

Wie man leicht sieht, besteht dieses folglich aus genau einem Segment der horizon-
talen Lénge 10 mit Steigung —1.

Die recht einfache Struktur des Newtonpolygons ist dabei der sehr speziellen Situa-
tion dieses Beispiels geschuldet.

Bemerkung. Wir wissen bereits, dass Gosspolynome immer die Nullstelle 0 be-
sitzen. Um die angegebene Form des Polynoms in Defintion der Newtonpolygone
zu erreichen, miissten wir also noch X geméf der Vielfachheit von 0 als Nullstelle
ausklammern (dann ist ag # 0 garantiert). Dies hétte eine horizontale Verschiebung
des Newtonpolygons zur Folge. Die bisherigen und nachfolgenden Ergebnisse wer-
den dadurch aber nicht beeinflusst, weshalb wir den entsprechenden Sachverhalt
ignorieren.

Die Einfiihrung der Newtonpolygone ist durch ihre im Folgenden formulierte grund-
legende Eigenschaft motiviert.

Satz. Sei f(X)=ao+ a1 X + ...+ a, X", mit apa, # 0, ein Polynom iber Cwo.
Ist (r,vee(ayr)) < (s,v00(as)) ein Segment des Newtonpolygons von f mit der Stei-
gung —p, so besitzt f(X) genau s —r Wurzeln aq,...,as—, (mit Multiplizititen
gezihlt) mit dem Wert voo (1) = ... = Voo (Qs—r) = p.

BEwEIS. Wir konnen der Einfachheit halber das Polynom f(X) als normiert
annehmen, das heiflt, a, = 1 setzen. (Division durch a,, verschiebt das Polygon
néamlich nur nach unten oder oben.)

Nummiere die Nullstellen von f so, dass gilt:

Voo(Q1) = ... = Voo(a,) = 1,

Voo(Qty+1) = ... = Voo(t,) = pa2,

UOO(atL+1) == UOO(an) = Hi+1,
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mit g < po < ...< 41 (diese stehen in keinem Zusammenhang zu der im vierten
Kapitel verwendeten Zahlen u;, fir ¢ > 0).

Fassen wir die Koeffizienten a; von f als elementarsymmetrische Funktionen der
Nullstellen «; auf (betrachte dazu, wie sich f in C in Linearfaktoren zerlegt), so
ergeben sich folgende Abschétzungen fiir die Bewertungen der a;:

VUoo(@n) = vso(l)=0,

Voo(@n-1) > m}n{UOO(ai)} = M1,
Voo(@n-2) > Hilijn{UOO(aiO‘j)} =2u1,
Voo (An—t,) = . miril {voo(aiy + v m iy )} = s1pn,
SRR I
(da der Wert des Terms g - ... - a4, kleiner ist als der aller anderen hier vorkom-
menden Ausdriicke)
Uoo(an—tl—l) > mi.n {Uoo(ail Tt ait1+1)} =t1p1 + p2,
1yeenstty+1
Voo (a‘n*h*?) > mi,n {Uoo(ail Tt ait1+2)} =tipn + 2p2,
150005l +2
Voo(@n—t,) = min {veo(i, - ... i)} =t +tapa,

W1 yeerity

Also sind die Knickpunkte des Newtonpolygons gegeben durch (von rechts nach
links):
(n;0), (n —tistapun), (n—tastipn + (t2 —t)pa); - .-
Daraus erhélt man unmittelbar die Steigung der entsprechenden Teilabschnitte des
Polygons: Die Steigung ganz rechts ist
0—tip )
n—(n—t) pLs

die derjenigen links davon:

(fipn +o (8 —t—)py) — (i + -+ (G — ) pg41)
(n—1t;) = (n—tj41)
_ = =ty
= = THj+1-
L1 — 1
Damit sind alle Aussagen der Behauptung gezeigt. [NEU, II, §6] O

Beispiel. Wir betrachten nochmals die Situation aus dem obigen Beispiel. Das

Newtonpolygon besteht aus drei Abschnitten, die allerdings alle die gleiche Steigung

—1 besitzen und somit zu einem Segment zusammenfallen. Die horizontale Lénge

der Strecke ist 10, weshalb der gerade bewiesene Satz liefert, dass G fiir das Gitter
2

A=T;- (TTflT) genau 10 Nullstellen mit Betrag 1, bezichungsweise Bewertung 3,

besitzt.
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Bemerkung. Was wir gerade im Beispiel gesehen haben gilt auch allgemeiner:

(i) Das Newtonpolygon besteht genau dann aus nur einem Segment, wenn die
Wurzeln a, ..., a,, allesamt die gleiche Bewertung besitzen.

(ii) Im Allgemeinen zerlegt sich ein f(X) wie im obigen Satz in ein Produkt der

Form
+1

f(X) = aanj(X%

mit f;(X) =TI, (as)=p, (X — i), wobel 1 < ... < —py die im zugehdrigen
Newtonpolygon auftretenden Steigungen sind.

Mit diesen Anmerkungen schliefsen wir die Betrachtung der Newtonpolygone ab.
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