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KAPITEL 0

Einleitung

0.1. Vorwort

In der klassischen Situation elliptischer Kurven über den rationalen Zahlen
betrachtet man Primstellen p, an denen die untersuchte elliptische Kurve gute Re-
duktion besitzt. Für solche Primstellen erzeugt die p-Torsion der elliptischen Kurve
eine galoissche Körpererweiterung von Q, deren Galois-Gruppe sich in die Gruppe
GL(2,Z/pZ) einbetten lässt. Für einen Überblick über die klassische Theorie, siehe
[Ser73].

Gegenstand der Untersuchung der Torsionskörper ist unter anderem die Fra-
ge, für welche Primstellen die Galois-Gruppe maximal, d.h. die ganze Gruppe
GL(2,Z/pZ), ist. Es gibt hierfür Aussagen in Form unterer Schranken, so dass diese
Eigenschaft für Primstellen erfüllt ist, die jenseits dieser Schranken liegen. Aller-
dings sind die Schranken im Allgemeinen nicht scharf. In einigen konkreten Bei-
spielen ist es möglich, eine genauere Bestimmung der Primstellen mit maximaler
Galois-Gruppe vorzunehmen.

Die Drinfeld-Theorie kann als Analogie dieser klassischen Situation für Funktio-
nenkörper aufgefasst werden. Den Daten Z,Q,R und C der Zahlkörper-Situation
entsprechen hier der Polynomring A = Fq[T ], der rationale Funktionenkörper
K = Fq(T ), seine Komplettierung an unendlich K∞ = Fq((T−1)) und der vervoll-
ständigte algebraische Abschluss C von K∞. Das Analogon zur elliptischen Kurve
ist der Drinfeld-Modul vom Rang 2. Davon abgeleitet erhält man für weitere Ob-
jekte, wie die Weierstraß-Funktion oder elliptische Modulformen, Entsprechungen
auf Seiten der Funktionenkörper.

Torsionskörper von Drinfeld-Moduln können unter ähnlichen Gesichtspunkten
untersucht werden wie ihre Gegenstücke im Zahlkörper-Fall. Allerdings verfügt man
bisher nicht über vergleichbare Resultate. Dies liegt jedoch nicht in erster Linie
daran, dass es sich bei Drinfeld-Moduln um ein neueres Konzept handelt. Vielmehr
ist es im Allgemeinen nicht möglich, die klassischen Methoden auf Funktionenkör-
per zu übertragen. So werden beispielsweise für elliptische Kurven Aussagen der
Lie-Theorie verwendet, die in Charakteristik 0 gelten, nicht aber im Fall positiver
Charakteristik.

Nur im einfachsten Fall, dem Fall des Drinfeld-Moduls vom Rang 1 (auch be-
kannt als Carlitz-Modul), ist es bislang gelungen, eine allgemeine Beschreibung der
Torsionskörper anzugeben. Diese sind abelsche Körpererweiterungen von K und in
ihren Eigenschaften mit Kreisteilungskörpern vergleichbar.

Es existiert kein Drinfeld-Modul höheren Ranges, dessen Torsionskörper voll-
ständig bestimmt sind. In dieser Diplomarbeit wird ein konkreter Drinfeld-Modul
des Rangs 2 untersucht. Es gelingt unter Voraussetzung zweier Hypothesen, die Tor-
sionskörper beliebiger quadratfreier Elemente von A = Fq[T ] zu bestimmen. Diese
Ergebnisse liefern zugleich Ansätze für weitere Betrachtungen im allgemeinen Fall.

Die vorliegende Diplomarbeit setzt voraus, dass der Leser bereits grundlegend
mit Funktionenkörpern vertraut ist. Im Speziellen werden Körpererweiterungen des
rationalen Funktionenkörpers K = Fq(T ) betrachtet. Als einführende Literatur
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6 0. EINLEITUNG

bietet sich beispielsweise [Sti93] an. Wichtige Sachverhalte werden jedoch in dieser
Arbeit wiederholt bzw. zitiert.

Vorkenntnisse über Drinfeld-Moduln sind nicht notwendig, vielmehr dient hier
Kapitel 1 als Einführung. In diesem werden Drinfeld-Moduln definiert und ihre
wichtigsten Eigenschaften vorgestellt. Dadurch eignet sich die Arbeit insbesondere
als Referenz für Mathematikstudenten, die zuvor noch nicht mit Drinfeld-Moduln
gearbeitet haben.

Im zweiten Kapitel wird die zentrale Fragestellung der Diplomarbeit formuliert:
Wir betrachten einen konkreten Drinfeld-Modul und definieren die zu bestimmen-
den Torsionskörper für normierte Primpolynome p ∈ A. Erste Überlegungen liefern,
dass es in der gegebenen Situation zunächst reicht, das Verhalten an p und der un-
endlichen Stelle zu untersuchen. Dies geschieht in den folgenden beiden Kapiteln.

Nach diesen lokalen Betrachtungen gelingt es uns in Kapitel 5, die gesuchten
Eigenschaften des globalen Torsionskörpers zu bestimmen. Abschließend wird in
Kapitel 6 gezeigt, wie sich diese Ergebnisse auf die Torsionskörper quadratfreier
Elemente von A verallgemeinern lassen. Für den Spezialfall eines Produktes von
zwei verschiedenen Primpolynomen wird dies explizit durchgeführt.

Im Anhang der Arbeit sind einige Definitionen und Aussagen aus verschiedenen
Bereichen als Referenz zusammengefasst.

0.2. Danksagung

Mein Dank gilt an erster Stelle Herrn Professor Gekeler, der mich auf die in-
teressante Theorie der Drinfeld-Moduln aufmerksam gemacht hat. Er hat sich stets
Zeit für die Betreuung meiner Arbeit genommen und mir sowohl bei inhaltlichen
als auch stilistischen Fragen sehr geholfen.

Weiter möchte ich mich bei Johannes Lengler und Thorsten Paul bedanken,
die mir viele wertvolle Ratschläge gegeben haben.

Nicht zuletzt danke ich meinen Eltern, die es mir überhaupt ermöglicht haben,
Mathematik zu studieren, und die mich stets in allen Belangen unterstützt und
ermutigt haben.



KAPITEL 1

Drinfeld-Moduln: Definition und Eigenschaften

In diesem Kapitel führen wir den Begriff des Drinfeld-Moduls ein und geben
einige grundlegende Eigenschaften an. Auf die Wiedergabe von Beweisen wird in der
Regel verzichtet. Diese, sowie weitergehende Ausführungen, können beispielsweise
bei [Gos96] nachgelesen werden.

Sei p eine Primzahl und q eine Potenz von p. Von nun an bezeichne A den
Polynomring Fq[T ] und K seinen Quotientenkörper Fq(T ).

Sei L eine Körpererweiterung von K. Eine Stelle eines solchen Körpers L ist
das maximale Ideal eines Bewertungsrings von L. Die Menge aller Stellen von L
bezeichnen wir mit PL.

Eine Stelle P von K entspricht eineindeutig entweder einem normierten Prim-
polynom in A oder es handelt sich um die „unendliche“ Stelle mit Uniformisierender
T−1. Die unendliche Stelle wird auch mit ∞ bezeichnet. Stellen vom ersten Typ
nennen wir endliche Stellen. Wir unterscheiden im Folgenden nicht zwischen einer
endlichen Stelle p von K und dem normierten Polynom, das das Ideal erzeugt, da
aus dem Kontext deutlich wird, von welchem dieser Konzepte die Rede ist.

Für eine beliebige Stelle P von K bezeichnen wir mit KP den Körper, den
wir erhalten, wenn wir K bezüglich des Absolutbetrages an P vervollständigen.
Den Ganzheitsring OKP erhalten wir, indem wir den Ring A an P lokalisieren und
komplettieren. Mit K bezeichnen wir einen beliebigen algebraischen Abschluss von
K und mit Ksep den separabel algebraischen Abschluss in K.

1.1. Algebraische Beschreibung von Drinfeld-Moduln

1.1. Definition. Wir bezeichnen mit τ die Abbildung x 7→ xq. Für den Ring
EndFq (Ga|L) der Fq-Endomorphismen der additiven Gruppe von L gilt

EndFq (Ga|L) = L{τ},
wobei L{τ} der nicht-kommutative Polynomring in τ ist. Die Nicht-Kommutativität
erhält man durch die Rechenregel

τ l = lqτ, für alle l ∈ L.
Elemente von L{τ} bezeichnen wir als Fq-additive Polynome oder kurz als additive
Polynome.

1.2. Bemerkung. Polynome aus L{τ} können mittels der Korrespondenz

τ i = Xqi für i ≥ 0
als Fq-lineare Polynome in L[X] aufgefasst werden und umgekehrt. Wir unterschei-

den daher nicht zwischen Polynomen in τ und solchen der Form
n∑
i=0

aiX
qi und lassen

für ein Polynom ϕ(X) =
n∑
i=0

aiX
qi mit Koeffizienten in L die Schreibweise

ϕ(X) =
n∑
i=0

aiτ
i ∈ L{τ}
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8 1. DRINFELD-MODULN: DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

zu. Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass aufgrund der Beziehung τ0 = X das
Absolutglied in τ -Notation dem linearen Term bezüglich X entspricht.

1.3. Definition. Ein Drinfeld-Modul auf L wird in der gegebenen Situation
definiert durch einen Fq-Ringhomomorphismus

Φ : A→ L{τ}
mit der Eigenschaft

δ ◦ Φ = idA,
wenn δ : L{τ} → L die Einsetz-Abbildung τ 7→ 0 bezeichnet. Das Bild Φ(a) eines
Elementes a ∈ A unter Φ wird auch mit Φa bezeichnet.

1.4. Satz. Wir bezeichnen mit deg(a) den gewöhnlichen Grad in T eines Po-
lynoms a ∈ A und mit degτ (f) den wohlbestimmten Grad in τ eines additiven
Polynoms f ∈ L{τ}. Zu einem Drinfeld-Modul Φ existiert eine Zahl r ∈ N0 mit
der Eigenschaft

degτ (Φa) = r deg(a), für alle a ∈ A.
Die Zahl r heißt der Rang von Φ.

1.5. Bemerkung. Die Definition eines Rang-r-Drinfeld-Moduls auf L ist in der
betrachteten Situation äquivalent dazu,

ΦT = T + g1τ + . . .+ grτ
r ∈ L{τ}, gr 6= 0,

anzugeben und auf A zu einem Fq-Algebrenhomomorphismus fortzusetzen.

1.6. Bemerkung. Ein Drinfeld-Modul Φ induziert auf der additiven Gruppe
von L und sogar auf jeder L-Algebra M eine neue A-Modulstruktur durch

a ∗ x := Φa(x) für alle a ∈ A, x ∈M.

Im Fall eines Rang-0-Drinfeld-Moduls entspricht diese Modulstruktur der tautolo-
gischen.

1.7. Definition. Sei a ∈ A. Als a-Torsion eines Drinfeld-Moduls bezeichnen
wir die Menge

aΦ := ker Φa =
{
x ∈ L | Φa(x) = 0

}
.

Ein Element x ∈ aΦ wird auch Torsionspunkt genannt.

1.8. Satz. Sei Φ ein Rang-r-Drinfeld-Modul. Für nicht-konstantes a ∈ A ist
die a-Torsion aΦ ein freier A/(a)-Modul vom Rang r.

1.9. Bemerkung. Bei der hier wiedergegebenen Situation handelt es sich um
einen Spezialfall. Das Konzept des Drinfeld-Moduls existiert auch in weiteren Rin-
gen. Im Allgemeinen definiert man einen Drinfeld-Ring als affinen Ring einer Kurve
X \ {∞} für eine algebraische Kurve X über Fq und einen abgeschlossenen Punkt
∞ ∈ X.

Die angegebenen Definitionen und Eigenschaften übertragen sich sinngemäß
auf die allgemeine Situation.

1.2. Analytische Beschreibung

Sei K∞ = Fq((T−1)) die Komplettierung von K bzgl. des Absolutbetrags
| · | = | · |∞ an ∞. Dieser Absolutbetrag besitzt eine eindeutige Fortsetzung auf den
algebraischen Abschluss K∞, da er sich auf jede endliche Teilerweiterung eindeutig
fortsetzen lässt. Die Komplettierung C von K∞ ist wieder algebraisch abgeschlos-
sen, d.h. es handelt sich bei C um einen algebraisch abgeschlossenen und bzgl. | · |
vollständigen Körper (siehe [BGR84, S. 146]). Auf einem solchen Körper kann eine
analytische Theorie definiert werden.
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1.10. Definition. Ein A-Gitter in C ist ein endlich erzeugter A-Untermodul
Λ ⊂ C, so dass für jeden Ball Bs(0) um Null mit Radius s gilt, dass Λ ∩ Bs(0)
endlich ist.

Die Exponentialfunktion eΛ : C → C eines Gitters ist definiert als das für
alle z ∈ C konvergente unendliche Produkt

eΛ(z) = z
∏

0 6=λ∈Λ

(
1− z

λ

)
.

1.11. Bemerkung. Nach Definition gilt für die Exponentialfunktion eΛ eines
Gitters Λ

ker eΛ = Λ.
Weiter ist eΛ surjektiv und Fq-linear und lässt sich schreiben als überall konvergente
Potenzreihe

eΛ(z) =
∑
i≥0

αiz
qi mit αi ∈ C und α0 = 1.

1.12. Satz. Es exisistiert eine Bijektion zwischen der Menge der A-Gitter,
die als A-Moduln frei vom Rang r sind, und der Menge der Drinfeld-Moduln des
Rangs r über C.

1.13. Bemerkung. Sei Λ ein A-Gitter mit Exponentialfunktion eΛ und ΦΛ der
zugehörige Drinfeld-Modul über C. Für a ∈ A ist das Diagramm

0 // Λ //

a

��

C
eΛ //

a

��

C //

ΦΛ
a

��

0

0 // Λ // C
eΛ // C // 0

kommutativ. Die ersten beiden vertikalen Pfeile bezeichnen hierbei Multiplikation
mit a. Insbesondere gilt somit die Funktionalgleichung

eΛ ◦ a = ΦΛ
a ◦ eΛ.

1.14. Satz. In der Situation von Bemerkung 1.13 gilt

a−1Λ/Λ
∼=−→ aΦΛ (kanonisch)

und
a−1Λ/Λ ∼= Λ/aΛ (unkanonisch).

Beweis. Aus Bemerkung 1.13 folgt direkt, dass

eΛ
(
a−1Λ

)
= aΦΛ

ist. Die Abbildung
eΛ : a−1Λ/Λ −→ aΦΛ

ist somit ein Isomorphismus, da ker eΛ = Λ ist.
Die Isomorphie von a−1Λ/Λ und Λ/aΛ ist im Allgemeinen unkanonisch, da sie

durch Multiplikation mit einem beliebigen Erzeuger des Ideals (a) ⊂ A beschrie-
ben werden kann. Während im betrachteten Fall des Hauptidealrings A = Fq[T ]
noch die quasikanonische Wahl eines normierten Erzeugers möglich ist, gilt dies in
allgemeineren Situationen nicht mehr. �

1.15. Bemerkung. Es ist möglich, mittels der Funktionalgleichung für einen
gegebenen Drinfeld-Modul ΦΛ die Exponentialfunktion eΛ =

∑
i≥0

αiτ
i des zugehöri-

gen Gitters zu berechnen und umgekehrt.



10 1. DRINFELD-MODULN: DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN

Sei a ∈ A \Fq. Betrachten wir das Bild

ΦΛ
a =

r deg a∑
i=0

siτ
i

von a unter Φ, dann genügt αk für alle k ≥ 1 der Gleichung

(aq
k

− a)αk =
k−1∑
i=0

sk−iα
qk−i

i ,

die sich mit α0 = 1 eindeutig rekursiv lösen lässt. Der Ausdruck aqk − a ist nach
Wahl von a ungleich Null, da Fq in A algebraisch abgeschlossen ist.

1.16. Satz. Sei Λ ⊂ C ein Gitter, dessen Exponentialfunktion eΛ =
∑
i≥0

αiτ
i die

Bedingung αi ∈ K∞ für alle i erfüllt. Dann gilt

Λ ⊂ Ksep
∞ .

Beweis. Da eΛ eine ganze Funktion ist, gilt

|αi| rq
i

→ 0 (1.1)

für alle r > 0. Damit haben fast alle αi Absolutbetrag< 1. Indem wir gegebenenfalls
zu einem geeigneten Gitter cΛ mit c ∈ K∞ übergehen, können wir sogar annehmen,
dass alle Koeffizienten von eΛ ganz sind. Es folgt nämlich aus der Definition der
Exponentialfunktion, dass

ecΛ(z) = ceΛ(z
c

) =
∑
i≥0

c1−q
i

αiz
qi

ist. Liegt cΛ aber in Ksep
∞ , so auch Λ.

Da eΛ ganze Koeffizienten besitzt und so normiert ist, dass α0 = 1 gilt, folgt
durch Betrachten des Newtonpolygons von eΛ (siehe Abschnitt A.2), dass |λ| ≥ 1
ist für jeden Gitterpunkt 0 6= λ ∈ Λ.

Wir betrachten nun für k ≥ 0 die additiven Polynome

ek :=
∑

0≤i≤k
αiτ

i ∈ OK∞{τ}.

Für die Polynome ek(X) gilt das Lemma von Hensel in der Fassung von [Lan70,
S. 42] auch ohne die Voraussetzung, dass ein Startwert x0 Absolutbetrag ≤ 1 haben
muss (siehe Bemerkung 1.17).

Sei nun λ ∈ Λ und 0 < ε < 1, so existiert wegen (1.1) ein k = k(ε) derart, dass∣∣∣αnλqn ∣∣∣ ≤ ε für alle n ≥ k (1.2)

gilt. Da λ eine Nullstelle von eΛ ist, erhalten wir

ek(λ) = −
∑
i>k

αiλ
qi .

Außerdem gilt nach Defintion e′k(z) = α0 = 1. Wir können wegen

∣∣∣∣ ek(λ)
e′k(λ)2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−
∑
i>k

αiλ
qi

1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
i>k

∣∣∣αiλqi∣∣∣ ≤ ε
also das Lemma von Hensel in der oben zitierten Fassung mit Startwert λ anwenden
und erhalten eine eindeutig bestimmte Nullstelle λk von ek mit der Eigenschaft
|λ− λk| ≤ ε. Da wir aber bereits wissen, dass |λ| ≥ 1 > ε gilt, muss |λk| = |λ| sein.
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Nach Voraussetzung ist auch

|ek+1(λk)| =
∣∣∣ek(λk) + αk+1λ

qk+1

k

∣∣∣ =
∣∣∣αk+1λ

qk+1

k

∣∣∣ ≤ ε,
also existiert nach dem Lemma von Hensel eine eindeutige Nullstelle µk+1 ∈ K∞(λk)
von ek+1 mit der Eigenschaft |µk+1 − λk| ≤ ε. Wegen der Eindeutigkeit der Kon-
struktion erhalten wir mit µk+1 = λk+1 eine Folge (λi)∞i=k ⊂ K∞(λk), so dass λi
Nullstelle von ei ist. Dann gilt aber

|λ− λi| ≤ sup
n>i

∣∣∣αnλqn ∣∣∣ i→∞−→ 0,

d.h. λ = lim
i→∞

λi liegt bereits in K∞(λk0), wobei k0 minimal mit der Eigenschaft
(1.2) für ein ε < 1 ist. Die Körpererweiterung K∞(λk0)|K∞ ist separabel, da ek0(z)
nach Definition separabel ist. Damit folgt, dass jeder Gitterpunkt λ in einer sepa-
rablen Erweiterung von K∞ liegt, also ist Λ ⊂ Ksep

∞ . �

1.17. Bemerkung. Der Beweis des Lemmas von Hensel in [Lan70, S. 42] ver-
einfacht sich in unserer Situation durch die Additivität der betrachteten Polynome
ek(X). In Termen der Taylor-Entwicklung bedeutet dies, dass bereits die zweiten
Ableitungen verschwinden.

Um die für die Konvergenz erforderlichen Abschätzungen zu zeigen, reicht es
dann, dass der Funktionswert im Startwert hinreichend klein im Vergleich zum
Wert der Ableitung ist, sofern das betrachtete Polynom ganze Koeffizienten hat.
Man kann im Fall eines Startwertes von Betrag > 1 allerdings nicht erwarten, dass
die konstruierte Nullstelle ganz ist.

1.18. Bemerkung. Es genügt in Satz 1.16 vorauszusetzen, dass die Koeffizi-
enten von eΛ in Ksep

∞ liegen. Der Beweis erfolgt in diesem Fall analog.

1.19. Satz. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
(1) Die Koeffizienten von ΦT liegen in Ksep

∞ .
(2) Die Exponentialfunktion eΛ ist Element von Ksep

∞ {{τ}}.
(3) Es gilt: Λ ⊂ Ksep

∞ .

Beweis. Die Äquivalenz der ersten beiden Aussagen ist eine direkte Konse-
quenz der Rekursionsformel aus Bemerkung 1.15. Dass die zweite Aussage die dritte
impliziert, folgt aus Satz 1.16 und Bemerkung 1.18.

Sei also Λ ⊂ Ksep
∞ . Da Λ als A-Gitter endlich erzeugt ist, liegt Λ bereits in

einer endlichen separablen Erweiterung von K∞, die somit vollständig ist. Nach
Definition ist damit auch jeder Koeffizient von eΛ in einer separablen Erweiterung
von K∞ enthalten, d.h. eΛ ∈ Ksep

∞ {{τ}}. �

1.20. Bemerkung. Man kann in Satz 1.19 den Körper Ksep
∞ durch den alge-

braischen Abschluss K∞ von K∞ ersetzen.





KAPITEL 2

Formulierung der Fragestellungen

In diesem Kapitel beschreiben wir die Fragestellungen, mit denen wir uns im
Folgenden befassen werden. Dazu wählen wir zunächst einen konkreten Drinfeld-
Modul des Rangs 2:

Wir betrachten im gesamten weiteren Verlauf dieser Arbeit den durch

ΦT = T + τ − τ2 ∈ K{τ}

gegebenen Drinfeld-Modul. Aufgrund der global gewählten Koeffizienten ist dieser
über jeder Körpererweiterung von K definiert.

2.1. Bemerkung. Die Festlegung des betrachteten Drinfeld-Moduls ist nicht
zufällig erfolgt. Vielmehr sind die Koeffizienten so gewählt, dass Rechnungen in
diesem Drinfeld-Modul möglichst einfach sind.

Sei p ∈ A ein normiertes Primpolynom vom Grad d. Wie erwähnt bezeichnen
wir auch die von diesem Polynom erzeugte endliche Stelle des Grades d mit p. Das
additive Polynom Φp ist von der Gestalt

Φp = (−1)dτ2d +
2d−1∑
i=1

aiτ
i + pτ0. (2.1)

Dass Φp Absolutglied p besitzt, folgt aus der in Definition 1.3 angegebenen Eigen-
schaft des Homomorphismus Φ. Der Leitkoeffizient kann direkt aus der Definition
von ΦT berechnet werden.

Unser Ziel ist es, die Eigenschaften der zugehörigen Torsionskörper, d.h. von
Körpererweiterungen der Form

K(pΦ)|K,
zu bestimmen. Wir wissen in jedem Fall:

2.2. Lemma. Sei p ∈ A ein normiertes Primpolynom vom Grad d. Dann ist
die Erweiterung K(pΦ)|K galoissch.

Beweis. Das additive Polynom Φp ∈ K{τ} besitzt als Element von K[X] die
Form

Φp(X) = (−1)dXq2d
+

2d−1∑
i=1

aiX
qi + pX.

Folglich gilt
Φ′p(X) = p.

Das Polynom Φp(X) ist daher separabel. Nach Konstruktion ist die Erweiterung
K(pΦ)|K normal, da es sich bei pΦ um die Nullstellenmenge des Polynoms Φp(X)
handelt. Damit ist K(pΦ)|K eine Galois-Erweiterung. �

Wir werden Grad, Galois-Gruppe, Verzweigungsverhalten und Geschlecht der-
artiger Körpererweiterungen berechnen.

13
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Nach Satz 1.8 ist pΦ ein A/p-Vektorraum der Dimension 2. Diese Eigenschaft
wird sich als hilfreich bei der Konstruktion der Torsionskörper erweisen. Der Rest-
körper A/p wird im Folgenden kurz mit Fp bezeichnet. Es gilt

#Fp = qd.

Eine weitere Konsequenz von Satz 1.8 ist die Tatsache, dass sich die Galois-Gruppe
G := Gal(K(pΦ)|K) in die Gruppe GL(2,Fp) der invertierbaren 2×2-Matrizen über
Fp einbetten lässt.

Für die Bestimmung des Geschlechts vonK(pΦ)|K erinnern wir an die Riemann-
Hurwitz-Formel:

2.3. Satz (Riemann-Hurwitz-Formel). Sei F ein algebraischer Funktionenkör-
per mit Konstantenkörper k und F ′|F eine endliche separable Erweiterung mit Kon-
stantenkörpererweiterung k′|k. Bezeichne mit gF ′ und gF das Geschlecht von F ′|k′
bzw. F |k. Dann gilt

2gF ′ − 2 = [F ′ : F ]
[k′ : k] (2gF − 2) + degDF

′

F ,

wobei DF ′F die Differente von F ′ über F ist.

Beweis. Siehe [Sti93, Theorem III.4.12]. �

2.4. Bemerkung. Für die in dieser Arbeit verwendeten Notationen zu Diffe-
rente und Diskriminante, sowie einige Eigenschaften, siehe Abschnitt A.1.

Wir wollen die Riemann-Hurwitz-Formel nun auf die konkrete Situation an-
wenden, d.h. wir setzen F = K und F ′ = K(pΦ). In Kapitel 5 werden wir sehen,
dass in diesem Fall die Konstantenerweiterung trivial ist. Weiter wissen wir für den
rationalen Funktionenkörper K bereits, dass

gK = 0

gilt.

2.5. Lemma. Die Erweiterung K(pΦ)|K kann nur an den Stellen p und ∞
verzweigt sein.

Beweis. Sei q eine endliche Stelle vonK und Q eine Stelle inK(pΦ) über q. Da
es sich beiK(pΦ)|K um eine Galois-Erweiterung handelt, hängt das Verhalten einer
über q liegenden Stelle vonK(pΦ) nicht davon ab, welche dieser Fortsetzungen von q
wir betrachten. Das Verzweigungsverhalten von Q|q können wir in der lokalisierten
und komplettierten Situation bestimmen. In diesem Fall gilt

(K(pΦ))Q = Kq(pΦ),

wir betrachten also die Erweiterung lokaler Körper Kq(pΦ)|Kq.
Da das additive Polynom Φp Absolutglied p besitzt, hat Φp an jeder endlichen

Stelle q 6= p gute Reduktion, d.h. Φp reduziert modulo q zu einem separablen
Polynom Φp gleichen Grades. Nach dem trivialen Fall des Lemmas von Hensel
(siehe Satz A.15) kann daher jede Nullstelle von Φp zu einer Nullstelle von Φp

geliftet werden.
Es genügt also, die durch Φp beschriebene Restkörpererweiterung vorzunehmen,

um den Torsionskörper Kq(pΦ) zu erzeugen. Damit ist die Erweiterung Kq(pΦ)|Kq

unverzweigt, d.h. q ist unverzweigt in K(pΦ)|K. �

2.6. Bemerkung. Wir vereinfachen nun die Riemann-Hurwitz-Formel für den
betrachteten Torsionskörper unter der Voraussetzung, dass die Körpererweiterung
K(pΦ)|K triviale Konstantenerweiterung besitzt.
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Für die Bestimmung des Grades der Differente genügt es, die lokalen Diskrimi-
nantenexponenten zu berechnen. Es gilt nach Definition des Grades eines Divisors

degDK(pΦ)
K =

∑
P∈PK

∑
P|P

d(P|P ) deg P,

wobei der Ausdruck
∑
P|P

bedeutet, dass über alle Stellen P in K(pΦ) summiert

wird, die über der Stelle P von K liegen.
Weiter sei fP|P der Trägheitsindex von P|P . Dann ist nach Definition des

Grades einer Stelle
deg P = fP|P degP.

Die Trägheitsindizes und Differentenexponenten sind hierbei unabhängig von der
konkreten Stelle P über gegebenem P , da die Erweiterung K(pΦ)|K galoissch ist.
Es reicht also, die Betrachtungen in der lokalisierten Situation durchzuführen. Die
Formel lautet damit

degDK(pΦ)
K =

∑
P∈PK

# {P|P} d(KP (pΦ)|KP )fKP (pΦ)|KP degP,

wobei #{P|P} die Anzahl der Stellen von K(pΦ) über P bezeichnet. Der Ausdruck
d(KP (pΦ)|KP )fKP (pΦ)|KP

ist nach Definition nichts anderes als der lokale DiskriminantenexponentDKP (pΦ)|KP
(siehe Bemerkung A.4).

Aus Lemma 2.5 wissen wir, dass nur die Diskriminantenexponenten an den
Stellen p und∞ ungleich Null sein können. Die Riemann-Hurwitz-Formel lässt sich
damit schließlich auf die Form

2gL − 2 = −2[K(pΦ) : K] + deg p #{p′|p}DKp(pΦ)|Kp
+ #{∞′|∞}DK∞(pΦ)|K∞

vereinfachen.

Wir werden aufgrund dieser Überlegungen die Körpererweiterung K(pΦ)|K
zunächst in der an p bzw. ∞ lokalisierten Situation untersuchen, um die lokalen
Diskriminantenexponenten zu berechnen. Die Eigenschaften des globalen Torsions-
körpers können wir anschließend aus den lokalen Daten bestimmen.





KAPITEL 3

Die endliche Stelle p

Wir untersuchen in diesem Kapitel das Verhalten von K(pΦ) an der endlichen
Stelle p. Sei Kp die Komplettierung von K an p und OKp der (lokale) Ganzheitsring
von Kp mit normierter Bewertung v. Das normierte Primpolynom p ∈ A ⊂ OKp

ist eine Uniformisierende von Kp. Für den Restkörper gilt OKp/p = Fp.
Wir betrachten die Erweiterung Kp(pΦ)|Kp (vgl. dazu Lemma 2.5) und defi-

nieren die lokale Galois-Gruppe
Gp := Gal(Kp(pΦ)|Kp).

Diese lässt sich in die globale Galois-Gruppe G = Gal(K(pΦ)|K) einbetten und ist
isomorph zur Zerlegungsgruppe einer Stelle P von K(pΦ) über p (siehe [Lan70,
S. 13]).

Indem wir die eindeutigen Fortsetzungen von v auf endliche algebraische Er-
weiterungen von Kp so normieren, dass eine Uniformisierende von Kp weiterhin
Bewertung 1 besitzt, erhalten wir Bewertungen, die bestimmte Nenner zulassen.
Auf diese Weise lässt sich eine eindeutige Fortsetzung von v auf einen algebraischen
Abschluss Kp definieren, die Q ∪ {∞} als Bild besitzt. Da diese Fortsetzung ein-
geschränkt auf Kp mit der ursprünglichen Bewertung v übereinstimmt, bezeichnen
wir sie ebenfalls mit v. Ist im Folgenden nichts anderes angegeben, so beziehen wir
uns stets auf diese Bewertung.

Insbesondere entspricht dies der Bewertung, die in Satz A.9 für die Aussage des
Newton-Polygons verwendet wird.

Zunächst bestimmen wir die Reduktion von Φp modulo p. Wir werden sehen,
dass hierbei zwei Fälle möglich sind, die ein unterschiedliches Vorgehen bei den
weiteren Betrachtungen erfordern.

Wie bereits in Kapitel 2 erwähnt, gilt die Isomorphie von Fp-Vektorräumen

pΦ ∼= Fp ×Fp.

Dies ist ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Sachverhalts:

3.1. Bemerkung. Da ΦT Koeffizienten in A besitzt, erzeugt der Drinfeld-
Modul Φ nicht nur A-Modulstrukturen auf Körpererweiterungen von Kp, sondern
auch auf Ringerweiterungen von OKp , dem Ideal p und pΦ selbst.

Wir behalten die Notation aus (2.1) bei und schreiben

Φp = pτ0 + a1τ + . . .+ adτ
d + . . .+ (−1)dτ2d

mit Koeffizienten in A, also insbesondere in OKp . Die Reduktion des additiven
Polynoms Φp modulo p hat die Form

Φp ≡ 0τ0 + a1τ + . . .+ adτ
d + . . .+ (−1)dτ2d mod p.

3.2. Bemerkung. Wir können die Reduktion Φ : A→ Fp{τ} von Φ modulo p
als Drinfeld-Modul auf Erweiterungen von Fp = A/p betrachten (vgl. zum Beispiel
[Gek91, Abschnitt 1]). Da ΦT Leitkoeffizient −1 besitzt, gilt

degτ ΦT = 2,

17
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also ist auch Φ ein Drinfeld-Modul des Rangs 2.

Nach Bemerkung 3.1 wird durch Φ eine Fp-Vektorraumstruktur auf pΦ in-
duziert. Ebenso ist durch Φ eine Fp-Vektorraumstruktur auf ker Φp gegeben. Das
reduzierte Polynom Φp(X) ist vom Grad q2d, besitzt auf Grund der oben gezeig-
ten Gestalt aber die mindestens q-fache Nullstelle 0. Wegen #Fp = qd muss daher
entweder

ker Φp
∼= {0} (3.1)

oder
ker Φp

∼= Fp (3.2)
gelten.

Andererseits ist eine direkte Folge aus der Definition von Ganzheitsringen, dass
die Nullstellen von Φp ∈ OKp{τ} in Kp(pΦ) ganz sind, d.h. dass

pΦ ⊂ OKp(pΦ)

gilt. Bezeichnen wir das maximale Ideal von OKp(pΦ) mit P, können wir also die
Reduktion pΦ von pΦ modulo P betrachten.

Da pΦ die Nullstellenmenge von Φp ist, gilt im Restkörper von OKp(pΦ)

ker Φp = pΦ,
d.h. die Reduktionsabbildung von der p-Torsion des Drinfeld-Moduls Φ in die p-
Torsion von Φ ist surjektiv und besitzt als Kern Fp × Fp im ersten, bzw. Fp im
zweiten Fall.

Fall (3.1) bedeutet

Φp(X) ≡ (−1)dXq2d
mod p,

da Φp(X) die q2d-fache Nullstelle 0 besitzt. Diesen Fall nennen wir in Anlehnung
an die klassische Situation supersingulär.

Im Fall (3.2) hat die Nullstelle 0 von Φp(X) Vielfachheit qd, es gilt also

Φp(X) ≡ Xqd
(
ad + . . .+ (−1)dXq2d−qd

)
mod p, ad 6≡ 0 mod p. (3.3)

Dies ist der ordinäre Fall.
Die obigen Überlegungen erlauben es uns, ein Kriterium dafür zu formulieren,

wann eine Stelle supersingulär ist.

3.3. Satz. Sei p ∈ A ein normiertes Primpolynom vom Grad d. Die Stelle p ist
genau dann supersingulär, wenn für den d-Koeffizienten ad von Φp die Kongruenz

ad ≡ 0 mod p

gilt.

3.4. Korollar. Sei p eine Stelle vom Grad d = 1. Dann ist p ordinär.

Beweis. In der betrachteten Situation gilt
Φp = −τ2 + τ + p,

d.h. es ist
a1 = 1 6≡ 0 mod p.

Mit Satz 3.3 folgt die Behauptung. �

3.5. Bemerkung. Für einen beliebigen Drinfeld-Modul ist der überwiegende
Anteil der Stellen ordinär. Supersingularität stellt die Ausnahme dar.

Zwar weiß man, dass es unendlich viele supersinguläre Stellen gibt, bis jetzt
konnte allerdings nur gezeigt werden, dass die Anzahl der supersingulären Stellen
des Grades n mindestens so schnell wächst wie log logn.
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Im Falle des hier betrachteten Drinfeld-Moduls gilt: Für Stellen des Grades 2
tritt Supersingularität nur in Charakteristik 2 auf. Eine Stelle vom Grad 3 kann
nur in Charakteristik 3 supersingulär sein.

3.6. Beispiel. Für die folgende Auswahl von Grundkörpern konnten die Anteile
supersingulärer Stellen kleiner Grade des betrachteten Drinfeld-Moduls berechnet
werden. Dabei bezeichnet Sd die Anzahl der supersingulären Stellen des Grades d.
Zum Vergleich ist mit Pd die Anzahl aller endlichen Stellen vom Grad d angegeben.
Einträge, die mit „−“ bezeichnet sind, konnten nicht berechnet werden.

P2 S2 P3 S3 P4 S4 P5 S5

F2 1 1 2 0 3 1 6 0
F4 6 2 20 0 60 4 204 0
F8 28 4 168 0 1 008 16 6 552 0
F16 120 8 1 360 0 16 320 64 209 712 0
F32 496 16 10 912 0 261 888 256 6 710 880 −
F64 2 016 32 87 360 0 4 193 280 − 214 748 352 −
F3 3 0 8 3 18 0 48 0
F9 36 0 240 27 1620 0 11 808 0
F27 351 0 6 552 243 132 678 0 2 869 776 −
F81 3 240 0 177 120 2 187 10 760 040 − 697 356 864 −
F5 10 0 40 0 150 0 624 30
F25 300 0 5 200 0 97 500 0 1 953 120 3250
F7 21 0 112 0 588 0 3 360 0
F11 55 0 440 0 3 630 0 32 208 0
F13 78 0 728 0 7 098 0 74 256 0
F17 136 0 1 632 0 20 808 0 283 968 0
F19 171 0 2 280 0 32 490 0 495 216 0
F23 253 0 4 048 0 69 828 0 1 287 264 0
F29 406 0 8 120 0 176 610 0 4 102 224 −

Wir beginnen unsere weiteren Untersuchungen in beiden Fällen jeweils damit,
das Newton-Polygon von

f(X) := Φp(X)
X

= p + a1X
q−1 + . . .+ a2d−1X

q2d−1−1 + (−1)dXq2d−1

über Kp[X] zu bestimmen.

3.7. Bemerkung. Im Weiteren legen wir für das Newton-Polygon eines Po-
lynoms immer die Beschreibung aus Definition A.8 zugrunde, d.h. der äußerste
linke Punkt des Newton-Polygons korrespondiert zum Leitkoeffizienten, während
der äußerste rechte Punkt durch das Absolutglied bestimmt wird.

3.1. Der supersinguläre Fall

Für die Bewertungen der Koeffizienten von f gilt: Das Absolutglied p hat Be-
wertung 1 und der Leitterm hat Bewertung 0. Die anderen Koeffizienten besitzen
echt positive Bewertung. Das Newton-Polygon von f sieht daher wie folgt aus:

OO

//•

•ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc

−1

p
q2d − 1
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Die Nullstellen von f besitzen bezüglich eingangs definierter Bewertung v Be-
wertung 1

q2d − 1 . Darüber hinaus kann man ablesen, dass f über Kp irreduzibel ist
(siehe Bemerkung A.10).

3.8. Lemma. Der Zerfällungskörper Kp(pΦ) enthält die q2d − 1-ten Einheits-
wurzeln.

Beweis. Sei 0 6= x ∈ pΦ. Dann ist

[Kp(x) : Kp] = q2d − 1,

da f über Kp irreduzibel ist. Andererseits muss aus Bewertungsgründen aber für
den Verzweigungsindex der Erweiterung Kp(x)|Kp

q2d − 1 | eKp(x)|Kp

gelten. Somit ist Kp(x)|Kp zahm und voll verzweigt. Nach Satz A.13 existiert eine
Uniformisierende π ∈ Kp, so dass Kp(x) von einer Nullstelle des Polynoms

Xq2d−1 − π

erzeugt wird. Also enthält die galoissche Hülle von Kp(x) über Kp die q2d − 1-ten
Einheitswurzeln. Damit liegen diese auch in Kp(pΦ). �

Wir wissen also: Ist ω eine primitive q2d − 1-te Einheitswurzel, so ist die Kör-
pererweiterung Kp(ω)|Kp enthalten in Kp(pΦ). Die Adjunktion der q2d − 1-ten
Einheitswurzeln an Kp entspricht einer quadratischen Erweiterung des Restkörpers
Fp, das heißt, Kp(ω)|Kp ist unverzweigt vom Grad 2.

3.9. Satz. Sei x1 eine Nullstelle von f , d.h. ein von Null verschiedener p-
Torsionspunkt. Dann ist die voll verzweigte Erweiterung Kp(ω)(x1)|Kp(ω) eine
Kummer-Erweiterung, also galoissch vom Grad q2d−1 mit zyklischer Galois-Gruppe.

Beweis. Da die Erweiterung Kp(ω)|Kp unverzweigt ist, besitzt das Newton-
Polygon von f über Kp(ω) die gleiche Gestalt wie über Kp. Wie in Lemma 3.8
folgt damit, dass die Erweiterung Kp(ω)(x1)|Kp(ω) voll und zahm verzweigt vom
Grad q2d − 1 ist. Es existiert also eine geeignete Uniformisierende π′ ∈ Kp(ω), so
dass eine Nullstelle des Polynoms Xq2d−1 − π′ die Erweiterung Kp(ω)(x1)|Kp(ω)
erzeugt. Weiter ist

π′ 6= um, für alle u ∈ Kp(ω),m | q2d − 1,m > 1,

da π′ eine Uniformisierende von Kp(ω) ist. Andererseits enthält Kp(ω) nach Kon-
struktion die q2d− 1-ten Einheitswurzeln. Die Voraussetzungen von Satz A.16 sind
damit erfüllt. Demzufolge ist die betrachtete Erweiterung eine Kummer-Erweiterung
und besitzt eine zyklische Galois-Gruppe. �

3.10. Satz. Es gilt
Kp(ω)(x1) = Kp(pΦ),

d.h. Φp zerfällt über Kp(ω, x1) vollständig.

Beweis. Nach der Charakterisierung des supersingulären Falls gilt

Φp ≡ (−1)dτ2d mod p.

Mit der üblichen Bezeichnung für die Koeffizienten von Φp gilt also

v(ai) ≥ 1, für alle 0 ≤ i < 2d.



3.1. DER SUPERSINGULÄRE FALL 21

Das Absolutglied von Φp ist p und hat damit Bewertung 1. Mit f bezeichnen wir

weiterhin das Polynom Φp(X)
X

. Betrachte das Polynom

ϕ(X) := f(x1X)
xq

2d−1
1

= (−1)dXq2d−1 +
∑

1≤i<2d

ai

xq
2d−qi

1
Xqi−1 + p

xq
2d−1

1
.

Dann gilt für das Absolutglied ϕ0 von ϕ(X)

v(ϕ0) = v

(
p

xq
2d−1

1

)
= 1− (q2d − 1)v(x1) = 0 (3.4)

und für die weiteren Koeffizienten ϕi := ai

xq
2d−qi

1
mit 1 ≤ i < 2d

v(ϕi) = v

(
ai

xq
2d−qi

1

)
= v(ai)− v

(
xq

2d−qi
1

)
≥ 1− q2d − qi

q2d − 1 > 0.

Sei m = (x1) das maximale Ideal des Ganzheitsrings von Kp(ω)(x1) und ϕ0 die
Reduktion von ϕ0 modulo m, dann gilt

ϕ(X) ≡ (−1)dXq2d−1 + ϕ0 mod m.

Wegen Gleichung (3.4) ist ϕ0 6= 0 im Restkörper von Kp(ω)(x1). Damit sind sowohl
das Polynom ϕ(X) als auch seine Reduktion modulo m separabel. Nach Konstruk-
tion hat ϕ(X) die Eigenschaft

ϕ(1) = f(x1)
xq

2d−1
1

= 0,

also besitzt auch ϕ(X) eine Nullstelle im Restkörper von Kp(ω)(x1). Dieser ist
wegen der vorgenommenen Restkörpererweiterung der Körper mit q2d Elementen,
enthält also die q2d − 1-ten Einheitswurzeln. Damit zerfällt ϕ(X) vollständig über
dem Restkörper und nach dem trivialen Fall des Lemmas von Hensel (siehe Satz
A.15) zerfällt auch ϕ(X) über Kp(ω)(x1).

Durch Rücktransformation folgt, dass auch alle Nullstellen von f bzw. Φp in
Kp(ω)(x1) liegen. Nach Konstruktion ist dies aber der kleinste Körper mit dieser
Eigenschaft. Damit folgt die Behauptung. �

Wir erhalten für den Zerfällungskörper Kp(pΦ) von Φp über Kp das Diagramm:

Kp(pΦ) = Kp(ω, x1)

Kp(ω)

Kp

3.11. Korollar. Es gilt [Kp(pΦ) : Kp] = 2(q2d − 1).

3.12. Bemerkung. Die lokale Galois-Gruppe Gp = Gal(Kp(pΦ)|Kp) besitzt
2(q2d−1) Elemente. Es handelt sich bei Gp um das semidirekte Produkt von Cq2d−1
und C2. Hierbei bezeichnet Cn die zyklische Gruppe mit n Elementen. Für eine
Beschreibung der Gruppe Cq2d−1, siehe Bemerkung A.23.
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Die Gruppe C2 operiert (anders als bei einer Diedergruppe) nicht durch Inver-
senbildung auf Cq2d−1 sondern durch Erheben in die qd-te Potenz. Dies entspricht
dem Frobenius-Endomorphismus.

Die Gruppe Gp ist der Normalisator einer nicht-zerfallenden Cartan-Gruppe.

3.13. Satz. Für den lokalen Diskriminantenexponenten DKp(pΦ)|Kp
gilt

DKp(pΦ)|Kp
= 2(q2d − 2).

Beweis. Da die Erweiterung Kp(ω)|Kp unverzweigt ist, besitzt sie trivialen
Diskriminantenexponenten. Die Erweiterung Kp(ω, x1)|Kp(ω) ist voll und zahm
verzweigt. Wegen Bemerkung A.4 stimmen hier also Differentenexponent und Dis-
kriminantenexponent überein und können mit Satz A.7 berechnet werden. Es gilt
insgesamt:

DKp(ω)|Kp
= 0,

DKp(ω,x1)|Kp(ω) = q2d − 2.

Durch Einsetzen dieser Diskriminantenexponenten in die Formel für die Diskrimi-
nante in Körpertürmen (siehe Lemma A.6) erhalten wir

DKp(pΦ)|Kp
= [Kp(ω, x1) : Kp(ω)]DKp(ω)|Kp

+ 2DKp(ω,x1)|Kp(ω) = 2(q2d − 2).

Dabei haben wir verwendet, dass die unverzweigte Erweiterung Kp(ω)|Kp quadra-
tisch ist, also Trägheitsindex 2 besitzt. �

3.2. Der ordinäre Fall

In diesem Abschnitt sei p eine ordinäre Stelle des Grades d. Wir fordern zu-
sätzlich, dass p die folgende Hypothese erfüllt:

Hypothese 1. Es existiert kein Torsionspunkt 0 6= z ∈ pΦ, der in einer unver-
zweigten Galois-Erweiterung von Kp liegt.

3.14. Bemerkung. Eine Beschreibung der Stellen, für die bereits nachgewiesen
werden konnte, dass sie die Hypothese erfüllen, ist in Abschnitt 3.3 angegeben.

Das Absolutglied von f = Φp(X)
X

hat nach der Charakterisierung des ordi-
nären Falls in (3.3) Bewertung 1, die Koeffizienten a1, . . . , ad−1 von f besitzen echt
positive Bewertung und ad hat Bewertung 0. Da die übrigen Koeffizienten ganz
sind, genügt dies, um das Newton-Polygon von f über Kp zu bestimmen:

OO

//• ••

•lllllllllllllll

−1

p
q2d − 1q2d − qd

Φp besitzt somit qd − 1 Nullstellen mit Bewertung 1
qd − 1 > 0 und q2d − qd

Nullstellen mit Bewertung 0, zusätzlich zur einfachen Nullstelle 0. Die Nullstellen
mit echt positiver Bewertung korrespondieren zu einem irreduziblen Teiler von f
in Kp[X].

Sei x ∈ pΦ eine dieser Nullstellen mit echt positiver Bewertung. Wir wissen
bereits, dass

Fp ∗ x ⊂ pΦ
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gilt, wobei die Schreibweise „∗“ verdeutlicht, dass es sich hierbei um die durch die
Drinfeld-Modulstruktur induzierte nicht-triviale Multiplikation handelt.

Sei also c ∈ F∗p = (A/p)∗ gegeben durch ein Element von A vom Grad < d.
Für das Bild von c unter dem Drinfeld-Modul Φ gilt damit

Φc =
2d−2∑
i=0

ciτ
i mit ci ∈ A.

Insbesondere ist v(ci) ≥ 0 für i = 0, . . . , 2d− 2. Nach Definition der nicht-trivialen
Multiplikation ist

c ∗ x = Φc(x) =
2d−2∑
i=0

cix
qi .

Daraus folgt

v(c ∗ x) = v

(2d−2∑
i=0

cix
qi

)
≥ min
i=0,...,2d−2

{
v(cixq

i

)
}
≥ v(x) > 0.

Die Bewertung von x ist aber maximal unter den Nullstellen von f , somit gilt

v(c ∗ x) = v(x).

Wir fassen dieses Resultat zusammen:

3.15. Lemma. Die qd − 1 Nullstellen mit Bewertung 1
qd − 1 bilden zusammen

mit 0 einen eindimensionalen Galois-stabilen Fp-Unterraum von pΦ.

Das Polynom
α(X) :=

∏
c∈Fp

(X − c ∗ x)

ist daher Fq-additiv mit Koeffizienten in Kp und liegt somit in Kp[X]. Da der Kern
von α(X) ein eindimensionaler Fp-Unterraum von pΦ ist, ist α(X) auch in Kp{τ}
ein rechter Teiler

α = τd +
d−1∑
i=0

αiτ
i, αi ∈ Kp für alle i = 0, . . . , d− 1,

von Φp. Es existiert also ein additives Polynom

β = (−1)dτd +
d−1∑
i=0

βiτ
i ∈ Kp{τ}

mit der Eigenschaft
Φp = β ◦ α.

Der Kern von β ist dann ebenfalls ein eindimensionaler Fp-Vektorraum. Die Eigen-
schaften von α und β wollen wir in folgendem Lemma zusammenfassen.

3.16. Lemma. Seien α und β definiert wie zuvor. Dann besitzen beide Polynome
Koeffizienten in OKp . Weiter gilt

α ≡ τd mod p

und

β ≡ (−1)dτd +
d−1∑
i=0

ad+iτ
i mod p.
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Beweis. Die Nullstellen von α sind nach Voraussetzung Elemente des Ganz-
heitsrings OKp(pΦ). Damit liegen aber auch alle Koeffizienten von α im Ganzheits-
ring vonKp, da diese sich durch die Nullstellen ausdrücken lassen. Aus der Ganzheit
der Koeffizienten von Φp folgt nun, dass auch β ∈ OKp{τ} gilt.

Aus Bedingung (3.3) folgt die Kongruenz
Φp ≡ (−1)dτ2d + . . .+ adτ

d ≡
(
(−1)dτd + . . .+ ad

)
◦ τd mod p

mit ad 6≡ 0 mod p. Andererseits ist aber

v(α0) = v

 ∏
c∈F∗p

c ∗ x

 =
∑
c∈F∗p

v(c ∗ x) = 1.

Somit muss bereits
α ≡ τd mod p

und

β ≡ (−1)dτd +
d−1∑
i=0

ad+iτ
i mod p

gelten. �

Mit der Eigenschaft ad 6≡ 0 mod p aus der Definition des ordinären Falls folgt
direkt das

3.17. Korollar. Die Reduktion β(X) von β(X) modulo p ist über Fp[X] se-
parabel und hat Grad qd.

Mithilfe von α und β können wir eine neue Beschreibung von pΦ angeben, denn
es gilt

pΦ =
{
z ∈ Kp | Φp(z) = (β ◦ α)(z) = 0

}
=
{
z ∈ Kp | α(z) ∈ kerβ

}
. (3.5)

3.18. Lemma. Es gilt
Kp(kerβ) ⊂ Kp(pΦ).

Beweis. Betrachte ein Element y ∈ pΦ \ kerα, dann ist (β ◦ α)(y) = 0 und
α(y) 6= 0. Also gilt

α(y) ∈ kerβ,
und als von Null verschiedenes Element erzeugt α(y) den Kern von β als eindimen-
sionalen Fp-Vektorraum. Da α(X) in Kp[X] liegt, folgt andererseits

α(y) ∈ Kp(pΦ),
und damit ist kerβ in Kp(pΦ) enthalten. �

Sei also b ∈ Kp mit Fp ∗ b = kerβ und u ∈ Kp ein Element, das die Gleichung
α(u) = b

erfüllt, so wird pΦ als Fp-Vektorraum von x und u erzeugt.
Wir betrachten nun zunächst die durch Adjunktion von kerα bzw. kerβ entste-

henden Galois-Erweiterungen von Kp. Da es sich bei diesen Kernen um eindimen-
sionale Fp-Vektorräume handelt, genügt es, eine von Null verschiedene Nullstelle
von α bzw. β zu adjungieren.

3.19. Satz. Die Erweiterung
Kp(b) = Kp(kerβ)|Kp

ist unverzweigt.
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Beweis. Nach Korollar 3.17 und dem Lemma von Hensel genügt es, eine ge-
eignete Restkörpererweiterung vorzunehmen. �

Für eine genaue Bestimmung des Körpergrades dieser Erweiterung benötigen
wir das Konzept der Euler-Charakteristik:

3.20. Definition. Durch die folgenden Eigenschaften ist eine wohldefinierte
Abbildung χ von der Menge der Isomorphieklassen endlich erzeugter Torsionsmo-
duln über einem Dedekindring A in die Menge der Ideale 6= 0 von A gegeben:

(1) Für einen endlich erzeugten Torsionsmodul M über A hängt χ(M) nur
von der Isomorphieklasse von M ab.

(2) Für ein Primideal p von A gilt χ(A/p) = p.
(3) Die Abbildung χ ist multiplikativ in kurzen exakten Sequenzen. Das heißt,

ist die Sequenz von endlich erzeugten A-Torsionsmoduln
0 −→ X −→ Y −→ Z −→ 0

exakt, so gilt
χ(Y ) = χ(X)χ(Z).

Das Ideal χ(M) heißt die Euler-Charakteristik des endlich erzeugten Torsions-
moduls M .

3.21. Satz. Sei ad wie bisher der d-Koeffizient von Φp und ord ad die multi-
plikative Ordnung von ad in F∗p. Dann gilt

[Kp(kerβ) : Kp] = ord ad.

Beweis. Da die betrachtete Erweiterung unverzweigt ist, genügt es, die Si-
tuation über dem Restkörper zu betrachten, d.h. den Grad [Fp(kerβ) : Fp] zu
bestimmen.

Sei Φ die Reduktion von Φ modulo p. Nach [Gek08, Theorem 1.8 und 2.11]
existiert ein wohlbestimmtes Element a ∈ A mit deg a ≤ d

2 , so dass

P (X) = X2 − aX + p

das charakteristische Polynom des Frobenius F = Fp = τd von Φ ist. Das Element
a heißt die Frobenius-Spur von Φ. Es gilt also

F 2 − ΦaF + Φp = 0 in Fp{τ}.
Nach Definition des ordinären Falls ist aber

Φp ≡ β ◦ α ≡ β ◦ τd ≡ β ◦ F mod p.

Zusammen ergibt dies
0 = F 2 − ΦaF + Φp = (F − Φa + β)F,

woraus wegen der Nullteilerfreiheit von Fp{τ} folgt, dass

F − Φa + β = 0
ist. Koeffizientenvergleich liefert, dass a modulo p kongruent ist zum Absolutglied
von β. Nach Lemma 3.16 gilt daher

a ≡ ad mod p. (3.6)

Wir bezeichnen mit χ(Fp,Φ) die Euler-Charakteristik des A-Moduls (Fp,Φ), d.h.
wir betrachten Fp bezüglich der durch Φ induzierten A-Modulstruktur. Nach De-
finition ist die Euler-Charakteristik ein wohlbestimmtes Ideal von A, genauer gilt
wegen [Gek91, Theorem 5.1]

χ(Fp,Φ) = (P (1)) .
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Die Z-Funktion (definiert in [Gek91, Definition 5.7]) von Φ lautet für den gegebe-
nen Drinfeld-Modul

ZΦ(t) = 1− at+ pt2

(1− t)(1− pt) .

Wir betrachten die Potenzreihenentwicklung(
t
d

dt
log
)
ZΦ(t) = t

Z ′Φ(t)
ZΦ(t) =

∑
m≥1

zmt
m ∈ A[[t]],

wobei d
dt log die logarithmische Ableitung bezeichnet. Wie in [Gek91, Korollar 5.9]

gezeigt, gilt für die Erweiterung F(m)
p des Grades m von Fp

χ(F(m)
p ,Φ) = (zm). (3.7)

Betrachtung modulo p liefert

t
Z ′Φ(t)
ZΦ(t) ≡

∑
m≥1

(1− am)tm ∈ Fp[[t]]. (3.8)

Da Φp ≡ β ◦ F mod p ist, stimmen die Nullstellenmengen von Φp und β wegen der
Injektivität von F überein. Wir erhalten also

Fp(kerβ) = Fp(pΦ).

Es existiert eine eindeutige Zahl m0 ∈ N mit

Fp(pΦ) = F(m0)
p .

Nach Konstruktion gilt
pΦ ⊂ Fp(pΦ)

und pΦ ist im ordinären Fall als A-Modul isomorph zu A/p. Nach Eigenschaft 2 der
Euler-Charakteristik muss daher p in χ(Fp(pΦ),Φ) = χ(F(m0)

p ,Φ) enthalten sein.
Wegen (3.7) ist m0 also minimal mit der Eigenschaft

zm0 ≡ 0 mod p.

Aus der Kongruenz (3.8) folgt, dass m0 die multiplikative Ordnung von a in Fp

ist. Wegen der Beziehung (3.6) ist dies aber auch die multiplikative Ordnung des
Absolutglieds von β bzw. des d-Koeffizienten von Φp. Damit ist die Behauptung
gezeigt. �

3.22. Korollar. Die Galois-Gruppe Gal(Kp(kerβ)|Kp) ist isomorph zu einer
Untergruppe von F∗p.

Beweis. Die Gestalt der Galois-Gruppe erhält man mithilfe der Kummer-
Theorie (siehe Satz A.16): Die Erweiterung Kp(kerβ)|Kp ist unverzweigt vom Grad
nβ | qd − 1. Damit entsteht die Erweiterung durch Ziehen einer nβ-ten Wurzel aus
einem geeigneten Element von Kp. Da Kp primitive nβ-te Einheitswurzeln enthält,
handelt es sich um eine Kummer-Erweiterung, die zyklisch der Ordnung nβ ist. �

3.23. Korollar. Sei deg p = 1. Dann ist die Erweiterung Kp(kerβ)|Kp trivial.

Beweis. Ist p = T − c mit c ∈ Fq, so gilt

Φp = T − c+ τ − τ2.

Damit ist nach Satz 3.21

[Kp(kerβ) : Kp] = ord ad = ord 1 = 1.

�
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3.24. Bemerkung. Um im Beweis von Satz 3.21 das charakteristische Polynom
des Frobenius Fp als P (X) = X2 − aX + p zu bestimmen, haben wir Gebrauch
von der Gestalt des betrachteten Drinfeld-Moduls gemacht: Es liegt an der Wahl
der Koeffizienten von ΦT , dass wir gerade p als Absolutglied erhalten (das negative
Vorzeichen des Leitterms von ΦT ist an dieser Stelle entscheidend).

Im Fall eines beliebigen Drinfeld-Moduls ist der Ausdruck im Absolutglied kom-
plizierter.

Wir betrachten nun den Zerfällungskörper von α.
3.25. Satz. Die Erweiterung

Kp(x) = Kp(kerα)|Kp

ist voll verzweigt vom Grad qd−1. Die Galois-Gruppe Gal(Kp(x)|Kp) ist isomorph
zu F∗p.

Beweis. Nach Lemma 3.16 ist v(αi) ≥ v(α0) = 1 für i = 1, . . . , d − 1. Das

Polynom α(X) = Xqd +
d−1∑
i=0

αiX
qi erfüllt damit die Bedingungen des ersten Falls

von Satz A.12, der als Verallgemeinerung des Eisensteinkriteriums die Aussage über
Grad und Verzweigungsverhalten der betrachteten Erweiterung liefert.

Die Gestalt der Galois-Gruppe folgt aus der Definition von α. �

Aus den bisherigen Überlegungen folgt direkt das
3.26. Korollar. Die Erweiterungen Kp(x) und Kp(b) sind über Kp linear

disjunkt.
Allerdings ist das Kompositum dieser Körper noch nicht der Zerfällungskörper

von Φp über Kp, wie der folgende Satz zeigt.
3.27. Satz. Ist Hypothese 1 erfüllt, so existiert kein Torsionspunkt u ∈ pΦ in

Kp(b, x), der nicht im Kern von α liegt.
Beweis. Als Folge von Korollar 3.26 und Satz 3.25 ist die Galois-Gruppe

H := Gal(Kp(b, x)|Kp(b))
isomorph zu Gal(Kp(x)|Kp) und zyklisch der Ordnung qd − 1. Sei σ ein Erzeuger
von H, dann gilt σ(z) = c∗z für alle z ∈ kerα und ein Element c ∈ F∗p der Ordnung
qd − 1.

Annahme: Es existiert u ∈ Kp(b, x) mit Φp(u) = 0 und α(u) 6= 0. Nach Hypo-
these 1 ist u /∈ Kp(b), d.h. σ(u) 6= u. Allerdings liegt α(u) im Kern von β und somit
in Kp(b). Da σ Elemente von Kp(b) festhält, gilt

α(u) = σ(α(u)) = α(σ(u)),
d.h. es ist

0 6= σ(u)− u ∈ kerα.
Setzen wir x′ := σ(u) − u, so lässt sich direkt nachrechnen, dass das Element
y := (c− 1)−1 ∗ x′ ∈ kerα die Gleichung

σ(u)− u = σ(y)− y
erfüllt. Hierbei ist y wohldefiniert, da c nach Definition ungleich 1 ist. Wir erhalten
durch Äquivalenzumformung

σ(u)− u = σ(y)− y
⇔ σ(u− y) = u− y
⇔ ρ(u− y) = u− y für alle ρ ∈ H
⇔ u− y ∈ Kp(b).
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Nach Konstruktion ist u − y ein Element von pΦ, liegt andererseits aber in der
unverzweigten Erweiterung Kp(b) von Kp im Widerspruch zur Hypothese. �

Es muss somit noch eine weitere Körpererweiterung vorgenommen werden, um
die Körpererweiterung Kp(pΦ)|Kp zu erzeugen. Diese wird durch das folgende Lem-
ma beschrieben.

3.28. Lemma. Sei u ∈ Kp eine Lösung der Gleichung α(u) = b. Dann ist
die Körpererweiterung Kp(x, u) = Kp(x, b)(u) von Kp(x, b) der Zerfällungskörper
von Φp.

Beweis. Dass tatsächlich

Kp(x, u) = Kp(x, b)(u)

gilt, folgt direkt aus der Definition von u. Nach Konstruktion ist in jedem Fall

Kp(x, u) ⊂ Kp(pΦ).

Da mit einer Lösung von
α(u) = b

auch alle weiteren Lösungen in Kp(x, u) liegen (weil kerα in Kp(x, u) enthalten ist),
folgt mit der in (3.5) angegebenen Beschreibung der p-Torsion die Behauptung. �

3.29. Satz. In der Situation von Lemma 3.28 gilt: Die Erweiterung Kp(x, u)
von Kp(x, b) ist voll verzweigt vom Grad qd.

Die Galois-Gruppe Gal(Kp(x, u)|Kp(x, b)) ist isomorph zu Fp. Für den lokalen
Differentenexponenten gilt

d(Kp(x, u)|Kp(x, b)) = 2(qd − 1).

Beweis. Da die Erweiterung Kp(b)|Kp unverzweigt ist, bezeichnen wir das
maximale Ideal von Kp(b) ebenfalls mit p. Das maximale Ideal von Kp(x, b) nennen
wir P.

Wir finden u0 ∈ OKp(b) mit α(u0) ≡ b mod p. Ist nämlich nβ := [Kp(b) : Kp],
so ist nach Satz 3.19

# (OKp(b)/p) = (#Fp)nβ = qdnβ .

Zusammen mit der Kongruenz

α(X) ≡ Xqd mod p

folgt, dass das Element
u0 = bq

d(nβ−1)

das Gewünschte leistet. Es gilt also

b′ := α(u0)− b ∈ p,

d.h.
v(b′) ≥ 1.

Als Element der unverzweigten Erweiterung Kp(b) von Kp besitzt b′ ganzzahlige
Bewertung bezüglich v.

Da α ein additives Polynom ist, erhalten wir die gleiche Körpererweiterung,
wenn wir in der Gleichung

α(u) = b

die rechte Seite um ein Element des Bildes α (Kp(x, b)) abändern.
Somit ist Kp(x, b)(u) = Kp(x, b)(u′), wenn u′ eine Lösung von

α(u′) = b′ (3.9)
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ist. Zusätzlich nehmen wir nun eine Renormierung von α vor. Wir setzen

α̃(X) := α(xX)
xqd

= Xqd +
d−1∑
i=0

α̃iX
qi .

Da α über Kp(x, b) zerfällt, gilt dies auch für α̃. Die Koeffizienten von α̃ sind von
der Form

α̃i = αi

xqd−qi
für 0 ≤ i ≤ d− 1

und besitzen daher nach Lemma 3.16 nicht-negative Bewertung. Insbesondere ist

v(α̃0) = v(α0)− (qd − 1)v(x) = 0,

d.h. die Reduktion von α̃ modulo P ist separabel und zerfällt über dem Restkörper
von Kp(x, b).

Eine Lösung u′ von (3.9) erzeugt die gleiche Körpererweiterung wie eine Null-
stelle ũ′ von

α̃ (X)− b̃′

mit ũ′ = u′

x
und b̃′ = b′

xqd
.

Wir bezeichnen mit w die auf Kp(x, b) normierte diskrete Bewertung, d.h. für
y ∈ Kp(x, b) gilt

w(y) = (qd − 1)v(y).

Annahme: Es gilt v(b′) > 1. Dann ist

w
(
b̃′
)

= w

(
b′

xqd

)
= (qd − 1)v(b′)− qdw(x)

≥ 2(qd − 1)− qd > 0.

Betrachten wir also die Reduktion des Polynoms α̃ (X)− b̃′ modulo P, so ist diese
kongruent zu α̃ modulo P und zerfällt damit über dem Restkörper von Kp(x, b).
Mithilfe des trivialen Falls des Lemmas von Hensel folgt, dass das Polynom α̃ (X)−b̃′
eine Nullstelle in Kp(x, b) besitzt. Das bedeutet, dass die gesuchte Körpererweite-
rung Kp(x, b)(u) von Kp(x, b) trivial ist, im Widerspruch zu Satz 3.27.

Also ist v(b′) = 1. Dann gilt

w
(
b̃′
)

= w

(
b′

xqd

)
= (qd − 1)v(b′)− qdw(x) = qd − 1− qd = −1.

Damit genügt das Polynom

α̃(X)− b̃′

den Bedingungen von Satz A.21, der die Erweiterung beschreibt, die von einer
Nullstelle eines solchen Polynoms erzeugt wird. Bei der Bestimmung der Galois-
Gruppe nutzen wir aus, dass die additive Gruppe von Fp isomorph ist zu kerα. �
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Die Körpererweiterung Kp(pΦ)|Kp besitzt damit die Gestalt:

Kp(pΦ) = Kp(x, u)

Kp(x, b)

Kp(b)

nnnnnnnnnnnn
Kp(x)

PPPPPPPPPPPP

Kp

nnnnnnnnnnnnnn

PPPPPPPPPPPPPP

Aus den bisherigen Überlegungen erhalten wir folgende Resultate:

3.30. Korollar. Sei nβ = [Kp(b) : Kp]. Es gilt
[Kp(pΦ) : Kp] = nβ(qd − 1)qd.

3.31. Korollar. Fixiere die Fp-Basis {x, u} von pΦ. Die lokale Galois-Gruppe
Gp = Gal(Kp(pΦ)|Kp)

lässt sich bezüglich dieser Basis in der Form

Gp =
{(

a b
0 c

) ∣∣∣∣ a ∈ F∗p, b ∈ Fp, c ∈ Gu
}
⊂ GL(2,Fp)

darstellen, wobei Gu ⊂ F∗p isomorph zur Galois-Gruppe der unverzweigten Erwei-
terung Kp(b)|Kp ist.

Des Weiteren können wir nun den lokalen Diskriminantenexponenten berech-
nen.

3.32. Satz. Sei nβ = [Kp(b) : Kp] = [Kp(x, b) : Kp(x)]. Für den lokalen
Diskriminantenexponenten DKp(pΦ)|Kp

gilt

DKp(pΦ)|Kp
= nβ(q2d − 2).

Beweis. Wir verwenden die Formel aus Lemma A.6 um aus den Diskriminan-
tenexponenten der Teilerweiterungen den gesamten Diskriminantenexponenten zu
berechnen. Im Einzelnen gilt:

Nach Satz 3.29 gilt in der wild verzweigten Erweiterung Kp(x, u)|Kp(x, b) für
den lokalen Differentenexponenten

d(Kp(x, u)|Kp(x, b)) = 2(qd − 1).
Weiter liefert Satz A.7 für den Differentenexponenten der voll und zahm verzweigten
Erweiterung Kp(x)|Kp

d(Kp(x)|Kp) = qd − 2.
Da beide Teilerweiterungen voll verzweigt sind, folgt mit Bemerkung A.4, dass die
Differentenexponenten mit den Diskriminantenexponenten der jeweiligen Erweite-
rungen übereinstimmen.

In der unverzweigten Erweiterung Kp(x, b)|Kp(x) gilt
DKp(x,b)|Kp(x) = 0.

Wir wenden nun zweimal Lemma A.6 an. Im ersten Schritt erhalten wir zunächst
DKp(x,u)|Kp(x) = [Kp(x, u) : Kp(x, b)]DKp(x,b)|Kp(x) + nβDKp(x,u)|Kp(x,b)

= 2nβ(qd − 1),
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da nβ nach Definition der Trägheitsindex der Erweiterung Kp(x, b)|Kp(x) ist. Da-
mit können wir im zweiten Schritt den lokalen Diskriminantenexponenten von
Kp(x, u)|Kp berechnen. Es gilt

DKp(x,u)|Kp
= [Kp(x, u) : Kp(x)]DKp(x)|Kp

+DKp(x,u)|Kp(x),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Erweiterung Kp(x)|Kp voll verzweigt ist, und
damit Trägheitsindex 1 besitzt. Insgesamt ist also

DKp(x,u)|Kp
= nβq

d(qd − 2) + 2nβ(qd − 1) = nβ(q2d− 2).

�

3.3. Die Hypothese im ordinären Fall

In diesem Abschnitt wollen wir auf die zuvor im ordinären Fall formulierte
Hypothese 1 zurückkommen. Wir beweisen, dass die Hypothese für alle Stellen des
Grades 1 und 2 erfüllt ist.

3.33. Bemerkung. Weiter hat die Untersuchung sämtlicher normierter Prim-
polynome vom Grad 3 über endlichen Körpern Fq, wobei q ≤ 32 und char Fq 6= 3
ist, keine Beispiele für ordinäre Stellen geliefert, an denen die Hypothese verletzt
ist.

Ob es tatsächlich endliche Stellen gibt, die die Hypothese nicht erfüllen, ist
offen.

3.34. Bemerkung. Es sei darauf hingewiesen, dass wir nur in Satz 3.27 direk-
ten Gebrauch von der Hypothese gemacht haben. Wir können daher auch im Fall,
dass eine ordinäre Stelle die Hypothese nicht erfüllt, Resultate formulieren, die von
diesem Satz unabhängig sind.

Für den Beweis in den bisher gelösten Fällen verwenden wir folgendes

3.35. Lemma. Die Hypothese ist für eine endliche Stelle p von K erfüllt, wenn
das additive Polynom Φp keine Zerlegung der Form

Φp = δ ◦ γ

mit additiven Polynomen γ, δ ∈ OKp{τ} besitzt, die die Eigenschaften

δ ≡ (−1)dτd mod p

bzw.
die Reduktion von γ modulo p ist separabel

erfüllen.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition der Aussage. Sei also z ∈ pΦ enthalten
in einer unverzweigten Galois-Erweiterung L von Kp. Nach Lemma 3.15 kann z
keine der Nullstellen mit echt positiver Bewertung sein, also hat z Bewertung 0 in
Kp(pΦ). Mit z liegen auch alle Fp-Vielfachen von z in L. Andererseits kann kein
Torsionspunkt z′ ∈ pΦ in L enthalten sein, der Fp-linear unabhängig von z ist, da
sonst {z, z′} ⊂ L eine Basis von pΦ wäre. Dann aber ließe sich x in dieser Basis
darstellen und L enthielte eine voll verzweigte Körpererweiterung von Kp.

Die Elemente von Fp∗z werden somit unter der Galois-Gruppe von Kp(pΦ)|Kp

aufeinander abgebildet, d.h.

γ(X) :=
∏
c∈Fp

(X − c ∗ z)
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liegt bereits in Kp[X] und wegen der Ganzheit der Nullstellen sogar in OKp [X]. Da
ker γ ein Fp-Unterraum von pΦ ist, ist

γ(X) = Xqd +
d−1∑
i=0

γiX
qi ∈ OKp{τ}

ein rechter Teiler von Φp, d.h. wir erhalten die Faktorisierung Φp = δ ◦ γ mit einem
additiven Polynom δ ∈ OKp{τ}. Weiter gilt

v(γ0) = v

 ∏
c∈F∗p

(c ∗ z)

 = 0.

Damit erfüllt γ die verlangten Bedingungen. Die Eigenschaften von δ folgen wie in
Lemma 3.16 aus der Charakterisierung von Φp im ordinären Fall. �

3.36. Satz. Sei p ∈ A ein normiertes Primpolynom des Grades 1. Dann erfüllt
die Stelle p Hypothese 1.

Beweis. Es genügt, den Fall p = T zu betrachten. Die Aussage für allgemeine
Stellen p = T − c, c ∈ Fq, folgt durch Koordinatentransformation.

Annahme: Es existieren γ0 ∈ O∗Kp
und δ0 ∈ p mit

ΦT = (−τ + δ0)(τ + γ0).
Durch Koeffizientenvergleich folgt

γ0δ0 = T (3.10)
und

δ0 − γ0
q = 1. (3.11)

Umstellen von (3.11) liefert, dass
δ0 = (1 + γ0

q) = (1 + γ0)q

eine q-te Potenz in OKp ist. Andererseits ist nach (3.10)

δ0 = γ0
−1T

eine Uniformisierende von p. Dies ist ein Widerspruch. Mit Lemma 3.35 folgt die
Behauptung. �

3.37. Satz. Sei p = T 2 + uT + v ∈ A eine ordinäre Stelle des Grades 2,
u, v ∈ Fq. Dann ist Hypothese 1 für p erfüllt.

Beweis. Annahme: Es existieren additive Polynome γ = τ2 + γ1τ + γ0 und
δ = τ2 + δ1τ + δ0 in OKp{τ} mit den Eigenschaften

Φp = δ ◦ γ
und

δ0 ≡ δ1 ≡ 0 mod p

bzw.
γ0 ∈ O∗Kp

.

Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen
p = δ0γ0 (3.12)

u+ T + T q = δ1γ0
q + δ0γ1 (3.13)

1− u− T − T q
2

= γ0
q2

+ δ1γ1
q + δ0 (3.14)

−2 = γ1
q2

+ δ1. (3.15)
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Aus Gleichung (3.12) folgt, dass δ0 eine Uniformisierende von p ist. Gleichung (3.15)
liefert, dass δ1 eine q-te Potenz ist. Zusammen mit (3.13) und (3.14) ergibt sich,
dass δ0 + δ0γ1 = δ0(1 + γ1) eine q-te Potenz ist. Da # (OKp/p) = q2 gilt, ist nach
Gleichung (3.15) aber

γ1 ≡ γ1
q2
≡ −2 mod p,

so dass 1+γ1 eine Einheit in OKp ist. Also ist auch δ0(1+γ1) eine Uniformisierende,
im Widerspruch dazu, dass es sich bei diesem Element um eine q-te Potenz handeln
soll. Mit Lemma 3.35 folgt die Behauptung. �





KAPITEL 4

Die unendliche Stelle ∞

In diesem Kapitel betrachten wir die lokale Körpererweiterung K∞(pΦ)|K∞
mit Galois-Gruppe

G∞ := Gal(K∞(pΦ)|K∞).

Wie in Kapitel 3 für die lokale Galois-Gruppe an der endlichen Stelle beschrieben,
lässt sich auch G∞ nach G = Gal(K(pΦ)|K) einbetten.

Das Element T−1 ist eine Uniformisierende von K∞, wir erhalten also die Dar-
stellung K∞ = Fq((T−1)). Der Restkörper von K∞ ist Fq.

Wir bezeichnen mit v die normierte diskrete Bewertung auf K∞ und mit |·| den
zugehörigen Absolutbetrag. Wie in Kapitel 3 normieren wir die Fortsetzungen von
v so, dass wir auf dem algebraischen Abschluss K∞ eine eindeutige (wieder mit v
bezeichnete) Bewertung mit Bild Q ∪ {∞} erhalten, bezüglich der eine Uniformi-
sierende von K∞ Bewertung 1 hat.

Unsere Vorgehensweise an der unendlichen Stelle unterscheidet sich wesentlich
von der an der endlichen Stelle p. Durch Betrachtung der analytischen Eigenschaften
des gegebenen Drinfeld-Moduls gelingt es uns, zu zeigen, dass das lokale Verhalten
an ∞ nicht von der Wahl von p abhängt.

4.1. Analytische Vorüberlegungen

Sei C die in Abschnitt 1.2 eingeführte Komplettierung von K∞. Sei Λ das durch
unseren Drinfeld-Modul Φ definierte Gitter in C und eΛ die zugehörige Exponenti-
alfunktion. Es gilt

eΛ(X) =
∑
i≥0

αiX
qi ∈ K∞[[X]].

Dies folgt direkt aus den Berechnungsvorschriften für eΛ in Bemerkung 1.15 unter
Verwendung der Tatsache, dass die Koeffizienten von ΦT bereits über K definiert
sind.

Wir wollen das Newton-Polygon zu eΛ konstruieren, um eine genauere Beschrei-
bung der Nullstellenmenge Λ zu erhalten. Wir benötigen dazu Aussagen über die
Bewertungen der Koeffizienten der Exponentialfunktion. Diese liefert das folgende

4.1. Lemma. Für die Bewertungen der Koeffizienten αk von eΛ gilt

v(αk)


= k

2 q
k für k gerade,

= q für k = 1,
≥ k+1

2 qk für k > 1 ungerade.

Beweis. Für k = 0 und k = 1 rechnet man die Behauptung direkt nach: Nach
Bemerkung 1.15 ist α0 = 1 und α1 = (T q − T )−1, d.h. v(α0) = 0 und v(α1) = q.

Für k ≥ 2 existiert die Formel

αk = (T q
k

− T )−1(αqk−1 − α
q2

k−2),

35
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die man ebenfalls aus Bemerkung 1.15 erhält, indem man dort a = T wählt und
die Koeffizienten des gegebenen Drinfeld-Moduls einsetzt. Da T−1 eine Uniformi-
sierende von K∞ ist, gilt

v
(

(T q
k

− T )−1
)

= qk.

Wir zeigen nun die Aussage für k ≥ 2 durch Induktion.
Induktionsanfang: k = 2. Es ist

α2 = (T q
2
− T )−1(αq1 − 1),

d.h.
v(α2) = q2.

k = 3. Dann ist
α3 = (T q

3
− T )−1(αq2 − α

q2

1 )
und damit folgt

v(α3) ≥ q3 + min{q3, q3} = 2q3.

Induktionsvoraussetzung: Sei die Behauptung gezeigt für k und k−1 mit k−1 ≥ 2.
Induktionsschritt: k − 1, k → k + 1.

Erster Fall: k ist gerade. Es ist nach Induktionsvoraussetzung

v(αk) = k

2 q
k und v(αk−1) ≥ k

2 q
k−1.

Also gilt

v(αqk) = k

2 q
k+1 bzw. v(αq

2

k−1) ≥ k

2 q
k+1,

woraus mittels der rekursiven Formel folgt

v(αk+1) ≥ qk+1 + k

2 q
k+1 = (k + 1) + 1

2 qk+1.

Dies zeigt den ersten Fall.
Zweiter Fall: k ist ungerade. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann

v(αk) ≥ k + 1
2 qk und v(αk−1) = k − 1

2 qk−1.

Damit gilt

v(αqk) ≥ k + 1
2 qk+1 bzw. v(αq

2

k−1) = k − 1
2 qk+1.

Die rekursive Formel liefert in diesem Fall

v(αk+1) = qk+1 + k − 1
2 qk+1 = k + 1

2 qk+1

und die Behauptung ist auch im zweiten Fall bewiesen. �

4.2. Bemerkung. Beachte im Folgenden, dass dem Newton-Polygon für Po-
tenzreihen gemäß Bemerkung A.11 eine andere Normierung zugrunde liegt als im
Polynomfall: Die Bewertungen der Koeffizienten werden von links nach rechts in
aufsteigender Ordnung eingetragen, beginnend beim Absolutglied der Potenzreihe.
Als Konsequenz daraus entspricht die Bewertung der Nullstellen auf einem Geraden-
stück nicht der Steigung des Geradenstücks sondern dem Negativen der Steigung.

Wir können nun zeigen, dass das Gitter in der gegebenen Situation über die
folgende Eigenschaft verfügt, die Rechnungen im Gitter vereinfacht:

4.3. Satz. Es existiert eine A-Basis {ω1, ω2} ⊂ C von Λ, d.h. Λ = Aω1⊕Aω2,
mit der Eigenschaft

|ω1| = |ω2| ist minimal in Λ.
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Beweis. Der Beweis erfolgt über das Newton-Polygon von eΛ. Wir zeigen, dass
die in Lemma 4.1 bewiesenen Eigenschaften der Bewertungen der Koeffizienten von
eΛ ausreichen, um das Newton-Polygon zu bestimmen.

Zunächst bilden wir die konvexe Hülle zu den Koeffizienten mit geradem Index,
an denen wir die exakte Bewertung kennen, d.h. wir verwenden die Stützstellen

(q2k − 1, v(α2k)) = (q2k − 1, kq2k) mit k ≥ 0.

Bezeichnen wir die Steigung der Verbindungsstrecke der Stützstellen im Intervall
[q2k − 1, q2k+2 − 1] mit mk, so ist

mk = (k + 1)q2k+2 − kq2k

q2k+2 − 1− (q2k − 1) = k + q2

q2 − 1 .

Es gilt also m0 < m1 < m2 < . . . und damit erzeugen die Verbindungsstrecken der
Stützstellen die konvexe Hülle bezüglich der geraden Indizes.

OO

//•
•ggggggggggg
•

•oooooooooooooooooo

(
q4 − 1, v(α4)

)•

•zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

•

p
q2 − 1

p
q4 − 1

p
q6 − 1

−q2

−2q4

−3q6

Wir betrachten nun denWert der durch diesen Polygonzug gegebenen Funktion n in
q2j+1−1 mit j ∈ N0. Ist dieser Wert kleiner als die untere Schranke für v(α2j+1), so
ist die im ersten Schritt berechnete konvexe Hülle tatsächlich das Newton-Polygon
von eΛ.

OO

//•

••

•oooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

•

��������

p
q2j − 1

p
q2j+1 − 1

p
q2j+2 − 1

−jq2j

−(j + 1)q2j+2

+(
q2j+1 − 1, n(q2j+1 − 1)

)•
(
q2j+1 − 1, v(α2j+1)

)
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Die Funktion n hat in q2j+1 − 1 nach Definition Steigung mj . Daraus folgt

n
(
q2j+1 − 1

)
= jq2j +mj

(
q2j+1 − q2j) = jq2j +

(
j + q2

q2 − 1

)(
q2j+1 − q2j) .

Da q > 1 ist, gilt folgende Rechnung

q2 − q < q2 − 1
⇔

(
q2 − q

)
q2j+1 <

(
q2 − 1

)
q2j+1

⇔ 1
q2 − 1

(
q2j+3 − q2j+2) < q2j+1

⇔ jq2j+1 + q2

q2 − 1
(
q2j+1 − q2j) < (j + 1)q2j+1

⇔ jq2j +
(
j + q2

q2 − 1

)(
q2j+1 − q2j) < (j + 1)q2j+1

⇔ n
(
q2j+1 − 1

)
< (j + 1)q2j+1 ≤ v(α2j+1).

Die Gitterpunkte mit den kleinsten Absolutbeträgen entsprechen den Nullstel-
len von eΛ, die zum ersten Teilstück des Newton-Polygons gehören, da dieses die
geringste Steigung hat. Dieses Teilstück hat die horizontale Länge q2 − 1. Da in
A \ {0} aber nur die q − 1 Elemente von F∗q Betrag kleiner oder gleich 1 besit-
zen, existieren A-linear unabhängige Elemente ω1 und ω2 in C, die den gleichen
(minimalen) Betrag haben und Λ somit als A-Modul erzeugen. �

4.4. Korollar. Betrachte einen Gitterpunkt λ = aω1 + bω2 ∈ Λ mit a, b ∈ A.
Dann ist

|λ| = max {|a| , |b|} |ω1| (= max {|a|, |b|} |ω2|) .

Wir zeigen nun zunächst ein weiteres

4.5. Lemma. Sei a ∈ A\Fq. Die a-Torsion aΦ ist in K∞(Λ) enthalten und die
Körpererweiterung K∞(Λ)|K∞(aΦ) ist galoissch.

Beweis. Aus der in Satz 1.14 gezeigten Beziehung

eΛ : a−1Λ/Λ
∼=−→ aΦ

folgt, dass K∞(aΦ) in K∞(Λ) = K∞(a−1Λ) enthalten ist. Weiter liefert Satz 1.16,
dass

Λ ⊂ Ksep
∞

gilt. Damit lässt sich die gegebene Situation wie folgt darstellen

Ksep
∞

K∞(Λ)

K∞(aΦ)

K∞.

Insbesondere ist die Körpererweiterung K∞(Λ)|K∞ separabel. Sie ist sogar endlich,
da Λ als A-Modul von zwei Elementen erzeugt wird.



4.2. BETRACHTUNG VON ΦT 39

Sei nun σ einK∞-Homomorphismus vonK∞(Λ) in den separabel algebraischen
Abschluss Ksep

∞ . Dann gilt für jedes Element λ ∈ Λ unter Verwendung der Stetigkeit
von σ

eΛ(σ(λ)) = σ(eΛ(λ)) = σ(0) = 0,
da wir bereits wissen, dass eΛ Koeffizienten in K∞ besitzt. Das heißt, das Gitter
Λ wird unter jedem K∞-Homomorphismus K∞(Λ) −→ Ksep

∞ in sich überführt;
ein solcher Homomorphismus beschränkt sich also zu einem Automorphismus von
K∞(Λ). Damit ist die Erweiterung K∞(Λ)|K∞ normal und sogar galoissch.

Im Speziellen ist auch K∞(Λ)|K∞(aΦ) galoissch. �

Damit gelingt es uns, folgende zentrale Aussage zu beweisen.

4.6. Satz. Sei a ∈ A \Fq. Dann ist
K∞(aΦ) = K∞(Λ).

Beweis. Annahme: #Gal(K∞(Λ)|K∞(aΦ)) > 1. Dann existiert ein nichttri-
viales Element σ ∈ Gal(K∞(Λ)|K∞(aΦ)). Nach Satz 1.14 ist eΛ(a−1ω1) ∈ aΦ, also
gilt

eΛ(a−1ω1) = σ
(
eΛ(a−1ω1)

)
= eΛ(σ(a−1ω1)).

Daraus folgt
σ(a−1ω1)− a−1ω1 ∈ ker eΛ = Λ,

was äquivalent ist zu
σ(ω1) ≡ ω1 mod aΛ.

Folglich ist
σ(ω1) = ω1 + aλ für ein λ ∈ Λ

und, da |ω1| nach Definition minimal ist in Λ, und |a| > 1 gilt, erhalten wir
|σ(ω1)| = |ω1 + aλ| ≥ |a| |ω1| > |ω1|.

Nach Voraussetzung ist aber |σ(ω1)| = |ω1|, da σ als Galois-Automorphismus iso-
metrisch auf dem Gitter Λ operiert. Dies ist ein Widerspruch. �

In der an ∞ lokalisierten Situation erhalten wir also für jedes nicht-konstante
Polynom a ∈ A den gleichen Torsionskörper. Wir werden uns daher im Folgenden
darauf beschränken, die Stelle p = T zu betrachten, um die Rechnungen möglichst
weit zu vereinfachen.

4.2. Betrachtung von ΦT

Wir bestimmen zunächst das Newton-Polygon von f(X) := ΦT (X)
X

über K∞.
Da f von der Form

f(X) = T +Xq−1 −Xq2−1

ist und für die Bewertungen der Koeffizienten v(T ) = (−1) und v(1) = v(−1) = 0
gilt, besitzt das Newton-Polygon folgende Gestalt:

•

•[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[ •

OO

//

−−1

p

q2 − 1q − 1
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Daraus folgt, dass jede Nullstelle von f im Zerfällungskörper von f Bewertung
− 1
q2 − 1 besitzt. Des Weiteren ist f irreduzibel über K∞[X]; die zugehörige Galois-

Gruppe operiert transitiv auf den Nullstellen von f .
Die Situation an der unendlichen Stelle ähnelt damit dem supersingulären Fall

an der endlichen Stelle. In der Tat erhalten wir die folgenden Versionen dort ge-
zeigter Aussagen:

4.7. Lemma. Der Zerfällungskörper K∞(TΦ) von ΦT enthält die q2 − 1-ten
Einheitswurzeln.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 3.8. �

Wir können daher wiederum zunächst die q2 − 1-ten Einheitswurzeln zu K∞
adjungieren, bevor wir Nullstellen von f adjungieren. Dies erlaubt es uns, folgende
Aussage zu formulieren:

4.8. Satz. Sei ω eine primitive q2− 1-te Einheitswurzel und x1 eine Nullstelle
von f . Die voll verzweigte Körpererweiterung

L∞ := K∞(ω)(x1)|K∞(ω)
ist eine Kummer-Erweiterung, d.h. sie ist galoissch vom Grad q2− 1 mit zyklischer
Galois-Gruppe.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.9. �

Damit gelingt es uns, zu zeigen:

4.9. Satz. Das Polynom ΦT (X) zerfällt über L∞.

Beweis. Die T -Torsion TΦ ist ein zweidimensionaler Fq-Vektorraum. Es ist
also zu zeigen, dass x1 in L∞ zu einer Basis von TΦ ergänzt werden kann.

Mit α := xq−1
1 ist das Polynom∏

c∈Fq

(X − cx1) = Xq − αX = τ − ατ0

ein rechter Teiler von ΦT in L∞{τ}, da sein Kern einen Fq-Unterraum von TΦ
bildet. Es existiert also β ∈ L∞ mit ΦT = (−τ + β)(τ − α). Koeffizientenvergleich
liefert die Bedingungen

αq + β = 1 (4.1)
−αβ = T.

Für die Bewertungen gilt

v(α) = (q − 1)v(x1) = − q − 1
q2 − 1

und
v(β) = v(−Tα−1) = −1− v(α) = −q(q − 1)

q2 − 1 .

Ist 0 6= x2 ∈ K∞ eine weitere Nullstelle von ΦT , die x2 6= cx1 für alle c ∈ F∗q erfüllt,
so ist x2 /∈ ker(τ − α). Wir definieren

u := xq2 − αx2 ∈ ker(−τ + β) \ {0}.
Dann ist −uq + βu = 0 bzw. −uq−1 + β = 0. Notwendige Bedingung dafür, dass
x2 in L∞ liegt, ist also, dass β in L∞ eine q − 1-te Potenz ist. Umstellen von (4.1)
liefert die Gleichung

β

α
= −αq−1 + 1

α
.
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Da α eine q − 1-te Potenz ist, folgt: Das Element β ist genau dann eine q − 1-te
Potenz, wenn −αq−1 + 1

α eine ist. Dies zeigen wir mithilfe des trivialen Falls des
Lemmas von Hensel. Gesucht ist eine Lösung der Gleichung

Xq−1 + αq−1 − 1
α

= 0

⇔ 1
αq−1X

q−1 + 1− 1
αq

= 0.

Mit der Substitution X = αY lautet die zu lösende Gleichung

h(Y ) := Y q−1 + 1− 1
αq

= 0.

Da α echt negative Bewertung besitzt, verschwindet 1
αq modulo des maximalen

Ideals m von L∞. Über dem Restkörper Fq2 von L∞ gilt somit

h(Y ) ≡ Y q−1 + 1 mod m.

Das reduzierte Polynom h ist separabel und besitzt Nullstellen über Fq2 . Diese
können nach dem Lemma von Hensel zu Nullstellen von h in L∞ geliftet werden.
Rücksubstitution liefert die Existenz von b ∈ L∞ mit bq−1 = β. Es bleibt zu zeigen,
dass die Gleichung

Xq − αX = b

in L∞ eine Lösung besitzt. Unter Ausnutzung von α = xq−1
1 lässt sich diese Glei-

chung mit der Substitution X = x1Z in die Gestalt

Zq − Z = x−q1 b (4.2)

überführen. Wegen

v(b) = 1
q − 1v(β) = − q

q2 − 1
gilt

v(x−q1 b) = 0.

Wir betrachten nun eine Erweiterung L′∞ := L∞(y) von L∞, wobei y ein Element
von K∞ ist, das der Gleichung (4.2) genügt. Da Zq − Z − x−q1 b ein separables
Polynom in L∞[Z] ist, dessen Reduktion im Restkörper ebenfalls separabel und
vom Grad q ist, ist diese Erweiterung unverzweigt. Sie ist also insbesondere trivial,
wenn die Reduktion der Gleichung (4.2) modulo m eine Lösung im Restkörper von
L∞ besitzt, d.h. wenn in Fq2 gilt

x−q1 b ∈ Im(F − id)

mit dem Frobenius-Automorphismus F : Fq2 → Fq2 , x 7→ xq. Lemma A.14 liefert
die Beziehung

Im(F − id) = ker(F + id)

und somit reicht es zu zeigen:

x−q1 b ∈ ker(F + id),

was jedoch äquivalent ist zu

(x−q1 b)q + x−q1 b ∈ m.
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Dies erhalten wir mit folgender Rechnung
v
(
(x−q1 b)q + x−q1 b

)
= v

(
x−q

2

1 b
[
bq−1 + xq

2−q
1

])
= v(x−q

2+q
1 ) + v(x−q1 b)︸ ︷︷ ︸

=0

+v(bq−1 + (xq−1
1 )q)

= v(x−q
2+q

1 ) + v(β + αq)
(4.1)= v(x−q

2+q
1 ) + v(1)

= q2 − q
q2 − 1

= q

q + 1 > 0.

Die Erweiterung L′∞ | L∞ ist daher trivial; wir finden also bereits in L∞ ein geeig-
netes Element, mit dem wir x1 zu einer Basis von TΦ ergänzen können. Damit ist
die Behauptung gezeigt. �

Der Zerfällungskörper K∞(TΦ) von ΦT über K∞ lässt sich beschreiben durch
das Diagramm:

K∞(TΦ) = K∞(ω, x1)

K∞(ω)

K∞

4.10. Korollar. Es gilt [K∞(TΦ) : K∞] = 2(q2 − 1).

4.11. Bemerkung. Die lokale Galois-Gruppe G∞ = Gal(K∞(pΦ)|K∞) besitzt
2(q2 − 1) Elemente. Wie im supersingulären Fall an der endlichen Stelle ist die
Gruppe G∞ Normalisator einer nicht-zerfallenden Cartan-Gruppe.

Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 3.12 lässt sich G∞ beschreiben als das
semidirekte Produkt von Cq2−1 und C2, wobei die Gruppe C2 durch Erheben in die
q-te Potenz auf Cq2−1 operiert. Die zyklische Untergruppe Cq2−1 von GL(2,Fq) ist
vom in Bemerkung A.23 angegebenen Typ.

4.12. Satz. Für den lokalen Diskriminantenexponenten DK∞(pΦ)|K∞ gilt

DK∞(pΦ)|K∞ = 2(q2 − 2).

Beweis. Die Berechnung des lokalen Diskriminantenexponenten erfolgt wie in
Satz 3.13. Wir erhalten für den lokalen Diskriminantenexponenten der zahm und
voll verzweigten Erweiterung K∞(ω, x1)|K∞(ω) nach Satz A.7

DK∞(ω,x1)|K∞(ω) = q2 − 2
und wissen, dass in der unverzweigten quadratischen Erweiterung K∞(ω)|K∞

DK∞(ω)|K∞ = 0
gilt. Durch Einsetzen dieser Diskriminantenexponenten in die Formel aus Lem-
ma A.6 folgt die Behauptung. �



KAPITEL 5

Die globale Situation

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir unter anderem die lokalen Galois-
Gruppen Gp und G∞ an p bzw. ∞ bestimmt. Die angegebenen Darstellungen sind
jedoch abhängig von jeweils geeignet gewählten Basen von pΦ.

Wollen wir aus den lokalen Galois-Gruppen Schlüsse über die globale Galois-
Gruppe G = Gal(K(pΦ|K) ziehen, so müssen wir zunächst bestimmen, in welchem
Verhältnis die Gruppen Gp und G∞ als Untergruppen von G zueinander stehen.

5.1. Die globale Galois-Gruppe

Wir wissen bislang, dass G eine Untergruppe von GL(2,Fp) ist und Unter-
gruppen besitzt, die zu Gp bzw. G∞ isomorph sind. Sei C ⊂ G eine zyklische
Untergruppe von G∞ mit q2 − 1 Elementen.

5.1. Bemerkung. Da G∞ bereits für d = 1 realisiert wird, lässt sich C in
GL(2,Fq) einbetten. Elemente von C besitzen somit charakteristische Polynome
im Polynomring in einer Variablen über Fq.

5.2. Satz. Sei Fq[C] der Gruppenring zur betrachteten Gruppe C. Dann ist pΦ
ein halbeinfacher Fq[C]-Modul.

Beweis. Eine Fq[C]-Modulstruktur auf einem Fq-Vektorraum M ist gegeben,
wenn C auf M Fq-linear operiert. Dies ist für die Torsion pΦ in der Tat der Fall,
da C Untergruppe der Galois-Gruppe G ist. Da #C = q2 − 1 teilerfremd zur
Charakteristik von Fq ist, ist jeder Fq[C]-Modul halbeinfach. �

In diesem Kapitel bezeichne Λ = Aω1 ⊕ Aω2 weiterhin das in Abschnitt 4.1
beschriebene Gitter, das zum betrachteten Drinfeld-Modul gehört.

5.3. Bemerkung. Das Gitter Λ induziert auf pΦ durch die in Satz 1.14 herge-
leitete Darstellung

pΦ ∼= p−1Λ/Λ =
{
a1

p
ω1 + a2

p
ω2

∣∣∣∣ ai ∈ A,deg ai < d, i = 1, 2
}

eine Filtrierung von Fq-Vektorräumen

pΦ ∼= Vd ⊃ Vd−1 ⊃ . . . ⊃ V1 ⊃ V0 = {0} (5.1)
mit

Vj :=
{
a1

p
ω1 + a2

p
ω2

∣∣∣∣ ai ∈ A,deg ai < j, i = 1, 2
}
, j = 1, . . . , d.

5.4. Lemma. Die Operation von C auf pΦ respektiert die Filtrierung (5.1).

Beweis. Da die betrachtete Filtrierung eine Bedingung an die Absolutbeträge
bezüglich ∞ ausdrückt, folgt die Behauptung aus Satz 4.6. Wegen

|σ(ω1)|∞ = |ω1|∞ für σ ∈ G∞
operiert C nämlich isometrisch auf dem Gitter, bildet also jedes der Vi auf sich
ab. �
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Es handelt sich somit bei (5.1) um eine Filtrierung von C-Untermoduln. Es gilt
dimFq

(Vj/Vj−1) = 2, j = 1, . . . , d.
Da Vd als Fq[C]-Modul halbeinfach ist, existiert ein C-Untermodul Wd ⊂ Vd, so
dass Vd = Vd−1 ⊕Wd gilt, d.h. Wd

∼= Vd/Vd−1. Induktiv erhält man

Vd =
d⊕
i=1

Wi, dimWi = 2, i = 1, . . . , d.

5.5. Lemma. Es existiert kein eindimensionaler C-stabiler Fq-Untervektorraum
von pΦ.

Beweis. Sei γ ein Erzeuger von C. Für den Beweis des Lemmas genügt es, zu
zeigen, dass γ keinen Eigenwert in F∗q besitzt.

Annahme: γ hat einen Eigenwert in F∗q . Dann liegt nach Bemerkung 5.1 auch
der zweite Eigenwert in F∗q . Wir können somit die Jordan-Normalform von γ in
GL(2,Fq) bilden. Diese ist entweder eine Diagonalmatrix oder besteht aus einem
2× 2-Jordan-Block J der Form

J =
(
a 1
0 a

)
,

wenn a der Eigenwert von γ ist. Ein solches Element J von GL(2,Fq) hat als Ord-
nung jedoch ein Vielfaches der Charakteristik von Fq, kann also nicht die zyklische
Gruppe C mit q2 − 1 Elementen erzeugen.

Also ist γ diagonalisierbar in GL(2,Fq) und somit gilt bereits γq−1 = 1 im
Widerspruch zu 〈γ〉 = C. �

Mit diesem Lemma beweisen wir folgenden

5.6. Satz. Das Polynom Φp(X)
X

ist über K[X] irreduzibel.

Beweis. Annahme: Es existiert ein nicht-trivialer Teiler g′ von Φp(X)
X

in
K[X]. Dieser ist mit der auf pΦ durch den Drinfeld-Modul induzierten Fp-Vektor-
raumstruktur verträglich, so dass ker g′ ∪ {0} ein Fp-Untervektorraum von pΦ ist.
Wegen der Nicht-Trivialität des Teilers handelt es sich dabei um einen eindimen-
sionalen Fp-Vektorraum.

Wir erhalten unter der Annahme also in K{τ} eine Zerlegung
Φp = f ◦ g

mit degτ f = degτ g = d. Der eindimensionale Fp-Unterraum H := ker g von pΦ ist
Galois-stabil.

Wir betrachten für die p-Torsion wieder die Darstellung

p−1Λ/Λ
∼=−→ pΦ

mit einem Obergitter p−1Λ von Λ. In Termen von A-Basen lassen sich die Gitter
beschreiben durch

Λ = 〈ω1, ω2〉 ,
p−1Λ =

〈
p−1ω1, p

−1ω2
〉
.

Als Konsequenz aus der Annahme existiert nun ein weiteres A-Gitter Γ, ebenfalls
vom Rang 2, mit

Γ/Λ ∼= H

und
Λ ⊂ Γ ⊂ p−1Λ.
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Nach dem Elementarteilersatz existiert eine neue Basis {η1, η2} von Λ bzw. eine
Basis

{
p−1η1, p

−1η2
}
von p−1Λ, so dass gilt

Γ = Aη1 +Ap−1η2.

Dies liefert für H die Beschreibung

H ∼=
{
a

p
η2

∣∣∣∣ a ∈ A,deg a < d

}
. (5.2)

Schneiden von (5.1) mit H liefert eine neue Filtrierung
(Vd ∩H) ⊃ (Vd−1 ∩H) ⊃ . . . ⊃ (V1 ∩H) ⊃ (V0 ∩H) = {0},

bzw. mit Ui := Vi ∩H für alle i = 0, . . . , d,
Ud ⊃ Ud−1 ⊃ . . . ⊃ U1 ⊃ U0 = {0}. (5.3)

Die Galois-Stabilität von H gewährleistet, dass auch (5.3) eine Filtrierung von C-
Moduln ist. Aus (5.2) folgt

dimFq
(Uj/Uj−1) = 1, j = 1, . . . , d.

Damit ist U1 ein eindimensionaler C-stabiler Untermodul von Vd im Widerspruch
zu Lemma 5.5. �

Die Irreduzibilität von Φp(X)
X

liefert direkt die folgende Aussage:

5.7. Korollar. Die Operation von G auf pΦ \ {0} ist transitiv.

Für den Beweis des nächsten Satzes verwenden wir folgenden Spezialfall eines
allgemeineren Sachverhalts aus der Gruppentheorie.

5.8. Lemma. Sei d > 1 oder q > 3. Für einen Normalteiler N von GL(2,Fp)
gilt

SL(2,Fp) ⊂ N
oder

N ⊂ Z,
wobei Z :=

{
aI | a ∈ F∗p

}
das Zentrum von GL(2,Fp) ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist #Fp = qd > 3. Damit folgt die Behauptung
direkt aus Satz A.22. �

5.9. Satz. Sei p eine endliche Stelle, an der der ordinäre Fall vorliegt. Dann
gilt: Erfüllt die Stelle p Hypothese 1, so ist

G = GL(2,Fp).

Beweis. Wir behandeln zunächst die Fälle #Fp = 2 und #Fp = 3 gesondert.
In den übrigen Fällen können wir Lemma 5.8 anwenden.

Sei Fp der Körper mit zwei Elementen, d.h. q = 2 und d = 1. Aus der Betrach-
tung an der unendlichen Stelle folgt

#G∞ = 2(q2 − 1) = 2 · 3 = 6.
Andererseits ist aber

#GL(2,Fp) = q(q − 1)(q2 − 1) = 2 · 3 = 6.
Da G die lokale Galois-Gruppe G∞ umfasst, folgt die Behauptung.

Sei nun #Fp = 3, d.h. q = 3 und d = 1. In diesem Fall gilt
#GL(2,Fp) = 48

und
#G∞ = 2(q2 − 1) = 16.
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Da die Stelle p ordinär ist, existieren in der lokalen Galois-Gruppe Gp Elemente der
Ordnung 3; bei Wahl der in Kapitel 3 konstruierten Fp-Basis von pΦ beispielsweise
das Element (

1 1
0 1

)
.

Somit enthält G ein Element der Ordnung 3 und eine Untergruppe mit 16 Elemen-
ten. Diese erzeugen aus Ordnungsgründen aber bereits die Gruppe GL(2,Fp).

Sei schließlich #Fp > 3. Wir betrachten die Untergruppe

G′ =
〈
gGpg

−1 | g ∈ GL(2,Fp)
〉

von GL(2,Fp). Nach Konstruktion ist G′ Normalteiler in GL(2,Fp).
Behauptung: Die Gruppe G′ ist eine Untergruppe von G. Um dies zu sehen,

zeigen wir: Zu beliebigem g ∈ GL(2,Fp) existiert g̃ ∈ G mit der Eigenschaft

g̃Gpg̃
−1 = gGpg

−1.

Diese Bedingung ist äquivalent zu
Gp = g̃−1gGpg

−1g̃ .

Wie in Korollar 3.31 angegeben, existiert im ordinären Fall eine Basis von pΦ, in
der jedes Element von Gp obere Dreiecksgestalt besitzt. Insbesondere ist dann Gp

bezüglich dieser Basis Normalteiler der Borelgruppe B aller oberen Dreiecksmatri-
zen in GL(2,Fp). Finden wir also zu beliebigem g ∈ GL(2,Fp) ein Element g̃ ∈ G,
das die Bedingung

g̃−1g ∈ B
erfüllt, so ist die Behauptung bewiesen. Nun lässt sich B aber charakterisieren durch

B = {γ ∈ GL(2,Fp) | γ hat den Eigenvektor v}
mit einem geeigneten Element v 6= 0 von pΦ. Wir setzen

w := g(v) ∈ pΦ \ {0}
und nach Korollar 5.7 existiert ein Element g̃ ∈ G mit der Eigenschaft

g̃−1(w) = v.

Somit besitzt g̃−1g den Eigenvektor v und liegt daher in B.
Nach Lemma 5.8 gilt, dass die Normalteiler von GL(2,Fp) entweder im Zen-

trum liegen oder die Untergruppe SL(2,Fp) umfassen. Da Gp ⊂ G′ nicht in die
Skalarmatrizen eingebettet werden kann, liegt G′ allerdings nicht im Zentrum und
enthält somit die Untergruppe SL(2,Fp). Zusammen mit der Surjektivität der De-
terminantenabbildung auf Gp liefert dies

G′ = GL(2,Fp).
Andererseits ist G′ aber in G ⊂ GL(2,Fp) enthalten, es gilt also schließlich

G = GL(2,Fp).
�

Der Beweis ist wegen des direkten Bezugs auf die Beschreibung der lokalen Ga-
loisgruppe in Kapitel 3 in der angegebenen Form tatsächlich nur auf den ordinären
Fall anwendbar. Formulieren wir die Aussage des Satzes jedoch im supersingulären
Fall als Hypothese, so können wir für Stellen, die sie erfüllen, auch in diesem Fall
weitere Ergebnisse herleiten.

Hypothese 2. Die supersinguläre Stelle p von K besitze die Eigenschaft
Gal(K(pΦ)|K) = GL(2,Fp).
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5.10. Bemerkung. Vor dem Hintergrund des seltenen Auftretens des supersin-
gulären Falls fällt diese Einschränkung bei der Beurteilung der Resultate nicht allzu
sehr ins Gewicht. Die überwiegende Anzahl der betrachteten Stellen wird ordinär
sein, so dass wir diese zusätzliche Annahme in den meisten Fällen nicht benötigen
werden.

5.2. Eigenschaften des globalen Torsionskörpers

Im Folgenden sei p eine Stelle, die Hypothese 1 im ordinären bzw. Hypothese 2
im supersingulären Fall erfüllt.

Aus den bekannten Formeln für die Größe der allgemeinen linearen Gruppe
über endlichen Körpern erhalten wir die folgende Aussage:

5.11. Korollar. Für den Grad des globalen Torsionskörper K(pΦ) über K gilt
unter Voraussetzung der Hypothesen

[K(pΦ) : K] = (q2d − 1)(q2d − qd).

In dieser Situation können wir nun die folgende Aussage beweisen, auf die
bereits in Kapitel 2 hingewiesen wurde.

5.12. Satz. Die Erweiterung K(pΦ)|K enthält keine nicht-triviale Konstanten-
erweiterung.

Beweis. Annahme: Die Behauptung ist falsch. Aus der Betrachtung an der
Stelle ∞ folgt, dass eine im Torsionskörper K(pΦ) enthaltene Konstantenerweite-
rung L von K = Fq(T ) höchstens Grad 2 besitzen kann. Die Annahme führt also
zu der Situation:

K(pΦ)

L = Fq2(T )

K = Fq(T )
Ist p eine Stelle vom Grad 1, so liefert Korollar 3.4, dass p ordinär ist. Nach Ko-
rollar 3.23 ist der Trägheitsindex von p in Kp(pΦ)|Kp in diesem Fall trivial. Dies
steht im Widerspruch zur Existenz von L.

Wir können also ohne Einschränkung annehmen, dass
#Fp = qd > 3

gilt. Damit ist im Folgenden Lemma 5.8 anwendbar.
Da L|K galoissch vom Grad 2 ist, ist die Galois-Gruppe H := Gal(K(pΦ)|L)

ein Normalteiler von G = Gal(K(pΦ)|K) = GL(2,Fp) mit der Eigenschaft
[G : H] = 2.

Weiter ist

#H = #G
2 = (q2d − 1)(q2d − qd)

2 = (qd − 1)q
d(q2d − 1)

2 > qd − 1,

so dass H nicht im Zentrum von GL(2,Fp) liegen kann. Nach Lemma 5.8 gilt also
SL(2,Fp) ⊂ H.

Aus den vorangegangenen Überlegungen erhalten wir die Gleichung
[G : SL(2,Fp)] = [G : H][H : SL(2,Fp)] = 2[H : SL(2,Fp)]. (5.4)
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Da SL(2,Fp) der Kern der Determinantenabbildung det : GL(2,Fp) −→ F∗p ist,
gilt weiter

G/SL(2,Fp) ∼= F∗p. (5.5)
Die multiplikative Gruppe F∗p ist zyklisch der Ordnung qd − 1, also ist

[G : SL(2,Fp)] = qd − 1.
Wir führen nun eine Fallunterscheidung durch, um die Annahme zum Widerspruch
zu führen.

Fall 1: char K = 2. Aus Gleichung (5.4) folgt, dass [G : SL(2,Fp)] gerade ist. Im
betrachteten Fall ist aber qd−1 ungerade. Dies ist ein Widerspruch, also existiert in
Charakteristik 2 kein Normalteiler H mit den geforderten Eigenschaften und damit
auch keine nicht-triviale Konstantenerweiterung.

Fall 2: char K 6= 2. In diesem Fall existiert genau eine Untergruppe H von G
mit den verlangten Eigenschaften, nämlich die Untergruppe der Matrizen, deren
Determinante ein Quadrat in F∗p ist, d.h.

H =
{
γ ∈ G | det γ ∈ (F∗p)2} .

Die Abbildung G −→ G/H ist gegeben durch

γ 7→ (det γ) mod (F∗p)2, γ ∈ G.

Wir betrachten nun eine endliche Stelle q 6= p. Nach Lemma 2.5 ist eine solche
Stelle unverzweigt in K(pΦ)|K. Wir können daher den zugehörigen Frobenius-
Automorphismus Fq bilden. Dieser besitzt nach [Gek08, Theorem 2.11] das cha-
rakteristische Polynom

X2 − aX + q ∈ Fp[X] (5.6)
mit einem Element a ∈ Fp. Da die Determinante des Frobenius Fq gemäß (5.6)

kongruent ist zu q modulo p, wird Fq eingeschränkt auf L beschrieben durch
(

q

p

)
,

das quadratische Symbol modulo p.
Das bedeutet, dass die quadratische Erweiterung L|K mit derjenigen Erwei-

terung von K übereinstimmt, die man durch Adjunktion einer Quadratwurzel aus
p erhält. In K(√p)|K ist die Stelle p aber verzweigt. Dies steht im Widerspruch
zur Annahme L = Fq2(T ). Damit existiert auch in diesem Fall keine nicht-triviale
Konstantenerweiterung. �

5.13. Satz. Für das Geschlecht g = gK(pΦ) des Körpers K(pΦ) gilt im ordi-
nären Fall unter Verwendung von Hypothese 1

g = d

2(q2d − 1)(q2d − 2)− q2

2(q2 − 1)(q2d − 1)(q2d − qd) + 1.

Beweis. Nach Bemerkung 2.6 hat die Riemann-Hurwitz-Formel in der gege-
benen Situation die Gestalt

2g − 2 = −2[K(pΦ) : K] + deg p #{p′|p}DKp(pΦ)|Kp
+ #{∞′|∞}DK∞(pΦ)|K∞ .

Wir sind nun in der Lage, die hierbei auftretenden Größen zu bestimmen. Nach
Korollar 5.11 ist

[K(pΦ) : K] = (q2d − 1)(q2d − qd).
Die lokalen Diskriminantenexponenten wurden in den Sätzen 3.32 und 4.12 als

DKp(pΦ)|Kp
= nβ(q2d − 2)

und
DK∞(pΦ)|K∞ = 2(q2 − 2)
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bestimmt, wobei nβ den Trägheitsindex von Kp(pΦ)|Kp bezeichnet. Der Grad von p
ist d. Die Kenntnis der Größe der lokalen Galois-Gruppen erlaubt es uns, die Anzahl
der Stellen von K(pΦ) über einer gegebenen Stelle von K zu berechnen. Es gilt

#{p′|p} = |G|
|Gp|

= (q2d − 1)(q2d − qd)
nβqd(qd − 1) = q2d − 1

nβ

und
#{∞′|∞} = |G|

|G∞|
= (q2d − 1)(q2d − qd)

2(q2 − 1) .

Einsetzen in die Riemann-Hurwitz-Formel und Auflösen nach g liefert die Behaup-
tung. �

Unter Voraussetzung der zweiten Hypothese können wir ebenfalls das Ge-
schlecht von K(pΦ) im supersingulären Fall berechnen.

5.14. Satz. Sei p eine supersinguläre Stelle, die Hypothese 2 erfüllt. Dann gilt
für das Geschlecht g = gK(pΦ) von K(pΦ)

g = d

2(q2d − qd)(q2d − 2)− q2

2(q2 − 1)(q2d − 1)(q2d − qd) + 1.

Beweis. Im Vergleich zur Berechnung des Geschlechts im ordinären Fall ändert
sich in der Formel aus Bemerkung 2.6 nur der Anteil an der endlichen Stelle. Nach
Satz 3.13 ist im supersingulären Fall

DKp(pΦ)|Kp
= 2(q2d − 2).

Weiter gilt

#{p′|p} = |G|
|Gp|

= (q2d − 1)(q2d − qd)
2(q2d − 1) = (q2d − qd)

2 .

Wie im Beweis von Satz 5.13 folgt die Behauptung nun durch Einsetzen in die
Riemann-Hurwitz-Formel. �





KAPITEL 6

Verallgemeinerung der Resultate

Bei den bisherigen Überlegungen haben wir uns darauf beschränkt, die Torsi-
onskörper K(pΦ) für Primpolynome p ∈ A zu betrachten. In diesem Kapitel wollen
wir die Resultate verallgemeinern. Dies gelingt uns, unter Berücksichtigung der
Hypothesen, für quadratfreie Elemente von A.

Wir betrachten dazu in K eine endliche Stelle q des Grades t und einen Divisor
n =

∏
pi mit paarweise verschiedenen endlichen Stellen pi 6= q. Weiter fordern wir,

dass für alle auftretenden ordinären Stellen Hypothese 1 und für alle supersingulä-
ren Stellen Hypothese 2 erfüllt ist.

Wir wissen bereits, dass q verzweigt ist in K(qΦ) und unverzweigt in K(nΦ)
aufgrund der guten Reduktion von Φn an q.

6.1. Satz. Die Körpererweiterungen K(qΦ) und K(nΦ) sind linear disjunkt
über K.

Beweis. Wir bilden zunächst den Durchschnitt L von K(qΦ) und K(nΦ).

K(qΦ)K(nΦ)

K(qΦ)

qqqqqqqqqqq
K(nΦ)

MMMMMMMMMMM

L

NNNNNNNNNNNN

pppppppppppp

K

�����������������

>>>>>>>>>>>>>>>>>

Die Erweiterung L|K ist als Durchschnitt zweier galoisscher Körpererweiterungen
von K selbst eine Galois-Erweiterung. Die Galois-Gruppe H := Gal(K(qΦ)|L) ist
daher ein Normalteiler von Gal(K(qΦ)|K) = GL(2,Fq).

Da L in K(nΦ) enthalten ist, ist insbesondere q unverzweigt in L. Sei Q eine
Stelle in L über q. Betrachten wir die lokale Körpererweiterung LQ|Kq, so können
wir diese in die in Kapitel 3 beschriebene Erweiterung Kq(qΦ)|Kq einbetten. Ge-
nauer liegt der Körper LQ nach Wahl einer solchen Einbettung in der unverzweigten
Teilerweiterung von Kq(qΦ)|Kq.

Die Gestalt dieser unverzweigten Erweiterung von Kq hängt davon ab, ob die
Stelle q supersingulär oder ordinär ist. Behalten wir die Notation aus Kapitel 3 bei,
so gilt für Hq := Gal(Kq(qΦ)|LQ) daher im supersingulären Fall

Gal(Kq(qΦ)|Kq(ω)) ⊂ Hq

und im ordinären Fall
Gal(Kq(qΦ)|Kq(kerβ)) ⊂ Hq.

Die lokale Galois-Gruppe Hq kann wiederum in die globale Galois-Gruppe H ein-
gebettet werden.

51
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Wir zeigen nun zunächst in beiden Fällen, dass die Determinantenabbildung
auf H surjektiv ist, sowie dass H nicht in das Zentrum von GL(2,Fq) eingebettet
werden kann.

1. Fall: Die Stelle q ist supersingulär. In diesem Fall liefert Satz 3.9, dass

Gal(Kq(qΦ)|Kq(kerβ)) = C ⊂ H

gilt, wobei C eine zyklische Untergruppe von GL(2,Fq) der Ordnung q2t − 1 ist.
Sei F(2)

q die quadratische Erweiterung von Fq. Nach Bemerkung A.23 kann die
Gruppe C aufgefasst werden als Einbettung der multiplikativen Gruppe von F(2)

q

nach GL(2,Fq). Damit entspricht die Determinantenabbildung auf C der Norm-
abbildung F(2)

q −→ Fq, deren Surjektivität aber bekannt ist (siehe z.B. [LN97,
Theorem 2.28]).

Andererseits kann C nicht in das Zentrum von GL(2,Fq) eingebettet werden,
da dieses nur qt − 1 Elemente enthält.

2. Fall: Die Stelle q ist ordinär. Wir bezeichnen die in Satz 3.29 bestimmte
Galois-Gruppe der wild verzweigten Teilerweiterung an der endlichen Stelle mit
H1 und die Galois-Gruppe, die bei der Adjunktion der Torsionspunkte mit echt
positiver Bewertung auftritt (siehe Satz 3.25), mit H2.

Wählen wir eine Fq-Basis von qΦ wie in Korollar 3.31, so besitzen H1 und H2
bezüglich dieser Basis die Gestalt

H1 =
{(

1 b
0 1

) ∣∣∣∣ b ∈ Fq

}
bzw.

H2 =
{(

a 0
0 1

) ∣∣∣∣ a ∈ F∗q}
und liegen nach unseren Vorüberlegungen in H.

Da H1 in H enthalten ist, kann H nicht ins Zentrum von GL(2,Fq) eingebettet
werden. Mit H2 ⊂ H folgt, dass die Determinantenabbildung auf H surjektiv ist.

Wir haben damit in beiden Fällen die behaupteten Eigenschaften der GruppeH
gezeigt und sind fertig, falls

#Fq > 3
gilt. Da H nämlich nicht im Zentrum von GL(2,Fq) liegt, umfasst die Gruppe
H dann nach Lemma 5.8 die Untergruppe SL(2,Fq). Andererseits ist aber die
Determinantenabbildung auf H surjektiv. Damit gilt

H = GL(2,Fq).

Ist #Fq = 2, so ist q eine Stelle vom Grad 1. Nach Korollar 3.4 ist q ordinär
und die oben definierte Untergruppe H1 von H hat Ordnung 2. Allerdings ist in
diesem Fall GL(2,Fq) isomorph zu S3, der symmetrischen Gruppe vom Grad 3.
Diese besitzt als einzigen nicht-trivialen Normalteiler A3, die alternierende Gruppe
vom Grad 3. Da diese kein Element der Ordnung 2 enthält, folgt

H = GL(2,Fq).

Sei also Fq der Körper mit drei Elementen. Dann sind die drei nicht-trivialen
Normalteiler von GL(2,Fq) das Zentrum von GL(2,Fq), die Quaternionengruppe
Q8 mit 8 Elementen, sowie die Gruppe SL(2,Fq). Als Stelle des Grades 1 ist q
ordinär. Wir haben bereits gesehen, dass H nicht ins Zentrum eingebettet werden
kann. Da die Determinantenabbildung auf H2 surjektiv ist, folgt aus H2 ⊂ H, dass

H 6= SL(2,Fq),
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gilt. Schließlich enthält H1 mit (
1 1
0 1

)
ein Element der Ordnung 3, das also auch in H liegt. Wegen #Q8 = 8 ist somit

H 6= Q8.

Wir erhalten wiederum
H = GL(2,Fq).

In jedem Fall gilt also, dass die Körpererweiterung L|K trivial ist, das bedeutet
K(qΦ) ∩K(nΦ) = K.

Die Erweiterungen K(qΦ) und K(nΦ) sind damit linear disjunkt über K. �

Es ist somit möglich, aus den Ergebnissen für K(qΦ) und K(nΦ) die entspre-
chenden Daten der Erweiterung

K(qΦ)K(nΦ) = K(qΦ, nΦ) = K(qnΦ)
zu bestimmen. Wir werden dies exemplarisch für den Fall zweier endlicher Stellen
p 6= q, die die Hypothesen erfüllen, durchführen. Zunächst halten wir eine direkte
Konsequenz der oben gezeigten linearen Disjunktheit fest.

6.2. Lemma. Seien p und q zwei verschiedene endliche Stellen von K. Dann
gilt unter Voraussetzung der Hypothesen

Gal(K(pqΦ)|K) ∼= Gal(K(pΦ)|K)×Gal(K(qΦ)|K) = GL(2,Fp)×GL(2,Fq).

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir
np := [K(pΦ) : K] = [K(pqΦ) : K(qΦ)]

und
nq := [K(qΦ) : K] = [K(pqΦ) : K(pΦ)].

Um das Geschlecht gK(pqΦ) von K(pqΦ) zu berechnen, verwenden wir wieder
die Riemann-Hurwitz-Formel. Da die Erweiterung K(pqΦ)|K keine Konstanten-
erweiterung enthält, besitzt die Formel die Gestalt

2gK(pqΦ) − 2 = −2[K(pqΦ) : K] + degDK(pqΦ)
K .

Wie in Bemerkung 2.6 gezeigt, gilt auch in dieser Situation

degDK(pqΦ)
K =

∑
P∈PK

degP #{P ′|P}DKP (pqΦ)|KP

mit den lokalen Diskriminantenexponenten DKP (pqΦ)|KP . Nach der Definition von
Differente und Diskriminante ist

D(P ) := #{P ′|P}DKP (pqΦ)|KP

der globale Diskriminantenexponent der Stelle P in K(pqΦ)|K. Wir werden diese
Größen im Folgenden bestimmen. Dazu betrachten wir zunächst das Verzweigungs-
verhalten der Erweiterung K(pqΦ)|K.

6.3. Bemerkung. In K(pqΦ)|K können höchstens die Stellen p, q und ∞ ver-
zweigt sein. Aufgrund der linearen Disjunktheit wissen wir weiterhin: Verzweigte
Stellen von K(pqΦ)|K(pΦ) liegen über verzweigten Stellen von K(qΦ)|K, d.h. über
q oder der Stelle∞. Entsprechend gilt dies auch für das Verzweigungsverhalten von
K(pqΦ)|K(qΦ).

6.4. Lemma. Sei d(p) der globale Diskriminantenexponent von p in K(pΦ)|K.
Dann gilt

D(p) = nqd(p).
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Beweis. Wir betrachten in K(pqΦ)|K die Zwischenerweiterung K(pΦ) und
wenden die Formel für die Diskriminante in Körpertürmen aus Lemma A.5 an:

K(pqΦ)

K(pΦ)

K

Nach Bemerkung 6.3 ist eine Stelle von K(pΦ), die über p liegt, unverzweigt in der
Erweiterung K(pqΦ)|K(pΦ). Wir erhalten also für den Diskriminantenexponenten
von p in K(pqΦ)|K keinen Anteil durch die obere Teilerweiterung. Damit ist

D(p) = [K(pqΦ) : K(pΦ)]d(p) = nqd(p).

�

Analog erhält man für D(q) die folgende Aussage:

6.5. Lemma. Sei d(q) der globale Diskriminantenexponent von q in K(qΦ)|K.
Dann gilt

D(q) = npd(q).

Die hierbei auftretenden Diskriminantenexponenten d(p) und d(q) können wir
konkret angeben:

6.6. Bemerkung. Sei p eine endliche Stelle vom Grad d. Ist p ordinär, so sei
Hypothese 1 erfüllt, andernfalls Hypothese 2. Für den globalen Diskriminantenex-
ponenten d(p) von p in K(pΦ)|K gilt in der Notation von Bemerkung 2.6

d(p) = #{p′|p}DKp(pΦ)|Kp
.

Mit den Resultaten aus Satz 5.13 und 5.14 bedeutet das
• d(p) = (q2d − 1)(q2d − 2) im ordinären Fall, bzw.
• d(p) = (q2d − qd)(q2d − 2) im supersingulären Fall.

6.7. Bemerkung. Für den globalen Diskriminantenexponenten D(∞) können
wir ausnutzen, dass nach Satz 4.6

K∞(pqΦ) = K∞(pΦ) = K∞(qΦ) = K∞(TΦ)

gilt. Der lokale Diskriminantenexponent in K∞(pqΦ)|K∞ stimmt daher mit dem
in Satz 4.12 bestimmten überein. Bezeichnen wir die lokale Galois-Gruppe an ∞
weiter mit G∞, dann gilt insbesondere sowohl

#G∞ | np

als auch
#G∞ | nq.

Wir erhalten damit das

6.8. Lemma. Es ist

D(∞) = npnq

#G∞
DK∞(pqΦ)|K∞ .

Wir können nun das Geschlecht von K(pqΦ) berechnen.
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6.9. Satz. Für das Geschlecht gK(pqΦ) von K(pqΦ) gilt unter Voraussetzung
der Hypothesen

gK(pqΦ) = nq

(
gK(pΦ) − 1

)
+ np

2 d(q) deg q + 1

= np

(
gK(qΦ) − 1

)
+ nq

2 d(p) deg p + 1.

Beweis. Durch Einsetzen der Resultate für die globalen Diskriminantenexpo-
nenten in die Riemann-Hurwitz-Formel erhalten wir

2gK(pqΦ) − 2 = −2npnq + nqd(p) deg p + npd(q) deg q + npnq

#G∞
DK∞(pqΦ)|K∞

= nq

(
−2np + d(p) deg p + np

#G∞
DK∞(pqΦ)|K∞

)
+ npd(q) deg q.

Auflösen nach gK(pqΦ) liefert

gK(pqΦ) = nq

[
1
2

(
−2np + d(p) deg p + np

#G∞
DK∞(pqΦ)|K∞

)]
+ np

2 d(q) deg q + 1

= nq

[
gK(pΦ) − 1

]
+ np

2 d(q) deg q + 1.

Im letzten Schritt haben wir dabei die Beschreibung des Geschlechts von K(pΦ)
aus Satz 5.13 bzw. Satz 5.14 verwendet. Der zweite Teil der Aussage folgt analog
durch Ausklammern von np im ersten Schritt. �

Entsprechend lassen sich diese Rechnungen nun fortsetzen, um die Daten für
eine ErweiterungK(nΦ) mit einem beliebigen quadratfreien Divisor n zu berechnen.

6.10. Beispiel. Unter Voraussetzung der Hypothesen können wir für Stellen
kleiner Grade die in Satz 5.13, Satz 5.14 bzw. Satz 6.9 bestimmten Geschlechter
der Torsionskörper als Polynome in q angeben.

Sei p ein normiertes Primpolynom in A = Fq[T ] des Grades d. Wir setzen
voraus, dass die Stelle p im ordinären Fall Hypothese 1 und im supersingulären Fall
Hypothese 2 erfüllt. Für d ≤ 3 haben wir für das Geschlecht gK(pΦ) von K(pΦ) die
folgenden Formeln:

1. Fall: Die Stelle p ist ordinär.

d gK(pΦ)

1 1
2
(
q3 − 3q2)+ 2

2 1
2
(
q8 − 5q4)+ 3

3 1
2
(
q12 − q10 + q9 − q8 + q7 − 9q6 + q5)+ 4

Anmerkung: Für d = 1 und d = 2 haben wir in Abschnitt 3.3 bewiesen, dass p die
Hypothese erfüllt.

2. Fall: Die Stelle p ist supersingulär.
d gK(pΦ)

2 1
2
(
q8 − 2q6 − 3q4 + 4q2)+ 1

3 1
2
(
2q12 − q10 − 2q9 − q8 + q7 − 6q6 + q5 + 6q3)+ 1

Anmerkung: Nach Korollar 3.4 kann eine Stelle des Grades 1 nicht supersingulär
sein.
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Sei q ∈ A ein weiteres normiertes Primpolynom des Grades t. Ist auch t ≤ 3,
so erhalten wir unter Voraussetzung der Hypothesen die folgenden Formeln für das
Geschlecht gK(pqΦ) von K(pqΦ):

1. Fall: Beide Stellen sind ordinär.
d t gK(pqΦ)

1 1 1
2
(
q8 − 8q6 + 6q5 + 11q4 − 10q3 − 4q2 + 4q

)
+ 1

1 2
1
2
(
2q12 − q11 − 5q10 + q9 − q8 + 5q7 + 7q6 − 5q5 − q4 − 4q3

−2q2 + 4q
)

+ 1

1 3
1
2
(
3q16 − 2q15 − 6q14 + 3q13 + q12 + 3q11 − 9q10 + 6q9 + 12q8

−9q7 − q6 − 3q5 + 6q4 − 4q3 − 6q2 + 6q
)

+ 1
2 2 1

2
(
3q16 − 3q14 − 14q12 + 14q10 + 19q8 − 19q6 − 8q4 + 8q2)+ 1

2 3
1
2
(
4q20 − 3q18 − q17 − 8q16 − 7q14 + 5q13 + 13q12 + q11 + 14q10

−4q9 − 3q8 − 5q7 − 10q6 − 6q4 + 4q3 + 6q2)+ 1

3 3
1
2
(
5q24 − q22 − 4q21 − q20 + 2q19 − 24q18 + 2q17 + 22q15 − 2q13

+31q12 − 2q11 + q10 − 30q9 + q8 − 12q6 + 12q3)+ 1

2. Fall: Beide Stellen sind supersingulär.

d t gK(pqΦ)

2 2 1
2
(
3q16 − 7q14 − 6q12 + 22q10 − 5q8 − 15q6 + 8q4)+ 1

2 3
1
2
(
4q20 − 5q18 − 4q17 − 6q16 + 5q15 + 6q13 + 8q12 + 9q10 − 8q9

−10q8 − 9q7 + 10q5)+ 1

3 3
1
2
(
5q24 − q22 − 10q21 − q20 + 2q19 − 12q18 + 2q17 + 34q15 − 2q13

−5q12 − 2q11 + q10 − 24q9 + q8 + 12q6)+ 1

3. Fall: Die Stelle p ist ordinär, die Stelle q ist supersingulär.

d t gK(pqΦ)

1 2
1
2
(
2q12 − q11 − 7q10 + 3q9 + 3q8 + q7 + 9q6 − 7q5 − 9q4

+4q3 + 2q2)+ 1

1 3
1
2
(
3q16 − 2q15 − 6q14 + 4q12 + 6q11 − 9q10 + 3q9 + 9q8 − 7q6

−9q5 + 6q4 + 2q3)+ 1
2 2 1

2
(
3q16 − 5q14 − 10q12 + 18q10 + 7q8 − 17q6 + 4q2)+ 1

2 3
1
2
(
4q20 − 3q18 − 4q17 − 8q16 + 3q15 − 4q14 + 8q13 + 10q12 + 4q11

+11q10 − 10q9 − 6q8 − 11q7 − 4q6 + 6q5 + 4q3)+ 1

3 2
1
2
(
4q20 − 5q18 − q17 − 6q16 + 2q15 − 3q14 + 3q13 + 11q12 − 3q11

+12q10 − 2q9 − 7q8 − 3q7 − 6q6 + 4q5 − 6q4 + 6q2)+ 1

3 3
1
2
(
5q24 − q22 − 7q21 − q20 + 2q19 − 18q18 + 2q17 + 28q15 − 2q13

+13q12 − 2q11 + q10 − 27q9 + q8 + 6q3)+ 1

Für alle in diesem Beispiel angegebenen Formeln gilt: Obwohl in bestimmten
Koeffizienten der Polynome Nenner auftreten, nehmen die Polynome für beliebige
Primzahlpotenzen q Werte in den natürlichen Zahlen an.



KAPITEL 7

Fazit

Als erste Erkenntnis der vorliegenden Arbeit können wir festhalten, dass selbst
im Fall des „einfachsten“ Drinfeld-Moduls des Rangs 2 über dem Körper K =
Fq(T ) die untersuchten Probleme über eine hohe Komplexität verfügen. Bis jetzt
ist es noch nicht gelungen, die Beschreibung der Torsionskörper des betrachteten
Drinfeld-Moduls vollständig abzuschließen.

Dennoch liefert die Arbeit relevante Ergebnisse: Die Bestimmung der p-Torsions-
körper für Primstellen p hängt nur noch von den im Hauptteil formulierten Hypo-
thesen ab. Eine Untersuchung des Gültigkeitsbereichs der Hypothesen wäre ein
möglicher Gegenstand weiterer Forschungen. Das Hauptaugenmerk liegt hierbei
wegen des häufigeren Auftretens auf dem ordinären Fall.

Keinen Einschränkungen durch die Hypothese unterliegen die Ergebnisse für
ordinäre Stellen des Grades 1 und 2, da wir für diese nachgewiesen haben, dass die
Hypothese erfüllt ist.

Ausgehend von den numerischen Rechnungen, die Beispiel 3.6 zugrunde liegen,
bieten sich jedoch auch nähere Betrachtungen der supersingulären Stellen an. Ne-
ben der noch offenen Frage, welche supersingulären Stellen der zweiten Hypothese
genügen, geht es hierbei auch zunächst um eine Klassifikation der supersingulä-
ren Stellen. Die bisherigen Ergebnisse legen zwar einen Zusammenhang zwischen
Charakteristik und Grad der betrachteten Stelle nahe, dieser ist allerdings zu über-
prüfen, da es sich hierbei auch um eine mehr oder weniger zufällige Erscheinung
handeln kann. Als mögliche Ursache dafür käme in Betracht, dass die bisher be-
trachteten Grade relativ klein sind und zudem Primzahlen bzw. Primzahlpotenzen.

Schließlich ist für den betrachteten Drinfeld-Modul noch eine Verallgemeine-
rung der Resultate von quadratfreien auf beliebige Elemente von A = Fq[T ] durch-
zuführen.

Abgesehen von Aussagen über den konkreten Drinfeld-Modul liefert die vorlie-
gende Arbeit auch Ansätze für die Betrachtung weiterer Drinfeld-Moduln, da sich
einige der verwendeten Argumente auf allgemeinere Situationen übertragen las-
sen. So könnten in einem nächsten Schritt beispielsweise zunächst solche Drinfeld-
Moduln betrachtet werden, deren Verhalten an der unendlichen Stelle ebenfalls un-
abhängig von der Wahl der betrachteten Torsion ist (im Sinne von Abschnitt 4.1).

Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass die vorliegenden Ergebnisse konstruk-
tiv sind. So gibt es zwar bei [Pin97] allgemeine Aussagen über die Einbettung der
Galois-Gruppen der Torsionskörper in die adelische lineare Gruppe (die Bilder un-
ter der Einbettung sind offen, haben also endlichen Index), diese Resultate sind
jedoch nicht effektiv und können daher für konkrete Rechnungen nicht verwendet
werden.
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Anhang: Definitionen und verwendete Aussagen

Dieser Anhang enthält einige Definitionen sowie allgemeine Aussagen, die in
dieser Arbeit verwendet werden. In einigen Fällen dient die Angabe an dieser Stelle
dazu, Notationen festzulegen. In anderen Fällen erschien es sinnvoll, in den Bewei-
sen verwendete Sachverhalte nicht im Hauptteil der Arbeit zu wiederholen, um den
Lesefluss nicht zu unterbrechen. Andererseits sollte aber eine gewisse Geschlossen-
heit der Arbeit erhalten bleiben, so dass die wichtigsten Aussagen an dieser Stelle
nachgeschlagen werden können.

Die meisten zahlentheoretischen Aussagen sind im Folgenden für die allgemeine
Situation von Quotientenkörpern von Dedekindringen oder diskreten Bewertungs-
ringen formuliert. Die hierbei übliche Voraussetzung, alle Restkörpererweiterungen
seien separabel, ist bei den in dieser Arbeit betrachteten Funktionenkörpern erfüllt,
da in diesem Fall die Restkörper endlich und damit perfekt sind.

A.1. Differente und Diskriminante

In diesem Abschnitt sei K der Quotientenkörper eines Dedekindrings A und
L|K eine endliche separable Körpererweiterung. Weiter setzen wir voraus, dass al-
le auftretenden Restkörpererweiterungen separabel sind. Es werden Begriffe und
Schreibweisen im Zusammenhang mit Differente und Diskriminante einer solchen
Erweiterung festgelegt. Des Weiteren werden Aussagen zu ihrer Berechnung wie-
derholt, die in dieser Arbeit verwendet werden.

Beweise und weitere Eigenschaften können beispielsweise bei [Neu99, III, Pa-
ragraph 2] nachgelesen werden.

A.1. Definition. Die Differente von L über K ist ein Divisor DLK in L. Sie
ist definiert als das Inverse des dualen A-Moduls des Ganzheitsrings von L. Die in
der multiplikativen Schreibweise des Divisors auftretenden Exponenten bezeichnen
wir mit d(P|p), wenn P eine Stelle von L über einer Stelle p von K ist.

Wir nennen d(P|p) den Differentenexponenten von P|p.

A.2. Definition. Die Diskriminante DL
K von L|K ist ein Divisor von K und

ist definiert durch
DL
K = N(DLK),

wobei N = NL
K die Normabbildung von L nach K bezeichnet. Die Diskriminanten-

exponenten d(p) sind in der offensichtlichen Weise definiert.

A.3. Bemerkung. Der Diskriminantenexponent einer Stelle p von K ist genau
dann ungleich Null, wenn p in L|K verzweigt ist.

A.4. Bemerkung. Setzen wir zusätzlich voraus, dass die Körper L undK lokal
sind mit maximalen Idealen P|p, so schreiben wir für den Differentenexponenten
auch

d(P|p) = d(L|K).
Für den lokalen Diskriminantenexponenten DL|K gilt in diesem Fall

DL|K = fd(L|K),
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wenn f = fL|K den Trägheitsindex von L|K bezeichnet.

A.5. Lemma. Sei M |L eine weitere endliche separable Körpererweiterung. Wir
bezeichnen mit NL

K die Normabbildung von L nach K. Dann erfüllen die Diskrimi-
nanten folgende Beziehung

DM |K = D
[M :L]
L|K NL

K

(
DM |L

)
.

A.6. Lemma. In der Situation von Lemma A.5 seien die betrachteten Körper
lokal. Sei f = fL|K der Trägheitsindex von L über K. Dann gilt für die Diskrimi-
nantenexponenten

DM |K = [M : L]DL|K + fDM |L.

A.7. Satz. Sei P eine Stelle von L mit K ∩ P =: p. Sei eP|p der Verzwei-
gungsindex von P|p. Für den Differentenexponenten gilt genau dann

d(P|p) = eP|p − 1,
wenn eP|p teilerfremd ist zur Charakteristik von K.

A.2. Das Newton-Polygon

Das Newton-Polygon stellt ein Hilfsmittel dar, das es erlaubt, Aussagen über die
Bewertungen der Nullstellen von Polynomen und Potenzreihen über vollständigen
Körpern zu formulieren.

Die Eigenschaften im Polynomfall sind beispielsweise bei [Neu99, S. 145] ge-
zeigt (allerdings in vertauschter Normierung). Weiter lassen sich die Aussagen, die
in [Kob84, IV, Paragraph 4] für Potenzreihen über Komplettierungen von Zahl-
körpern formuliert sind, direkt auf die Situation über beliebigen vollständig diskret
bewerteten Körpern verallgemeinern.

A.8. Definition. Sei K ein vollständig diskret bewerteter Körper mit nor-
mierter Bewertung v und sei

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a0 ∈ K[X]
ein Polynom mit a0 6= 0 6= an. Für jeden Koeffizienten ai 6= 0 tragen wir den Punkt
(i, v(an−i)) ∈ R2 in ein zweidimensionales Koordinatensystem ein. Anschließend
bilden wir die untere konvexe Hülle dieser Punkte. Der entstehende Polygonzug
heißt das Newton-Polygon von f(X).

OO

//

•

•JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

•
•

•
•ggggggggggg

(i, v(an−i))

•

•

•�����������������������

•

(0, v(an))

(n, v(a0))

A.9. Satz. In der Situation von Definition A.8 sei L der Zerfällungskörper von
f über K. Die eindeutige Fortsetzung w von v auf L sei dabei so normiert, dass sie
auf K mit v übereinstimmt.

Ist das Geradenstück [(i, v(an−i)) : (j, v(an−j))] der Teil des Newton-Polygons
mit Steigung m, so besitzt f genau j−i Nullstellen α1, . . . , αj−i mit der Eigenschaft

w(α1) = . . . = w(αj−i) = m.
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A.10. Bemerkung. Anschaulich sagt Satz A.9 aus, dass jeder „Knick“ des
Newton-Polygons einem Teiler von f in K[X] entspricht, da die zugehörige Null-
stellenmenge invariant unter der Operation der Galois-Gruppe ist. Umgekehrt kann
jeder solche Teiler nur dann weiter zerfallen, wenn das zugehörige Teilstück des
Newton-Polygons einen Punkt von Z× Z durchläuft, vergleiche dazu Satz A.12.

A.11. Bemerkung. Das Newton-Polygon lässt sich auch für Potenzreihen de-
finieren. Seien K und v wie zuvor und

f(X) = 1 +
∑
i≥1

aiX
i ∈ K[[X]].

Das Newton-Polygon von f ist die untere konvexe Hülle der Punkte

(0, 0), (a1, v(a1)), (a2, v(a2)), . . .

wobei wiederum die Koeffizienten mit Bewertung∞ ausgelassen werden. Dann gilt:
Hat das Geradenstück des Newton-Polygons mit Steigungm die horizontale Länge l,
so besitzt f genau l Nullstellen mit Bewertung −m.

Beachte an dieser Stelle die im Vergleich zum Polynomfall umgedrehte Reihen-
folge der Knoten und das daraus resultierende vertauschte Vorzeichen der Bewer-
tung.

A.3. Zur Beschreibung von Körpererweiterungen

Dieser Abschnitt enthält einige Aussagen, die im Hauptteil der Arbeit verwen-
det werden, um die Eigenschaften von Körpererweiterungen zu bestimmen.

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung des Irreduzibilitätskriteriums
von Eisenstein dar.

A.12. Satz. Sei K Quotientenkörper eines Dedekindrings. Alle Restkörper-
erweiterungen seien separabel. Betrachte ein Polynom

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0

in K[X]. Existiert eine Stelle p von K mit zugehöriger normierter Bewertung v,
so dass eine der Bedingungen

(1) v(an) = 0, v(ai) ≥ v(a0) > 0 für alle i = 1, . . . , n− 1
und ggT (n, v(a0)) = 1,

(2) v(an) = 0, v(ai) ≥ 0 für alle i = 1, . . . , n− 1, v(a0) < 0
und ggT (n, v(a0)) = 1

erfüllt ist, so ist f(X) in K[X] irreduzibel. In einer Körpererweiterung K(u)|K,
die durch Adjunktion einer Nullstelle u von f entsteht, ist p voll verzweigt.

Beweis. Der Beweis von [Sti93, Proposition III.1.14] gilt auch in der hier
wiedergegebenen allgemeineren Situation. �

A.13. Satz. Sei K Quotientenkörper eines vollständigen diskreten Bewertungs-
rings A. Der Restkörper von K sei perfekt. Betrachte eine endliche separable Kör-
pererweiterung L|K vom Grad n. Ist L|K voll und zahm verzweigt, so existiert eine
Uniformisierende ω von L, so dass π := ωn eine Uniformisierende von K ist. Es
gilt

L = K(ω).

Beweis. Siehe [Lan70, II, §5, Proposition 12]. �
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A.14. Lemma. Betrachte die Abbildung
F : Fq2 −→ Fq2 .

x 7→ xq

Dann gilt
ker(F + id) = Im(F − id).

Beweis. Im Ring der Fq-Endomorphismen von Fq2 gilt
0 = F 2 − id = (F + id)(F − id).

Ist u ∈ Im(F − id), so existiert v ∈ Fq2 mit der Eigenschaft vq − v = u. Da aber
(F + id) ((F − id)(v)) = 0

gilt, liegt u in ker(F + id). Dies zeigt
Im(F − id) ⊂ ker(F + id). (A.1)

Andererseits gilt nach dem Dimensionssatz für endlichdimensionale Vektorräume
dimFq Fq2 = dimFq ker(F − id) + dimFq Im(F − id)

= dimFq
Fq + dimFq

Im(F − id),
d.h. dimFq Im(F − id) = 1. Also muss wegen (A.1) die Eigenschaft

dimFq
ker(F + id) ≥ 1

erfüllt sein. Da ker(F + id) aber eine echte Teilmenge von Fq2 ist, folgt
dimFq

ker(F + id) = 1.
Somit gilt in (A.1) Gleichheit. �

A.15. Satz (Trivialer Fall des Lemmas von Hensel). Sei K ein Körper, der
bezüglich eines nicht-archimedischen Absolutbetrags |.| vollständig ist. Sei A der
zugehörige Bewertungsring mit maximalem Ideal p und Restkörper k = A/p. Sei
f(X) ∈ A[X] ein Polynom, dessen Reduktion modulo p nicht verschwindet. Das
Polynom f(X) besitze modulo p eine Faktorisierung

f(X) ≡ g1(X)g2(X) mod p

mit teilerfremden Polynomen g1(X), g2(X) ∈ k[X]. Dann zerfällt auch f in ein
Produkt

f(X) = g1(X)g2(X)
von Polynomen g1, g2 ∈ A[X], die die Eigenschaften deg g1 = deg g1 und

gi(X) ≡ gi(X) mod p, i = 1, 2,
besitzen.

Beweis. Zum Beispiel [Neu99, II, Hensel’s Lemma 4.6]. �

Die folgende Aussage gilt auch in allgemeineren Situationen, ist hier aber für
den in der Arbeit verwendeten Funktionenkörper-Fall formuliert.

A.16. Satz (Kummer-Erweiterungen). Sei L ein algebraischer Funktionenkör-
per mit Konstantenkörper k. Sei n > 1 eine natürliche Zahl, die teilerfremd zur
Charakteristik von k ist. Sei u ∈ L ein Element mit der Eigenschaft

u 6= wd für alle w ∈ L und d | n, d > 1.
Eine Erweiterung L′ von L der Form

L′ = L(y) mit yn = u

heißt eine Kummer-Erweiterung von L.
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Es gilt: Das Polynom ϕ(T ) = Tn − u ist das Minimalpolynom von y über K.
Die Erweiterung L′|L ist galoissch vom Grad n mit zyklischer Galois-Gruppe.

Beweis. Siehe [Sti93, Proposition III.7.3]. �

A.4. Höhere Verzweigungstheorie

In diesem Abschnitt sei K ein lokaler vollständig diskret bewerteter Körper mit
normierter Bewertung vK , maximalem Ideal p und Ganzheitsring O. Wir setzen
voraus, dass der Restkörper O/p perfekt ist.

Wir erinnern zunächst an das Konzept der höheren Verzweigungsgruppen, siehe
dazu [Ser79, Kap. IV]. Anschließend werden wir mithilfe des Newton-Polygons und
der in diesem Abschnitt wiederholten Eigenschaften der höheren Verzweigungsgrup-
pen eine Beschreibung für Körpererweiterungen eines bestimmten Typs angeben.

A.17. Definition (Höhere Verzweigungsgruppen). Sei L|K eine galoissche
Körpererweiterung mit Galois-Gruppe G. Sei vL die normierte Fortsetzung von vK
auf L und x eine Uniformisierende von L. Das maximale Ideal von L bezeichnen
wir mit P. Für i ≥ −1 definieren wir

Gi := {σ ∈ G | vL(σ(x)− x) ≥ i+ 1}
=
{
σ ∈ G | σ(x) ≡ x mod Pi+1} .

A.18. Satz. In der Situation von Definition A.17 gilt:
(1) Die Gruppen Gi bilden eine absteigende Folge von Normalteilern von G.
(2) Es ist G−1 = G und G0 ist die Trägheitsgruppe von L|K.
(3) Für hinreichend großes i ist Gi die triviale Gruppe.

Insgesamt erhalten wir also

G = G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gj = Gj+1 = . . . = {1}.

Beweis. Siehe [Ser79, IV, §1, Proposition 1]. �

A.19. Lemma. Der Index von G1 in G0 ist teilerfremd zur Charakteristik des
Restkörpers von L.

Beweis. Siehe [Ser79, IV, §2, Korollar 1]. �

A.20. Satz. Für den Differentenexponenten d(L|K) gilt

d(L|K) =
∞∑
i=0

(#Gi − 1) .

Die Summe ist dabei endlich, da #Gi − 1 = 0 gilt, wenn i hinreichend groß ist.

Beweis. Siehe [Ser79, IV, §1, Proposition 4]. �

A.21. Satz. Es gelte zusätzlich char K = p > 0. Sei α ein normiertes separables
Fp-additives Polynom des Grades pn in O[X], dessen Reduktion modulo p separabel
ist. Weiter sei kerα in K enthalten. Für ein b ∈ K mit vK(b) = −1 betrachten wir
eine Erweiterung L von K der Form

L = K(y) mit α(y) = b.

Es gilt: Die Erweiterung L|K ist galoissch und voll verzweigt vom Grad pn. Die
Galois-Gruppe ist kanonisch isomorph zu kerα ∼= (Z/pZ)n. Für den lokalen Diffe-
rentenexponenten d(L|K) gilt

d(L|K) = 2pn − 2.
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Beweis. Das separable Polynom α(X) − b ∈ K[X] genügt den Bedingungen
des zweiten Falls von Satz A.12. Dies liefert die Aussage über den Grad und das
Verzweigungsverhalten von L|K. Sei P das maximale Ideal in L. Bezeichnen wir
mit vL die normierte Fortsetzung von vK auf L, so erhalten wir aus dem Newton-
Polygon von α(X)− b, dass

vL(y) = −1

gilt. Das Element x := y−1 ist somit eine Uniformisierende von L.
Wegen der Additivität von α unterscheiden sich zwei Nullstellen des Polynoms

α(X)− b um ein Element von kerα. Da dieser Kern aber in K enthalten ist, ist L
der Zerfällungskörper von α(X)− b über K und daher galoissch.

Die auf diese Weise erhaltene Beschreibung der Galois-Gruppe G := Gal(L|K)
hängt nicht von den getroffenen Wahlen ab, sondern liefert die kanonische Bezie-
hung

G = kerα.

Für a ∈ kerα ist der zugehörige Galois-Automorphismus σa ∈ G bestimmt durch

σa(y) = y + a.

Aus dem Newton-Polygon von α folgt wegen der Separabilität von α mod p, dass
jede Nullstelle von α Bewertung 0 besitzt.

Um den Differentenexponenten zu berechnen, bestimmen wir zunächst die hö-
heren Verzweigungsgruppen. Da die Erweiterung L|K voll verzweigt ist, gilt

G−1 = G0 = G.

Nach Lemma A.19 ist der Index [G0 : G1] teilerfremd zur Charakteristik p von K.
Andererseits besitzt G0 Ordnung pn, was zur Folge hat, dass auch

G1 = G

ist. Weiter gilt für ein Element a ∈ kerα nach oben angegebener Beschreibung der
Galois-Automorphismen in G

σa(x) = σa

(
1
y

)
= 1
y + a

= 1
y
(

1 + a
y

)
= 1
y

(
1− a

y
+
(
a

y

)2
− . . .

)
= x

(
1− ax+ a2x2 + . . .

)
.

Da wir bereits gezeigt haben, dass a Bewertung 0 besitzt, erhalten wir

σa(x) ≡ x− ax2 mod P3.

Nach Definition der höheren Verzweigungsgruppen ist damit bereits

G2 = {0}.

Mit Satz A.20 gelingt es uns also, den Differentenexponenten als

d(L|K) = (#G0 − 1) + (#G1 − 1) = 2(#G− 1) = 2pn − 2

zu bestimmen. �
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A.5. Gruppentheorie

A.22. Satz. Sei K ein Körper. Sei G eine Untergruppe von GL(n,K) mit
SL(n,K) ⊂ G. Ist n ≥ 3 oder #K > 3, so gilt für einen Normalteiler N von G

SL(n,K) ⊂ N
oder

N ⊂ {aI | a ∈ K∗} =: Z,
wobei I die n×n-Einheitsmatrix bezeichnet, d.h. Z ist das Zentrum von GL(n,K).

Beweis. Siehe [Hup67, S. 185]. �

A.23. Bemerkung. Sei Fl der endliche Körper mit l Elementen. Es existiert
eine (unkanonische) Einbettung der quadratischen Körpererweiterung Fl2 von Fl
in den Ring der 2× 2-Matrizen über Fl.

Unter einer solchen Einbettung entspricht die multiplikative Gruppe F∗l2 einer
zyklischen Untergruppe der Ordnung l2 − 1 von GL(2,Fl).





Symbolverzeichnis

N die natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . .
N0 die natürlichen Zahlen mit 0
Z der Ring der ganzen Zahlen
Q der Körper der rationalen Zahlen
R der Körper der reellen Zahlen
C der Körper der komplexen Zahlen
R[X] der Polynomring über dem Ring R
R[[X]] der Ring der formalen Potenzreihen über dem Ring R
F (X) der rationale Funktionenkörper über dem Körper F
F ((X)) der Körper der formalen Laurent-Reihen über dem Körper F
GL(n,R) die Gruppe der invertierbaren n × n-Matrizen über dem Ring R, die

„allgemeine lineare Gruppe”
SL(n,R) die Gruppe der invertierbaren n×n-Matrizen mit Determinante 1 über

dem Ring R, die „spezielle lineare Gruppe”
q eine Primzahlpotenz, Seite 7
Fq der endliche Körper mit q Elementen, Seite 7
A der Ring Fq[T ], Seite 7
K der rationale Funktionenkörper Fq(T ), Seite 7
PL die Menge der Stellen eines Körpers L, Seite 7
KP die Komplettierung von K an einer Stelle P , Seite 7
OKP der Ganzheitsring von KP , Seite 7
Ksep der separabel algebraische Abschluss von K, Seite 7
τ die Abbildung x 7→ xq; entspricht Xq für eine Unbestimmte X, Seite 7
L{τ} der nicht-kommutative Polynomring in τ über L, Seite 7
Φa das Bild von a ∈ A unter einem Drinfeld-Modul Φ, Seite 8
aΦ := ker Φa, a ∈ A, die a-Torsion von Φ, Seite 8
C die Komplettierung eines algebraischen Abschlusses von K∞, Seite 8
eΛ die Exponentialfunktion eines Gitters Λ ⊂ C, Seite 9
p eine endliche Stelle von K; entspricht eineindeutig einem normierten

Primpolynom in A[X], Seite 13
d der Grad von p, Seite 13
Fp der Restkörper A/p, Seite 14
Gp die lokale Galois-Gruppe an p; im supersingulären Fall, Seite 21

im ordinären Fall, Seite 30
G∞ die lokale Galois-Gruppe an ∞, Seite 42
DLK die Differente der Erweiterung L|K, Seite 59
d(P|p) der Differentenexponent einer Stelle P|p von L, Seite 59
DL
K die Diskriminante von L|K, Seite 59

d(p) der Diskriminantenexponent einer Stelle p von K, Seite 59
d(L|K) der Differentenexponent einer lokalen Erweiterung L|K, Seite 59
DL|K der Diskriminantenexponent einer lokalen Erweiterung L|K, Seite 59
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