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Logik und Beweismethoden

Die Regeln der Logik bilden die Grundlagen der mathematischen Argumen-
tation. Zu den zentralen Anwendungen in der Informatik gehoren:

e Schaltkreisentwurf,

e Entwicklung von Programmiersprachen,

e Verifikation von Hard- und Software,

e Suchen in Datenbanken,

e Automatisches Beweisen.

1.1 Logische Aussagen

Definition 1.1. Eine logische Aussage ist ein Satz, dem genau ein Wahrheitswert
wahr (w) oder falsch (f) zugeordnet ist.

Beispiel 1.2.

1. Saarbrticken ist die Hauptstadt des Saarlandes. (w)
2.2+2=7.(f)
3. Im Saarland lebt es sich besser als in Rheinland-Pfalz. (subjektiv!)

4. x +1 = 3. (keine logische Aussage, da x nicht spezifiziert ist)

1.2 Verkniipfungen von Aussagen

Durch logische Operatoren lassen sich aus logischen Aussagen, etwa A, B,
neue formulieren, die dann logische Formeln heiflen:
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e A A B (A und B sind wahr), Konjunktion
e AV B (A oder B oder beide sind wahr), Disjunktion
e A (Aist nicht wahr), Negation

Weitere Verkniipfungen sind:

e A= B(aus A folgt B), Implikation,

e A & B(Aist genau dann wahr, wenn B wabhr ist), Aquivalenz.

Der Wahrheitswert dieser Aussagen hiangt vom Wahrheitswert von A und B
ab und ist tiber die Wahrheitstafel festgelegt:

A|B|-A|AAB|AVB|A=B|A < B

w|w| f w w w w
w|f| f f w f f
flww| f w w f
flfjlw/| f f w w

Die Reihenfolge bei Ausfithrung von logischen Operationen legen wir durch
Klammern fest.

Beispiel 1.3.
(A=B) < ((-A)VB) (1.1)

Die zugehorige Wahrheitstabelle ist:

A|B|A=B|-A|(-A) vV B|(1.1)

wiw| w | f w w
w|f f f f w
flw| w |w w w
flf|l w w w w

Um Klammern zu vermeiden, legen wir fest, dass — die hochste Bindungs-
Prioritat, A und Vv die mittlere Prioritit sowie = und <= die niedrigste
Prioritdt haben. Die Formel (1.1) schreibt sich damit kiirzer:

(A=B) &< —-AVB.

1.2.1 Erfiillbarkeit logischer Formeln

Im Folgenden fassenwir A, B,C, D .. .. alslogische Variablen auf, also Grofen,
die entweder wahr (w) oder falsch (f) sind. Aus diesen konnen wir dann mit
den Operationen neue Aussagen formulieren.
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Definition 1.4. Eine logische Formel in den Variablen A,B,C,... ist erfiillbar,
wenn es eine Belequng von A, B,C, ... mit Wahrheitswerten gibt, so dass die Ge-
samtaussage wahr wird.

Die Aufgabe, algorithmisch zu entscheiden, ob eine logische Formel erfiillbar
ist, ist von zentraler Bedeutung in der Informatik.

Beispiel 1.5. Die Formel
(AVB)A(AV =B)A(=AVB)A(=AV =B)

ist nicht erfiillbar.

Ob Erfiillbarkeit zu entscheiden schnell geht, hiangt von der Struktur der
logischen Formel ab. Wir unterscheiden die disjunktive Normalform

(r AX2 A AX) V(X021 AXa Ar s AXy,) Voo V(X A Xk A s A X, ),
wobei Xij € {A,—A,B,-B,...,w, f} und die konjunktive Normalform:

(x11 VX Ve Vg ) AXa1 Vao Ve Vo) A A VX VeV Xgg,).

In der disjunktiven Normalform ist dies einfach, fiir die konjunktive Normal-
form schwer, selbst im Fall n; = 3. Diese Aussage ist der Grundpfeiler der
Komplexititstheorie.

1.2.2 Tautologien

Definition 1.6. Eine logische Formel ist eine logische Tautologie, wenn sie unab-
hingig von der Belegqung von logischen Variablen mit Wahrheitswerten wahr ist.

Beispiel 1.7.

1.(A=>B) < ((—A)VB).
2. (A & B) & (A AB)V (A A—B). Dies zeigt die Wahrheitstafel:

A|B|AAB|-AA-B|(AAB)V(-AA-B)|A < B

wiw|l w f w w
w|f| f f f f
flw|] f f f f
flf| f w w w

Bemerkung 1.8. Zu entscheiden, ob eine logische Formel eine Tautologie ist,
ist wenigstens so schwer wie die Entscheidung der Erfiillbarkeit. Ist X eine
logische Formel, so gilt: X ist nicht erfiillbar genau dann, wenn (X = f) eine
Tautologie ist.
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Beispiel 1.9. Weitere Tautologien:

3. (A= B) A (B=C)=(A = C) (Transitivitdt der Implikation)

4. Die Gesetze von de Morgan:

-(AAB) &< -AV-B,
-(AVB) &< -AA-B.

Dies folgt aus der Wahrheitstabelle:

A|B|=(AAB)|=AV=B|~(AV B)|(-=A A =B)|Gesetze von de Morgan

w|w f f f w
wi f w w f f w
flw w w f f w
fl|f w w w w w

Wir fassen die wichtigsten elementaren Tautologien zusammen:

Satz 1.10. Die folgenden Formeln sind Tautologien:
1.AVB & BVA,
AAB < BAA (Kommutativgesetz).

22(AVB)VC < AV (BVO),
(ANB)AC <= AA(BAC) (Assoziativgesetze).
Also macht AV BV Cund A AB A C Sinn.

3ANBVC) & (AAB)V(AACQ),
AV (BAC) < (AVB)A(AVC) (Distributivgesetze)

4 AVf < A
AANw — A (Identititsgesetze)

5. AV (mA) < w(Satz vom ausgeschlossenen Dritten),
AN (—A) & f (Satz vom Widerspruch)

6. (AAB) &< —-AV B,
-(AV B) &< —AA-B (de Morgansches Gesetz)

7. 7(mA) < A (Doppelte Verneinung)

8 AVA & A,
ANA < A (Idempotenzgesetze)

9.A=B < (-B=-A) (Kontraposition)
10. (A= B) A (B=C) =(A = C) (Transitivitit der Implikation)
11. (mA=f) < A (Widerspruchsbeweis)

Beweis. Durch Aufstellen der Wahrheitstafeln. O
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Korollar 1.11. Jede logische Formel lisst sich mit Hilfe der Tautologien 1. —11. aus
dem Satz in konjunktive oder disjunktive Normalform bringen.

Beweis. (A < B) < (A AB)V (=A A —=B) konnen wir verwenden,
um &= - Zeichen zu beseitigen. (A=B) <= -A V B beseitigt = —
Zeichen. Die Regeln von de Morgan -(AV B) & —-AA-B, =(AAB) <
—AV —B erlauben es uns, Negationszeichen nach Innen zu ziehen. Schliefslich
erlauben es die Distributivgesetze (3), die Formel in Richtung konjunktiver
(disjunktiver) Normalform zu vereinfachen. 0O

1.3 Beweismethoden

Beweise werden in der Mathematik verwendet, um nachzuweisen, dass ge-
wisse Sdtze wahr sind. Dabei haben Tautologien eine wichtige Rolle.

Wir konnen z.B. (A= B) A (B= C) =(A = C) benutzen, um aus einem be-
kannten Satz A den Satz C in zwei Schritten zu beweisen. In der Informatik
werden Beweise beispielsweise verwendet, um:

o die Korrektheit von Programmen nachzuweisen,

e zu zeigen, dass Programme terminieren,

o die Laufzeit eines Algorithmus in Abhdngigkeit von der Eingabegrofie
der Daten zu analysieren,

e Zertifizierung des Outputs eines Programmes zu erreichen.
Zwei spezielle Beweismethoden heben wir heraus:

e Beweis durch Widerspruch,

e Beweis mit vollstandiger Induktion.

1.3.1 Beweis durch Widerspruch

Der vielleicht &lteste Beweis durch Widerspruch findet sich in Euklids Ele-
menten.! Er handelt von Primzahlen, also natiirlichen Zahlen peEN,p>1,
die nur durch 1 und sich selbst ohne Rest teilbar sind.

Satz 1.12 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gidbe nur endlich viele Primzahlen, etwa py, ..., py.
Betrachten wir g = py---p, + 1, so ist g durch keine der Zahlen p; teilbar,
da Rest 1 bei der Division bleibt. Also ist g selbst oder Primteiler von g eine
Primzahl, die in der Liste py, ..., p, nicht vorkommt. Ein Widerspruch. O

IGeschrieben von Euklid um 325 v. Chr. war das Buch mit dem Titel Die Elemente
tiber mehr als 2000 Jahre das wichtigste Mathematik-Buch.
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1.3.2 Vollstindige Induktion

Gegeben sei eine Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N = {1,2,...}.
Um die Aussage A(n) fiir alle n zu zeigen, gehen wir wie folgt vor. Wir zeigen:

1. A(1) gilt. (Induktionsanfang),

2. Fir beliebiges n folgt unter der Voraussetzung, dass A(n) gilt (genannt
Induktionsvoraussetzung oder kurz 1.-V.), dass auch A(n + 1) zutrifft
(Induktionsschritt). Dies wird haufig auch kurz n — n + 1geschrieben.

Ist dies getan, so wissen wir:
A(1) ist wahr = A(2) ist wahr = A(3) ist wahr = - - -

Also ist A(n) wahr fiir alle n. Diese Beweistechnik heif3t vollstindige Induk-
tion.

Beispiel 1.13. Wir zeigen:

_ nn+1)

An):14+2+---+n >

Beweis. A(1): 1= X3 d.h. A(1) ist wahr.

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 diirfen wir also annehmen, dass die
Induktionsvoraussetzung A(n) fiir ein n € IN wahr ist. Damit folgt:

1424+ +n+n+l1 = A1+2+---+n)+m+1)
1-v. n(n +1)

+(n+1)

n+2

= (n+1)- 5

Dies zeigt: A(n +1).

Ein alternativer Beweis ist folgender:

1 +2 + +n
n +(n-1) + +1
= (n+1) +n+1) + +(n+1)

Dies ist aber gerade: n(n +1) =21 +---+n). 0O

Bemerkung 1.14. Das Induktionsprinzip ist eine Aussage, die unsere Vorstel-
lung von natiirlichen Zahlen prézisiert: Ist M C IN,so dass gilt’:

2¢ bezeichnet eine Teilmenge, C bezeichnet eine echte Teilmenge, d.h. eine Teil-
menge, die nicht die ganze Menge ist.
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leM)yund ne M=>mn+1) e M),

so folgt: M = IN.
Eine dazu dquivalente Aussage ist: Jede nicht leere Teilmenge N C IN hat ein
kleinstes Element. Betrachte N = IN\M.

Definition 1.15. Sei M eine Menge. Dann bezeichnet
2M:={N|N c M}

die Menge aller Teilmengen von M, die sogenannte Potenzmenge von M. Manchmal
wird statt 2M auch P(M)geschrieben.

Ist M eine endliche Menge, dann bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente von M.

Satz 1.16. Sei M eine endliche Menge. Dann gilt:

|2M] = 2MI,

Beispiel 1.17.

e M =0 (die leere Menge): 2° = {0}, also [2°| = 1 = 2°.
o M={1}: 2 ={0,{1}}, also 2V =2 = 2L
o M={1,2): 22 ={0,{1},{2},{1,2}}, also 21" = 4 = 22,

Beweis (von Satz 1.16). Ohne Einschrankung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dass M = {1,2,...,n}.

Induktionsanfang: ist bereits erbracht fiir n = 0 oder n = 1.

Induktionsschrittn — n + 1:

2t — AN {1,...,n+ 1))
=(Nc{l,...,nJUINc{l,...,n+1}[n+1€N}.

={N|N=N’"U{n+1}, wobei N’c{1,...n}}

Dabei bezeichnet die Notation U die Vereinigung zweier Mengen, die disjunkt
sind (also kein Element gemeinsam haben, siehe auch Abschnitt 2.4). Es folgt:

Iz[l,...,n+1}| — ‘2{1 ,,,,, n}l + |{N | N = N/ U {7’[ + 1},N, c 2[1,...,1’1}}‘

— |2{1,...,n]| + |2{1,...,n]|
= 22n =220 =2

—~
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1.3.3 Summen- und Produktzeichen
Induktion taucht auch in rekursiven Definitionen auf:

Definition 1.18 (Summen- und Produktzeichen). Gegeben sind n € IN reelle
Zahlen ay, . .. ,a, € R. Wir setzen:

n

Zak =ay+ - +a,.

k=1

Priizise: Y_, ay := 0 (leere Summe) und rekursiv:

k=1
exakter durch: TT)_, ax = 1 und
n n-1
[ Lo =[] o) -
k=1 k=1

Beispiel/Definition 1.19. Die Zahl

n=[Jk=1-2-3-n
k=1
heifSt Fakultit von n (gelesen: n Fakultit). Insbesondere gilt: 0! = 1.
Beispiel 1.20. Fiir jedes n € IN U {0} gilt:

i 2 M+ 1En+1)
k=1 6

Beweis mit vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: n = 0 oder n = 1:

ikz_n 11-2-3
k=1 6

N
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was richtig ist.
Induktionsschrittn — n + 1:

ikz = (Zrl“k2)+(n+1)2
k=1 k=1

—v. n(n+1)2n +1)
= =

n2n +1)
=%

—~

+(n+1)?

= n+1)- +n+1)=n—;r1-(2n2+n+6n+6)

”_”.(2n2+7n+6)=n—;Ll-((n+2)(2n+3))

_ (n+1)-(n+2)-2n+1)+1)
= 3 i

was die Aussage beweist.

Beispiel/Definition 1.21. Wir betrachten nochmals das Beispiel

n
h:7Z — 7, n h(n) :=Z‘k2
k=1

von eben, wobei Z = {0,1,-1,2,-2,...}die Menge der ganzen Zahlen be-
zeichnet. Wir fragen uns nun, wie wir selbst auf die Formel hitten kommen
konnen. Es erscheint klar, dass fiir n > 0 gilt:

TOEDWS zfo £ dt = [%ﬁ]g = %n3.
k=1

Daraus leiten wir die Hypothese ab, dass auch die Summe durch ein soge-
nanntes Polynom vom Grad 3 in n beschrieben wird:

n
h(n) = Z K2 = azn® + apn® + ayn + ao, fiir gewisse g; € Q,
k=1

wobei Q die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet, die wir erst in Beispiel
3.12 sauber einfithren werden. Natiirlich kann dies nicht fiir alle ganzen Zah-
lenn € Z korrekt sein, da h(n) = 0 fiir alle n < 0 und da ein Polynom p, das fiir
unendlich viele Werte den Funktionswert 0 ergibt, schon das Nullpolynom
(d.h. p(n) = 0 fiir alle n) sein muss. Wir konnen also nur hoffen, eine solche
Formel fiir n > 0 zu finden. Offenbar ist #(0) = 0 und g(0) = ay, so dass sofort
ao = 0 folgt.

Eine Strategie, die weiteren 4; zu bestimmen, ist folgende: Ist f: Z — Z eine
Abbildung, so definieren wir die erste Differenzfunktion
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Af:Z—Z, (Af)w) = fn) = F(n = 1).

Bezeichnen wir in unserem Beispiel g(n) = asn® + ayn? + ain + ap, so ergeben
sich als erste und weitere Differenzenfunktionen:

g(n) = azn® + ayn® + ayn + ag,
(A8)(n) = a3(n® — (n = 1)°) + ay(n* = (n = 1)*) + my(n — (n — 1))
=a3(3n* -3n+1)+a(2n—1) +ay,
(AZ(g))(n) =3a3(n* = (n—=1)%) + --- = 6azn — 6az + 2a,
(4%(8))(n) = 6as.

Hierbei ist (A¥(g))(n) := (A(--- (A(g))))(n) die k-fache Anwendung der Funk-
tion A auf ¢. Wir sehen damit, dass A3(g) nicht mehr von n abhéngt, dass
wir also a3 direkt ablesen kénnen, wenn wir nur Werte (A%(¢))(n) fiir n genii-
gend grof3 berechnet haben. Dazu betrachten wir folgende Tabelle fiir unser

h(n) = Y. k2

n|h(n)| Ah(n) | A%h(n) | A3h(n)
0| O 0 0 0
1] 1 1 1 1
215 4 3 2
3| 14 9 5 2
4| 30 16 7 2

Ist also wirklich h(n) = g(n) fiirallen = 0,1,2,..., so muss gelten (bei A3h(0),
A3h(1), A%h(2) geht h(-1) ein):

2=0Pw»@r:m%@xm=6%,ama3:§

Wir betrachten nun die neue Funktion i(n) := h(n) — %nB, von der wir an-
nehmen, dass sie fiir n > 0 durch ein quadratisches Polynom beschrieben
wird. Wir konnen a; also wieder aus einem einzigen Wert aus einer Tabelle
ablesen, da A?( g) nicht von n abhéngt, falls a3 = 0 ist, und genauer den Wert
2a, annimmt, wie wir weiter oben berechnet haben:

ni(n) = h(n) = 1n®| Ai(n)| A%(n)
of 0-0=0 0| 0
1_2 2 2
| soicd |15
2 5-3=3 3 |3=1
3| 14-9=5 g 1
4l s0-¢=2 | 1| 1
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Dies liefert: ,
1 =2a,, alsoa, = 5

Wir fahren analog fort, definieren also j(r) := h(n) — %n3 - %nz, von dem wir
annehmen, dass es ein Polynom vom Grad 1 in n ist fiir n > 0. Wir wir oben
berechnet haben, ergibt sich fiir (Ag)(n) mit a3 = 0 und a, = 0 aber der Wert
a1, der unabhangig von n ist. Wir kénnen demnach a; aus folgender Tabelle
ablesen:

n|j(n) = i(n) — 3n* = h(n) — 1 — 31| (A})(n)
0 0 0
1 §-1-1 %
2 1-14-1 !
3| 5-39-1-3 %
f  #-bae-3- !

Insgesamt haben wir also das Polynom

1 1 1 1)(2 1
g(n):§n3+§n2+gn:w

gefunden. Wie wir im vorigen Beispiel 1.20 schon bewiesen haben, ist dies
auch tatsdchlich das gesuchte und es gilt fiir jedes n € {0,1,2,... }:

-+ =n’+=n

Zn:kz_l 1 1 nm+1)@2n+1)
I 3 2 6 6 ’

1.3.4 Die Fibonacci—-Zahlen

Wir definieren die Fibonacci-Zahlen f,rekursiv:

for= O fii=1, funni= fo+ for firn=1,2,3,...
Die ersten Werte sind:

0,11,2,3,5,8,13,...

Satz 1.22. Die n-te Fibonacci—Zahl ist®
1 (,1+ V5t ;1— \Bn
% ( 7 ) _( 2 ) :

SFiir eine exakte Einfiihrung der Quadratwurzel siehe Abschnitt 5.6. Vorlaufig
werden wir auf das aus der Schule bekannte Wissen zuriickgreifen. Demnach ist va
fiir 0 < a € R eine positive Zahl, so dass Va*t =a ergibt.

fu=
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Beweis. Es gilt:

1
fo—%(l—l)—o,
eV 1-VE 1 2
fl_\/g( > > )_\/5(2)_1‘

Wir beweisen die Aussage
1 {1+ V51— 5w\
A(n):fk:%(( 5 ) = ( 5 ))furk:O,...,n

mit vollstindiger Induktion. Den Induktionsanfang A(1) haben wir oben
bereits erledigt.

Fiir den Induktionsschritt A(n) = A(n + 1) betrachten wir:
far1 = fu+ fam1 (nach Definition)

v L((1+ x/E)n_<1— \/g)n)JrL((lJr x/E)n-l_(l— \/g)n—l)

—

N\ 2 e\ 2 2
_ % ((1 +2\/5)n—1 ’(1 +2x/§ . 1) ~ (1 —2\/5);1_1 '(1 —2«/5 s 1))
Nun gilt: 2% +1 = 238 und (198)" = ... = 2385 Analog: 158 41 = 355 =
(52" und damit:
N
_ % . ((1 +2\/§)n+1 ~ (1 —2\/§)n+1)_

O

Wie wir auf diese Formel kommen konnten, werden wir im nidchsten Semester
(Abschnitt 24.4.2) lernen.

Aufgaben

Aufgabe 1.1 (Wahrheitstafel). Geben Sie die Wahrheitstafel der folgenden
logischen Formel an:
AAN-B=(CVAe (B=>CAA)).

Ist die Formel eine Tautologie, erfiillbar oder unerfiillbar?
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Aufgabe 1.2 (Vier Zeugen). Ein Kommissar hat zu einem Verbrechen 4 Zeu-
gen vernommen. Aus den Vernehmungen hat er folgende Schlussfolgerungen
gezogen:

e Wenn der Butler die Wahrheit sagt, dann auch der Koch.

e Koch und Gértner konnen nicht beide die Wahrheit sagen.

e Girtner und Hausmeister liigen nicht beide.

Wenn der Hausmeister die Wahrheit sagt, dann liigt der Koch.

1. Modellieren Sie die Informationen des Kommissar als logische Formeln.
Verwenden Sie dazu die Variablen B, K, G und H.

2. Bei welchen Zeugen kann der Kommissar sicher sein, dass sie liigen? Bei
welchen kann er sicher sein, dass sie die Wahrheit sagen? Erkldren Sie,
wie Sie auf Ihr Ergebnis kommen!

Aufgabe 1.3 (ZweiInvestmentbanker). Ein Mann ist bei einer Kurz-Beratung
mit zwei Investmentbdnkern, A und B genannt, in der er herausfinden moch-

te, ob er seine Erbschaft lieber in die Anlagemdglichkeit 1 oder in die An-

lagemoglichkeit 2 investieren soll. Leider ldsst die kostenlose Beratung der

Bank nur eine einzige Ja/Nein-Frage an nur einen der beiden Berater zu.

Ein Freund hatte ihn zuvor davon informiert, dass einer der beiden immer

die Wahrheit sagt und dass der andere stets liigt. Der Freund wusste aber

ungliicklicherweise nicht mehr, welcher der beiden welcher ist. Mit welcher

Frage kann der Mann herausfinden, welche die gute und welche die schlechte

Anlagemoglichkeit ist?

Aufgabe 1.4 (Logische Verkniipfungen). Sei A das Zeichen fiir nicht und, d.h.
fur zwei logische Variablen A, B ist AA B = =(A A B).

1. Stellen Sie die drei logischen Verkniipfungen -, A und V jeweils aus-
schlieflich durch A dar.

2. Seien Xj, ..., X, logische Variablen und f(Xj, ..., X,;) eine beliebige logische
Funktion mitin X; bis X,, mit gegebener Wahrheitstafel. Zeigen Sie: f l4sst
sich durch A darstellen.

Aufgabe 1.5 (Induktion). Finden Sie eine geschlossene Formel, die nur von
n € N abhéngt, fiir

2K

k=1

(beispielsweise mit der in der Vorlesung erlduterten Methode, oder auch
anders) und beweisen Sie die Formel per Induktion.
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Aufgabe 1.6 (Die Tiirme von Hanoi). Das Spiel Die Tiirme von Hanoi besteht
aus 3 Spielfeldern, auf denen n € IN Scheiben paarweise verschiedener Grofle
gestapelt werden kénnen. Zu Beginn des Spiels sind alle Scheiben auf einem
der Spielfelder der Grofle nach gestapelt (die unten liegende Scheibe ist die
grofite, wie im Bild zu sehen). Ziel des Spiels ist es, den Anfangsstapel auf
ein anderes Feld zu versetzen, so dass er dort wieder in der gleichen Stapel-
Reihenfolge liegt. Dazu darf in jedem Spielzug die oberste Scheibe eines
beliebigen Turms auf einen anderen Turm, der keine kleinere Scheibe enthilt,
gelegt werden.

Geben Sie einen Algorithmus an (Papierform gentigt), der dieses Problem
16st, und beweisen Sie die Korrektheit Ihres Algorithmus. Stellen Sie eine
Formel fiir die Anzahl der notwendigen Ziige auf und beweisen Sie diese mit
vollstandiger Induktion.

Aufgabe 1.7 (Erfiillbarkeit, konjunktive Normalform). Finden Sie fiir die
folgenden Aussagen jeweils heraus, ob sie erfiillbar oder sogar eine Tautolo-
gie sind?

1. X=2(Y=22) = (XAY)=>2),
2. (AAB)V (A= B).

Geben Sie fiir die zweite Aussage auch die konjunktive Normalform an.
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Mengen und Abbildungen

Die Mengenlehre ist das fundamentale Hilfsmittel zur Spezifizierung ma-
thematischer Objekte. In der Informatik wird sie beispielsweise tiberall dort
verwendet, wo Alphabete, Halbgruppen, Algebren, Verbande eine Rolle spie-
len. Zu den unmittelbaren Anwendungen gehoren Datenbanken.

2.1 Mengentheoretische Sprechweisen

Eine Menge M ist eine Kollektion wohlbestimmter Objekte, die wir Elemente
von M nennen. Mengen lassen sich auf zwei Weisen spezifizieren:
1. Aufzédhlen der Elemente,

2. durch eine charakteristische Eigenschaft.

Beispiel 2.1.

1.{a,b,c,...,z} ist die Menge der Buchstaben des Alphabets.

2. {a,b,a} = {a,b}: mehrfaches Aufzédhlen von Elementen dndert die Menge
nicht.

3. {b,a} = {a, b}: auf die Reihenfolge kommt es beim Aufzédhlen der Elemente
einer Menge nicht an.

4. Elemente von Mengen kénnen auch Stiadte sein:

H = {Hauptstadte der Bundeslédnder}
= {Berlin, Bremen, Hamburg, Saarbriicken, Hannover, Kiel,
Schwerin, Magdeburg, Potsdam, Diisseldorf, Dresden, Erfurt,
Mainz, Wiesbaden, Stuttgart, Miinchen}
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5.0 = {}, die leere Menge.

6. Alle reellen Zahlen x mit der Eigenschaft (kurz | geschrieben) x> — x — 1:

{1+\/5 1—\/3}.

R|ix*-x-1=0}=
{xeR|x"—x 0} )

Dies kann man beispielsweise mit der aus der Schule bekannten p,g—
Formel berechnen.

Wichtige Mengen von Zahlen haben spezielle Notationen; einige davon ha-
ben wir bereits kennen gelernt:

e IN=1{1,2,3,...}, Menge der nattirlichen Zahlen,
o Z={0,1,-1,2,-2,...}, Menge der ganzen Zahlen.
o Q={}labeZ,b+ 0}, Menge der rationalen Zahlen (siehe Beispiel 3.12).

¢ R = { unendliche Dezimalzahlen }, Menge der reellen Zahlen (siehe dazu
auch Kapitel 4).

e C =Menge der komplexen Zahlen (siehe Abschnitt 7.1).

Ist M eine Menge und a ein Element, so schreiben wir a € M. a ¢ M steht fiir:
a ist kein Element von M. M 3 a steht fiir: M enthélt das Element a.

2.2 Teilmengen und Venn-Diagramme

Eine Teilmenge N einer Menge M ist eine Menge, fiir die gilt:
aeN=aeM
Schreibweisen:

e N C M: N ist eine Teilmenge von M.
e N ¢ M: N ist keine Teilmenge von M.
e N C M: N ist eine echte Teilmenge von M, d.h. N C M, aber N # M.

Fiir Teilmengen A, B einer Menge M bezeichnet
ANB={xeM|xe€ Aundx € B}

den Durchschnitt. Mit Venn-Diagrammen kann man Beziehungen von Teil-
mengen oft besonders anschaulich darstellen; siehe Abb. 2.1 fiir den Durch-
scnitt. Die Menge
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Abbildung 2.1. Der Schnitt A N B zweier Mengen A, B C M, hervorgehoben durch die
graue Einfarbung.

Abbildung 2.2. Die Vereinigung AUB zweier Mengen A, B C M, hervorgehoben durch
die graue Einfarbung.

AN J/

Abbildung 2.3. Das Komplement A= M\A einer Menge A C M, hervorgehoben
durch die graue Einfarbung.
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AUB={xeM|xe€Aoderxe B}
heifsit Vereinigung von A und B; siehe Abb. 2.2. Die Menge
A=M\A={xeM|x¢A)
heifst Komplement von A in M, siehe Abb. 2.3. Die Menge
A\B={xeM|xeAund x ¢ B}

heifsit Differenzmenge von A und B, sieche Abb. 2.4. Manchmal wird statt A\B
auch A — B geschrieben.

Abbildung 2.4. Die Differenz A\B zweier Mengen A, B C M, hervorgehoben durch
die graue Einfarbung.

2.3 Rechenregeln fiir Mengen

Satz 2.2 (Rechenregeln fiir Mengen). Es seien A, B, C C M. Dann gilt:

1.ANnB=BnNA.
AUB=BUA, Kommutativgesetze
22.(ANB)NC=ANnBNC).
(AUB)UC =AU (BUC), Assoziativgesetze,
3.ANBUC)=(ANB)UANCQ).
AUBNC)=(AUB)N(AUC), Distributivgesetze,
4. Aud=A ANM = A, Identititsgesetze.
5 AUM\A)=AUA=M,
AN (M\A) = AnA =0, Mengen und ihr Komplement.

6. (ANB)=AUB,
(AUB) = AN B, Gesetze von de Morgan.
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7. @ = A, Gesetz vom doppelten Komplement.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus den analogen Aussagen der
Logik. Alternativ mit Venn—-Diagrammen (siehe Abb. 2.5und 2.6): O

A J

Abbildung 2.5. A N B = A U B, hervorgehoben durch die graue Einfirbung.

A

IRVES

Abbildung 2.6. AN (BUC) = (AN B) U (AN C), hervorgehoben durch die graue
Einfarbung.

2.4 Disjunkte Mengen

Sind A und B endlich, dann gilt:
|AUB| = |Al +[B| - AN B,

da in der Summe |A| + |B| die Elemente von A N B doppelt gezahlt wiirden.
Besser:
[AUB|+|ANB|=|A|l +|B|,

denn diese Formel macht auch fiir unendliche Mengen Sinn: |A| = c0. A und
B heiflen disjunkt, wenn AN B = 0.
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2.5 Kartesische Produkte

Es seien A und B Mengen. Dann ist das kartesische Produkt
AXB={(a,b)|lacA,be B}

die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und Elementen aus
B.

Beispiel 2.3.

1.{a,b,..., h} x({1,2,...,8} ist beim Schach gebraduchlich.

2.Mit R> = RxR = {(a,b) | a,b € R} lassen sich Punkte in der Ebene
spezifizieren.

Fiir die Anzahl der Elemente eines kartesischen Produktes gilt:

|A X B| = |A] - |B].

2.6 Definition des Binomialkoeffizienten

Die Potenzmenge 2M einer Menge M, die aus den Teilmengen von M besteht,
hatten wir schon eingefiihrt.

Definition 2.4. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge bezeichnen wir mit (}) (gelesen: n iiber k, englisch n choose k). () heifit
auch Binomialkoeffizient.

2.7 Eine Formel fiir den Binomialkoeffizienten

Der Binomialkoeffizient kann durch Fakultiten (siehe Definition 1.19) ausge-
driickt werden:

Satz 2.5. Fiir 0 < k < n gilt:

A n!
(k) K-k
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Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Aussage richtig. Die leere Menge
0 hat genau eine O-elementige Teilmenge, namlich 0. Also: () = 1 = ;% gilt.

Num zum Induktionsschritt n — n + 1: Fiir k = 0 ist die Aussage klar: Auch
{1,...,n+ 1} hat genau eine 0-elementige Teilmenge, ndmlich 0, also gilt:

n+1 —1= (n+1)!
0 /) ~ 0m+1V

wie behauptet. Sei also k > 1. Wir betrachten

(”Zl)z'{Ac{L...,nun|A|=k}|.

Die Menge auf der rechten Seite zerlegt sich disjunkt in

{Ac{l,...,n}||A|=k}U{A’U{n+1}|A’c{1,...,n},|A’|=k—1}.

)=

Die Induktionsvoraussetzung gibt nun:

(4=

Also:

n! n!
T Rm =R T k=D —k+ 1)
n!
SRk TREIER
_ (n+1)!
T Km-k+ 1)

O

Der Beweis des vorigen Satzes zeigt insbesondere:

Lemma 2.6. Fiir n,k € IN gilt:
n+1\ (n N
k) \k) \k-1)

Der Name Binomialkoeffizient kommt von folgendem Satz:

Beweis. 0O
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n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Abbildung 2.7. Das Pascalsche Dreieck mit den Eintragen () fiir k = 0,...,n. Diese

Darstellung suggeriert (siehe auch Lemma 2.6): (}) = (Zj) + (") fiark > 1.

Satz 2.7 (Binomische Formel). Es seien a,b € R und n € IN. Dann gilt (siehe

auch Abb. 2.7):
n _ n n—k 1.k
(a+Db) —kE_O(k)a b

Beweis (von Satz 2.7). Induktion nach n. Induktionsanfang: n = 1.

1
kZ:O‘(Ilc)al‘kbk:((1))11+(1)b:a+b:(a+b)1.

Induktionsschrittn — n + 1:

@+b)"™ = (a+ba+b)"

[
1=
—_
= =
=
AN

=

T

7

+
oy

)
+
—_
=
Rl
_

i

L
oy

y

T

&

I 1
—_—— —_———
) o =
o + e
—_ X
~— +
m —
2
5 +
b
L IpA
—_——
M ~ =
S—
- Q
=
= ]
= L
+ X
_
= =
| X +
p— =
- 3
~—— N
AN —_———
= ~—~
1'? I =
R
L S
+ R
— T‘
= (==Y
N— ~
< <
=
3
=

k=1
L 26 (n+1 = (n+1 n+1
emma 2. n+1 n+1-k bk bn+1
(15 )1 o +i2)
n+1
— (Tl + 1) (1”+1_k bk.
k=0
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2.8 Abbildungen

Um Beziehungen zwischen Mengen zu studieren, bendtigen wir sogenannte
Abbildungen.

2.8.1 Definition und erste Beispiele

Definition 2.8. Eine Abbildung f: M — N zwischen zwei Mengen M und N ist
(gegeben durch) eine Vorschrift, die jedem Elemente a € M ein Element f(a) € N
zuordnet. M heif$t dabei Definitionsmenge und N Zielmenge der Abbildung.

Beispiel/Definition 2.9.

1. { Studierende der UdS } — N, x — Matrikelnummer .
2. f:R—> R, x> f(x) = x? (sieche Abb. 2.8)

Abbildung 2.8. Graph einer Parabel mit Gleichung f(x) = x2.

Zu einer Abbildung f: M — N heifit die Teilmenge
Gr=l,y) e MxN |y = f(x)

der Graph der Abbildung f. Aus dem Graphen ldsst sich die Abbildung
zuriickgewinnen:
Gy N ({a} X N) = {(a, f(a))}.

3. Der ganzzahlige Anteil einer reellen Zahl ist durch folgende Abbildung
gegeben (siehe auch Abb. 2.9):

entier: R - Z C R, x — y = entier(x) = | x] :max{neZInSx}.

[xX]=min{n e Z|n>x}.
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3 —_—0
2 —_—0
—
—3—2—1_< 1 23 X
—o-2
—o -3

Abbildung 2.9. Graph der entier Funktion. Ein kleiner, leerer Kreis zeigt dabei an,
dass der umkreiste Punkt nicht zum Graphen gehort.

4.Sei A c R. Dann heifst y4: R — {0,1} C R,

0, fallsaé¢A,
Xa= 1, fallsae€ A.
die charakteristische Funktion fiir A.

5. Der Graph der Funktion xq ldsst sich schlecht zeichnen.

2.8.2 Injektivitdt, Surjektivitdt und Bijektivitat

Definition 2.10. Sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heifit zu A ¢ M
die Menge
f(A)={f@laeM}CcN

das Bild von A unter f. Zu B C N heif$t die Menge
f'(B)=1{aeM| f(a) € B}

das Urbild von B. f~! ist eine (neue) Abbildung f~1: 2N — 2M zwischen den
Potenzmengen von N und M. Fiir ein Element b € N schreiben wir kiirzer: f~1(b) =

fFAwh.

Im Verlaufe der Vorlesung werden wir sehen, dass die folgenden Eigenschaf-
ten von Abbildungen immer wieder eine zentrale Rolle spielen werden:

Definition 2.11. Eine Abbildung f: M — N heifit injektiv (lat. iniacere: hinein-
werfen), wenn x1,x, € M,x1 # %= f(x1) # f(x2) gilt. f heifSt surjektiv (lat.
suriectere: iiberwerfen), wenn f(M) = N. Eine Abbildung, die injektiv und surjektiv
ist, heifst bijektiv.

Beispiel 2.12. f in Abb. 2.10 ist weder injektiv noch surjektiv: f(a) = f(b),
3¢ f(M).
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M

N

Abbildung 2.10. Injektivitat und Surjektivitat: Die gezeigte Abbildung f ist weder
injektiv noch surjektiv.

Satz 2.13. Sei f: M — N eine Abbildung zwischen endlichen Mengen mit |M| =
IN|. Dann sind dquivalent:

1. f ist injektiv,
2. f ist surjektiv,
3. f ist bijektiv.
Beweis. 2. = 3. Sei f surjektiv. Dann gilt:
INT= Y loh < Y IF )l = 1ML
beN beN

Wegen |N| = |[M| muss Gleichheit gelten. Also:

b} = |f'(b)l =1 fiiralle b € N,
d.h. f ist bijektiv.
Wir zeigen nun: 1. = 3. Sei dazu f injektiv. Dann gilt:

INT= Y bl = ) 17 )] = M)

beN beN
wegen |N| = |M] gilt wieder:
1B}l = |f'(b)l =1 fiir alle b,

d.h. f ist bijektiv.

Die verbleibenden Implikationen 3. = 1. und 3. = 2. sind nach Definition der
Bijektivitat richtig. O
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Mehrere wichtige Resultate folgen direkt daraus:

Korollar 2.14 (aus dem Beweis). Seien M, N endliche Mengen. Ist f: M — N
injektiv, so gilt: M| < |N|. Ist f: M — N surjektiv, so gilt: M| > |N].

Korollar 2.15 (Schubfachprinzip). Seien M, N endliche Mengen. Eine Abbildung
f+ M — N mit IM| > |N| ist nicht injektiv.

Eine nette Anwendung davon ist folgende:

Proposition 2.16. Unter beliebigen n? + 1 vielen Punkten P, ..., P2, in einem
Quadrat der Kantenliinge n gibt es zwei Punkte mit Abstand < V2.

Beweis. Zwei Punkte in einem Quadrat der Kantenldnge 1 haben Abstand
<2 nach dem Satz von Pythagoras: 12 + 12 = (V2)2. Wir zerlegen

Q={xy|0<x<n0<y<n}
disjunkt in 7> Quadrate (siehe Abb. 2.11):
Qij={xyli-1<x<ij-1<y<j}

und definieren eine Abbildung

I
Qn'!
L

Qll Q12 :

Abbildung 2.11. Zerlegung eines Quadrates.

fll,. 2+ > {1, x{1,...,n)={G,j)) e N*|i<nj<n},

durch f(k) := (i, j), falls der Punkt Py € Q;;. Da wir eine disjunkte Vereinigung
haben, ist dies eine Abbildung. Nach dem Schubfachprinzip ist sie nicht
injektiv und die Behauptung folgt. O
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2.8.3 Weitere Notationen zu Abbildungen

Einige weitere Notationen zu Abbildungen, die hdufig verwendet werden,
sind die folgenden:

Definition 2.17. Sind M und N Mengen, so bezeichnet N = {f: M — N} die
Menge aller Abbildungen von M nach N.

Beispiel 2.18. {0, 1}M = {f: M — {0, 1}}.
Bemerkung 2.19. Es gilt fiir endliche Mengen M, N:
INM| = IN[M,
daher die Notation. In der Tat miissen wir, um f festzulegen, fiir jedes a € M

ein Bild f(a) auswéhlen. Hierfiir haben wir [N| Wahlmoglichkeiten, insgesamt
also [N|M Wahlméglichkeiten.

2.8.4 Komposition von Abbildungen

Definition 2.20. Sind f: M — N und g: N — K Abbildungen, so ist die Kom-
position (oder Hintereinanderausfiihrung) g o f: M — K (gelesen: g verkniipft
mit f oder g nach f) durch (g o f)(a) := g(f(a)) definiert.

Komposition von Abbildungen ist assoziativ:

Satz 2.21. Fiir Abbildungen f: M — N, g: N - Kund h: K — L gilt:

ho(gof)=(hog)of,

kurz zusammengefasst:

Beweis. Es gilt:
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(ho(go f))a)=h((go f)a))
= h(g(f(@)))
= (h o 8)(f(a))
= ((hog)o f)a)
fiir alle 2 aus M. Also:
ho(gef)=(hog)of.
O

2.9 Existenz— und All-Quantor

Die Phrasen fiir alle und es existiert tauchen in der Mathematik und in der
Informatik hédufig auf. Wir verwenden daher die Notation V fiir fiir alle und
3 far es existiert ein.

Beispiel 2.22.
f: M — Nistsurjektiv <= Vbe N daeMmith= f(a).

Bei der Negation von Aussagen mit All- und Existenzquantoren verwandelt
sich ¥ in 3 und din V dhnlich wie bei den Gesetzen von de Morgan.

Beispiel 2.23. f: M — N ist nicht surjektiv
& -(VbeNdaeM: f(a)=b)
 dbeN-(JaeM: f(a)=Db)
& dbeNVaeM:~(f(a)=Db)
& dbeNVaeM: f(a)+b.

2.10 Indizes

Haufig werden Notationen wie 4, ...,a101 € Z verwendet. Was ist dies for-
mal? i - g; ist eine Abbildung wie f: {1,...,101} — Z, f(i) = a;.

Beispiel/Definition 2.24. Sei I eine beliebige Menge und (A;);c; eine Familie
von Teilmengen A; C M einer weiteren Menge M, d.h. eine Abbildung I —
2M i+ A;. Dann ist der Durchschnitt

ﬂAiz{xeMlxeAiViel}

und die Vereinigung;:

UA,-:{xeMlHieImitxeA,-}.
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Aufgaben

Aufgabe 2.1 (Schubfachprinzip und Kartesische Produkte). Gegeben seien
101 paarweise verschiedene ganze Zahlen ay,...,4111 € Z. Zeigen Sie: Es
gibt eine Teilfolge a;,4a;,,...,ai,, i1 < --- < i11, von 11 Zahlen, so dass die
Folge entweder monoton fallend (a; > --- > a;,) oder monoton steigend
(@i, < -+ <ay,)ist.

Aufgabe 2.2 (Injektivitit und Surjektivitit). Seien M und N endliche Men-
gen. Wieviele injektive Abbildungen gibt es von M nach N? Wieviele surjekti-
ve Abbildungen gibt es von M nach N, wenn N zwei, drei oder vier Elemente
enthalt? Haben Sie eine Idee fiir den allgemeinen Fall |[N| = n € IN?

Aufgabe 2.3 (Potenzmengen). Sei M eine beliebige Menge und 2M ihre Po-
tenzmenge. Zeigen Sie: Es existiert keine bijektive Abbildung zwischen M
und 2M.

Aufgabe 2.4 (Wege durch eine Stadt). In einem amerikanischen Stadtplan
mit n Avenues und m Streets, die ein Gitter aus gleich grofien Quadraten
bilden (siehe Abbildung unten), wollen Sie von einem Eckpunkt A aus zum
gegentiiberliegendem Eckpunkt B gehen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es?

A1 2 n

1

2

Aufgabe 2.5 (Induktion). Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion, dass fiir

n € N mitn > 2 gilt:
an K\ (n+1
2/ \ 3 )

k=2
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Aufgabe 2.6 (Binomialkoeffizienten). Zeigen Sie: Fiir alle n, k, s, t € IN gelten
die folgenden drei Gleichungen:

n n\n-—k
(k+ 1) - (k)k+ 1 1)
Zz(’:) —n-2n 2.2)
s+t = (s t
()L e

Geben Sie eine Interpretation von Gleichung (2.1) iiber die Definition des
Binomialkoeffizienten.
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Aquivalenzrelationen und Kongruenzen

In der Mathematik und Informatik hat man es oft mit Relationen zu tun.

3.1 Aquivalenzrelationen

Beispiel 3.1. > (grofer gleich) ist eine Relation auf R. Fiir je zwei Zahlen
x,y € Rist die Relation x > y entweder wahr oder falsch.

Definition 3.2. Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R C M X M nennen wir eine
Relation. Fiir x, y € M ist die Relation erfiillt, wenn (x, y) € R. Manchmal schreibt
man dann auch xRy.

Beispiel 3.3.

1. Far > ist R> C R X R die Winkelhalbierende des rechten oberen und lin-
ken unteren Quadranten des Koordinatensystems gemeinsam mit allen
Punkten darunter (Abb. 3.1).

Abbildung 3.1. Die Relation > auf R%.

2. Fuir Gleichheit = ist R- € RX R genau die Winkelhalbierende des rechten
oberen und linken unteren Quadranten (Abb. 3.2).
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T

Abbildung 3.2. Die Relation = auf R>.

In diesem Kapitel mochten wir Aquivalenzrelationen studieren. Unser Ziel
ist es, den Begriff gleich zu dquivalent bzw. dhnlich abzuschwiachen. Zunéchst
ein paar Beispiele dazu:

Beispiel 3.4.
1.Sei f: M — N eine Abbildung. Wir sagen a,b € M sind dquivalent, in
Zeichen a ~ b, wenn f(a) = f(b) gilt.

2.Seien M = Z und d € Z1. Zwei Zahlen a,b € Z heiflen kongruent
modulo d, in Zeichena = b mod d, wenn a — b durch d teilbar ist.

Welche Eigenschaften sollen Aquivalenzrelationen haben?

Definition 3.5. Eine Teilmenge R ¢ M X M heif$t Aquivalenzrelation (wir schrei-
ben a ~ b statt (a,b) € R), wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Reflexivitit:a ~aV¥ a € M.

2. Symmetrie:a ~b=>b~aVa,be M.

3. Transitivitit: a ~bundb ~c=a~cVa,b,c e M.

Beispiel 3.6.

0. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation
1. Fir f: M — N, definerta ~ b, falls f(a) = f(b) eine Aqujvalenzrelation auf
M. Dies ist eine Aquivalenzrelation, da = auf N eine Aquivalenzrelation
ist.
2.a=b mod d ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
a)a—a=0-4d.
b)a-b=k-d=b-a=(-k)-d.
cga-b=k-dundb-c=1l-d=a-c=a-b+b-c=k-d+1-d=(k+])-d.

3. > auf M = R ist keine Aquivalenzrelation. Zwar gilt die Reflexivitit, da
x>xVx€R,und x > y,y > z=x > z (Transitivitdt), aber x > y=y > x
ist im Allgemeinen falsch.
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Satz/Definition 3.7. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Zu a € M heifit
[a] ={beM|b~a}

die Aquivalenzklasse von M und jedes Element b € [a] heifit ein Repréisentant
von [a). Je zwei Aquivalenzklassen [a] und [b] sind entweder gleich oder disjunkt
(d.h. sie haben leeren Durchschnitt).

Beispiel 3.8. Fiir (= mod 3) sind die Aquivalenzklassen

[0]
[1]
(2]

{...,-6,-3,0,3,6,...},
{...,=5,-2,1,4,7,...},
{...,—4,-1,2,5,8,...}.

Es gilt:
[lu[l]lu[2] =Z.

Beweis (des Satzes 3.7). Zu zeigen ist, dass aus [a] N [b] # 0 folgt, dass [a] = [D].
Sei dazu etwa ¢ € [a] N [b] und d € [a]. Dann gilt: d ~ a ~ ¢ ~ b, also wegen
der Transitivitdt d ~ b und daher d € [b]. Dies zeigt: [a] C [b]. Die umgekehrte
Inklusion [b] C [4] folgt analog. Also insgesamt: [a] = [b]. O

Definition 3.9. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Mit
M/~ = {[a] |a € M} c 2M

(Sprechweise: M modulo ~) bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen.
Die Abbildung
: M — M/~, a [a]

heifit kanonische Aquivalenzklassenabbildung.

Beispiel 3.10. Fiir (= mod 3) auf Z ist n: Z — {[0],[1], [2]} die Abbildung
n +— [Rest von 7 bei Division durch 3].

Bemerkung 3.11. Offenbar gilt:
n(a) = n(b) & [a] = [b].

Jede Aquivalenzrelation ist also im Prinzip vom Typ 1 in Beispiel 3.6 mit f =
1n: M — N = M/~. Das Urbild des Elements [a] € M/~ ist 7~'([a]) = [a] € M.

Einer der wesentlichen Anwendungen von Aquivalenzrelationen ist es, dass
man mit ihrer Hilfe aus bekannten Mengen M neue interessante Mengen M/~
konstruieren kann.
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Beispiel 3.12. Die Konstruktion der Menge der rationalen Zahlen aus den
ganzen Zahlen Z. Dazu betrachten wir M = Z X (Z\{0}) und definieren eine
Aquivalenzrelation auf M durch:

(P, q1) ~ (p2,q2), fallsp1 - g2 = p2 - 1.

Die Aquivalenzklasse [(p,q)] wird iiblicherweise mit ;—7 bezeichnet, wobei p
dann Zihler und g Nenner heifien. Also:

Q:=(zZx@\op) /~ .

Wir miissen einsehen, dass ~ wirklich eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitit
und Symmetrie sind klar. Transitivitat: Seien (p1,41) ~ (p2,92) und (p2, 2) ~
(p3,43), also p1g2 = paq1 und pags = paqa. Es folgt: p1g2q3 = paqugs = p2qaq =
p349291,also g2(p193—p3q1) = 0. Nun gilt: g, # 0.In Z folgt daher: p1g3—paq1 = 0,
d.h. (p1, 1) ~ (p3, 93)-

Addition und Multiplikation erkldren wir reprasentantenweise:

+ .
pr_psta pr_pr
q s qs 9 s 4q-8
Diese Definition ist nicht unproblematisch, da die rechten Seiten von der
Auswabhl der Reprédsentanten (p, q) € s und (7, s) € ; abhéngen. Das Beispiel

1,1_1:3+42:1_5
23 2-3 6
2 -1 _2:(3)+4- (1) _ -10
47 - 4.-(-3) —12

suggeriert aber, dass dies vielleicht doch kein Problem ist. Um allgemein
einzusehen, dass

+: M/~ X M/~ — M/~ und -: M/~ X M/~ — M/~

wohldefinierte Abbildungen sind, miissen wir zeigen, dass das Ergebnis
nicht von der Wahl der Représentanten abhédngt. Zum Beispiel ist fiir (p1, 1) ~
(P2, 92) zu zeigen, dass (p1s + 417, 415) ~ (P25 + got, q25) gilt. Also ist

(p1s + q17) - gos = (p2s + q2r) - q15

zu zeigen, was dquivalent zu pis - g5 = pos - q1s ist. Dies folgt aber aus
p192 = pag1 durch Multiplikation mit s. Die Unabhéngigkeit von der Auswahl
(r2,52) € £ zeigt man genauso. Die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist
dhnlich, aber einfacher.

Schliefilich ldsst sich Z als Teilmenge von Q auffassen mit Hilfe der Abbil-

dung:
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Z%Q,nH?.

Dabei bezeichnet der Pfeil < eine injektive Abbildung. Gelegentlich verwen-
den wir auch den Pfeil —»; dieser steht fiir eine surjektive Abbildung. Jedes
Element g € Q hat einen ausgezeichneten Reprasentanten (g, b) € g = § mit
a, b teilerfremd, b > 0.

Bemerkung 3.13. Im Allgemeinen gibt es bei Aquivalenzrelationen keine
ausgezeichneten Représentanten. Dies sieht man beispielsweise an dhnlichen
Dreiecken: Zwei Dreiecke heifsen dhnlich, wenn die drei Winkel («, §, ) und
(o', p’,7") bis auf die Reihenfolge tibereinstimmen (Abb. 3.3). Einen ausge-

Abbildung 3.3. Zwei dhnliche Dreiecke.

zeichneten Représentanten gibt es nicht (Abb. 3.4).

Abbildung 3.4. Ahnliche Dreiecke.

3.2 Kongruenzen

Im Folgenden mochten wir die Relation (= mod #) auf Z naher studieren.
Fir Z/(= mod n) schreiben wir kiirzer Z/n. Jedes Element [a] von Z/n hat
einen ausgezeichneten Reprasentanteni € {0,1,...,n — 1}, ndmlich den Rest i
bei Division von a durch n. Die Restklasse von i ist

[[1={i+kn|keZ)}.
Haufig wird auch die Notation
i=[i]

verwendet. Die Menge

Z/n=1{0,1,...,n—1}
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hat also n Elemente. Elemente von Z/n lassen sich addieren und multiplizie-
ren:

itj=i+ji-j=i-].

Beispiel 3.14. n = 6.
1.Esgﬂt:(i+§)+§:1+§=§=§.
AuBerdem ist: 2+ (2 +5)=2+7
2.Esgilt:(2-2)-5=4-5=20=2.

Diese Addition und Multiplikation geniigt den tiblichen Gesetzen von Ad-
dition und Multiplikation, z.B. den Assoziativgesetzen:

(i+j)+k=i+(j+k)
(i) k=i-G-h.
Distributivgesetze: L
i+ -k=i-k+j-k
Kommutativgesetze:
i+j=j+i
i-j=7j-i.

Um dies einzusehen, zeigt man am Besten, dass in der Definition

ivj=i+j, i-j=i-]

das Ergebnis nicht von der Auswahl i € i und j € j abhéngt: Sind also zwei
verschiedene Reprasentanten der gleichen Aquivalenzklasse i; und i, bzw. j;
und j, gegeben, d.h.

ih=i modn, ji=j; modn.
so folgt tatsdchlich:
i1+j1=i+j, modn, ij-j;=i-j» modn.

Dann vererben sich ndmlich die Rechengesetze direkt aus denen fiir + und -
inZ.Seialsoi; =i, mod n,d.h.i; —i, = k- n fiir ein gewisses k € Z. Daraus
folgt:

ih+j—(2+j)=k-n, alsoiij+j=i,+] mod n.

Analog:
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i1j—ij=jkn = i1j=ij mod n,
d.h. bei der Verkniipfung hingt das Ergebnis nicht von der Wahl eines Re-

prasentanten der Klasse i ab. Eine analoge Rechnung zeigt Entsprechendes
fiir die Klasse j.

Bemerkung 3.15. In Z/6 gilt:
2.3=6=0¢€2Z/6,

obwohl §, 3#0.Ausa-b=a-ckannmanalsob=cinZ /n nicht schliefsen.

Eine Ausnahme bildet der Fall, dass n = p eine Primzahl ist, denn aus
a-b=0 modp

folgt: p | a - b und daher p | a oder p | b (dies werden wir in Korollar 3.32
beweisen).

Es folgt:

Satz/Definition 3.16. Sei p eine Primzahl und @ € Z/p, a # 0. Dann gibt die
Multiplikation mit a eine bijektive Abbildung

Z|p — Z/p, b+ a-b.

Das Urbild von 1 bezeichnen wir mit a ~* und heifit Inverses von a. Das Inversed ~!

wird also durch ein Element u € Z reprisentiert, so dass
u-a=1 modp
gilt. u heifit Inverses von a mod p.

Beweis. Ista - E =a- b_z, so folgt: a - (b_1 - b_z) = 0. Somit gilt p | a(by — by), aber
nach Voraussetzung p 1 a folgt: p | by — b, und damit: b; = b,.

Also: Z/p — Z/p, b+ - bist injektiv und somit bijektiv, da Z/p endlich ist.
Dh dumitu-a=1 < JueZ:u-a=1 modp. O

Beispiel 3.17. In Z/5 gilt: 2 € Z/5und 27! =3,da2-3=6=1 mod 5.
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3.3 Simultanes L6sen von Kongruenzen

Gegeben zwei natiirliche Zahlen 1, m € Z.,. Dann haben wir eine Abbildung
7 —ZinxZ/m,i— (i modn,i mod m).

Wir fragen: Ist die Abbildung surjektiv? Mit anderen Worten: Gibt es fiir
gegebene a,b € Z ein x € Z mit

x=a mod n,
x=b modm?

Diese Fragestellung taucht auch bei der Kalenderrechnung auf:

Beispiel 3.18. In wie vielen Tagen fallt der ndchste Vollmond auf einen Sonn-
tag?

Vollmond ist alle 30 Tage (in etwa), Sonntag alle 7 Tage. Der néchste Vollmond
ist Donnerstag, der 13.11., also in 6 Tagen. Ist x die gesuchte Anzahl (heute
ist Freitag, der 8.11.), so gilt:

x=6 mod 30,
x=2 mod?7.
Beispiel 3.19. Zahnrader, die ineinander greifen:
x=2 mod 10,
x=5 mod 12.
Es gibt keine Losung, denn aus den beiden Kongruenzen folgt:

x=0 mod 2,
x=1 mod 2,

was ein Widerspruch ist.

Wie wir eben gesehen haben, sind simultane Kongruenzen nicht immer 16sbar
und zwar ist

x=a mod n,

x=b modm,
hochstens 1osbar, wenn a = b mod ggT(n, m) = grofiter gemeinsamer Teiler

von n und m (englisch: greatest common divisor ged). Dass diese Bedingung
hinreichend ist, ist Gegenstand des sogenannten chinesischen Restsatzes.
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Wie berechnet man den ggT? Die Schulmethode ist folgende: Seien n1,m € IN.
Dann schreibt man:

und

d.h. man ermittelt eine Primfaktorzerlegung von n und m in p; paarweise
verschiedene Primzahlen mit Vielfachheiten e;, f; € Zy (einige der e; bzw. f;
dirfen 0 sein). Dann ist

,
ggT(n, m) _ prlmn(e],ﬁ) . prrmn(ey,fr) — H p?’lln(é’l,fl)‘

i=1

Aber: Faktorisieren ist schwierig. Nur in einigen Spezialfdllen kann man
Primfaktoren leicht erkennen. Jeder kennt aus der Schule die Regel, dass
eine Zahl genau dann durch 2 teilbar ist, wenn ihre letzte Ziffer gerade ist.
Auflerdem ist bekannt, dass eine Zahl genau dann durch 3 teilbar ist, wenn
ihre Quersumme es ist. Einige weitere Beispiele:

Beispiel 3.20.

Neuner—Regel: Ist n € IN gegeben in der Form

n=Zai-lOi, a€l0,...,9,
i=0

also im in der Schule {iblichen Zehnersystem, so gilt:

7

n=Qn):= Zai mod 9,

i=0
da10=1 mod 9. Q(n) heifit Quersumme von 7.

Elfer-Regel: Ist n wie oben gegeben, so ist die alternierende Quersumme die
Zahl ’(n) mit:

Q(m):= ) (-1)a.
i=0
Dann gilt: n = Q’(1) mod 11, da -1 =10 mod 11. Beispielsweise ist
Q'(143) =3 + (-4) + 1 = 0= 11 ist ein Teiler von 143,

genauer gilt: 143 = 11 - 13, wie wir dann leicht berechnen konnen.
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3.4 Das RSA-Verfahren

Faktorisieren ist so schwierig, dass dieses als Grundlage eines der weit-
verbreitesten 6ffentlichen Verschliisselungsverfahren herangezogen wird,
namlich RSA (Rivest-Shamir-Adleman, 1978).

3.4.1 Offentliche Kryptosysteme

Diffie und Hellmann haben das Prinzip sogenannter 6ffentlicher Kryptosys-
teme beschrieben:

Alice mochte Bob eine Nachricht x schicken. Da es sein konnte, dass Eve
mithort, verschliisselt Alice die Nachricht x in eine codierte Nachricht c.
Bob mochte dann wieder aus der codierten Nachricht ¢ in die urspriingliche
Nachricht x zurtickgewinnen, ohne dass Eve dies kann. Dies funktioniert
nach Diffie-Hellman folgendermafien:

Die Verschliisselungsmethode von Bob soll offentlich zugénglich sein. Alice
kann diese anwenden, um die Nachricht zu verschliisseln. Eve soll auch dann
keine Chance zum Entschliisseln haben, wenn sie das Verschliisselungsver-
fahren kennt.

RSA ist eine Umsetzung dieser Idee, die den sogenannten kleinen Satz von
Fermat benutzt.

3.4.2 Der kleine Satz von Fermat

Um den kleinen Satz von Fermat, den wir erst im ndchsten Semester beweisen,
zu formulieren, bendtigen wir folgende Definition.

Definition 3.21. Die Eulersche @-Funktion ¢ : IN.1 — IN ist definiert durch:

pn) = |{a |1 <a<nmit gglan) = 1}‘

Beispielsweise ist ¢(6) = 2, da nur 1 und 5 mit 6 keinen gemeinsamen Teiler
besitzen. Mit dieser Notation konnen wir nun den Satz formulieren:

Satz 3.22 (kleiner Satz von Fermat). Sei x € Z mit ggT(x,n) = 1. Dann gilt:
x?™ =1 mod n.
Beweis. spater O

Beispiel 3.23. n = 6, p(n) = 2, x € {1,5}. Es gilt: 52 =25=1 mod 6, wie vom
Satz vorausgesagt.
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Es gibt auch einen sogenannten (grofien) Satz von Fermat, auch Fermats
letzter Satz genannt, obwohl Fermat ihn wohl nur vermutet hatte und erst
Wiles ihn beweisen konnte:

Satz 3.24 (Satz von Wiles (auch: Fermats letzter Satz), Vermutung: Fermat
(17. Jhdt.), Beweis: Wiles (1997)). Fiir n > 3 hat die diophantische Gleichung
(d.h. eine Gleichung, fiir deren ganzzahlige Losungen man sich interessiert)

at+b" ="

keine Lésung (a,b,c) € Z3 mita-b-c # 0.

3.4.3 Das RSA-Verfahren

Der kleine Satz von Fermat erlaubt es uns nun, das RSA-Verfahren zu erlau-
tern. Bevor Alice eine Nachricht schicken kann, muss Bob seinen offentlichen
und seinen geheimen Schliissel produzieren:

e Bob wihlt zwei grofie Primzahlen pg, gg mit ungefédhr 100 Dezimalstellen
und berechnet:

ng=pp-qg und @(ng) = (pp—1)- (g — 1).

Dass ¢(ng) = (pg —1)- (g8 — 1) gilt, ist nicht besonders schwierig zu zeigen;
wir werden auf solche Fragen im nidchsten Semester ndher eingehen.

e AnschlieSend wihlt Bob eine Zahl dg mit
g8T(dp, ¢(np)) = 1
und berechnet eine Zahl ep, so dass:
dg-eg =1 mod @(np).
o Veroffentlicht werden die Zahlen np und dg, geheim bleiben die Zahlen
pB, 98, ¢(np) und ep.

Damit kann Alice nun die Nachricht verschliisseln und Bob sie wieder ent-
schliisseln:

e Alice codiert die Nachricht in eine Zahl x < ng und berechnet daraus die
verschliisselte Zahl c:

dp

c=x mod n3.

e ¢ wird tiber den Nachrichtenkanal an Bob gesendet.

e Bob berechnet seinerseits y = ¢** mod np.
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Dieses y liefert tatsdchlich die urspriingliche Nachricht x, denn es gilt:
y = C(’B = (de)L’B = xdg't’g'

Nun ist:
dg-eg=1+k- (p(nB) und y=x- (xq’(”s))k.
x und np sind mit nahezu 100%-iger Wahrscheinlichkeit teilerfremd:

@png) np—pp—qs+1
np - np ~

1,

da ng > (pp + gp) (d.h. np ist wesentlich grofier als pp + gp, ohne dass wir
das Wort wesentlich hier genauer spezifizieren, entsprechend benutzt man
< fiir wesentlich kleiner). Mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit
lasst sich der kleine Satz von Fermat anwenden, also:

y=x- "y =x.1 =x mod ns.

Da x < np gilt, kennt Bob also die Nachricht x, weil ja x = y mod n5.

Eve miisste eg kennen, um die Nachricht zu entschliisseln, wozu im Wesentli-
chen die Kenntnis von ¢(np) = (pg — 1) - (g — 1) benotigt wird, was wiederum
heif$t, dass np in pp - gp faktorisiert werden muss. Das ist aber, wie schon
erwahnt, sehr schwierig.

3.5 Der euklidische Algorithmus

Faktorisieren von Zahlen ist schwierig, wie wir im Abschnitt 3.4 tiber das
RSA-Verfahren erfahren haben. Gemeinsame Teiler zweier gegebener Zahlen
sind im Gegensatz dazu aber recht einfach zu finden, wie wir hier sehen
werden.

3.5.1 Der Algorithmus

Algorithmus 3.25 (Der erweiterte euklidische Algorithmus).

Input: a,b € Z.
Output: d = ggT(a, b) und u,v € Z mit d = ua + vb.

u, v nennt man Bézoutkoeffizienten fiir den grofsten gemeinsamen Teiler.

1. Wirsetzenx; =a,x, =b.

2. Fiir i > 2 mit x; # 0 berechnen wir x;,1 = xi_1 — ¢;x; mit ¢; € Z und
0 < xi41 < |x;l, bis schliefdlich x,,,1 = 0.
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3. Dannistd = x, = ggT(a,b).
Der erweiterte Teil des Algorithmus ist folgender:

4. Wirsetzenu; =1,up, =0undv; =0, v, = 1.
5. Firi=2,...,n—1seidann
Ujiy1 = Uj—1 — Cildj
OUiy1 = Ui-1 — GiU;.
6. Dann gilt fiir u = u, und v = v,

d = ua + vb.
Zunéchst ein Beispiel dazu:

Beispiel 3.26. a4 = 1517, b = 1221. Gemaif des Algorithmus setzen wir: x; =
a = 1517, x, = b = 1221. Wir erhalten durch Division mit Rest:

1517 : 1221 =1 = ¢, Rest x3 =296,
1221 :296 = 4 = ¢35, Rest x4 =37,
296 : 37 =8 =y, Rest x5 =0.

Damitistxy = d = ggT(a, b). Fiir den erweiterten Teil setzen wiru; = 1,u, =0,
v1 = 0, v, = 1. Weiter erhalten wir:

Uz =u1—cr-up=1-1-0=1,

v3=01—C -0, =0-1-1=-1,
Uy =Ur—c3-uz3=0—4-1= -4,
vg=vy—c3-v3=1-4-(-1)=5.

Zur Uberpriifung der Aussage des Algorithmus berechnen wir:
(—4)-1517 + 5-1221 = —6068 + 6105 = 37,

wie behauptet.

Bevor wir die Korrektheit des Algorithmus beweisen, fithren wir noch eine
Notation ein:

Definition 3.27. Seien x, y € Z. Dann schreiben wir x | y, falls x die Zahl y teilt
(in Z), d.h. falls es ein k € Z gibt mit x - k = y, und x 1 y, falls nicht.

Beweis (der Korrektheit von Algorithmus 3.25).
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. Der Algorithmus terminiert, da alle x; € Z und

o] > x3 > -+ >x, >0.

. Wir zeigen x, | x; mit absteigender Induktion nach k. Die Fille k = n,

d.h. x, | x,, sowie k = n + 1, d.h. x,, | x,41, sind klar, da x,41 = 0. Fiir den
Induktionsschritt seien x;, | x4+ und x;, | xx schon bekannt. Es folgt:

Def.
X | (ka1 + kX)) = X1

Also:
Xplxir=aund x, |x; = b,

d.h. x, ist ein gemeinsamer Faktor von a und b.

. Sei e ein Teiler von a und b. Wir zeigen sogar: e | x fiir alle k. Wieder ist

der Induktionsanfang klar: e | x; und e | x,. Fiir den Induktionsschritt
seien e | x;_1 und e | x; bekannt, woraus folgt:

el (xi-1 —cixi) = Xip1.

Insbesondere gilt also: ¢ | x,,, d.h. d = x,, ist der grofite gemeinsame Teiler
von a und b.

. Um die erweiterte Aussage zu zeigen, beweisen wir x; = u;a + v;b fiir alle

i. Fur i = 1,2 ist dies klar wegen 1y = 1,v; = 0,x1 = aund up = 0,0, =
1,x, = b. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir:
Def.
Uip18 + Vi1b =" (Wi — ciui)a + (Vi1 — civ;)b
= (ui-1a + vi1b) — ci(uia + v;b)

Der Fall i = n:
d=x, =uya+v,b=ua+vb,

was die letzte Behauptung beweist.

O

Korollar 3.28. Seien a,n € Z. Es existiert einui € Z/n miti-a=1€ Z/n genau
dann, wenn ggT(a,n) = 1. Ist dies der Fall und sind u, v die Bézoutkoeffizienten in
ua +on =1, dann gilt: u = [u].

Beweis. 1-a=1 &= ua+ovn = 1 fiir ein gewisses v € Z. = Jeder Teiler von
aund n teilt 1. = ggT(a,b)=lundua+on=1=u-a=1€Z/n. O
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3.5.2 Der chinesische Restsatz

Satz 3.29 (Chinesischer Restsatz). Es seien n,m € Z-1 und a,b € Z. Die simul-
tanen Kongruenzen

X

x

haben eine Losung x € Z genau dann, wenna =b mod ggT(n, m). In diesem Fall
ist x € Z bis auf Vielfache des kleinsten gemeinsamen Vielfaches

a mod #,
b mod m

kgV(n, m) = %
eindeutig bestimmt, d.h. ist xo € Z eine Losung, so ist

{xo+1-kgV(n,m)|l e Z}
die Menge aller Losungen.

Beweis. Die Notwendigkeit hatten wir bereits gesehen (vor dem RSA-
Algorithmus). Um, falls

a=b mod ggT(n,m)=d

gilt, eine Losung zu konstruieren, berechnen wir d mit dem erweiterten eu-
klidischen Algorithmus:
d = un +om.

Istnuna = b+ kd fiir ein k € Z, so ist x = a — kun eine Losung, denn x = a
mod # ist klar und

x=a—kun=a-k(d—-om)
=b+kvm=b mod m.

Ist y eine weitere Losung, so gilt:
x—y=0 modn und x—y=0 mod m.
Aus n,m | x — y folgt kgV(n, m) | x — y, also:
y=x+1-kgV(n,m) fiir ein gewisses [ € Z,

d.h. y ist tatsdchlich in der angegebenen Menge aller Losungen. 0O

Beispiel 3.30. Ein Himmelskorper sei alle 30 Tage gut zu beobachten, das
letzte Mal vor 5 Tagen. Ich habe leider nur sonntags Zeit, heute ist Mittwoch.
Wann kann ich das nédchste Mal den Himmelskorper sehen?

Wir modellieren dies zundchst mit Hilfe von Kongruenzen:
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x=5=a mod30=n,x=3=b mod7=m.

Dann berechnen wir mit dem euklidischen Algorithmus geméfs des Beweises
des chinesischen Restsatzes u und v mit

1=ggT(30,7)=d=un+vm=u-30+0v-7.

Wir wissen nach dem Satz, dass dies geht, daa = b mod 1 fiir alle ganzen
Zahlen gilt. Es ergibt sich: u = -3, v = 13. Nun schreiben wir:

5=a=b+kdi=3+2-1,
woraus sich die Losung
x=a-kun=5-2-(-3)-30=185=-25 mod 210

ergibt. Also: in 25 Tagen kann ich den Himmelskorper beobachten (das hétten
wir tibrigens auch zu Fuf recht einfach berechnen kénnen).

Wire heute aber ein Montag, d.h. b = 1, so wiirden wir folgendes erhalten:
S5=a=b+kd=1+4-1,

also: x =5—-4-(-3)-30 = 365 = 155 = =55 mod 210. Ich miisste also noch
55 Tage warten.

Beispiel 3.31. Oft kann man mit Hilfe des chinesischen Restsatzes ganze Zah-
len schon an wenigen Kongruenzen erkennen. Wir berechnen hier die ganzen
Zahlen, die folgende Kongruenzen erfiillen:

x=1 mod 2,
x=2 mod 3,
x=3 mod5,
x=2 mod?7.

2,3,5,7 haben offenbar paarweise keine gemeinsamen Teiler aufier 1. Der
chinesische Restsatz sagt uns also, dass eine simultane Losung fiir alle vier
Gleichungen existiert. Der Beweis des Satzes erkldrt auch, wie wir eine solche
Losung finden, namlich mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus.

Es gilt zundchst einmal:
gel(2,3)=1=u-2+v-3mitu=-lundv =1,
d.h.wegenl =2+ (-1)-1ist
xp=1-(-1)-(-1)-2=-1

eine simultane Losung der ersten beiden Kongruenzen, also eine Zahl, fiir
die gilt: x;p = =1 mod 2-3 =6.
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Weiter gilt: ggT(6,5) =1 =u-6+v-5mitu =1 und v = -1, d.h. wegen
-1 =3+ (-4) -1istx;p3 = =1 —(-4)-1-6 = 23 eine Losung der ersten drei
Kongruenzen, also x =23 mod 2-3-5 = 30.

Zuletzt betrachten wir noch: ggT(30,7) =1 = u-30 + v -7 mit u = -3 und
v=13,dh wegen23 =2+21-1ist

X134 =23 -21-(=3)-30=1913 =23 mod 210

eine simultane Losung aller vier Kongruenzen.

3.5.3 Weitere Folgerungen aus dem euklidischen Algorithmus

Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus kénnen wir nun Primzahlen auf
andere Weise charakterisieren:

Korollar 3.32. Sei p € Z4. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. p ist eine Primzahl.
2.d|pdeZ,y=>dell,p).
3.Va,beZgilt:pla-b=plaoderp]|b.
Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist die Definition einer

Primzahl; wir miissen also nur noch die Aquivalenz der letzten beiden Aus-
sagen zeigen:

3. = 2.: Angenommen, 2. ist nicht erfiillt. Dann existiert ein Teiler a | p mit
l<a<p.Seialsoa-b=p. Danngiltp |a-b, aberpfaundp 1 b, da
1 <a,b < p. Also: 3. ist nicht erfiillt.

2. = 3.: Sei2. erfilltund p | a-b. Angenommen, p 1 a. Wir miissen dannp | b
zeigen. Wegen p 1 a gilt ggT(a,p) < p und wegen 2. folgt: ggT(a,p) = 1.
Nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus existieren u, v € Z mit
1 = ua + vp. Damit folgt:

plab=p|uab=p | (uab+vpb) = (ua+vp)-b =1,

also: p | b.
O

Wir konnen jetzt zeigen, dass jede ganze Zahl in Primfaktoren zerlegbar ist:

Satz 3.33 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei 0 # n € Z. Dann existieren
¢ € {1, -1}, r € N und nicht notwendig verschiedene Primzahlen p1, ..., p;, so dass

n:spl-.'pr:er,-.
i=1

Die Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.
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Beweis. Existenz: Induktionnach |n|. Ohne Einschréankung (oft o.E. abgekiirzt)
sein>0,alsoe =1.Istn =1,so0ist e = 1 und r = 0. Ist n eine Primzahl, dann
kénnen wir r = 1, p; = n wahlen.

Andernfalls existieren Faktorena, b € Z. mita-b = n. Wegen |a|, |b| < |n| exis-
tieren fiir 2 und b Primfaktorzerlegungen nach der Induktionsvoraussetzung,
etwa

a=prpr, D=qi gy,
Dannistr = r, + r, und

n :a.b:pl...prﬂ .ql...qrb'
Eindeutigkeit: Ohne Einschrankung sei n > 0. Angenommen,

n:pl...pr:ql...qs

mit p;,g; Primzahlen. Wir miissen zeigen, dass dies bis auf Reihenfolge die
gleiche Faktorisierung ist. Insbesondere miissen wir r = s zeigen. Wieder
verwenden wir Induktion, und zwar nach r. Wegen

prin=qgi---qs

gilt p, | g« flir ein gewisses k nach Eigenschaft 3. von Korollar 3.32 {iber die
Charakterisierung von Primzahlen. Da g eine Primzahl ist, folgt p, = gx und
nach Umnummerierung der g; diirfen wir k = s annehmen. Wir haben also

pl -..pr_l .pr = ql...qs_l .pr.

Es folgt:

P1-Pr-1 =41 (s-1-
Dies ist ein Produkt aus weniger Faktoren, so dass nach der Induktionsvor-
aussetzung folgt:

r—1=s-1, dh.r=s
und

p1-Pr-1 =491 qr-1,
bis auf Reihenfolge der Faktoren. O

Wir haben weiter oben das kleinste gemeinsame Vielfache schon kennen
gelernt; mit dem obigen Satz kénnen wir es nun formal einfiihren:

Definition 3.34. Seien a,b € Z.. Dann bezeichnet kgV(a,b) das kleinste ge-
meinsame Vielfache (englisch: lowest common multiple lcm(a, b)) von a und b.
Das kgV existiert und es gilt:

a-b

keV(a,b) = ———.
gV(a,b) oT(@ D)
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Aufgaben

Aufgabe 3.1 (Aquivalenzrelationen). Auf M = IN x IN definieren wir eine
Relation ~ durch
(a,b) ~(c,d)y =a+d=b+c

1. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M ist.
2. Beschreiben Sie die Aquivalenzklassen [(1,1)] und [(3,1)].

3. Wir definieren eine Addition auf M/~ durch komponentenweise Additi-
on, d.h.:
[(@ b)) +[(c,d)] =[@+cb+d)]

Zeigen Sie die Wohldefiniertheit, d.h. zeigen Sie, dass fiir (a,b) ~ (a’,b")
und (c,d) ~ (¢’,d’)auch (a+c,b+d) ~ (@' + ', b +d') gilt.

4. Die Menge M/~ mit der so definierten Addition ist eine in der Mathematik
wohlbekannte Menge. Welchen Namen hat diese Menge?

Aufgabe 3.2 (Der chinesische Schifer). Ein chinesischer Schifer hat ein Her-
de von hochstens 200 Tieren. Um sie exakt zu zdhlen, ldsst er sie des Abends
immer zu zweit durch ein Gatter laufen und stellt fest, dass ein Tier iibrig
bleibt. Am néchsten Abend lésst er die Tiere immer zu dritt durchs Gatter
laufen und stellt ebenfalls fest, dass eins tibrigbleibt. Am dritten Tage macht
er dasselbe mit 5 Schafen und stellt wieder fest, dass eines tibrig bleibt. Am
vierten Abend schlieflich ldsst er 7 Schafe auf einmal durchs Gatter, und es
bleibt kein Schaf tibrig. Wie grof: ist die Herde?

Aufgabe 3.3 (Grofiter gemeinsame Teiler).

1. Sei a = 2387 und b = 2079. Bestimmen Sie ohne Computer den grofiten
gemeinsamen Teiler d = ggT(a,b) und die Bézoutkoeffizienten u und v,
d.h. finden Sie u und v mit au + bv = d.

2.Sei a = 139651 und b = 111649. Bestimmen Sie ohne Computer das
kleinste gemeinsame Vielfache von a und b.

Aufgabe 3.4 (Gemeinsame Teiler). Verwenden Sie das Computeralgebrasys-
tem MAPLE, um folgendes Experiment durchzufiihren: Wiahlen Sie zufallig
10.000 Paare von Zahlen zwischen 0 und 10° und zihlen Sie, wie viele Paare
einen gemeinsamen Teiler ungleich eins haben. Wiederholen Sie das Experi-
ment fiir jeweils 10.000 Paare zwischen 0 und 10° bzw. 0 und 10'?. Geben Sie
einen Ausdruck Ihres Maple-Programmes mit ab.

Aufgabe 3.5 (Inverse in Z/n).



56 3 Aquivalenzrelationen und Kongruenzen

1. Zeigen Sie: a € Z/n hat genau dann ein multiplikatives Inverses u € Z/n,
wenn 4 und n keinen gemeinsamen Teiler haben, d.h. wenn ggT(a,n) = 1
ist.

2. Zeigen Sie: Dieses Inverse u von a ist dann in Z/n eindeutig bestimmt.

Aufgabe 3.6 (Zur Qualitit von Primzahltests mit Hilfe des kleinen Satzes
von Fermat). Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt: p ist Primzahl =
a1 =1 mod p Ya mit ggT(a,p) = 1.

Verwenden Sie MAPLE, um zu zeigen, dass die Umkehrung nicht gilt, d.h.
finden Sie eine zusammengesetzte Zahl 1, fiir die a"~! =1 mod n fiir alle a
mit ggT(a,n) = 1 gilt.

Aufgabe 3.7 (Kongruenzen). Sei p eine Primzahl und seien a,b € IN. Zeigen
Sie:
(a+byf =a"+b mod p.

Aufgabe 3.8 (Zahnrider). In der unten stehenden Skizze sehen Sie drei Zahn-
rader, die ineinander greifen und die sich um ihren jeweiligen Mittelpunkt
drehen lassen. Gibt es eine Einstellung der Zahnréder, so dass alle drei Zeiger
(d.h. die dicken Striche) nach oben zeigen? Falls ja, geben Sie an, um wieviele
Zacken man das linke Rad in welche Richtung drehen muss, damit alle drei
Zeiger nach oben zeigen?
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4

Die reellen Zahlen

Mit R bezeichnen wir die Menge der (unendlichen) Dezimalzahlen, der reel-
len Zahlen. Wir fassen die Eigenschaften von R in einigen Axiomen zusam-
men, auf die wir alle weiteren Sitze aufbauen werden.

4.1 Die Korperaxiome

Auf R sind zwei Verkniipfungen +, - erklart:

+: RXR—>R,(g,b)—a+b,
t RXR—-> R, (ab)—a-b.

R ist ein Korper im Sinne der folgenden Definition:

Definition 4.1. Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen

+: KxK—>K, (ag,b)—a+b,
: KxK—> K, (a,b) —a-b.

heifst ein Korper (Achtung! englisch: field), wenn folgende Axiome erfiillt sind:

K1 (Axiome der Addition):
K1.1: Die Addition ist assoziativ:

@+b)+c=a+0b+c) Yab,cek

K1.2: Die Addition ist kommutativ:

a+b=b+a VYabek
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K1.3: Existenz der O (neutrales Element der Addition):
d0€eK:a+0=a VYaek

K1.4: Existenz des Negativen:
Yae K3a e Kmita' +a=0.

a’ heifit Negatives zu a und wird iiblicherweise mit —a bezeichnet.
K2 (Axiome der Multiplikation):
K2.1: Die Multiplikation ist assoziativ:

@-b)y-c=a-(b-c)Va,b,cek.

K2.2: Die Multiplikation ist kommutativ:
a-b=b-a Yabek

K2.3: Existenz der 1 (neutrales Element der Multiplikation):
d1eK:1-a=a Vaek

K2.4: Existenz des Inversen:
Yae K\{0}da' €e Kmita -a=1.
a’ heifit Inverses zu a und wird iiblicherweise mit a=" oder 1 bezeichnet.
K3 (Distributivgesetze): Man kann ausmultiplizieren:
a-b+c)=a-b+a-c Vab,cek,

und
(@+b)y-c=a-c+b-c Vab,cek

Aufler den reellen Zahlen kennen wir schon einige andere Korper:
Beispiel 4.2.

1. Q ist ein Korper.
2. Ist p eine Primzahl, so ist IF, := (Z/p, +, -) ein Korper.

3. Insbesondere ist IF, ein Korper. Addition und Multiplikation kann man
durch folgende Verkniipfungstafeln angeben:

+/01  -]01
oot oloo
110 1j01

4. (Z,+,") ist kein Korper, da das Axiome K2.4 nicht erfiillt ist, d.h. es exis-
tiert nicht fiir alle ganzen Zahlen ein Inverses in Z, beispielsweise ftir
2 € Z. Genauer existiert hier nur fiir 1, —1 ein Inverses.
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4.2 Ringe

Definition 4.3. Eine Menge (R, +,-) mit zwei Verkniipfungen, fiir die alle Korpe-
raxiome bis auf K2.4 gefordert werden, heifit ein kommutativer Ring mit 1. Wir
werden meifit nur Ring dazu sagen, da bei uns allgemeine Ringe selten eine Rolle
spielen werden. Ein allgemeiner Ring ist eine Menge, bei der aufler K2.4 auch K2.2
und K2.3 nicht gefordert werden.

Beispiel 4.4.

1. Jeder Korper ist ein Ring.
2. (Z,+,") ist ein Ring.

3. (Z/n,+,-) ist ein Ring fiir jedes n € Z.,. Dieses Beispiel zeigt, dass in
Ringen aus a - b = 0 nicht unbedingt folgt, dass a = 0 oder b = 0 gilt.

4.3 Folgerungen aus den Korperaxiomen

Aus den Korperaxiomen konnen wir recht schnell einige Folgerungen ziehen,
die uns im Fall der reellen Zahlen geldufig sind:

Proposition 4.5 (Eigenschaften von Korpern). Sei (K, +,-) ein Korper. Dann

gilt:

1. Die neutralen Elemente 0,1 € K sind eindeutig bestimmit.

2. Das Negative —a zu a € K und das Inverse a™* zu a € K\{0} sind eindeutig
bestimmt. Wir schreiben a — b fiir a + (=b) und § fiira - b™'.

3.(-1)-(-1)=1,0-a=0Vaek.
4. In Summen und Produkten kommt es nicht auf Klammern und Reihenfolge an,

dennay+---+a, und ay - - - a, haben stets den gleichen Wert, unabhingig davon,
wie wir Klammern setzen und die Reihenfolge wihlen.

Beweis.

1. Sei 0" € K ein weiteres Nullelement. Dann gilt: 0’ + a = a Va € K, insbe-

sondere:

0=0+0%0+0 0.

Genauso:
1=1-1=1-17=1".
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2. Seia’ ein weiteres Negatives zu 4. Dann gilt also: 2’ + a = 0 und daher:
—a=0+(—a) =@ +a)+ (-a)
=a +@+(-a)=a +((-a)+a)
=a'+0=0+a"=4a".
Fiir Inverse a~!

3. Es gilt:

argumentieren wir analog.

0-a=0+0)-a=0-a+0-a.
Daraus folgt:
0=-0-a9)+0-a=-0-a+0-a+0-a)
=(-0-a)+0-0)+0-a=0+0-4a
=0-a.

Fiir die andere Aussage gehen wir dhnlich vor:

=D =(=D+1)- (-1
=D-=D+1-(-1)
DD+ (D).

0=

Dies zeigt: (1) - (=1) = 1, wegen der Eindeutigkeit des Negativen.

4. Wir betrachten die Addition und fiithren Induktion nach n durch. Fiir
n = 2 ist nichts zu zeigen. Der Fall n = 3, d.h.

(611 +612) +a3=a1 + (le +ﬂ3)

ist das Assoziativgesetz K1.1.

Fiir den Induktionsschritt # — 1 — n nehmen wir nun an, dass n > 4 und
dass die Behauptung fiir kleinere n schon gezeigt ist. Sei

(@ + - +a) + (@ + - +ay)
die dufserste Klammerung. Wir zeigen:
@+ +a) + @+ +ag) =ar+ @+ (- + (@n +ay) ).

Im Fall k = 1ist dies klar mit der Induktionsvoraussetzung. Sei also k > 2.
Dann gilt mit der Induktionsvoraussetzung:

a4 tag=a+ @+ +a),

also:
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@+ ta)+ @+ ta) = @+ @+ @)+ (@ o+ )

K1.1 (Ass.)
= T m+ (@t a) + @+ +ay))

" m (st +ay).

Fiir die Multiplikation argumentiert man genauso.

Schliefslich noch zur Reihenfolge: Wir wissen aus dem schon Bewiesenen
und dem Kommutativgesetz, dass

ap+ay+---+a,=a,+ay+asz+---a,.

Da wir jede Permutation der Summanden von a; + - - - + 4, durch wieder-
holtes Vertauschen benachbarter Summanden erhalten konnen, folgt die
Behauptung.

a

Da endliche Korper in der Informatik von besonderer Bedeutung sind, geben
wir noch ein Beispiel dazu:

Beispiel 4.6. Der Korper IF3 mit genau drei Elementen, oft bezeichnet mit
0,1,-1, d.h. IF3 = {0,1, -1}, hat folgende Verkniipfungstafeln:

+

_ = O

_ - 0|0
O)l—\Hb—\
—_ O =
_ = O

[N eNol N
—_ = O
— = O

Die Verkniipfungstabellen von IF, und Z/2 sind identisch und jene von IF3
und Z/3 gehen durch -1 + 2 ineinander {iber, d.h. die beiden Korper haben
die gleiche Struktur. Allgemein haben wir schon gesehen, dass Z/p genau
dann ein Korper ist, wenn p eine Primzahl ist.

Gibt es einen Korper mit genau 4 Elementen? Wie wir eben bemerkt haben,
kann Z/4 kein Korper sein, weil 4 keine Primzahl ist. Die Frage wird in den
Ubungsaufgaben beantwortet werden.

4.4 Die Anordnungsaxiome

Auf R sind gewisse Elemente mit x > 0 ausgezeichnet.

Definition 4.7. Ein angeordneter Korper ist ein Korper K zusammen mit Teil-
mengen positiver Elemente
{xeK|x>0},

so dass folgende Axiome erfiillt sind:
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Al: Fiir jedes Element x € K ist genau eine der Eigenschaften x > 0, x = 0 oder
—x > 0 erfiillt.

A2: Sind x > 0und y > 0, so auch x +y > 0.
A3: Sind x> 0und y >0, so auch x -y > 0.

Bemerkung 4.8.

1. Ist K ein angeordneter Korper, dann ist Q < K auf natiirliche Weise,
wir konnen die rationalen Zahlen also als Teilmenge jedes angeordneten
Korpers ansehen.

Dies konnen wir wie folgt beweisen. Wir betrachten zunéchst die Abbil-
dung:

n
N-Kne Y lk=n-l
i=1
wobei 1x das 1-Element im Korper K bezeichnet. Alle Bilder dieser Ab-
bildung sind positiv, denn nach A1-A3 ist:

1x =1x - 1g = (-1x) - (-1gx) > 0, da 1g # Ound 1x > 0 oder — 1 > 0.

Die Abbildung ist injektiv, da, falls n - 1x = m - 1x, n > m, folgt: (n — m) -
1x = 0 und dies ist nur fiir n = m moglich. Endliche Korper lassen sich
daher nach dem Schubfachprinzip nicht anordnen (IN — F ist fiir einen
endlichen Korper F (z.B. fiir IF = IF,) nicht injektiv). Also: N — K.

Z. — K ist dann durch —n — n - (=1g) fiir n > 0 definiert. Schliefslich
definieren wir

a a-lg
K_
Q=K i,

2. Fiir endliche Korper F; = F mit g Elementen ist das kleinste Element
p € N mitp - 1p = 0 eine Primzahl.

Waére ndamlich a-b-1x = Omita-1x # O und b - 1x # 0, so ergdbe
a-b-1g = (a-1x) - (b- 1x) = 0 einen Widerspruch: Produkte von Elementen
ungleich Null sind in einem Korper stets ungleich Null, denn:

a-b=0€Ka#0=>b=1-b=@"'-a)-b=a'-(a-b)=a'-0=0,

dh.b=0.

Diese Primzahl heifit Charakteristik von IF;, notiert: char(F;) = p. Ist
Q c K, so schreiben wir char(K) = 0.

Bemerkung/Definition 4.9. Ist K ein angeordneter Korper, so definieren wir
eine Relation > auf K durch

x>y: = x-y>0.
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Die Relation < ist definiert durch: x < y : & y > x und die Relation >
durch:
x>2y:< x=yoderx>y.

> ist eine reflexive und transitive Relation: Offenbar ist nimlich x > x Vx € K
und ferner folgt aus x > y und y > z, dass x > z, da:

x-y20,y-z20=>x-y+y-z=x-2z2>0.

Durch

| = x, fallsx >0,
=1 —x, falls —x>0,

ist der Betrag von x definiert. Es gilt:

1. |x| = 0.
2. |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
3. lx-yl=Ixl- |yl Vx,y € K.
4. A-Ungleichung:
Ix + yl < x| + |yl

Die ersten Aussagen sind klar oder einfach zu zeigen, die letzte zeigt man,
indem man alle Félle von Vorzeichen durchspielt: x > 0,x = 0,—x > 0,
y>0,y=0,-y>0.

Definition 4.10. Ein archimedisch angeordneter Kérper ist ein angeordneter
Korper K, der zusitzlich das Axiom

Ad:¥xe KAneNmitn=n-1x > x.

erfiillt.

R und Q sind Beispiele fiir archimedisch angeordnete Korper. Ein Beispiel fiir
einen nicht archimedisch angeordneten Koérper konnen wir hier noch nicht
geben. In einem nicht archimedisch angeordneten Korper gibt es Elemente
x € K, die grofier als jedes n € N, also in gewissem Sinne unendlich grof§ sind.

4.5 Irrationale Zahlen

Das letzte Axiom, das wir fiir die Charakterisierung von R benétigen, ist das
sogenannte Vollstindigkeitsaxiom. Bevor wir dieses besprechen, sei daran
erinnert, warum wir mit Q nicht zufrieden waren.
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4 Die reellen Zahlen

Beispiel 4.11. 1. Nach dem Satz des Pythagoras ist die Lange der Diagona-

len ¢ in einem Quadrat der Kantenlinge a = b = 1 wegen 4% + b = ¢?

gerade

c= V2.
Es gilt:

V2¢Q

Man sagt auch, dass V2 irrational ist. Nehmen wir namlich an, dass
V2 = £ mitp,q € Z und ggT(p, q) = 1, dann folgt:

2
2= Z—Z & 2¢* = p*> = pist gerade,
da p? von 2 geteilt wird. Also:
p =2k=2¢" = (2k)* = 4k* = ¢* = 2k* = q ist gerade .

2 ist daher ein gemeinsamer Teiler von p und g, was aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung ggT(p,q) = 1 ist. Daher muss die Annahme falsch
gewesen sein.

. Wir wollen allgemein zwei Strecken a, b vergleichen. Wir sagen, dassa und

b kommensurabel (lat. zusammen messbar) sind, falls es ganze Zahlen
k,1 € Z gibt, mit:
a=k-d, b=1-d,

wobei d eine gemeinsame Teilstrecke ist (Abb. 4.1). Zwei Strecken heifien

Abbildung 4.1. Kommensurabilitit am Beispiel zweier Strecken a und b, die beide
von einer Teilstrecke d geteilt werden. Hier:a = 7-d, b = 5d,d.h. { = %

inkommensurabel, wenn sie kein solches gemeinsames Teilstiick haben.
Wenn es aber eines gibt, dann kénnen wir es finden, indem wir analog
zum euklidischen Algorithmus die kiirzere Strecke von der Grofieren
abtragen und den Rest nehmen und mit der kleineren und dem Rest
fortfahren.

Die Pythagoréder haben die Existenz von inkommensurablen Strecken ent-
deckt: sie konnten beweisen, dass die Seite und die Diagonalen in einem
regelméfligen Fiinfeck inkommensurabel sind. Das eben beschriebene
Verfahren des fortwdhrenden Wegnehmens des Restes bricht ndmlich
nicht ab.
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Abbildung 4.2. Die Inkommensurabilitdt am regelmafSigen Fiinfeck: das Verfahren
des fortwiahrenden Wegnehmens des Restes bricht nicht ab.

Aufgaben

Aufgabe 4.1 (Endliche Korper).
1. Gibt es einen Korper mit genau 4 Elementen? Falls ja, so geben Sie die
Verkniipfungstafeln an. Beweisen Sie Ihre Antwort.

2. Gibt es einen Korper mit genau 6 Elementen? Falls ja, so geben Sie die
Verkniipfungstafeln an. Beweisen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 4.2 (Karatsubas Algorithmus). Der klassische Multiplikationsalgo-
rithmus fiir zwei Zahlen a und b mit hochstens n = 2¢ Bits benotigt O(n?)
viele Schritte. Karatsubas Algorithmus funktioniert wie folgt:

e Input: Zwei Zahlen 4 und b mit hochstens n = 2 Bits.
o Zerlegea=a + ;2% und b = by + by2%.
e Berechne rekursiv 1 = Lllbl, c3 = ﬂzbz, Cy = (Cll + ﬂz)(bl + bz) —C1 —C3.

e Gebe als Ergebnisc = c; + 2% + ¢32" zuriick.
Zeigen Sie: Die Laufzeit des Algorithmus ist in O(n'°%2%) ¢ O(n).

Aufgabe 4.3 (Irrationale Zahlen). Zeigen Sie:
1. V3, V15, V45 sind irrational,

2. V2 ist irrational,
3. 4/pistirrational fiir jede Primzahl p.
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Konvergenz

Konvergenz ist die zentrale Idee der Analysis.

5.1 Folgen

Definition 5.1. Eine Folge (a,) (= (an)nen) reeller Zahlen ist eine Abbildung
N->R, na,.

Ublicherweise bekommt die Abbildung keinen Namen, sondern man verwendet In-
dizes: a, heifSt n-tes Folgenglied.

Beispiel 5.2.

1. (a,) = (1), dh.a, = 1.

n

N =
W=
=
N—

(o

2,4,8,16,....

2. (ay) = (2):

Beispiele von Folgen kennen wir aus Intelligenztests. Dort besteht die Auf-
gabe oft darin, das néchste Glied einer begonnenen Folge anzugeben, z.B.:

2,4,3,6,5,10,9,18,...
Hier ist das Gesetz dazu:

g = 2-a,, flir n ungerade,
1= Vg, -1, firn gerade.

Weitere Beispiele:
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Beispiel 5.3.
1. Die Folge (f,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,...), also

fori=fo+ fumrfirn>2und 1 =0, =1,
heifit Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe auch Abschnitt 1.3.4).

2. Die Folge
(1) =(1,2,4,6,10,12,16,18,22,...)

gehorcht dem Gesetz: 2, = n—te Primzahl 1.

In der Analysis werden Folgen verwendet, um eine gesuchte Zahl besser und
besser zu approximieren:

(3,3.1,3.14,3.141,3.1415,....)
approximiert die Kreiszahl
m=3.141592...

immer besser, je grofier n ist. Wir geben dieser Idee einen prézisen Sinn:

Definition 5.4. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen und a € R eine weitere Zahl. (a,)
heifit konvergent gegen a, in Zeichen

lima, =a,

n—oo
wenn Ye >0 A ng =no(e) € N, sodass |a, —al < eV n = ny.

a heifit Limes oder Grenzwert der Folge (ay).
Beispiel 5.5.

1. (a,) = (%). Es gilt: lim,,_,o % = (, denn ist ¢ > 0 vorgegeben, so existiert
nach dem Archimedischen Axiom ein ny mit ny > % und daher:

1 1
e>—>—VYn2>ng.

no n
Also gilt:
1 1 1
|——O|:|—|:—<£Vn2n0.
n n' n
2. Es gilt:
lim 2L g
n—oo n
In der Tat gilt:
+1 1 1
e —1|=—S—<ef1'irn0<s,
n n- no

wie im vorigen Beispiel. Also: np = (%].
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3. Die konstante Folge (a,) mit a,, = a fiir ein gewisses festes a konvergiert
gegen a.

4. Die Folge ((-1)") konvergiert nicht, denn: Ist lim,_,.(—=1)" = a fiir ein 4,
so existiert zu € = 1 ein 1y, so dass

|(—1)“ - a) <1Vn = ny.

Insbesondere gilt:

2 = |-l -ata+(-1)m
e (=1 —a| + |a = (=1)"*]
< 1+1=2

Dies ist ein Widerspruch.

Bemerkung 5.6. Fiir jedes ¢ > 0 liegen bis auf endlich viele Folgenglieder a,
alle Folgenglieder einer gegen a konvergenten Folge in dem Intervall

la—¢,a+¢|,

wobei dies wie folgt definiert ist.

Definition 5.7. Wir definieren fiir a,b € R mit a < b die folgenden Intervalle:
[a,b] :={x e R|a<x<b} (geschlossenes Intervall),
la, bl :={x e R|a < x < b} (offenes Intervall),
[a,b] := {x e R|a < x < b} (halboffenes Intervall),
la,b] :={x e R|a <x < b} (halboffenes Intervall).

Manchmal schreibt man fiir Ja, b[ auch (a, b) etc.

Bemerkung 5.8. Der Grenzwert a = lima, einer konvergenten Folge ist ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Seia’ € R ein weiterer Grenzwert. Dann gibt es zu ¢ > 0 Zahlen 1, 1,
so dass
la, —al<eVn>ny, |a,—a | <eV¥n>n,.

Dann gilt fiir n > max(n1, ny):
la—d'|=la—a,+a,—a|<l|la—a, +la, —a’|<e+e=2e.

Also: |a — a’| < 2¢ fiir jedes beliebige ¢ > 0 und daher:a =a’. O

Satz 5.9 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Es seien (a,), (b,) zwei konvergente
Folgen mit Grenzwerten a = lima,, b = lim b,. Dann gilt:
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1. Auch die Folge (a, +b,,) ist konvergent mit Grenzwert a+b. Mit anderen Worten:
lim(a, + b,) = lim a, + lim b,
n—o =00 n—c0
falls die rechte Seite existiert.
2. Die Folge der Produkte (a, - b,) konvergiert mit Grenzwert a - b bzw.:
lim(a, - b,) = lim a,, - lim b,
=0 noe oo
falls die rechte Seite existiert.
3. Ist b # 0 und by, # O fiir alle n, so konvergiert auch die Folge (Z—) und es gilt:

lim Ay _ lima, a
n—oo bn B limb,, B b

Beweis.
1. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung dny, 1, € IN, so dass
|an—u|<§Vn2n1und|bn—b|<%Vnan.

Dann gilt fiir ny = max(ny, ny):
A-Un, 1. &

. .
iy + by —(@+b)| = [ay—a+by—b| < Ian—a|+|b,,—b|<§+%:e\!n2n0.

2. Wir verwenden die A-Ungleichung in der Form:
la,b,, — ab| = |a,b, — a,b + a,b — ab|
< lanby — aybl + |anb — abl| = |ay| - by — bl + bl - la, — al.
Nach Voraussetzung existiert zu ¢ = 1 ein ny, so dass
la, —al <1V¥n>n=|a,| <lal+1VYn>mnq, b, <|b]+1.

e . .
Fiir T > 0 existiert ein 13, so dass

e
la, —al < m Vn > ns.
Sei dann 1y = max(n1, n, n3). Dann gilt:
|a,by — abl < lan| - |b = byl + 1b] - la, — al
< (lal +1) - b = byl + (bl + 1) - |2y — al

€ €
< (lal +1)- 2+ " (bl +1) - 20+ 1)

+

N ™

M N m

fiir alle n > ny = max(ny, ny, n3).
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3. Die wesentliche Abschdtzung ist dieses Mal:

a, a, a,b—ab,

b, b b,b
_layb—ab +ab - ab,|
by bl

|a,b — ab| + |ab — ab,,|
B by - 1]

la, —al - |b| N lal - |b = by
~ |bal - Ibl byl - 1D

Zuce = % > 0 3dny,sodass |b, — b| < M VYn > ny, d.h.
||M—@—@w>

wegen der Konvergenz von (b,,) gegen b # 0. Also gilt fiir n > n;:
by —bl _ lan—al  lal-|by — ]
bl - 1]~ [b1/2 |bl/2

an |2, —al

m‘ﬂ—|m

A

+lal -

Sei ¢ > 0. dann existiert ein n,, so dass |a, — a| < % Yn > np und es

existiert ein 13, so dass |b,, — b| < T a|1+1) 'il - . Damit gllt
a, a, e-b 2 |b]? 2
| —==l<— =+ +1) —————— ¢ —
b, b D e
22 7
fir alle n > ny = max(ny, np, n3).

O

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Folge (a,,) mit

n4om-1 _ 1+2-5

M B+l 2423+ 1
n n
Nun gilt:
lim1:0 = Ozlim1 hml—hml2
n—oo 11 n—oo 11 n—ooo 11 n—oo 1
Es folgt:

2 1 1
hm(1+———)—11m1+11m2——11m—2—1+2 0-0=1.

n—00 n—00 n—oo M n—oo 11

Ahnlich kénnen wir lim, (2 + 2 + &) = 2 zeigen, so dass sich insgesamt

ergibt:

i 1+2-% 1

ima, = ——% = =,

n—oo 2434 lz 2
n n
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5.2 Beispiele fiir Folgen in der Informatik

Sei A ein Algorithmus, den wir mit Eingabe unterschiedlicher Langen n
aufrufen konnen.

Beispiel 5.11. Addition zweier Zahlen mit n Ziffern. Sei a,, := maximale Lauf-
zeit dieses Algorithmus fiir eine Eingabe der Lange 1. (a,) ist eine Folge reeller
Zahlen. Schriftliche Addition ist bekannt:

Ap—1 *++ Az a1 4g

by—1 -+ by by by
Cph-1 =00 02 O
Ayt -+ dy di do.

Die Addition von zweibzw. drei einstelligen Zahlen kann man in einer Tabelle
nachschlagen. Brauchen wir hierfiir ¢ Takte, so benotigen wir insgesamt # - t
Takte. Ist ein Takt s Sekunden lang, so erhalten wir:

a,=n-t-s.

5.3 Landau-Symbole (O- und o-Notation)

Sei (a,) eine Folge positiver reeller Zahlen und (b,,) eine weitere solche Folge.
Dann sagen wir:

b, € O(a,) (b,) wichst hochstens wie (a,,),
falls eine Konstante ¢ > 0 und ein 1y € IN existieren, so dass

byl < c¢-a, Yn > ng.

Beispiel 5.12. n1-t-s € O(n). Die Aussage, dass sich zwei Zahlen mit n Stellen
in der Laufzeit O(n) addieren lassen, ist in vielerlei Hinsicht viel besser und
informativer als die genaue Formel, da sie tiber die Laufzeit fiir grofie n eine
gut vergleichbare Aussage macht.

Wir schreiben
(bn) € o(an),
falls lim,,—,0 z—: =0, also:
. by
o(n) ={(b) | lim — =0},

n—oo an

O(n) und o(n) heifien auch Landau-Symbole (es gibt noch weitere davon,
wir beschranken uns hier aber auf diese beiden).
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5.4 Aufwandsanalyse der Multiplikation

Bei der schriftlichen Multiplikation zweier Zahlen a,b mit n bzw. m Ziffern
miissen wir n-m Gedéachtnisleistungen fiir das kleine Einmaleins durchfiih-
ren; der Aufwand ist also insgesamt in O(n-m) bzw. O(1?), falls n = m. Es geht
auch schneller:

Algorithmus 5.13 (Karatsuba, 1962).

Input: Zwei natiirliche Zahlen a, b mit n = 2* Bindrstellen.
Output: Das Produkt a - b.
1. Schreibe a = ag + a12"2, b = by + b12"? mit ay, a1, b, by Zahlen mit 2571
Bindrziffern.

2. Berechne apby, (ag+a1)(bo+b1), a1by durch rekursives Aufrufen des Algorithmus.
3. Gebe das Ergebnis

aobo + [(ag + a1)(bo + b1) — agby — a1b1] - 2% + a1b,2"

aus.

Der dritte Schritt involviert die Addition von mehreren Zahlen mit 2"/? Bi-
nérstellen, ist also von der Ordnung O(5) = O(n). Entscheidend ist, dass im
zweiten Schritt nur drei statt vier Multiplikationen notwendig sind. Daher
ist ndmlich der Aufwand fiir die Multiplikation von zwei n—stelligen Binar-
zahlen von der Ordnung

O(nlog2 3) c O(n1.59),

wie wir in einer Aufgabe zeigen werden. Dies ist viel besser als O(1?).

Multiplikation geht noch wesentlich schneller; es gilt namlich sogar:

Satz 5.14 (Schonhage—Strassen, 1971). Zwei n—stellige Zahlen lassen sich mit
Aufwand O(nlognloglog n) multiplizieren.

Néheres dazu in Veranstaltungen zu Datenstrukturen und Algorithmen oder
Computeralgebra.

5.5 Das Vollstandigkeitsaxiom

Wir mochten das sogenannte Vollstindigkeitsaxiom von R formulieren.
Grob gesehen sagt das Axiom, dass jede Folge, die so aussieht wie eine
konvergente Folge, tatsachlich konvergiert.
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Definition 5.15. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. (a,) heifst nach oben be-
schrinkt, nach unten beschrinkt bzw. beschrinkt, wenn es eine Konstantek € R,
genannt Schranke, gibt, so dass

a, <kVneN,

a, > kV¥n € N bzw.

la,| < kVneN.

(a,) heifit monoton fallend bzw. monoton steigend (auch monoton wachsend
genannt), wenn a, > apq Yn € N bzw. a, < a,41 VYn € IN. Eine monotone Folge
ist eine Folge, die monoton steigend oder monoton fallend ist.

(an) heifit streng monoton fallend, streng monoton wachsend bzw. streng mo-
noton, falls die entsprechenden Ungleichungen strikt sind.

Bemerkung 5.16. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge mit lima, = 4. Dann gibtes zu ¢ = 1
ein ng, so dass |a, —al < 1 ¥n > ng. Es folgt: |a,| < |a| + 1 Vn > ny. Also:
M = max{l|a|,...,la,-1l, la| + 1} ist die Schranke fiir |a,,|. O

Definition 5.17. Eine Folge (a,) heifit Cauchy—Folge, wenn

Ve > 03dng € N, sodass |a, — a,,| < € Yn,m > ng.
Bemerkung 5.18. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge mit lima, = a und sei ¢ > 0 vorgege-
ben. Da (a,,) gegen a konvergiert, dng, so dass |a, —a| < § ¥n = ng. Also:

AfUngl‘ ot &€
la, —ayl =la,—a+a—a,| < |a,—al+la—a,l < §+§:e\7’n,m2n0.

a

Das Vollstandigkeitsaxiom von R kénnen wir nun so formulieren:

Satz 5.19 (Vollstindigkeitsaxiom (Cauchy—Kriterium)). Jede Cauchy—Folge
reeller Zahlen konvergiert in R, d.h. ist (a,) eine Cauchy—Folge, dann 3 a € R,
so dass (a,) gegen a konvergiert.

Das Vollstandigkeitsaxiom ldsst sich auch anders formulieren:

Satz 5.20 (Vollstandigkeitsaxiom, 2. Version). Jede monotone beschrinkte Folge
konvergiert.
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Beweis (nur eine Plausibilititsiiberlegung). Diese Version machen wir uns
fiir R, definiert als Menge der unendlichen Dezimalzahlen, plausibel: Sei
R = { Dezimalzahlen }. Es gentigt, die Aussage fiir monoton fallende Folgen
positiver Zahlen zu zeigen. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, > 4,41 Vn
und a, > 0 Vn. Wir bestimmen sukzessive die Dezimalzahlentwicklung des
Grenzwerts a. Sei dazu |a;] = k der ganze Anteil von a;. Dann liegen al-
le Glieder der Folge in dem Intervall [0,k + 1[, was wir in k + 1 disjunkte
Teilintervalle
[0,1[U[1,2[U--- U [k k+1]

zerlegen. Da (a,) monoton fallend ist, gibt es genau ein Teilintervall [7,7 + 1],
das unendlich viele Glieder der Folge enthilt. Dann ist i der ganze Anteil des
Grenzwerts. AnschliefSend zerlegen wir [i, i+1[ wiederum in 10 Teilintervalle:

[i,i+1[=[i.0,i1[V[i.1,i2[U--- U[i9,i + 1[.

Wieder gibt es genau ein Teilintervall [i.i1, i.(i1 + 1)[, welches unendlich vie-
le Elemente der Folge enthdlt. Dann ist i; die erste Nachkommastelle (bzw.
Nachpunktstelle in der obigen Notation) des Grenzwerts. Als néchstes zer-
legen wir [i.i1,1.iy + 0.1[ in 10 Teilintervalle, um die zweite Nachkommastelle
ip zu bestimmen usw. Auf diese Weise konnen wir simtliche Dezimalstellen
i, des Grenzwertes

a= 1111213 e

bestimmen. O

Warum ist das Vorige kein Beweis? Der Grund ist, dass in der Definition
der unendlichen Dezimalzahlen schon der Begriff Konvergenz eingeht. Dass
Folgen, die durch Dezimalbruchentwicklung definiert werden, wie

3.14,3.141,3.1415, ...

konvergieren, konnen wir so nicht zeigen.

Definition 5.21. Sei (a,,) eine Folge und
M <ty <--<Mp<--

eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Dann nennen wir die
Folge (ay, ke eine Teilfolge von (a,).

Satz 5.22. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (a,) eine Folge. Wir nennen das Glied a,, einen Hochpunkt der
Folge, wenn
Ay > a, Yn > m.
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Hat die Folge (a,) nur endlich viele Hochpunkte, dann besitzt (2,) eine mono-
ton wachsende Teilfolge. Ist ndmlich a,, der letzte Hochpunkt, so setzen wir
ny = m+1und zu a,, gibt es nach Voraussetzung ein n, > ny mita,, < a,,, zu
a, ein n3 > np mit a,, < a,, und rekursiv ein a,, ein ngyq > ng mita,, < a,,,,.
(a5,) ist dann die gesuchte monoton wachsende Teilfolge.

Hat andererseits (a,) unendlich viele Hochpunkte, so bildet die Teilfolge der
Hochpunkte, n1 < 1 < --+ < 1 < --- mit ny definiert durch a,, ist der k—te
Hochpunkt eine monoton fallende Teilfolge. 0O

Satz 5.23. Die zweite Version (Satz 5.20) des Vollstindigkeitsaxioms impliziert die
erste (Satz 5.19).

Um diesen Satz beweisen zu konnen, benétigen wir folgende Aussage:
Satz 5.24. Jede Cauchy—Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (a,) eine Cauchy—Folge. Dann gibt es zu a = 1 ein ng, so dass
la, —an| <1Vn,m > ny.
Insbesondere gilt also:
la, — au,| <1VYn>ng

und damit:
|ay| < lay,| +1VYn > ny.
Mit
M = max{lay, ..., lan, 1, la,| + 1}
haben wir dann eine Schranke fiir die Folge (a,) gefunden. O
Beweis (von Satz5.23). Jede Teilfolge einer Cauchy-Folge (a,) ist ebenfalls eine.

Insbesondere gibt es eine monotone beschrénkte Teilfolge (a,,) von (a,). Nach
der zweiten Version des Vollstandigkeitsaxioms hat (a,,) einen Grenzwert

lim a,, =a.
k—co

Wir zeigen, dass auch lim,_,. a4, = a gilt. Sei dazu ¢ > 0 vorgegeben. Dann
existiert ein ky mit

€
lan, —al < 5 Vk2ko
und es gibt ein np mit
€
lay, —ay) < 3 Vn > ng.

Sei nun N = maxf{ky, ng}. Fiir n > N gilt dann:

&
lan = al = lan = an, | + lan, —al < 5+

7

N m

was zu zeigen war. [
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Satz 5.25. Das Vollstindigkeitsaxiom (Satz 5.19) impliziert die zweite Version des
Vollstiindigkeitsaxioms (Satz 5.20).

Beweis. Wir verwenden das Argument der Plausibilitdtsiiberlegung fiir die
Richtigkeit der zweiten Version. Sei (a,) eine monotone, beschrankte Folge.
Sei M eine Schranke, also |a,] < M ¥n € IN. Wir zeigen zunéchst, dass (a,)
eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir wihlen N € N mit N >
(N existiert nach dem archimedischen Axiom, siehe Def. 4.10). Dann ist

2N-1
[-M, M[C [-M,-M + 2eN[= | |[-M + ke, =M + (k + 1)e]
k=

o

eine disjunkte Zerlegung. Wegen der Monotonie der Folge (a,) gibt es genau
ein Teilintervall
[-M +ke, -M + (k+ De|,

das alle bis auf endlich viele a,, enthilt. Gilt etwa
a, €[ -M+ke, -M+ (k+1De[ VYn=>ny,

so folgt:
la, —ay,| < e VYn,m > ng.

Nach dem Cauchy—Kriterium hat die Folge (a,) einen Grenzwert a € R.
Somit ist gezeigt, dass jede monotone, beschrankte Folge konvergiert, wenn
das Cauchy-Kriterium erfiillt ist. O

Weitere Axiome zur Charakterisierung der rellen Zahlen benétigen wir nicht:

Satz 5.26. Seien R und R’ zwei archimedisch angeordnete Korper, die beide das
Vollstindigkeitsaxiom erfiillen. Dann gibt es genau eine bijektive Abbildung

p:R—> R,
die alle Strukturen erhilt. Etwa: @(a + b) = p(a) + @(b), a > b= @(a) > ¢(b) usw.

Beweis. Da R und R’ angeordnet sind und die Charakteristik 0 haben, ldsst
sich Q als Teilmenge von R und R auffassen:

3
R

O—— =

ido
- s Q

Wir werden ¢ so konstruieren, dass
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Pl Q= R, ¢l =@

(man sagt ¢ eingeschrankt auf Q) die Identitit idg auf Q ist, d.h. (p| 0" idg.
Sei dazua € R gegeben. Zu ¢ = 1 wihlen wir eine rationale Zahl a, €la—¢,a+
¢[. Zum Beispiel konnen wir 4, in der Form ‘! wéhlen mit einem geeigneten
m € Z, denn da der Durchmesser des Intervalls (a + €) — (a — €) = 2¢ = % ist,
enthilt es wenigstens eine der Zahlen 7.

Die Folge (a,) konvergiert dann gegena € R: Zu ¢ > O existiertein g > 1 nach
dem archimedischen Axiom und |a, — a| < % < nio < & ¥Yn = ng. Die Bilder
@(a,) € Q C R’ sind schon definiert, da a, € Q. Die Folge (¢(a,)) ist eine
Cauchy-Folge in R’, da das Cauchy—Kriterium fiir ¢ der Gestalt ¢ = = € Q
mit m € IN erfiillt ist. Nach dem archimedischen Axiom gentigt es, solche ¢

zu betrachten.

Seia’ = lim,— ¢(a,) € R’, der Grenzwert a’ existiert nach dem Vollstiandig-
keitsaxiom in R’. Wir definieren dann ¢(a) := a4’ € R’. Man kann sich ohne
allzu grofie Miihe folgendes tiberlegen:

1. Dieso definierte Abbildung ¢: R — R’ ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig
von der Wahl der Cauchy-Folge (a,,) in Q mit lima, = a.
2. @ ist bijektiv.
3. @ respektiert simtliche Strukturen. Also: @(a + b) = ¢(a) + ¢(b), p(a - b) =
¢@) - @), a <b= ¢a) < (b).
O

5.6 Quadratwurzeln

Die Einfiihrung der reellen Zahlen haben wir beispielsweise motiviert durch

V2 ¢ Q. Fiir jede reelle Zahl b > 0 existierta = Vb € R, d.h. eine reelle Zahl
a > 0, genannt die Quadratwurzel von b, mit a% = b. Wir kénnen dies aus den
Axiomen folgern:

Satz 5.27. Sei b > 0 eine reelle Zahl. Die durch

Ap+1 = %(an + E)

rekursiv definierte Folge konvergiert fiir jeden beliebigen Startwert ag > 0 und der
Grenzwert a = lim,_,« a, (> 0) erfiillt a2 = b, d.h.a = Vb.

Beweis. Wir gehen schrittweise vor:
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1. Zunidchst einmal ist a, # 0 zu beweisen, damit die Folge tiberhaupt

definiert ist. Wir zeigen: a,, > 0 Vn mit Induktion. a9 > 0 ist nach Voraus-
setzung richtig. Induktionsschritt: a, > 0,b > 0 = ﬂi >0=a,+ ui >0

= A1 = 2, + %) > 0.

. Es gilt a% >bV¥b>1,denn:

IS
o
|
S
Il

S S L S L i Y

v

. Esgilt: 4,41 < a, firallen > 1, denn:

Ap — Aps1 = An — %(an + %)

1 b 1
=50 ) =5 (@-0)
> 0.

nach dem vorigen Schritt.

. (an)nz1 ist also eine monoton fallende Folge positiver Zahlen. Nach dem
Vollstandigkeitsaxiom (zweite Version) existiert daher der Grenzwerta =
im0 4.

. Wir zeigen: a*> = b. Wegen dem vorigen Schritt konvergiert die Folge
(@n+1 - a,) ebenfalls und es gilt:

lim(a, - ays1) = lima, - lima,q = a*.

Andererseits ist
— 1 2 b
ap - Ap+1 = E(un + )/
also:

at = lim(a,, -an+1) =lim %(aﬁ + b)

= 2(0ima,? +b) = 5(2 +1)

nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte. Schlieglich folgt damit: 24? = b
bzw. a* = b.
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O

Beispiel 5.28. Wir wenden den im Beweis von Satz 5.27 angegebenen Algo-
rithmus zur Berechnung der Quadratwurzel an:

1.b = 4, ay = 1. Der korrekte Grenzwert ist also Vb = 2. Es ergibt sich
folgende Tabelle:

n|a, ui

01 4
125 1.6
212.05 1.95121
31(2.0006097

2. Fiir b = 2 und a¢ = 1 erhalten wir als Grenzwert V2:

b

niay o

01 2

1|15 1.3333...
211.41666... 1.41176

311.4142 1.414211
41.414213

Bemerkung 5.29. Sei b > 0. Die Konvergenz der Folge

Ap+1 = %(an + aﬁ)
n

gegena = Vb ist bemerkenswert schnell: Wir definieren den relativen Fehler
fa von a, durch die Formel

a,=a-(1+ f,).

Dann ist f, > 0 fiir n > 1. Einsetzen in die Gleichung a,,+1 = %(an + %) ergibt:

bzw.

Es folgt:

1 a?
a(l + fu1) = E(ﬂ(l + fu) + a0+ f)

1 )_1 24 2f, + f?

1
1+f”“=§((1+f")+1+fn T2 T 1+,

. min{fn,fnz}.

<

fn+1 =

N =
—_
+
™
N =
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Ist also der relative Fehler f, > 1, so halbiert er sich wenigstens in jedem
Schritt. Ist nun f, < 1, dann ist f,.1 = % . fn2 In diesem Fall verdoppeln
sich die relevanten Stellen mit jedem Iterationsschritt. Man spricht daher von
quadratischer Konvergenz.

Bemerkung 5.30 (Monotonie der Quadratwurzel). Seien x,y € R.. Dann
gilt:
Vi >y = x>y,

denn:
(V=) - (Vx+Vy)=x-y = (\/_—\/37>0<=>x—y>0).
~—— ——
>0

5.7 Zur Existenz der reellen Zahlen

Nach Satz 5.26 ist es egal, wie wir uns von der Existenz von R iiberzeugen.
Zwei Konstruktionen von R aus Q sind gebréduchlich:

e Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen,
e Dedekindsche! Schnitte.

Beide werden wir kurz erlautern.

5.7.1 Cauchy-Folgen modulo Nullfolgen

Definition 5.31. Eine Nullfolge (a,) ist eine Folge, die gegen 0 konvergiert. Wir
betrachten jetzt

M = {(an) | (an) ist eine Cauchy—Folge rationaler Zahlen }

1
={(a,) | YN > 03ng : |a, —a,| < NVn,m > no}.

Offenbar ist
McQN={N - Q).
Wir definieren auf M eine Aquivalenzrelation durch

(ay) ~ (by) & (an — by) ist eine Nullfolge .

Dann konnen wir
R := M/~

Dedekind: Deutscher Mathematiker (1831-1916)
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als Definition von R verwenden:

Addition und Multiplikation definieren wir reprisentantenweise auf M/~:

[@n)] + [(Bn)] = [(@n + Du)].

Dies ist wohldefiniert, da die Summe zweier Nullfolgen eine Nullfolge ist. Die Mul-
tiplikation
[@n)] - [(bn)] = [(@n - by)]

ist wohldefiniert, da Cauchy—Folgen beschrinkt sind und da das Produkt einer be-
schrinkten Folge mit einer Nullfolge eine Nullfolge ergibt.

Mit diesen beiden Verkniipfungen wird M/~ ein Korper:

o Die 0 ist die Aquivalenzklasse, die aus allen Nullfolgen besteht.
o Die 1 wir von der Konstanten Folge (1) e reprisentiert.

o Ist[(an)] # 0, also (a,) ist eine Cauchy—Folge, die keine Nullfolge ist, so existiert
eina = I%] > 0 und ein ngy, so dass

Die Folge
1, fallsn <mny,
uln’ falls n > ny,

(b)) mit by, = {

reprisentiert das Inverse.

o Schlieflich zum Vollstindigkeitsaxiom fiir M/~: Ist (ay) eine Cauchy—Folge in
M/~ mit ay. repriisentiert durch die Folge ar = [(ax,)nen], so ist die Diagonalfolge
(an,) ebenfalls eine Cauchy—Folge in Q und man kann recht einfach zeigen, dass
tatsiichlich gilt:

igl;lo ay = [(ann)]‘

5.7.2 Dedekindsche Schnitte

Definition 5.32. Eine disjunkte Zerlequng
Q=UUVmitUV+0undu<ovVuelUundveV

heifit Dedekindscher Schnitt.

Ein gut gewihlter rationaler Dedekindscher Schnitt ist ein Dedekindscher
Schnitt der Gestalt

U ={xeQ|x<r}, V,={xeQ|x>r1],
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wobei r € Q.

Den Schnitt
U={xeQ|x<r}, Vi={xeQ|x>r}

nennen wir schlecht gewahlt.
Alle anderen Dedekindschen Schnitte nennen wir irrational.

Gut gewdhlte Schnitte sind entweder irrationale Schnitte oder gut gewéhlte
rationale Schnitte. Dann konnen wir

R := { gut gewahlter Dedekindscher Schnitt } ¢ 22 x 29

zur Definition von R nehmen. Der Nachweis samtlicher Axiome ist langlich,
aber nicht schwierig.

5.8 Der Satz von Bolzano—Weierstrass

Nun forumulieren wir noch eine sehr niitzliche Aussage:

Satz 5.33 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen (a,) hat
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei M eine Schranke fiir (a,), etwa
-M<a, <M.
Wir zerteilen sukzessive das Intervall
[-M, M] = [-M, 0] U [0, M]

in jeweils halb so grofse Intervalle. Wir setzen N := —M, M; := Mund n; = 1.
Sukzessive wihlen wir
Ni < A, < My,

so dass unendlich viele Glieder der Folge (a,,) im Intervall [Ny, M] liegen. Ist
dies fiir k getan, dann zerlegen wir

Ny + M; Ny + M

Ni, Mi] = [N, U M
[kzk][kzz][sz]
und wihlen
Noor = M, wenn[N";Mk , My] oo viele Glieder der Folge enthiilt,
= Ng, sonst,

M {Mk, wenn [Nk;Mk , Mj] oo viele Glieder der Folge enthilt,
k+1 =

Ni+M;
2 7

sonst.
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Schliefllich wahlen wir

M1 > Mg, S0 dass dy,,, € [Niw1, M ]

Dann ist (a,,) eine Cauchy-Folge und damit die gesuchte konvergente Teil-
folge. O

Definition 5.34. Sei M C R eine Teilmenge. Eine reelle Zahl A heifit obere Schran-
ke von M, wenn a < AVa € M gilt. M heifit nach oben beschrinkt, wenn es eine
obere Schranke gibt.

Satz/Definition 5.35. Jede nicht leere nach oben beschrinkte Teilmenge M C R
besitzt eine kleinste obere Schranke, d.h. 3 obere Schranke A € R von M, so dass
A < A’ fiir jede andere obere Schranke A’ von M gilt. Wir nennen A das Supremum
von M, geschrieben:

supM := A = kleinste obere Schranke von M.
Analog definieren wir fiir nach unten beschrinkte nicht leere Teilmengen M C R:
inf M := grofSte untere Schranke von M,

das Infimum von M.

Beweis (der Existenz des Supremums). Sei Ag eine obere Schranke von M und
ap € M, also ap < Ag. Wir definieren zwei Folgen

(a,) mita, e M

und
(A,) obere Schranke von M,

so dass (a,) monoton wichst, (A;) monoton fallt und
0< A, —a, £27"(Ag —ao)
gilt. Dann konvergieren beide Folgen und es gilt:
lima, = lim A,,.

Dieser Grenzwert ist das Supremum von M.

Seien a,,, A, schon gewihlt. Dann wihlen wir

A= A”; & falls A”; % eine obere Schranke ist,
1=
o Ay, sonst.

g = {ein Element von M > ’%, falls@ keine obere Schranke ist,
n+l —

ay, sonst.

Die Folgen (a,) und (A,) haben dann die gewiinschte Eigenschaft, wie man
leicht nachpriifen kann. Das Infimum ergibt sich analog. O
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Beispiel 5.36. Sei
M={-1-(1-3)neN].
Dann gilt: sup(M) = 1, inf(M) = —1.

5.9 Michtigkeit

Wieviele reelle Zahlen gibt es?

Definition 5.37. Sei M eine Menge. M heifst abzihlbar, wenn es eine surjektive
Abbildung ¢: IN — M gibt.

Beispiel 5.38.

1. Jede endliche Menge ist abzdhlbar.
2. Zist abzahlbar: Z = {0,1,-1,2,-2, ...}, genauer:

0, n=1,
o:IN—>Z, pn) = {%n, n gerade,
—-3(n—1), nungerade > 3.

3. IN X N ist abzdhlbar. Wir definieren ¢p: IN — IN X N durch

41

Bemerkung 5.39. Ist M abzdhlbar unendlich, dann gibt es auch eine bijektive
Abbildung ¢: IN — M.

Beweis. Sei ¢: N — M surjektiv. Wir definieren n; =1,
(1) = ¢(m)
und rekursiv, falls (1), ..., (k) schon definiert sind,
nia = min{n | p(n) ¢ (Y1), ..., P(o)}
und Yk +1) = @(1g41). O
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Satz 5.40. Es sei M = ;- M eine abziihlbare Vereinigung von abzihlbaren Men-
gen My. Dann ist auch M abzihlbar.

Beweis. Sei
PY:IN - INXN, n - ¢pn) = {1(n), P2(n))

die Abzdhlung von IN X IN und ¢, : IN — M; eine Abzdhlung von M;. Dann
ist die Abbildung

O: N - UMk, D(n) = Py, ) (P2(n))
k=1

eine Abzdhlung von M. O

Korollar 5.41. Q ist abziihlbar.

Beweis. Sei My = {3 | n € Z} C Q. Dann gilt: My & Z & Nist abzihlbar, also
auchQ = U2, M. O

Definition 5.42. Eine Menge, die nicht abzihlbar ist, heifit iiberabzdihlbar.
Satz 5.43 (Cantors zweites Diagonalargument, 1877°). R ist iiberabzihlbar.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass [0, 1[C R tiberabzdhlbar ist.

Angenommen,
N — [0,1[, n + ay,

ist eine Abzahlung. Wir betrachten die Dezimalbruchentwicklung der a,,:
a, =0.a,10, ... 0. ..

mit a,, € {0,...,9} die k—te Nachkommastelle von a,. Dann sei die Zahl
¢ =0.cicp...ck ... mit Ziffern ¢, durch

1, aw #1,
Gk = 2, akkzl.

definiert. Offenbar gilt dann c # a,,, da ¢, # a,,. Also ist
N — [0,1[, n + ay
nicht surjektiv. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Die Mengenlehre von Cantor beschaftigt sich mit beliebig groffen Mengen.

21874 gab er schon einen anderen Beweis. Sein erstes Diagonalargument zeigt,
dass die rationalen Zahlen abzéhlbar sind.
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Definition 5.44 (Cantor). Zwei Mengen M, N heifien gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung @ : M — N gibt. M heif$t wenigstens so miichtig wie N, wenn
es eine surjektive Abbildung : M - N gibt. M heifit echt mdchtiger als N, wenn
es eine surjektive Abbildung M — N, aber keine bijektive Abbildung M — N gibt.

Man kann unter Verwendung des sogenannten Auswahlpostulats (auch
Auswahlaxiom) zeigen, dass M wenigstens so méchtig wie N und N we-
nigstens so méchtig wie M impliziert, dass M und N gleichméchtig sind. Das
Auswahlpostulat ist dabei folgendes Axiom der Mengenlehre:

Definition 5.45 (Auswahlaxiom). Sei (M;);c; eine Familie von nichtleeren Men-
gen. Dann existiert eine Abbildung

a:l— UMi’

iel

so dass a(i) € M, fiir alle i € I gilt. Mit anderen Worten kann man aus den nicht
leeren Mengen M; gleichzeitig je ein Element auswiihlen.

Man kann zeigen, dass die Potenzmenge 2™ einer Menge M stets echt méch-
tiger als M ist.

Aufgaben

Aufgabe 5.1 (Die Landau-Symbole). Welche der folgenden Aussagen gilt?

1. 24l ¢ O(n).

n2-5

2. ”23};”_;1 € o(n).

2n-5 1
3 2 Vi+1000 © O(n)'

20 1000
4, 200 ¢ Oy,

Aufgabe 5.2 (Quantoren und ¢). Sei (a,) eine Folge in R und 2 € R. Welche
Implikationen bestehen zwischen den folgenden sechs Aussagen?
1.Ye>03dng: Yn>ngla, —al <e,
2.3e>03dny: Yn>ngla, —al <e,
3.¥Ye>0Vng: Yu>ngla, —al <e,
4. de>0VYng: Yun=>ngla, —al <e,
5.dngVe>0: VYn>ngla, —al <e,

6.dnygVe>0: dn>ngla, —al < ¢.
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Geben Sie Beispiele von Folgen an, die zeigen, dass weitere Implikationen
nicht bestehen.

Aufgabe 5.3 (Quantoren und ¢). Fiir n € IN definieren wir die Folgen:

a, = Vn +1000 — Vn,
bn: Tl+\/_—\/ﬁ,

n
="+ 1000 ~ V.

Zeigen Sie: Fiir 1 < n < 1.000.000 gilt a, > b, > c,, aber

n—oo

lima, =0, und lim b, = 1
n—o00 2

und die Folge (cy)nen ist unbeschréankt.

Aufgabe 5.4 (Nullfolgen). Eine Folge (a,) heifst Nullfolge, falls lim,_, a,, =
0. Sei (a,) eine Nullfolge, (b,) eine Cauchy-Folge und (c,) eine beschrankte
Folge. Zeigen Sie:

1. (a, + by) ist eine Cauchy-Folge.

2. (a, + c,) und (b, + c,) sind beschréankte Folgen.

Aufgabe 5.5 (Konvergenz von Folgen). Wir definieren die Folge (a,)nen,
durch gy =1 und
a, = \1+a,.1 VYn>1.

Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.
Aufgabe 5.6 (Infimum und Supremum). Seien
M ={xeQ|x*<2)CRund M, = {xeQ[x*>2} CR.

Welche dieser Mengen besitzt ein Supremum, welche ein Infimum? Geben
Sie es jeweils an, wenn es existiert.

Aufgabe 5.7 (Abzdhlbarkeit). Zeigen Sie:

1. Die Menge aller endlichen Teilmengen von IN ist abzahlbar.

2. Die Menge aller Teilmengen von N ist {iberabzéhlbar.
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Aufgabe 5.8 (Grenzwerte von Folgen/ Teilfolgen). Zeigen Sie, dass die Folge
a, = sin (7'( \/ﬁ) + cos (71 logz(n))

eine konvergente Teilfolge hat und geben Sie eine solche an.

Aufgabe 5.9 (Michtigkeit). Zeigen Sie, dass die Potenzmenge 2% von R echt
michtiger ist als die Menge R selbst.






Reihen

6.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 6.1. Sei (ax)ken, eitte Folge. Die Folge (s,) der Partialsummen

n

Sy = Zak

k=0
nennen wir eine Reihe, die wir mit
[ee)
2
k=0

bezeichnen. Ist die Folge (s,) konvergent, so verwenden wir fiir den Grenzwert
s = lim,_,« s, die Notation

s = Aaj

0o

k=0

und nennen die Reihe konvergent.

Also: Y72 a hat zwei Bedeutungen:

1. die Folge der Partialsummen s, = Y.;_, a,

2. der Grenzwert limy,_,o Sy, falls er existiert.

Haufig treten Folgen in der Form von Reihen auf:

Beispiel 6.2.
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LYot

2. Y00 %
3. Dezimalbruchentwicklung: dj € {0,...,9}:

Z dp 107 = 0.dydods . ..

k=1
Wir werden sehen, dass solche Reihen stets konvergieren.

4. Ist (cs)nen eine beliebige Folge, dann ist mit a1 = ¢; und a; = ¢ — ¢4 fiir
k > 2 eine Reihe )., ax gegeben, deren Partialsummen gerade die Folge
(cx) bilden.

Eigentlich sind Reihen also gar nichts Neues. Gelegentlich lasst sich dies
verwenden, um Grenzwerte auszurechnen:

Beispiel 6.3 (Teleskopreihen). Wir zeigen:

(o8]

1
———
;n(n+1)
Idee:
1 1 1
nn+1) n n+1
Also:
k k
1 1 1
Sk_;n(n+1)_;(ﬁ_n+l)
L lor o111
S 22 3°3 k k+1
_a 1
h k+1°

Tatsdchlich ist demnach limy_,o sp = 1.

Satz 6.4 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Eine Reihe );° , ax konvergiert genau
dann, wenn Ye > 0 ein ng existiert, so dass:

m
)Zak| <eVm,nz=ng.
k=n

Insbesondere ist also bei einer konvergenten Reihe Y ay die Folge (ax) eine Nullfolge.

Beweis. klar. O
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6.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Die Konvergenz von Reihen einzusehen ist manchmal sehr einfach, wie wir
gleich an Beispielen sehen werden. Einige Kriterien fiir ihre Konvergenz sind
besonders leicht anzuwenden. Wir gehen hier auf die wichtigsten ein.

Definition 6.5. Eine alternierende Reihe ist eine Reihe der Gestalt

i(—l)kﬂk,

k=0

wobei a;, > 0 Yk.

Satz 6.6 (Leibnizkriterium). Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge, so ist die

alternierende Reihe -
Y (Ve
k=0

konvergent.

Beweis. Wir betrachten die Teilfolgen (s2,) und (52,+1) der geraden und unge-
raden Partialsummen. Dann gilt:

Son+2 = Son — Aope1 + Aons2 < Son, da Appi1 = A2u42, und

Son+1 = S2n-1 + A2 — A2n+1 = S2n—1-

—_———
>0
Ferner ist
Son+1 = Son — A2p+1 < Sop-
Es folgt:

Sog =8y >+ =8y = Sopancc- und c--Sp,41 > - > S3 > 8.

Dabher ist (s2,) eine monoton fallende, nach unten durch s; beschrankte Folge
und (sp,4+1) ist monoton wachsend, nach oben beschriankt durch sy. Daher
existieren die Grenzwerte lim s,, und lim s5,,.1 und

lim sy, — lim sp,41 = lim(sy, — S2541) = limag,41 = 0.
Daher sind beide Grenzwerte identisch, d.h. lims,, = limsy,41 = s fiir ein

gewisses s € IR, also:

limsy = s, also Z(—l)"un =s.
n=0
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98
Beispiel 6.7. Die Reihen
- 1 1 1 1
_1n+1_=1__ - _ = ..
;( - 2737 1"
und
- 1 1 1
—1)" =1-Z+Z—
2 Vo1 3%5

konvergieren nach dem Leibnizkriterium.
Schwieriger ist es, ihre Grenzwerte zu bestimmen. Es gilt:

= 1
_1n+1_:1 2
”Z:;< )"~ =In

- 1 1_14_1_14_ —z
_4'

und
—1)\" =
Z( B 2n+1 3 5 7

n=0
Wir werden dies erst zu einem spéteren Zeitpunkt beweisen kénnen.

Satz 6.8 (Geometrische Reihe). Sei g € R. Die Reihe Y, q" konvergiert genau

dann, wenn |q| < 1. In dem Fall ist

W
Ly
Beispiel 6.9. Es gilt:
I w12
— = =) = =2.
;Zn nZ:(;(z) 1_%

Die ersten Glieder dieser Reihe sind: 1 + % + % + % + e

Beweis (des Satzes 6.8 iiber die geometrische Reihe). || < 1 ist notwendig, da
sonst (7") keine Nullfolge ist. Wir zeigen zunéchst (g # 1 vorausgesetzt):

1-— qn+1

Sn:kzz(;qn: 1_q

mit Induktion nach n. Es gilt:

So=Zo:qk=q°=1=

k=0

—_
|
[y

—_
|
3
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Induktionsschritt n — n + 1:

LV 1— n+1
Sn+1 = Sp + ‘7’”1 = 1 _qq qml
B 1 n+1 + (1 _ q)qn+1
= T g
1- qn+2
= 1 _ q .

Wegen |g| < 1 gilt lim,,« 4" = 0 und daher:

nooo 1
Zq_ 1_ —>1_q.

O

Beispiel 6.10. Wie man aus der Schule weif3, gilt tatsachlich:

. 9\ 1
099999...=:09=)"9 10n:E ; 10 1__:1.

n=1

Beispiel 6.11. Die Reihe

i%_l+;+ + -

heifst harmonische Reihe. Sie konvergiert nicht, denn:

2T T T T T TR T 16
———
SHS 2t} 21
also:
2 1 1 kK k+2
= —2>21+-++ 214+ -=—
o2 Zn_ 2 25272
k=1 e

k Summanden
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Die Folge der Partialsummen ist daher unbeschriankt und damit die Reihe
divergent (d.h. nicht konvergent). Beispielsweise ist die Reihe }'}_,(—1)* auch

divergent.

Die Idee, eine Folge mit einer einfacheren zu vergleichen, wollen wir genau

ausformulieren:
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Definition 6.12. Es seien Y, by, Y..—q a, zwei Reihen. Dann heifit Y a, eine
Majorante von Y, by, falls
by < ay.

Y. a, heifit Minorante von ), b,, wenn

a, < b,.

Satz 6.13 (Majorantenkriterium). Sei )., a, eine konvergente Majorante der
Reihe Y"1 b,. Dann konvergiert die Reihe Y., by.

Beweis. Das Cauchy—Kriterium fiir Reihen liefert: Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein

ng mit
m m

|Zm:bk| < Zlbk| < Zak <eg,
k=n k=n

k=n

falls n,m > ny, da Y a, konvergiert. Nun zeigt das Kriterium auch, dass die
Reihe ) b, konvergiert. 0O

In logischer Negation heifit dies:

Korollar 6.14. Eine Reihe ), a, mit einer divergenten Minorante divergiert.

Beispiel 6.15. Wir zeigen, dass

=1
Y

n=1
konvergiert:

Es reicht, zu zeigen dass )., konverglert da es auf den ersten Sum-

n=1 (n+1)2

manden nicht ankommt. Nun gilt: also ist die Teleskopreihe

(n+1)2 = n(n+1)’
Yot n(n ) eine konvergente Majorante.
Schwieriger ist es, den Grenzwert zu bestimmen. Es gilt:
> - _.
n=1 n

Der Beweis verwendet sogenannte Fourierreihen (siehe dazu Kapitel 27 bzw.
genauer Korollar 27.8).

Weitere Kriterien lassen sich aus dem Majorantenkriterium herleiten:
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Satz 6.16 (Quotientenkriterium). Sei ), ; a, eine Reihe mit a, # 0 Vn > ny fiir
ein gewisses ng € IN. Existiert ein q mit 0 < q <1, so dass

a
|n_+1| < q VYn > Nno,
an

so konvergiert die Reihe. Insbesondere gilt:

lim |

n—oo

(o)
A1 .
“l=g<1=> Z a, konvergiert.
a

n n=1

Bemerkung 6.17.

1. |%2] < 1 Vn > ng reicht nicht: Beispielsweise divergiert die harmonische
: 1
Reihe ) )2, +, aber
n+l n
= <1Vn.
i n+1

2. Die Reihe Y, & konvergiert, obwohl

(-1)? n?
il — 1 fiirn » oo.
s (n+1)?
n

3. Offensichtlicherweise divergiert eine Reihe ), ; a,, falls gilt:

=q>1

Beweis (des Quotientenkriteriums, Satz 6.16). Ohne Einschrankung sei |”;—:1| <
g < 1Vn > 0. Mit Induktion folgt dann: |a,| < |ag| - g". Der Induktionsanfang
ist klar, wir zeigen also den Induktionsschritt n — n + 1:

|ay41] < |au| - g (nach Voraussetzung)
<lagl|-g-q" nach L-V.
— |a0| . qVHl'

Also ist |ag| - Y. 4" eine konvergente Majorante (geometrische Reihe). O

Wir definieren fiir x € Ryo und n € N die n—te Wurzel {/x =: x!/" als die
Umkehrfunktion der Funktion f: Ryp — R, f(x) = x”, siehe Abb. 6.1. Damit
konnen wir folgendes niitzliches Kriterium herleiten:

Satz 6.18 (Wurzelkriterium). Sei )" a,, eine Reihe, fiir die es ein qmit0 < g < 1
gibt mit

Vlay| < qV¥n,
so ist Y.~ an konvergent.

Beweis. Nach Voraussetzungist |a,| < q" Vn. Alsoist },2 q" eine konvergente
Majorante (geometrische Reihe). O
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Abbildung 6.1. Die dritte Wurzel als Umkehrfunktion.

6.3 Umordnung von Reihen

Bei endlichen Summen spielt die Reihenfolge des Addierens keine Rolle. Bei
Reihen ist dies anders. In manchen Fillen, darf man dennoch umordnen, wie
wir sehen werden.

Beispiel 6.19. Die alternierende harmonische Reihe ist:

. 1 1.1 1 1
e e e i E
;( ) n 2 3 4 5
Nach dem Leibnizkriterium konvergiert diese gegen einen Wert s € R. Es

gilt: s > 1 — 1 = 1. Wir dndern nun die Reihenfolge der Summation

111 1 1 1 1

Also:

In dieser Reihe taucht jeder Stammbruch 1 genau einmal mit dem richtigen

: e 1 1 _ 1 .
Vorzeichen auf. Nun gilt 57— — 57 = 5, also:

1 1 1 1 1
;(Zk—l R k:1(4k—2_4_k)

1w, 1 1, 1
=501 )=

da s > 0. Bei der alternierenden harmonischen Reihe kommt es daher auf die
Reihenfolge der Summanden an.
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Bei gewissen Reihen darf man aber doch umsortieren:

Definition 6.20. Eine Reihe Y., a, heifit absolut konvergent, wenn

(o]
Y lail
n=0

konvergiert.

Bemerkung 6.21. Aus dem Cauchy—Kriterium folgt, dass aus absolut kon-
vergent schon konvergent folgt, denn:

i A-Ungl. i
Pl 2
k=n k=n

Satz 6.22 (Kleiner Umordnungssatz). Sei )., a, eine absolut konvergente Reihe
und t: IN — N eine Bijektion. Dann ist auch die Reihe ), - absolut konvergent

und es gilt:
Z a, = Z Ar(n)-

n=1 n=1

Satz 6.23 (Groler Umordnungssatz). Sei )., a, eine absolut konvergente Reihe
und (I)ken eine Familie von disjunkten Teilmengen I, € IN mit |-);2; Iy = IN, wobei
Iy sowohl endlich als auch abzihlbar sein darf. Dann ist jede der Reihen }.je; a;
absolut konvergent und fiir die Grenzwerte sy = Y. iy, a; ist die Reihe Y., sy absolut
konvergent mit Grenzwert ebenfalls

Satz 6.24 (Cauchy-Produkt von Reihen). Es seien }.;2ya; und }.i2, b; zwei ab-
solut konvergente Reihen und die Folge (dy) durch die Formel



104 6 Reihen
Beweis. Wir betrachten die bijektive Abzihlung
@: No = No X No, n = ¢(n) = (a(n), f(n))

und die Reihe Y2 aum)bpm)- Wir zeigen zunichst, dass auch diese Reihe
absolut konvergiert. Hierfiir reicht es,

N ) o0
Y laabgonl < (Y lad) - (Y 1) < o0
n=0 i=0 =0

fiir beliebiege N zu zeigen (beschrankte monotone Folgen konvergieren).
Dazu sei N gewahlt; wir betrachten:

io = max{a(0),...,a(N)},
jo = max{B(0),...,B(N)}.

Dann gilt:
N i Jo
Y laagbpenl < Y laid - Y 1b)
n=0 i=0 =0
< (2 lai)- (2 yl) < o0
i=0 =0

nach Voraussetzung. Die Reihe Y% di = Y2 Yo aiby._; ist eine Umordnung
der absolut konvergenten Reihe Y"1 du(n)bp(n), das Produkt }.:° a; - Z;":O bj =
Y.iZo Lj2oaibj ebenfalls. Nach dem grofien Umordnungssatz sind alle diese
Reihen absolut konvergent und haben den gleichen Grenzwert Y > di =

(XiZoa)(XjZebyp). O

Definition 6.25. Sei (g,) eine Folge reeller Zahlen. Das unendliche Produkt
[172, gk heifit konvergent, wenn der Grenzwert q = limy_,o [1;_; gk der Parti-
alprodukte existiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit q = [];2; gk.

Satz 6.26 (Euler). Sei s eine natiirliche Zahl > 2 und py die k—te Primzahl. Das
o 1

Produkt 2, # konvergiert und hat den gleichen Grenzwert wie }.,_; =. Fiir
k

s = 1 divergiert das Produkt und die Reihe. Insbesondere gibt es unendlich viele
Primzahlen.

Beweis. Wir zeigen dies in mehreren Schritten:

o 1

1. Fiirs > 2 ist & < 5. Also konvergieren alle Reihen Y;2; & absolut nach

o 1
n=1 32

dem Majorantenkriterium, da }, konvergiert.
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2. Die Reihe

Z( Y
1=0

konvergiert absolut fiir jede Primzahl p, da (;)° < 1 < 1gilt und die Reihe
daher eine geometrische Reihe darstellt.

3. Das endliche Produkt

1
HZ )3 e
k=1 e=0 n € N, n hat die

Primfaktoren py, ..., p,
mit Multiplizitit < N

_l
P

nach dem Satz tiber die eindeutige Primfaktorzerlegung. Es folgt, indem
wir N — oo betrachten:
1
L @

Hl -
P n € N, n hat die

Primfaktoren py, ..., p,

nach dem groflen Umordnungssatz. SchliefSlich ergibt sich:

nochmals wegen des Grofien Umordnungssatzes.

a

Korollar 6.27. Sei N eine groffe Zahl und wy die Wahrscheinlichkeit, dass zwei
zufillig gewihlte Zahlen a,b € N mit 0 <a < N, 0 < b < N keinen gemeinsamen
Faktor haben. Dann gilt:

6
hrn wN = 2= =0.60792 - - - = 60%.

Beweis (nur Beweisidee). Als gemeinsame Primfaktoren kommen nur Prim-
zahlen p < N in Frage. Fiir p < N ist die Wahrsche1n11chke1t dass p ein

Teiler eines zuféllig gewdhltena € {1,...,N} 2 2 pl =1- 5' Die Wahrschein-

lichkeit, dass a und b beide p als Teiler haben, ist 2 4 ;;1 =1- r%' Es folgt:

1 1 - )
wn R [pen(1 = %) bzw. [T,en E= X wy'. Daher:

R 2
Euler 1 Fourierreihen 7(

E 3 = —.
- n 6
p Primzahl 1 2 n=1
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Es folgt:

lim wy = % =0.60792...
N—oo T

Leider konnen wir den Teil, der Fourierreihen verwendet, hier noch nicht
erkldren, siehe dazu wiederum Kapitel 27 bzw. genauer Korollar 27.8. O

Aufgaben

Aufgabe 6.1 (Grenzwerte von Reihen). Untersuchen Sie folgende Reihen auf
Konvergenz und geben Sie, falls er existiert, den Grenzwert an:

00 31
1 . Zn:() 4n+1

2. Y0 2

Aufgabe 6.2 (Konvergenz von Reihen). Untersuchen Sie, ob folgende Reihen
konvergieren:

1. ZOO n+4

n=1 n2-3n+1
2.5 5
Aufgabe 6.3 (Konvergenz von Reihen). Sei (a,,) eine monoton fallende Folge
in ]R>0.

Zeigen Sie: ), a, konvergiert genau dann, wenn Y2 2¥a, konvergiert.

Aufgabe 6.4 (Umordnung). Sei ), a, eine konvergente, aber nicht absolut
konvergente Reihe. Zeigen Sie:

1. Die Teilreihe der positiven Glieder wéchst unbeschrankt, die Teilreihe der
negativen Glieder fallt unbeschrankt.

2. Fiir jede reelle Zahl a € R gibt es eine Umordnung 7: Ny — Ny, so dass
die Reihe ), Ar(n) den Grenzwert a hat.

Aufgabe 6.5 (Konvergenz von Reihen). Untersuchen Sie folgende Reihen
auf Konvergenz:

o (1)
1. Zn:O 3o

o (H1L)
2. Zn:l TZ

1
3. Yo 5
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Aufgabe 6.6 (Reihen: Konvergenz / Grenzwerte). Fiir welche o > 0 konver-
giert die Reihe

00

1
Z n(lnn)*

n=2

Hinweis: Integralkriterium.
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Potenzreihen

Viele aus der Schule bekannte Funktionen wie exp, sin, cos werden am Besten
tiber Potenzreihen definiert. Hier werden wir die wichtigsten Eigenschaften
dieser Reihen kennen lernen. Insbesondere zahlen dazu Resultate {iber deren
Konvergenz und Umordnungsmoglichkeiten. Da dies iiber den reellen Zah-
len nicht gut zu behandeln ist, beginnen wir nach ersten Beispielen mit einer
Einfiihrung in die sogenannten komplexen Zahlen.

Definition 7.1. Sei (a,)qenN, eine Folge reeller Zahlen und x € R. Eine Reihe der
Gestalt Y., a,x" heifst Potenzreihe.

Beispiel 7.2. ", x" = -1, falls |x| < 1.

=

Potenzreihen werden héufig herangezogen, um Funktionen zu definieren:

Beispiel 7.3. Man definiert die Exponentialfunktion
exp: R— R

durch die Potenzreihe

(o) xn
exp(x) := Z ok

n=0

Wir miissen uns noch iiberlegen, dass diese Reihe fiir jedes x € IR konvergiert.
Mit dem Quotientenkriterium

A+l
(n+1)!

x”
nt

_ I
=— —
n+1 n-e

folgt dies leicht.

Sinus und Cosinus (Abb. 7.7) definiert man durch die Formeln
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sl x2k+1 x3 x5
; = 1)k =y — ...
sin(x) ;?( T i T
sl 2k 2 4
o X X
cos(x) = kZ:;‘( 1) a5 -5+

Der Bereich, in dem Konvergenzreihen konvergieren, hat eine einfache geo-
metrische Beschreibung. Am priagnantesten wird diese, wenn wir auch kom-
plexe Zahlen betrachten.

7.1 Komplexe Zahlen

Definition 7.4. Die komplexen Zahlen C sind als Menge definiert durch C = R2.
Addition und Multiplikation sind auf C wie folgt erklirt (siehe auch Abb. 7.1):

(a,b)+(c,d):=(@+c,b+d),
(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc).

i-3Im(z)
z+w=(x+u)+i(y+0v)
w=u+iv

iy Z=x+iy

N Re(2)

Abbildung 7.1. Die Addition komplexer Zahlen.

Das Nullelement ist damit 0 = (0,0) und das Einselement der Multiplikation ist
1=(1,0)€eC.

Das Element
i:=(0,1)eC

ist dann ein Element mit
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?=(-1,0)=-1

und heifit imagindre Einheit. Jede komplexe Zahl hat damit die eindeutige Darstel-
lung
z=x+iy = (x,y) mitx,y € R.

x heifit Realteil von z und y Imagindrteil. Notation:

x =Re(z), y=3Im(z).

2:

Fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen muss man sich nur i —1 merken

und distributiv ausmultiplizieren:
(a +ib)(c + id) = ac + ibc + aid + ibid
= ac + i(bc + ad) + i°bd
= (ac — bd) + i(bc + ad).

Satz 7.5. (C, +, -) ist ein Korper.

Beweis. Nur die Existenz der multiplikativen Inversen ist nicht vollig trivial

nachzurechnen. Sei also z = x + iy € C, z # 0, d.h. (x,y) # (0,0). Was ist
z71=17
z

Cx+iy x—iy 2 +y?

1 1 x-iy x-iy
z

also: 1 1
X ~ 7Y

R =arye "D e
In der Tat gilt:

1 x—iy , X2+ y?

2 FT (x+iy) = ZriE

O
Definition 7.6. Fiir z = x + iy heifSt
zZ=x-1iy

die konjugiert komplexe Zahl (die Abb. z — Z heifst entsprechend komplexe
Konjugation) und
|z = \/xz +y? € Ry

der Betrag von z (s. Abb. 7.2).
Proposition 7.7 (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen). Seien z = x + iy, w =
u +iv € C. Dann gilt:
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i-3Im(z)
iy Iz Z=x+iy
X Re(z)
—iy z=x-1y

Abbildung 7.2. Die konjugiert komplexe Zahl.

1. Re(z) = Lz +2), Im(z) = 5(z-2).

2.z =z -z

3. Eigenschaften des Betrags. Fiir z,w € C gilt:
a) |z| 2 0, aufierdem: |z| =0 & z =0,
b) Iz - wl| = 2| - |wl],

¢) |z +w| < |z| + [wl. (A-Ungleichung, s. Abb. 7.3)

i-3Im(z)
Z+w

w
z|
] o |z + w|

|z

Re(z)

Abbildung 7.3. Eigenschaften des Betrags komplexer Zahlen. Das Bild veranschau-
licht die Dreiecksungleichung |z + w| < |z| + |w].

Beweis. Wir zeigen nur die A-Ungleichung, die anderen Regeln sind einfach
nachzuweisen:
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Iz +w? = (z+w)Z + )
= 2Z + Wz + ZW +Ww
————
2Re(wz)

= zZ + 2Re(wz) + ww

< |z + 2lzllw] + [wl?
2

= (Iz| + |wl)~.

Da die Wurzelfunktion monoton ist, folgt: |z + w| < |z| + |[w|. O

Definition 7.8. Eine Folge (z,) komplexer Zahlen konvergiert gegen z € C, falls

Ye>0dng: |z, —z| < e Yn > ng.

Bemerkung 7.9. Aquivalent dazu, dass die Folge (z,) komplexer Zahlen den
Grenzwert z € C hat, ist:

lim Re(z,) = Re(z) und  lim Im(z,) = Im(z).
n—00 n—oo

Beweis. Fiir eine beliebige Zahl w € C gilt, wegen der Dreiecks-Ungleichung

und da die Diagonale in einem Quadrat mit Seitenlinge a gerade V2-mal so
lang ist wie die Seite:

V2 max{[Re(w)], [Sm@)|} = [w] > max{[Re(w)|, [Smw)l},

wie die Abbildung 7.4 verdeutlicht. Daraus folgt die Behauptung. O

i Re(w)

[w| w

Re(w)

Abbildung 7.4. Obere und untere Schranke fiir den Betrag einer komplexen Zahl:
\/Emax{lﬂie(w)l, [Sm(w)|} = |w| = max{|Re(w)|, |Sm(w)|}. Im Bild ist der Fall [Re(w)| >
JIm(w) veranschaulicht.

Satz/Definition 7.10. C ist vollstindig, d.h. jede Cauchy—Folge komplexer Zahlen
konvergiert gegen ein z € C.
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Formal: Ist (z,) eine Folge komplexer Zahlen, so gilt:

Ve>0dng:|zp—zm|l<eVnm>=ng = dzeC:limz,=z€C.
n—oo

Beweis. (z,) ist eine Cauchy-Folge <= (Re(z,)) und (Sm(z,)) bilden
Cauchy-Folgen reeller Zahlen. Sie konvergieren jeweils gegen x bzw. y. Der
Grenzwert der Folge (z,) istdaherz=x+y. O

Bemerkung 7.11. C lasst sich nicht anordnen.

Beweis. Angenommen, > sei eine Anordnung auf C. Da Quadrate immer > 0
sind, folgt: i =-1>0und1=12>0 = -1+1 =0 > 0, was nicht sein kann.
O

Ein ganz wesentlicher Grund, aus dem man komplexe Zahlen in der Mathe-
matik betrachtet, ist das folgende Resultat:

Satz/Definition 7.12 (Fundamentalsatz der Algebra, ohne Beweis). Sei p(z) =
a,z" + -+ -+ a1z = ag ein Polynom mit a; € C vom Grad n, d.h. a,, # 0. Dann hat p
eine Nullstelle, d.h. Az, € C: p(z1) = 0.

Fiir den Grad von p aus dem Satz schreiben wir auch deg(p) := n. Die Menge
aller Polynome in einer Variablen z und Koeffizienten in einem Korper K
bezeichnen wir mit K][z], also hier p € Cl[z]. Die Teilmenge der Polynome in
einer Variablen z mit Koeffizienten in K vom Grad < n schreiben wir K[z]<;,.

Wir geben fiir diesen Satz in dieser Vorlesung keinen Beweis. Man kann aber
leicht einsehen, dass aus der Existenz einer Nullstelle induktiv schon folgt:

Korollar 7.13. Jedes Polynom p(z) = a,z" + --- + a1z = ap vom Grad n > 0 mit
a; € C faktorisiert in Linearfaktoren:

p2) = an-(z=21)- (2 =2,
fiir gewisse z; € C, wobei die z; nicht unbedingt paarweise verschieden sein miissen.

In der Physik ist ein Hauptgrund, komplexe Zahlen zu verwenden, dass sich
die Quantenmechanik ohne komplexe Zahlen nicht beschreiben lasst.

7.2 Der Konvergenzradius

Satz 7.14. Sei Y., a,z" eine Potenzreihe. Wenn diese Reihe fiir ein zp € C\{0}
konvergiert, dann konvergiert die Reihe fiir alle z € {z € C | |z| < |zo|} absolut.
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Beweis. Wir verwenden das Majorantenkriterium. Da die Reihe Y7 a,z)

konvergiert, bildet die Folge (a,z) eine Nullfolge. Sie ist daher beschrénkt,
etwa |a,z5| < M Vn > 0. Fiir z € C mit |z] < |zo| ergibt sich:

Zn Zn
\anz"| = lagl - 125 - | = < M- |=[".
Z0 Z0

Da |%| < 1 gilt, ist die geometrische Reihe )7, M-I%l” eine konvergente
Majorante. 0O

Definition 7.15. Sei )., a,z" eine Potenzreihe. Dann heif3t

R := sup{ |zol ( Z 1,z konvergiert } € [0, o0]
n=0

(supA = oo, falls A nach oben nicht beschrinkt ist) der Konvergenzradius der
Potenzreihe. Es gilt: Die Reihe konvergiert fiir alle z € {z € C | |z| < R} und
divergiert fiir alle z € {z € C | |z| > R} wegen Satz 7.14.

Auf dem Kreisrand {z € C | |z| = R} kann Konvergenz vorliegen, muss aber
nicht (Abb. 7.5).

—
£ R/ \
) Lvangs §

(1 Y -
WRM khonr

Abbildung 7.5. Der Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Beispiel 7.16.

1. Y20 z" hat Konvergenzradius R = 1.
2. Die Reihe Y7, = konvergiert im Punkt zy = —1 und divergiert fiir z; = 1
(alternierende) harmonische Reihe, daher folgt: R = 1.

3. Yoro & hat Konvergenzradius R = oo, da sie fiir beliebig groie x € R
konvergiert.

Satz 7.17. Sei (a,)neN, €ine Folge komplexer Zahlen mit a, # O Vn. Existiert der

Grenzwert q = limy, ”2” , 0 hat die Potenzreihe Y, a,z" den Konvergenzradius
n

_ %, falls g > 0,
oo, fallsgq=0.
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Beweis. Quotientenkriterium. 0O

Die obige Formel ist nicht immer anwendbar (z.B. beim Sinus). Eine Formel,
die dagegen immer funktioniert, ist folgende:

Definition 7.18. Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit

limsup(by) = 31_{2) sup{bk | k> n}

n—oo

der Limes Superior von (by,). Ist (b,) nach oben nicht beschriinkt, so setzen wir:
limsup b, = +o0.

Analog ist
liminfb, := lim inf{by | k > n},

n—oo

der Limes Inferior, erklirt.

Satz 7.19 (Formel von Cauchy-Hadamard). Seien Y., a,z" eine Potenzreihe
und g = limsup, _,__(Vanl). Dann hat die Potenzreihe Y, a,z" den Konvergenz-
radius
0, fallsq= oo,
R= %, falls 0 < g < oo,
oo, fallsq=0.

Beweis. Wurzelkriterium. 0O

7.3 Der Umordnungssatz

Satz 7.20. Sei ), a, eine Reihe komplexer Zahlen.

1. Ist Y pq a, absolut konvergent und ist ©: N — IN eine bijektive Abbildung,
dann ist auch die Reihe

00

R

n=0

absolut konvergent und es gilt:
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2. (Grofler Umordnungssatz) Sei (Ii)reN eine Familie von endlichen oder unend-
lich disjunkten Teilmengen I, € IN mit \.)p-; Iy = IN. Dann ist fiir jedes k die

Reihe
Sk = Z IZ]'
jE[k

absolut konvergent und die Reihe der Grenzwerte Y, si ebenfalls und zwar
mit Grenzwert

Beweis. Die Aussage von 1.ist ein Spezialfall von 2. mit I = {z(k)}; wir miissen
also nur 2. beweisen. Zunichst zur absoluten Konvergenz von

Da=lim( Y )

jel, j€ly, j<N

wobei wir in einer beliebigen Reihenfolge summieren. Im Fall von I; endlich
und bei der 1. Teilaussage ist dies klar. Fiir den anderen Fall verwenden wir,
dass 1. schon gezeigt ist.

Da die Partialsummen

Y et <Y laj

=1 jer

monoton steigen fiir endliche Teilmengen I’ C I C Ii, gentigt es zu zeigen,
dass sie beschriankt bleiben. Dies ist klar, da

N oo
Y e <Y lad <Y ol < o0,
jer n=0 n=0

wobei N = max{j | j € I}. Fiir die absolute Konvergenz von ) ;”, sy gehen
wir genauso vor:

I
-
f:
85
gl

1
Y lsid
k=1

A
=
3

. 7
T Nooo Z |]|

k=1 jel,j<N

lim la;|
N—ooo
fEU;:1 Ik

N oo
< lim Z la;| = Zlan| < o0,
N—oco
j=1 n=1
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Fiir die Gleichheit der Grenzwerte betrachten wir s = Y"1 4, und zu ¢ > 0
ein ny, so dass

o np—1
Zlan|<e und |S—Zan| <e¢€
n=ng n=1

gilt. Sei nun
ko :=max{k | {1,...,m—1}NL %0}

Dann gilt fiir k1 > ko:

=

o—1

k1 k1
|S—Zsk( < |S—Zan|+2 Z .|
k=1 k=1

nely,n>ny

<|s- a,,|+Z|an|<25.

n=1 nxngp

7.4 Die komplexe Exponentialfunktion

Eine der wichtigsten Potenzreihen ist jene, die die sogenannte Exponential-
funktion definiert. Beispielsweise existiert ein interessanter Zusammenhang
zu Sinus und Cosinus.

Definition 7.21. Die Abbildung
exp: C - C, z - exp(z) =i‘0‘i—n!
heifit komplexe Exponentialfunktion.
Satz 7.22 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir z, w € C gilt:
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
Beweis. Wir betrachten das Cauchy—Produkt der absolut konvergenten Rei-

hen o .
Z%und nzz‘a%

k=0
Es ergibt sich mit der binomischen Formel:

= Zk gk = (n\Zk w2+ w)!
d”_kz_(;ﬁ.(n—k)!_kz_(;(k) n onl
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Nach dem groflen Umordnungssatz gilt nun:

(o8]

exp(z +w) = Z

n=0

- (55

= exp(z) - exp(w).

(z +w)"

a

Korollar 7.23. Es gilt:

1. exp(0) =1,
2. exp(-z) = eXp und daher insbesondere exp(z) € C* ¥z € C, wobei C* :=

C\{0}. Die komplexe Exponentialfunktion ist also eine Abbildung C — C*
(siehe auch Abb. 7.6).

Abbildung 7.6. Die Wirkung von exp auf C.

Beweis. 1 = exp(0) = exp(z + (—z)) = exp(z) - exp(—z). O

Setzen wir fiir z einen rein imagindren Wert ein, d.h. z = iy, y € R, so erhalten
wir:

exp(iy) = Z W)
2k+1

Z( 1)kzkv i Z( Dk 2k + 1)

= cos(y) + isin(y),

also einen Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion
und Sinus und Cosinus. Man schreibt haufig auch
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¢ 1= exp(z)

bzw. fiir reelle x € R entsprechend e*. Die Zahl e = ¢! = exp(1) wird auch
Eulersche Zahl genannt. Mit dieser Notation gilt:

Satz 7.24 (Zusammenhang zwischen der komplexen Exponentialfunktion
und Sinus und Cosinus). Fiir z = x + iy € C gilt:

exp(x +iy) = ¢* - (cos y + isiny).

Die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus folgen mit Hilfe der obigen
Formel aus denen der Exponentialfunktion:

Satz 7.25 (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus). Seien o, f € R. Dann:

cos(a+ ) = cosa - cosf —sina - sinf,
sin(a + ) = sina - cos f + cosa - sin f.

Insbesondere gilt (mit der Notation sin® a := (sin a)* und entsprechend fiir den cos):

1 =sin’a + cos? a.

Beweis. Es gilt:

cos(a + B) + isin(a + ) = exp(i(a + B))
= exp(ia) - exp(if)
= (cosa +isina) - (cosf +isinp)
= (cosacos f — sina sin f)
+i(cos asin § + sina cos f§),
wobei sich die letzte Gleichheit geméf3 der Definition der Multiplikation in C
ergibt. Realteil und Imaginarteil dieser Formel ergeben die Behauptung.

Fiir den Zusatz betrachten wir
1 = cos(0) = cos(a + (—a)) = cos(a) cos(—a) — sin(a) sin(—a).

Da cos(—a) = cos(a) und sin(—a) = —sin(a) gilt, weil die Potenzreihe des
Cosinus nur gerade Terme und jene des Sinus nur ungerade Terme hat, folgt
1 = cos® a + sin® @, wie behauptet. O

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kann man Sinus und Cosinus nun auf
dem Einheitskreis einzeichnen (Abb. 7.7).

Die Multiplikation der komplexen Zahlen ergibt sich direkt. Seien dazu z, w €
C. Dann existiert ein Winkel ¢, genannt Argument von z und entsprechend
Y, so dass
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Y)
1
1
a
sin(a)
-1 1 X
cos(a)
-1

Abbildung 7.7. Sinus und Cosinus am Einheitskreis; a istim Bogenmaf eingezeichnet.

z=lz|-(cosp +ising) und w = |w|-(cosy +isiny).

Damit erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus
fiir das Produkt von z und w:

zw = |z-w| - (cos @ + ising) - (cos P + isiny)
= |zw]| - ((cos @ -costp —sing -sin) +i(sing - cos P + cos @ - sin 1,[))))
=|z| - |w] - (cos((p + 1Y) +isin(p + 1/))).
Mit anderen Worten:

Bemerkung 7.26. Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multipli-
ziert sich der Betrag und es addieren sich die Argumente (Abb. 7.8).

Abbildung 7.8. Multiplikation zweier komplexer Zahlen.

Aufgaben

Aufgabe 7.1 (Komplexe Zahlen). Bestimmen und zeichnen Sie fiir r = 3,
r =1 und r = 2 jeweils die Menge:
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z—1
C"m‘“}

Aufgabe 7.2 (Grenzwertvertauschung, lim sup und lim inf).

Sogzk
A E R

k

1. Sei

Bestimmen Sie:
lim lima;; und  lim lim a.

k—0c0 j—00 j—00 k—o0
2. Sei (a,) die Folge mit a,, := (-1)" + % Berechnen Sie

limsupa, und liminfa,.
n—o0

n—oo

Aufgabe 7.3 (Kombinatorik).

1. Wir definieren a; durch:

30

1+x2+x3)10 = Z ax”.

k=0

Zeigen Sie: ay ist die Anzahl der Moglichkeiten, k identische Kugeln in
10 Urnen so zu verteilen, dass in jeder Urne anschlieffend 2, 3 oder keine
Kugel liegt.

2. Bestimmen Sie ayy mit Hilfe von Maple.

Aufgabe 7.4 (Konvergenzradien). Bestimmen Sie die Konvergenzradien der
folgenden Reihen:

LYo %
2. Y n2x"
3. Z 12n XM
4'211:12_"

Konnen Sie den Grenzwert im Falle der Konvergenz bestimmen?

Aufgabe 7.5 (Cauchy-Produkt von Reihen). Fir n € IN sei a, := b, :
(=1)™ —+ und ¢, = Y.;_an-kbr. Zeigen Sie, dass die Reihen Y4, und

Yo by konvergieren, ihr Cauchy-Produkt )., ¢, aber nicht.

Aufgabe 7.6 (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus).
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1. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € IN Polynome p,(x, y) und g,(x, y) in zwei
Variablen x, y mit reellen Koeffizienten existieren, so dass

sin(nt) = pu(sin(t), cos(f)) und cos(nt) = g,(sin(t), cos(t))
fur alle t € R gilt.
2. Berechnen Sie p,(x, y) und gq,(x, y) fir n = 2,3, 4.

Aufgabe 7.7 (Konvergenzradius von Potenzreihen). Bestimmen Sie den
Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

1. ZZOZI(n4 - 3n3)xn/

2.y, B 1k,
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Stetigkeit

8.1 Definition und Folgenkriterium

Definition 8.1. Sei D C R. Eine reellwertige Funktion auf D ist eine Abbildung
f:D—-R

D heifit Definitionsbereich von f. Typischerweise ist D ein Intervall oder eine
Vereinigung von Intervallen.
Die Menge
Gr:= {(x,y) | xeD,y:f(x)} c R?
heifit Graph der Funktion.

Beispiel 8.2.
1. y = f(x) = 2, siehe Abb. 8.1.
2. y = | x| = entier(x), siehe Abb. 8.2.

Im zweiten Beispiel hat der Graph ,Spriinge”; stetige Funktionen sind im
Wesentlichen solche, fiir die das nicht der Fall ist. Prézise definieren wir dies
wie folgt:

Definition 8.3. Sei f: D — R eine Funktion und xo € D ein Punkt. f heifit stetig
in Xxo, wenn

Ve>03d6>0: [f(x)— f(xo)l < e Yx € D mit |x — xo| <0

gilt. f heifit stetig auf D, wenn f in allen Punkten xo € D stetig ist.
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Abbildung 8.1. Graph einer Parabel mit Gleichung f(x) = x2.

3 —_0
2 —_0
1 —O
32-1 ] 123 0x
—o2
— 3

Abbildung 8.2. Graph der entier Funktion. Ein kleiner, leerer Kreis zeigt dabei an,
dass der umkreiste Punkt nicht zum Graphen gehort.

Im Englischen heifst stetig continuous; auch im Deutschen werden wir gele-
gentlich den Begriff kontinuierlich statt stetig verwenden.

Beispiel 8.4.

1. f(x) = x ist stetig. Zu € konnen wir 6 = ¢ wahlen.
2. f(x) = x? ist stetig in allen Punkten. Die wesentliche Abschétzung ist

2 2
Ix® = xg| = |x + xol - [x = xol
< 2%+ 1] |x — x| VYxmit|x— x| <1.

Entsprechend ergibt sich |x? — xgl < e Yxmit |x — xg| < m Also konnen
wir

€
0=miny1, ———
min{1, Ze 1)
wdhlen. 6 hiangt sowohl von ¢ also auch von xg ab.
3. entier: R — Rist nicht stetig in xg = 0: Zu ¢ = 1 und 6 > 0 beliebig klein
existiert ein Punkt x mit |x — xp| < 0 und —1 < x < 0. Fiir diese gilt:

| entier(x) — entier(0)) = |-1-0|=1> «¢.
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Allgemein gilt: entier ist in allen Punkten xy € IR\Z stetig und in allen
Punkte xg € Z unstetig.

4. Die konstanten Funktionen f: R — R mit f(x) = ¢ sind stetig.

Satz 8.5 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Sei f: D — R eine Funktion und
X0 € D ein Punkt. f ist stetig in xo genau dann, wenn fiir alle Folgen (x,) mit
Xy € D und lim,, o x,, = X gilt:

fxo) = lim ().

Das Folgenkriterium ist oft gut geeignet, um Unstetigkeit zu zeigen, wie wir
am folgenden Beispiel sehen werden. Der Nachweis der Stetigkeit ist in der
Regel einfacher mit der e-6-Definition.

Beispiel 8.6. Wir betrachten die Funktion (Abb. 8.3):

|
i |

Abbildung 8.3. Die Funktion sin(%) in der Nihe von 0.

0, fallsx =0,
fy=3"
sin(y), fallsx # 0.

Bekanntlich gilt (wir werden in 11.14 und 11.15 die Zahl 7 € R definieren
und die Aussage beweisen):

1= sing = sin(g + 2kn)

fiir jedes k € Z. Also gilt fiir x; = w5 zwar
2

I}im xr =0, aber I}im flx)=1+#0.

Da sin(%n + 2kr) = -1 ist, gilt fiir x; = ﬁ
lim f(x;) = -1.

Es folgt, dass man keinen Wert fiir f(0) finden kann, so dass f im Nullpunkt
stetig ergénzt wird.

zwar limy_. x; = 0, aber
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Beweis (fiir das Folgenkriterium fiir Stetigkeit, Satz 8.5). f sei stetig in xp und
(xn) eine Folge in D mit lim x, = x. Da f in x stetig ist, existiert zu ¢ > 0 ein
0 >0, so dass:

[f(x) = f(xo)| < € Vx € D mit |x — xo| < 6.

Wegen lim x,, = x¢ gibt es zu 6 > 0 ein n, so dass |x, — xg| < 6 ¥n > ng. Also:
If(xu) = f(xo0)l < &V = ny,

d.h. limye f(xn) = f(x0).

Umgekehrt nehmen wir nun an, f sei nicht stetig. Dann existiert ein ¢ > 0, so
dass fiir jedes 6 > 0 ein x € D existiert mit |x — x| < 0 mit |f(x) — f(xo)| > ¢.
Wir wenden diese Aussage fiir alle 6 = 1 an und erhalten eine Folge (x,) in
D mit lim x,, = xg, aber

|f(xn) - f(xo)l > ¢ VYn.
Also konvergiert (f(xx))nen nicht gegen f(xo). O

Wir geben nun noch einige einfache Sitze, mit denen wir aus stetigen Funk-
tionen weitere bilden kénnen:

Satz 8.7 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen). Es seien f,g: D — R Funk-
tionen.

1. Sind f, g in xg stetig, so sind auch f + gund f - g in xq stetig.
2. Sind f, g in xq stetig und ist g(xo) # 0, dann ist auch

J—C:D’—>]R

mit D" = {x € D | g(x) # 0} C D stetig in xo € D’.

Beweis. Analog zu der entsprechenden Aussage fiir Grenzwerte von Folgen.
O

Daraus folgt sofort:

Korollar 8.8.

1. Polynome
flx) =ax" + A X"V ax +ag

mit Konstanten ay, ..., a, € R sind stetige Funktionen f: R — R.

2. Rationale Funktionen, d.h. Abbildungen der Form é : D — Rmit Polynomen

f, g, sind stetig im Definitionsbereich D = {x € R | g(x) # 0}.



8.2 Der Zwischenwertsatz und Anwendungen 129

8.2 Der Zwischenwertsatz und Anwendungen

Einer der ganz zentralen Sétze iiber stetige Funktionen ist folgender:

Satz 8.9 (Zwischenwertsatz). Sei f: [2,b] — R eine stetige Funktion und c ein
Wert zwischen f(a) und f(b), d.h. f(a) < ¢ < f(b), falls f(a) < f(b) und f(b) <
c < f(a), falls f(a) = f(b). Dann existert ein & € [a, b] (siehe auch Abb. 8.4), so dass

f&=c

Insbesondere folgt, dass jede stetige Fumktion mit f(a) < O und f(b) > O eine
Nullistelle in [a, b] hat.

Abbildung 8.4. Offenbar ist im Bild f(a) < ¢ < f(b), so dass nach dem Zwischenwert-
satz ein £ mit f(&) = c existiert.

Beweis. Indem wir zu +(f(x) +c) ibergehen, gentigt es, die zweite Aussage zu
zeigen. Sei also f(a) < 0 und f(b) > 0. Wir konstruieren induktiv monotone
Folgen, die gegen die Nullstelle konvergieren mit dem sogenannten Inter-

vallhalbierungsalgorithmus: Wir setzen zunéchst xp = a und yp = b. Sind x,,

und y, schon konstruiert, so betrachten wir x = % und f(x). Dann seien

{x, falls £(¥) < 0,
Xp+1 =
X,, sonst,

Ya, falls f(x) <0,
Yn+1 =

X, sonst.

Dann gilt offenbar:
1. f(xy) <0Vnund f(y,) =0 Vn.
2. |Yn — xp| =27(b — a).

3. (x,) ist monoton steigend und (y,) monoton fallend.
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Beide Folgen konvergieren also und wegen
lim (y, - %,) = lim 27(b —a) =0

ist & = limy—,00 X, = limy, o0 Y. Wegen der Stetigkeit von f gilt:

f(&) = lim f(x,) <0,
da f(x,) < 0Vnund

£(©) = lim f(y) =0,
da f(y,) = 0 Vn. Also folgt: f(£§) =0. O
Satz/Definition 8.10 (Existenz von Maximum und Minimum stetiger Funk-

tionen). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen,
beschriinkten Intervall. Dann existieren Xmax, Xmin € [a, b] mit

ftmax) = sup {f(x) | x € [a,b]},
f@min) = inf {f(x) | x € [a,b] }.
Insbesondere ist f beschrinkt.

Wir sagen: f nimmt in xmax das Maximum an, geschrieben:

max f(x) := f(Xmax)-

x€la,b]
Analog fiir das Minimum: minyep, ) f(x) = f(Xmin)-

Bemerkung 8.11. Dass [a, b] abgeschlossen ist, ist wesentlich: Die Funktion

flx) = 31—( nimmt auf ]0, oo[ kein Maximum und Minimum an.

Beweis (der Existenz von Maximum und Minimum, Satz 8.10). Sei
M = sup {f(x) | x € [a,b] } € RU {o0).

Wir wihlen eine Folge (x,,) mit x, € [a, b], so dass lim,,,« f(x,) = M (bzw. f(x,)
unbeschrankt wiéchst, falls M = o0). Nach dem Satz von Bolzano—-Weierstrass
5.33 hat (x,,) eine konvergente Teilfolge (x,, ). Sei Xmax = liMy—« Xy, . Dann gilt:

f(Xmax) = %Lrg flen) =M
wegen der Stetigkeit von f. Insbesondere ist M < co. O

Bemerkung 8.12. Im vorigen Beweis kann man den Ubergang zu einer Teil-
folge im Allgemeinen nicht vermeiden. Dies zeigt das Beispiel: f(x) =
1 — (x? — 1)? auf [-2,2] (Abb. 8.5). Die Ausgangsfolge (x,) konnte zwischen
den zwei Maxima Xmax = £1 hin und her springen.
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<

. . >
/ Xn Xn+1 \

Abbildung 8.5. Eine Funktion mit zwei Maxima auf dem selben Niveau.

Definition 8.13. Eine Funktion f: 1 — R auf einem Intervall heifst monoton
wachsend (oder monoton steigend), wenn f(x1) < f(x2) fiir x1 < xp; streng
monoton wachsend (oder streng monoton steigend), wenn f(x1) < f(x2) fiir
X1 < X2. Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend definiert.

f heifit streng monoton, falls f entweder streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend ist.

Satz 8.14.

1. Sei f: I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall. Dann ist | = f(I) R
ebenfalls ein Intervall.

2. Ist f auflerdem streng monoton, dann ist die Abbildung f: 1 — ] bijektiv. Mit
f1: ] > I C R bezeichnen wir dann die Umkehrfunktion, d.h. die Abbildung
mit f1(f(x)) =xVxelL

Beweis. 1. ] ist ein Intervall, wenn mit y;, y» € | auch alle Punkte zwischen
y1 und y» in | liegen. Dies ist der Fall nach dem Zwischenwertsatz 8.9.

2. Ist f streng monoton, so ist f: I — R injektiv. Also ist f: I — | injektiv
und surjektiv, d.h. insbesondere bijektiv, so dass die Umkehrfunktion
f1: ] - Ierklart ist.

O

Definition 8.15. Sei f: D — R eine Funktion und xy € R\D ein Punkt, fiir den es
eine Folge (x,) mit x, € D und lim,,_,, x,, = a gibt. Existiert fiir jede Folge (x,) auf
D mit limy_e X, = a der Grenzwert lim,_,« f(x,), so dass alle diese Grenzwerte
gleich sind, so bezeichnen wir mit

lim £(x) := lim f(x,)

den gemeinsamen Grenzwert.

Beispiel 8.16. Die Funktion
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x? -1
f ==
ist zundchst nur auf D = R\{1} definiert. Da aber

(x-Dx+1)
x—1 B

lirrll flx) = lin} lin}(x +1)=2

ist, lasst sich die Funktion f: D — R zu einer stetigen Funktion ffR->R
fortsetzen: f(x) = x + 1.

Definition 8.17. Die Notation lim, ~, f(x) verwenden wir, wenn wir nur Folgen
(xy) mit x,, < a betrachten. Analog: limy~, f(x).

Aufgaben

Aufgabe 8.1 (Stetigkeit). Bestimmen Sie, in welchen Punkten die folgende
Funktion stetig ist:

—x+1, x < -1,
f(x)={x2+5x+7, -1<x<0,
x+7, x> 0.

Aufgabe 8.2 (Stetigkeit). Die drei Funktionen f, g,i: R — R seien folgen-
denmafien definiert:

F) = {x, xeQ,

1_x/ ng/
(x) = 1, x€Q,
9700, x¢q

%, x = 5 € Q mit p, g € Z teilerfremd, g > 0,
0, x¢0.

Zeigen Sie: f ist nur in 1 stetig, g ist nirgendwo stetig und / ist genau in allen
irrationalen x stetig.

Aufgabe 8.3 (Leinenwurf). In einem Raum ist eine Leine von der Fenster-
wand zur gegentiiberliegenden Wand gespannt. Jetzt wird die Leine an beiden
Seiten gelost und irgendwie in die Mitte des Raumes geworfen.

Zeigen Sie: Es gibt einen Punkt auf der Leine, der genauso weit von der
Fensterwand entfernt ist wie zuvor.
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Aufgabe 8.4 (Stetige Funktionen).

1. Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, die jeden ihrer Werte genau
zweimal annimmt?

2. Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, die jeden ihrer Werte genau
dreimal annimmt?
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Differentiation

9.1 Differenzierbarkeit

Definition 9.1. Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall und xo € I. f heifit
in xq differenzierbar (kurz auch: diffbar), falls der Grenzwert

lim f(x) = f(xo)
x>x X — X

existiert.

Geometrisch lasst sich der Differenzenquotient

f() — f(x0)

X — X

als Steigung der Sekante durch die Punkte (xo, f(xo)) und (x, f(x)) des Gra-
phen Gy interpretieren (Abb. 9.1). Der Grenzwert lasst sich also als Steigung
der Tangente an Gy im Punkt (xo, f(xo)) interpretieren und f ist in xp diffe-
renzierbar, wenn Gy in (xo, f(xo)) verniinftig eine nicht senkrechte Tangente
zugeordnet werden kann.

Definition 9.2. f: I — R ist auf I differenzierbar, wenn f in jedem Punkt xo € I
differenzierbar ist. Die Funktion

.. yoon _ i S+ ) — f(x)
fil=R, f(x) = lim ——————

nennen wir dann die Ableitung von f auf I.
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Abbildung 9.1. Differenzenquotient als Sekantensteigung. Gezeigt ist die Sekante
durch (xo, f(x0)) und (x, f(x)) mit Steigung ﬂ?:—i;o(”)

Bemerkung 9.3. 1. Differenzierbarkeit ist fundamental, um Begriffe wie Ge-
schwindigkeit in der Physik iiberhaupt definieren zu konnen. Beschreibt
f:1 - R, t— f(t) die Bewegung eines Punktes f(t) in R, so ist f'(t) die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.

2. Von Newton stammt die Notation f’(x) bzw. f (f) bei Ableitungen nach
der Zeit. Leibniz hat die in gewisser Weise bessere Notation

d
d—i((xo) = f'(xo)

verwendet.

Satz 9.4. Sei f: I — R eine Funktion und xo € 1. Dann gilt: f ist differenzierbar in
Xo = f ist stetig in xo.

Beweis. Existiert lim,_,,, %ﬁs}m), dann auch der Grenzwert

Jion (=5 - (= 20) = lim () = fx0)

und ist
lim (£(x) = f(x0)) = lim (R iGN xo = 0.

—Xp X —Xo X—Xo

Also: lim,_,y, f(x) = f(xo), d.h. f ist stetig in xy nach dem Folgenkriterium.
O

Beispiel 9.5.

1. f(x) = 2 ist in jedem Punkt x; € R differenzierbar:

2 _ .2
. x) — f(xo L XX .

lim M = lim 0 - lim (x + xg) = 2xo.

X—Xo X =X x—x0 X — X0 X—Xq

Also: f'(x) = 2x.
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2. Konstante Funktionen f(x) = c¢ sind differenzierbar mit f’(x) = 0.

In den Ubungsaufgaben werden wir Funktionen kennen lernen, die zwar
stetig, aber an einigen Stellen nicht differenzierbar sind. In vielen einfachen
Fillen kann man solche Stellen dadurch erkennen, dass der Graph einen
Knick hat, wie z.B. die Betragsfunktion im Ursprung (siehe Abb. 9.2).

fig:Betragsfunktion

Abbildung 9.2. SKIZZE FEHLT!

Es gibt aber auch Funktionen, wie beispielsweise die sogenannte Koch-
Kurve, die zwar tiberall stetig, aber nirgends differenzierbar sind.

Definition 9.6. Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall
und xo € I. f heif$t in xq stetig differenzierbar (kurz auch: stetig diffbar), falls die
Ableitung f' stetig ist.

In den Ubungsaufgaben werden wir eine Funktion kennen lernen, die zwar
differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar ist.

9.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

Satz 9.7 (Rechenregeln fiir Ableitungen). Seien f, g: I — R in x¢ € I differen-
zierbare Funktionen. Dann sind

f+rgI—->Rundf-g:I->R
in xg ebenfalls differenzierbar mit Ableitungen

(f +8)(x0) = f'(x0) + &' (x0)
(f - &) (x0) = f"(x0) - §(x0) + &’ (x0) - f(x0)-

Die zweite Regel heifit auch Leibnizregel oder Produktregel.
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Ist g(xo) # 0, so ist auch
f. _
=:I\{x|g(x)=0} >R
8

in xg differenzierbar und es gilt die Quotientenregel:

(i—:),(xo) = %ﬂg/(xo)-

Beweis. Die Aussage zu f + g folgt direkt aus der Definition. Zum Nachweis
der Produktregel betrachten wir

f)gx) — f(xo0)gxo)  f(x) — f(x0) g(x) — g(xo)
X — Xo B X — Xo 8t +f(x0)x——xo
e f(x0)g(x) + f(x0)g’ (x0)-

Fiir die Aussage tiber den Quotienten untersuchen wir zunichst den Spezi-
’ o
alfall (1) = %

g

EGR) 1 g(ro) - g(x) 1

g glxo) 0) — i
x—x  ggl) x—xo -~ gz(xo)( g (x0)).

Die allgemeine Regel folgt aus dem Spezialfall mit der Produktregel:

Ay _ o1 28 8- f8
(Fg)=fgrf =g

O

Beispiel 9.8.

1. Die Funktion f(x) = x" ist fiir beliebige n € Z auf ihrem Definitionsbereich
diffbar mit
f(x) = nx"L.

Fiir n > 0 haben wir dies schon gesehen. Sei also n = —k, k > 0, d.h.
flx) = % Die Quotientenregel ergibt:

k-1
—kx —k+1 _ o om-1

f(x) = W = —kx nx

2. Rationale Funktionen r = g sind auf ihrem Definitionsbereich diffbar. Ist

der Bruch gekiirzt, so heiffen die Nullstellen von ¢ auch Polstellen der
rationalen Funktion.
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Satz 9.9 (Kettenregel). Es seien f: I = R, g: | = R diffbar mit f(I) C J. Dann
ist auch die Komposition

gof:I—=R, (go f)x) = g(fx),

diffbar mit
(80 ) (x) =8"(f(x) - f ().

Den Faktor f’(x) nennt man hierbei innere Ableitung.

Beweis. Es gilt:
(gof)x+m) —(go/ix) _ gf(x+ M) —g(f(x)) flx+h) — f(x)
h  flx+h) - f(x) h ’
Da mit h — 0 auch f(x +h) — f(x) gilt, da f stetig ist, folgt:

SUG+1) - ()
fix+h) - f(x) n-0

g (f(x))

und dann: e+ 1) — £
# - f ’ (x)

Dieses Argument ist giiltig, sofern f(x+h)— f(x) # 0.Istaber f(x+h,)—f(x) =0

fiir eine Nullfolge (k,,), so folgt f’(x) = 0 und %j_g(ﬂx» =0, also gilt auch

in diesem Fall

i SUG A+ ) — 8(f(9)) _

n—co hn

§'(f(x) - f'(x) =0.
u|

Beispiel 9.10. Wir betrachten fiir f(x) = x> + 1 und g(x) = x° die Hintereinan-
derausfiihrung (g o f)(x) = (x> + 1)°. Die Kettenregel ergibt:

(62 +1°) =302 +1)? - 2.
Wenn wir zundchst ausmultiplizieren, erhalten wir:
(® +3x* +3x% + 1)’ = 6x° + 12x° + 620

Beide Ergebnisse stimmen tiberein.

Satz 9.11 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: I — R eine streng monotone
diffbare Funktion, | = f(I) und xo € I ein Punkt mit f'(x9) # 0. Dann ist die
Umkehrfunktion f=: ] - I c Rin yo = f(xo) diffbar mit

1 _ 1
F(F @) S0

(f) (o) =



140 9 Differentiation

Zunichst eine Merkregel fiir die Formel: Da f o f~! = id), gilt: (f o f!) = 1.
Andererseits liefert die Kettenregel 1 = f/(f 1(yo)) - (f 1)’ (yo) und die Formel
folgt. Dies benutzt allerdings schon die Differenzierbarkeit der Umkehrfunk-
tion, so dass hierfiir noch ein Beweis notig ist.

Beweis (des Satzes 9.11 iiber die Ableitung der Umbkehrfunktion). Nach Voraus-

setzung ist f'(xo) # 0, also f@-f &) (x f %) % 0 fiir x nahe Xo. Da mit x — xy auch
y = f(x) = yo = f(xo) folgt, erhalten wir:

- x—x 1
Y= Yo  f(0) = f(xo) . f'(x0)

O

Beispiel/Definition 9.12 (k-te Wurzel). Sei g(x) = {x = x'K, k € N, die
Umkehrfunktion von der streng monotonen Funktion f: Ryo — R, f(x) = x.
Dann erhalten wir: f/(x) = kx*=! # 0 fiir x # 0. Es folgt: ¢: Ry9 — R ist auf
R, diffbar mit

’(x)—;—_xk—lxk
ST TR TR

Erneut ist die Exponentenregel giiltig.

Aufgaben

Aufgabe 9.1 (Produktregel). Seien D ¢ R und f,g : D — R zwei n Mal
differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie:

(- g)" = Zn“ (’Z) R o),

k=0

Aufgabe 9.2 (Approximierung). Schreiben Sie zwei Programme (z.B. mit
Maple), um {/a zu berechnen; verwenden Sie dabei einmal das Intervall-
Halbierungsverfahren und einmal das Newtonverfahren. Ziahlen Sie, wievie-
le Iterationen Thre beiden Verfahren benotigen, um V3 mit einer Genauigkeit
von mindestens 10~° zu berechnen. Verwenden Sie [1, 2] als Startintervall fiir
das Intervall-Verfahren und 1 als Startwert fiir das Newtonverfahren.

Aufgabe 9.3 (Optimierung). Eine Konservendose von 320 ml Inhalt soll so
dimensioniert werden, dass der Blechverbrauch minimal ist. Wir nehmen
dabei an, die Konservendose sei ein perfekter Zylinder. Welche Hohe und
welchen Durchmesser hat die Dose?

Hinweis: Dabei diirfen Sie die aus der Schule bekannten Formeln fiir Volumen
und Mantel eines Zylinders verwenden.
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Aufgabe 9.4 (Mehrfache Nullstellen). Fiir welchea, b € Rhat f(x) = x>—ax+b
eine doppelte Nullstelle (d.h. eine Stelle xo mit f(xo) = f’(xo) = 0)? Fiir welche
a,b hat die Funktion genau eine, zwei bzw. drei reelle Nullstellen?

Aufgabe 9.5 (Differenzierbarkeit). Zeigen Sie:

1. Die Betragsfunktion |.|: R = R, x + |x|, ist in x # 0 differenzierbar, in
x = 0 aber nicht.

2. Die Funktion

x*-sinl, fallsx#0,
X B
0, fallsx =0,

ist differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar.






10

Mittelwertsatz und lokale Extrema

Ableitungen werden hiufig eingesetzt, um lokale Extrema, d.h. Minima oder
Maxima, zu bestimmen. Eines der bekanntesten Verfahren zur Bestimmung
einer Nullstelle einer differenzierbaren Funktion, das Newtonverfahren, be-
nutzt ebenfalls Ableitungen.

10.1 Die erste Ableitung

Definition 10.1. Seien f: I — R eine Funktion und xo € L. f hat in xq ein lokales
Maximum bzw. lokales Minimum, wenn A h > 0, so dass |xo — h, xo + h[C I und

f(xo0) = f(x) bzw. f(xo) < f(x) Vx € ]xo — h,xo + hl.
Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum. Gilt
f(x0) > f(x) bzw. f(xo) < f(x) Vx €]xo —h, x0 + k[, x # xo,

so spricht man von einem isolierten Extremum.

Absolute Maxima (auch globale Maxima) sind Stellen x, fiir die f(xo) >
f(x) Vx € I gilt. Absolute Minima und absolute Extrema (auch globale Mi-
nima und globale Extrema) sind analog definiert.

Satz 10.2. Hat f: ]a,b[— R in x¢ € ]a, b ein lokales Extremum und ist f in xg
diffbar, so gilt f'(x) = 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall eines lokalen Maximums. Es gilt:

Msofﬁrx>xo und Mzofﬁrx<xo.
X —Xo X — X

Es folgt
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Abbildung 10.1. Die Ableitung in einem lokalen Extremum verschwindet.

. f) - fxo)
OZJ}I_)IEI(]x_—m—f(XQ)ZO

und damit die Behauptung. O

Bemerkung 10.3. f’(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir lokale
Extrema einer diffbaren Funktion, wie das folgende Beispiel (Abb. 10.2) zeigt:
f(x) = 2 erfiillt f/(0) = 0, aber xq = 0 ist kein lokales Extremum.

Abbildung 10.2. Eine verschwindende Ableitung ist kein hinreichendes Kriterium
fiir die Existenz eines lokalen Extremums, wie die Abbildung zeigt. Hier ist f(x) = x°.

Satz 10.4 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] — R eine stetige und auf la, b[ diffbare
Funktion mit f(a) = f(b). Dann existiert ein & € Ja, b mit f'(£) = 0 (Abb. 10.3).

Beweis. Ist f konstant, dann hat jedes & € ]a, D[ diese Eigenschaft. Anderen-
falls verwenden wir, dass f auf [4, b] sowohl Maximum als auch Minimum
annimmt. Da f(a) = f(b) und f nicht konstant ist, konnen Maximum und
Minimum nicht beide die Randpunkte sein. Es folgt, dass f auf ]a, b[ ein
Extremum an der Stelle £ annimmt, das also f’(£) = 0 erfiillt. O

Satz 10.5 (Mittelwertsatz (MWS)). Sei f: [a,b] — R stetig und auf la, b| diffbar.
Dann existiert ein & € la, b[ mit (siehe auch Abb. 10.4):
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= B
L
24

Abbildung 10.3. Der Satz von Rolle.

f)-f@
Y, -©

T

Abbildung 10.4. Der Mittelwertsatz.

Beweis. Wir betrachten

fb) - f(@)

F() = () - ——

(x —a).
Dann gilt:
F(a) = f(a) = F(b).
F ist diffbar mit F'(x) = f’(x) — W Nach dem Satz von Rolle existiert ein
E€la,b[mitF'(§)=0. O

Korollar 10.6. Sei f: [a,b] — R stetig und in la, b[ diffbar. Auflerdem nehmen wir
an, dass m, M € R existieren mit m < f'(x) < M Vx € ]a, b[. Dann gilt fiir x; < x;
mita < x1 < xp < b (Abb. 10.5):

m-(x2 — x1) < f(x2) — f(x1) < M-(x2 — x1).

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir x; < xp:m < fG2)-fa) <M. 0O

X2—X1
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Abbildung 10.5. Schranken fiir die Differenz zweier Funktionswerte.

Korollar 10.7. Sei f: [a,b] — R stetig und in la, b[ diffbar. Gilt f'(x) = 0 Vx €
la, b, so ist f konstant.

Beweis. Wire f nicht konstant, so gidbe es x1,x; mit f(x1) # f(x2) und dann
mit dem Mittelwertsatz ein & € Ja,b[ mit f'(£) # 0, im Widerspruch zur
Voraussetzung. 0O

Satz 10.8. Es sei f: [a,b] — R stetig und in ]a, b[ diffbar. Gilt f'(x) > 0 (bzw. > 0,
<0,<0) Vx €la, b, dann ist f streng monoton wachsend (bzw. monoton wachsend,
streng monoton fallend, monoton fallend).

Beweis. Wir verwenden den Mittelwertsatz: Angenommen, es existieren x1, x;
mitx; < xp, aber f(x1) = f(x2), so existiert & mit f(&) < 0im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

10.2 Hohere Ableitungen

Definition 10.9 (hohere Ableitungen). Sei f: I — R diffbar. f heifit 2—mal
diffbar, wenn f': I — R ebenfalls diffbar ist. f® := f" := (') bezeichnet dann die
2—te Ableitung. Allgemeiner ist f n—mal diffbar, wenn

fO = (Fy

existiert.

Satz 10.10 (hinreichendes Kriterium fiir Extrema). Sei f: ]a, b[— R zweimal
diffbar. Ist f'(xo) = O und f"(xo) # 0, so hat f in xq ein isoliertes lokales Extremum.
Dieses ist ein Maximum, wenn f"'(xg) < 0 und ein Minimum, wenn f"(x) > 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f’(xp) = 0 und f”(xo) < 0. Dann gilt:

i £ = ) _

X=X X — Xo

0.
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Es folgt, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass
f'(x) > 0 fur x € Jxog — &,x0[ und f'(x) < O fiir x € Jxo, xo + &[.

Es folgt, dass f in ]xy — a,x¢] streng monoton wachsend und in [xg, xg + €[
streng monoton fallend ist. x ist also ein isoliertes Maximum. 0O

Beispiel 10.11. Sei f(x) = x*. Dann ist f’(x) = 2x, f”’(x) = 2 > 0 VYx, also
f’(0) =0, f(0) > 0. Daherist 0 ein Minimum von f. Analogist 0 ein Maximum
von g(x) = —x?, da ¢’(0) = 0 und ¢’(0) < 0. Siehe auch Abb. 10.6.

»,l,‘?-_'u\') =y {3(&) = —x&
el 5 LI

Abbildung 10.6. Parabeln mit Maximum bzw. Minimum.

Definition 10.12. Sei f: la,b[— R dreimal diffbar. Ein Punkt xo € la,b[ mit
f"(x0) = 0, f"(x0) # O heifit Wendepunkt von f. Ist f’'(xo) = 0, so heifit xg
Sattelpunkt von f.

Abbildung 10.7. Die Umgebung eines Wendepunktes.

Definition 10.13. Sei I C R ein Intervall f: I — R heifit konvex (Abb. 10.8),
wenn ¥xi,x, € lundalle A mit0 < A <1:

fx1+ (1= A)xz) < Af(x1) + (1= A) f(x2).

f heifit konkav, wenn — f konvex ist.
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Abbildung 10.8. Definition von konvex.

Beispiel 10.14. Sei f(x) = x®> — x. Bs ist f”(x) = 6x, f”'(x) = 6 # 0. Diese
Funktion dndert sich im Wendepunkt xy = 0 von konkav zu konvex.

Satz 10.15. Sei f: I — R eine zwei Mal diffbare Funktion auf einem Intervall 1.
Dann gilt:
fist konvex = f"'(x)>0Vxel

10.3 Das Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen

Mit den bisherigen Resultaten in diesem Kapitel konnen wir nun also die
aus der Schule bekannte Kurvendiskussion zum Studium des Aussehens re-
eller Funktionen in einer Variablen durchfiihren, sofernd diese ausreichend
oft differenzierbar sind. Ein Problem haben wir allerdings noch vernachlds-
sigt, ndmlich die Berechnung der Nullstellen solcher Funktionen. Von einigen
speziellen Funktionen, wie beispielsweise Polynomen vom Grad < 2 konnen
wir sie bestimmen, doch wie sieht es im Allgemeinen aus? Hierzu liefert ein
Iterationsverfahren, namlich das sogenannte Newtonverfahren, ndherungs-
weise eine Moglichkeit, zumindest, wenn man sich schon nahe genug an einer
der Nullstellen befindet.

Sei also f: [4,b] — R eine zweimal diffbare Funktion mit f(a) < 0, f(b) > 0.
Die Idee ist folgende: Ist xj ein Startwert, so setzen wir:

f ()
frn)’

d.h. x4 ist die Nullstelle der Tangente in (x,, f(x,)) an den Graphen von f
(Abb. 10.9).

Xn+1 = Xn —

Satz/Definition 10.16. Sei f: [a,b] — R zweimal diffbar, f(a) <0, f(b) > 0 und
konvex. Dann gilt:

1. Es gibt genau eine Nullstelle & € [a, b].
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Abbildung 10.9. Die Idee des Newtonverfahrens.

2. Ist xg € [a,b] ein beliebiger Startwert mit f(xo) > 0, so konvergiert die Folge

(xy) mit x,41 = Xy — ;,(é")) monoton fallend gegen &.

3. Ist f'(x) 2 ¢ > 0und f"(x) < kVx € [£,b], so gilt die Abschiitzung:

k
|xn+1 - xn| < |<§ - xnl < z_lxn - xn—llz-
c
Man sagt deshalb, dass das Newtonverfahren quadratisch konvergiert.

Das Newtonverfahren ist wegen der quadratischen Konvergenz meist we-
sentlich schneller als das Intervallhalbierungsverfahren aus dem Beweis des
Zwischenwertsatzes 8.9.

Beispiel 10.17. Wir betrachten f(x) = x> — 4. Dann ist

2_g 1 a
e =)

X

Xn+1 = Xp —
unser Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel a aus Satz 5.27.

Beweis (des Satzes 10.16 zum Newtonverfahren).

1. f hat eine Nullstelle nach dem Zwischenwertsatz und genau eine, da f
konvex ist (siehe Abb. 10.10).

2. f ist konvex. Daher: f(x,) > 0 = f'(x,) > 0 und & < x,41 < x, (s. Abb.
10.11). Die Folge (x,) ist wohldefiniert, monoton fallend, beschrankt und
daher konvergent. Der Grenzwert erfiillt: f(x) = 0, also: x = &.

3. Da f’ monoton wachst, gilt f'(x) > ¢ > 0 Vx € [£,b]. Mit dem Mittel-

wertsatz folgt: |€ — x,| < @ Um f(x,) abzuschitzen, betrachten wir die
Hilfsfunktion

P00 = F&) = Fr0) = f )= %u1) = (= 1)
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Vo

; ik wicht auf

Abbildung 10.10. Konvexitit erzwingt: hochstens eine Nullstelle.

MH ncht Ow{-

Abbildung 10.11. Konvexitit erzwingt: Steigung positiv.

Daftir gilt:

P'(x) = f/(x) = f(xn-1) = k(x = x-1)
P(x) = f'(x) —k <0 Vx €], bl.

Y fallt also monoton. Da ¢’ (x,—1) = 0 ist, folgt: ¢’ (x) > 0Vx €]&, x,-1[. Da
aullerdem ¢(x,—1) = 0 ist, gilt auch: P(x) < 0 Vx €]&, x,—1[ und insbeson-
dere ¢(x,) <0, d-h'f(xn) < %(xn_xn—l)Zz da f(xn—l)""f/(xn—l)(xn_xn—l) =0.
Also: [xy41 — Xl < 1E = Xl < £ (30 — x0-1)2

Aufgaben

Aufgabe 10.1 (Kurvendiskussion). Diskutieren Sie die folgenden Funktio-
nen, d.h. bestimmen Sie alle Nullstellen, lokale Minima und Maxima, Wende-

punkte, Polstellen, den Definitionsbereich und das asymptotische Verhalten.
Fertigen Sie jeweils eine Skizze an.

-3
A =55
falw) = xe

f3(x) =2cosx — x?
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Aufgabe 10.2 (Extrema). Sei a € R. Bestimmen Sie alle Minima und Maxima
der Funktion
f(x) = sin(x + a) sin(x — a).
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Spezielle Funktionen

Wir besprechen nun einige wichtige Beispiele differenzierbarer Funktionen,
wie die Exponentialfunktion, den Logarithmus, sowie einige trigonometri-
sche Funktionen, z.B.: Sinus, Cosinus, Tangens, Arcussinus, Arcustangens.
Dabei geben wir auch eine exakte Definition der Kreiszahl .

11.1 Die Exponentialfunktion

In Beispiel 7.3 haben wir die Exponentialfunktion exp: R — R bereits durch
e* = exp(x) = Yoo ’;—’,’ mit Konvergenzradius R = oo definiert und anschlie-
fend erste Eigenschaften, wie €™ = ¢ . ¢% und ¢ = 1 mit e = exp(1),

hergeleitet.

Unser erstes Ziel ist es nun, die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion
zu zeigen. Zundchst im Nullpunkt:

exp(x) —exp(0) v ¥ )
x-0 B Z TR

n=1

Lemma 11.1 (Restgliedabschidtzung der Exponentialreihe). Wir definieren fiir
N € N die Funktion rny1 durch

N n
exp(x) = ;‘) % + rn41(%)-
Dann gilt:
N N
<2 < -
[N (X)) < 2(N+ 1)!fur x| <1+ >
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Beweis. Esist rni1(X) = Yot %f also:

x|

= |
[rn+1(0)] < Z '

n=N+1
_ (1+ i, e o)
(N+1)! N+2 (N+2)(N+3)
|N+1 s
(N +1)! kZ:;A N+ 2
|x|N+1 1
TN+ 11 1
|x|N+1
N+ 1)

wie behauptet. O
Satz 11.2. Die Funktion exp: R — R ist diffbar mit exp’(x) = exp(x).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass exp’(0) = 1 gilt. Dazu bemerken wir, dass

exp(x)-1 x) 1 — Z . + rN+1 x) Wegen
n= n'
N
0< |7”N+1(X)| < T k™
X 2 (N + 1)' x—0
folgt:

exp(x) —exp(0) oyl _
X —}gr(}(; n!)+0_1'

exp’(0) = lim
x—0

Im allgemeinen Fall xg € R verwenden wir das Additionstheorem:

exp(xo + h) — exp(xg) exp(h) —1
PiXo p P _ exp(xo) - PT - exp(xg) - 1 = exp(xo).

Tatsdchlich folgt also: exp’ = exp. O
Direkt folgt:
Korollar 11.3. exp ist streng monoton steigend und konvex (Abb. 11.1).

Das haufige Auftreten der Exponentialfunktion bei der Beschreibung von Na-
turvorgangen liegt daran, dass y = ¢* eine Losung der Differentialgleichung
Yy’ = cy ist. Genauer gilt:
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Abbildung 11.1. Die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend und konvex.

Satz 11.4. Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall, die f' = cf erfiillt. Dann
gqilt:
f(x) = fxo) - e,

wobei xg € I ein beliebiger fester Punkt ist.
Beweis. Wir betrachten die Funktion i(x) = f(x) - e*. Dann gilt:
@) = f@e + f)(0e™ = cf(x)e™ —cf(x)e ™ =0
fur jedes x € I. Es folgt, dass / konstant ist. Setzen wir x ein, so erhalten wir:
h(x) = f(x)e™™ = h(xo) = f(xo)e™™,

also: f(x) = f(xp)e™™). O

Die Abbildung exp: R — IR, ist bijektiv und wegen des Additionstheorems
ein sogenannter Isomorphismus von Gruppen (R, +) — (R, ), d.h. in die-
sem Spezialfall: exp(x + y) = exp(x) - exp(y) fiir alle x, y € R. Genauer werden
wir Gruppen im zweiten Semester kennen lernen.

11.2 Der Logarithmus

Definition 11.5. Die Umkehrfunktion
In: Ryg » R

von exp heif$t der natiirliche Logarithmus.

Satz 11.6 (Eigenschaften des Logarithmus). Es gilt:

1. ln(x1 'Xz) = lnx1 + lan.
2. In ist diffbar mit (Inx)’ = 1

=3
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e el

Abbildung 11.2. In ist konkav und monoton wachsend.

Abbildung 11.3. Der Rechenschieber basiert auf dem Logarithmus.

3. In ist konkav und monoton wachsend (Abb. 11.2).

Beweis. 1. Dies folgt aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion.
Hierauf basiert der Rechenschieber, siche Abb. 11.3.

2. Nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion ist

1 1

l?’ll(X) = W = Q_C

3. Dies folgt aus den Eigenschaften von exp.

O

Definition 11.7. Sei a € R.o. Dann definieren wir die Exponentiation zu einer

beliebigen Basis durch

a = ex~lna'

Satz 11.8. Es gilt:
1. a9+ = g1 . g2,
2. Fiirx = % € Qgilt: a* = faP. Dies stimmt mit der alten Definition 9.12 iiberein.

3. Die Funktion x v a* ist diffbar mit (a*)" = Ina - a*.
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Beweis. Die erste und letzte Aussage sind klar. Fiir die verbleibende betrach-
ten wir zundchst ganzzahlige positive Exponenten n € Z.. Es gilt:

an(: a-- '{1) — (elnu)n — enlna.
——
n Mal
Istn € Z, alson = =k < 0, so folgt:

1

at= — = =e—klna=e

— nlna
ak eklna

r . .

Im Allgemeinen Fall miissen wir zeigen, dass Ya? = ¢1™*, was dquivalent ist
2 . . s .

zua’ = (e lr”z)q und Letzteres ist tatsdchlich gleich e/ "® = (e"*) = g?. O

Definition 11.9. Fiir a € R, bezeichnet
log,: Ryp » R

die Umkehrfunktion von x +— a*.

Bemerkung 11.10. log, x ist diffbar mit

_ 1
Ing-a°s*  xlna’

(log,) (x) =

Besonders wichtig fiir die Informatik ist log, 1, die Anzahl der Bindrstellen
einer nattiirlichen Zahl n, d.h. die Anzahl der Bits Information.

Beispiel 11.11. Wir betrachten die Funktion
fi Ry = R, f(x) =x"

f ist diffbar nach der Kettenregel: x* = ¢*!"* und
f(x) = e"ln"(lnx +x- )1—5) = (1 +Inx)-¢"™ = (1 + Inx)x".

Funktionen wie x — x* tauchen in der Komplexitdtstheorie auf: Einer der
besten bekannten Algorithmen, um eine Zahl n mit x = log, n Binarstellen zu

faktorisieren, hat die Laufzeit O(e2*108:%),
11.3 Trigonometrische Funktionen

Wir hatten Sinus und Cosinus in Beispiel 7.3 bereits durch Potenzreihen
definiert:
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2k+1 ks 2

sin(x) = Z(— )k(Zk 1) und cos(x Z - )k(Zk)'

k=0

Auflerdem haben wir in Satz 7.25 bereits die Additionstheoreme und insbe-
sondere sin® x + cos’ x = 1 Yx € R gezeigt.

Satz 11.12. Die Funktionen sin, cos: R — R sind diffbar mit
sin” = cos, cos’ = —sin.

Beweis. Zunéchst zeigen wir: sin’(0) = 1 = cos(0) und cos’(0) = 0 = sin0:

hzk

s 1. Sinh—0 X B
sin’(0) = %15)% - hm(Z( 1) Okt 1)!) =1,
N 1 cosh 1_ khz" !
cos’(0) = }11 Z( 1) (2k)'

Allgemein erhalten wir mit den Additionstheoremen:

sin(xg + h) — sin(xp) . cosh—1 sinh -0
= sinxp - ———— +C€0s Xy ———— —> COS Xg.
h h h h—0
Entsprechend ergibt sich fiir den Cosinus:
cos(xg + h) — cos(xp) cosh-1 . sinh —1 :
= oS Xg - ———— —sinXg - ———— —> —sinxp.
h h h n0
O

Als nichstes werden wir die Zahl 7t definieren. Dazu zunédchst ein Hilfssatz:
Lemma 11.13. Es gilt:

1. cos(0) =1, cos(2) < 0.
2. sin(x) > 0 fiir x €10, 2[.

Beweis. 1. Da wir cos(0) = 1 schon im Beweis von Satz 11.12 gesehen ha-
ben, beginnen wir mit cos(2). Dies ist eine alternierende Reihe monoton

fallender Glieder, denn:
22k 22k+2 )
Z s - > 1.
2k'>(2k+2)! — (2k+1)2k+2)>2° &= k=>1

Es folgt:

22 22 o 16 2 1
l=1- <cos2<l-S 4o o124+ 245 =—2,
p =08 2 T 24 3773
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2. Esgilt:
x2k+1 x2k+3
>
2k+ 1) (2k+3)!

Fiirk > 0und 0 < x < 2 ist aber tatsachlich: 2k +3 > 2k+2 > x > 0, d.h.
(2k + 2)(2k + 3) > x2. Fiir x € ]0,2] folgt:

& (2k+2)(2k +3) > x%.

. X x2 22
stmex—g:x-(l—g)Zx.(l_g)>0,
was zu zeigen war.

O
Damit konnen wir nun 7t definieren:

Korollar/Definition 11.14. cos ist in [0, 2] monoton fallend und wegen cos(0) = 1,
cos(2) < 0 hat cos genau eine Nullstelle in [0, 2]. Wir definieren die (auch Kreiszahl
genannte) Zahl 1t durch: 7 ist die Nullstelle von cos in [0, 2]. Also:

cos(g) =0, sin(g) =1.

Leicht ergeben sich nun die folgenden Formeln:

Satz 11.15 (Verschiebungen von Sinus und Cosinus). Es gilt:

1. sin(x + §) = cosx, cos(x + ) = —sinx.
2. sin(x 4+ 7t) = —sinx, cos(x + 1) = —cosX.

3. sin(x + 2m) = sinx, cos(x + 27) = COS X.

Man sagt, dass Sinus und Cosinus periodische Funktionen mit Periode 27t
sind (Abb. 11.4). Der Wert von 7 ist

n=231415...

Bemerkung 11.16 (zur Bedeutung von Sinus und Cosinus).

1. [0,2n[— R?, t — (cost,sint) parametrisiert den Einheitskreis.

2. Ist f eine Losung der sogenannten Differentialgleichung (d.h. einer Glei-
chung, in der eine gesuchte Funktion y sowie eine oder mehrere ihrer
Ableitungen auftreten)

y// — _wa,
so ist f(x) = acos(wx) + bsin(wx). Sinus und Cosinus tauchen bei der
Beschreibung von Schwingungsvorgéangen auf.
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%
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Abbildung 11.4. Funktionsgraphen von Sinus und Cosinus.

Definition 11.17. Die Abbildung

inx
tan:]R\{E+nk|keZ}—>lR, X tanx = s
2 cosx
heifit Tangens, sein Kehrwert
1 cosx

cot: R\ {kn |keZ} > R, x+ cotx = = —
tanx sinx

Cotangens. Siehe auch Abb. 11.5.

Abbildung 11.5. Funktionsgraph des Tangens.

Nach der Quotientenregel gilt:

cosx cosx — (—sinx)sinx 1
’
tan’(x) = 5 =—.
COS? X COS? X

Satz/Definition 11.18.

1. tan: | = 5, 7[ — R ist streng monoton steigend. Die Umkehrfunktion

arctan: R — ]—g,g[ c R

heifit Arcustangens.



11.3 Trigonometrische Funktionen

2. Die Abbildung
sin: [—g,%] - [-1,1]

ist streng monoton steigend. Die Umkehrfunktion

arcsin: [-1,1] —» |[—-=

T TT
z’E]

heif$t Arcussinus. Siehe dazu auch Abb. 11.6.

Abbildung 11.6. Funktionsgraph von Arcussinus.

Satz 11.19.

1. arcsin ist auf | — 3, 7[ diffbar mit

1
arcsin’(x) = ——.
1—x?
2. arctan ist diffbar mit
arctan’(x) = !
142

Beweis.

1. Wir haben schon gesehen, dass sin” = cos. Damit erhalten wir:

s N 1
aresin’(x) = cos(arcsin(x))
1
\/ 1 — sin?(arcsin(x))

1

T-2

161
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2. Wir wissen bereits, dass tan’(x) = Damit folgt:

1
cos?(x) "

arctan’(x) = cos?(arctan(x))
cos?(arctan(x))

- sin?(arctan(x)) + cos?(arctan(x))
1
1 + tan?(arctan(x))
1
1422

O

Analog kann man auch einen Arcuscosinus definieren und dessen Ableitung
ausrechnen, namlich
arccos: [-1,1] — [0, 7]

als Umkehrfunktion von cos: [0, 7] — [-1,1]. Mit den Additionstheoremen
(Satz 7.25) sieht man recht leicht, dass man die Arcusfunktionen ineinander
umrechnen kann:
Tt .
arccos(x) = 5 arcsin(x).

Analog zur Ableitung des Arcussinus erhdlt man jene des Arcuscosinus:

arccos’(x) = — .
1—x2

Aufgaben

Aufgabe 11.1 (Eine Abschitzung fiir den Logarithmus). Seien x,y € R,
x,y > 0, positive Zahlen. Zeigen Sie:

Inx +1Iny x+y
< .
7 <"
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Asymptotisches Verhalten und Regel von
L'Hospital

Grenzwerte rationaler Funktionen sind mit den bisherigen Mitteln oft nicht
einfach zu berechnen. Die Regel von L'Hospital' ist in solchen Situationen
oft hilfreich. Insbesondere werden wir damit das asymptotische Verhalten
rationaler Funktionen recht einfach untersuchen kénnen.

12.1 Die Regel von L'Hospital

Satz 12.1 (Regel von L'Hospital). Scien f, g: [a,b] — R stetige Funktionen, auf

la, bl differenzierbar mit ¢’'(x) # 0 Vx € la,b[ und f(a) = g(a) = 0. Existiert

%, dann existiert auch lim,~ , % und es gilt:
lim /) = lim f,(x)'
\a g(x) ™N\a g (x)

limx\a

Bevor wir dies beweisen, zunéchst ein Beispiel:

.. . s _ . fO) _ o
Beispiel 12.2. f(x) = sin(x), g(x) = ¢* -1, [a,b] = [0, 1]. Der Quotient -7 = §
macht keinen Sinn, aber

f'(x) _ cosx
g/(x) ex

ist stetig in x = 0 mit

!Wikipedia sagt dazu: Die Regel ist nach Guillaume Francois Antoine, Marquis
de L'Hospital (1661-1704) benannt. L'Hospital veréffentlichte sie 1696 in seinem Buch
Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes, dem ersten Lehrbuch
der Differentialrechnung. Er hatte sie aber nicht selbst entdeckt, sondern von Johann
Bernoulli tibernommen.
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. f'(®) cosO 1
m—s=——==-=1.
N0 g'(x) eV 1
Also existiert )
. sinx . cosx 1
lim = lim =-=1.
oNoeX—1 o e* 1

Die Idee des Beweises der Regel von L'Hospital ist es, ein Analogon des
Mittelwertsatzes anzuwenden, ndmlich folgendes:

Lemma 12.3. Seien f, g: [a,b] — Rstetig, auf |a, b] diffbar mit g’ (x) # 0 Vx €]a, b]
und g(a) # g(b). Dann existiert ein & € ]a, b[, so dass:

f® - f@ _ £

gb)-gl@) g'©&)

Beweis. Wir betrachten die Funktion
() - f(a)
g(b) — g(a)

Es gilt offenbar: h(a) = f(a) = h(b). Mit dem Satz von Rolle existiert daher ein
& € ]a, b, so dass:

h(x) = f(x) - (g(0) - g(@)).

fb) - f@) ,

0=h(5)=f(5)—mg(é)-

Da g’(&) # 0 nach Voraussetzung, folgt:

f© _ f) - fla)
g'(&)  gb)-g@)

O

Beweis (von L'Hospitals Regel, Satz 12.1). Da g’(x) # 0 Vx € Ja,b[ und g(a) = 0,
ist g(x) # 0 Vx € ]a, b[ nach dem Satz von Rolle. Ferner gilt nach dem Lemma:

) _ f0) - f@) _ f©)
g gx)—g@)  g'(&)
fiir ein & € Ja, x[. Mit x \, a strebt auch & Y\, a. Also:

im @ = lim ) = lim )
N gx) e g(E)  xa g(&)

O

Von der sehr niitzlichen Regel von L'Hospital gibt es viele Varianten. Um ei-
nige wichtige davon formulieren zu kénnen, bendtigen wir folgende Grenz-
wertbegriffe:
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Definition 12.4 (Konvergenz fiir x — ). Sei f: [a, co[— R eine Funktion. Wir

sagen, f(x) strebt gegen c € R fiir x gegen oo, in Zeichen
lim f(x) =¢,

falls
VYe>0dN: |f(x)—cl<eVx>N.

Wir sagen: limy_,o f(x) = oo, falls
VM>03dN>0: f(x)>MVx>N.
Fiir f: ]a, b] — R schreiben wir lim,~, f(x) = oo, falls
VM>03e>0: f(x)>MVx>amit|x—a| <e.
Analog lassen sich lim,_,_« f(x) = c oder etwa lim, ~, f(x) = —oo definieren.
Die Varianten folgen direkt aus der urspriinglichen Regel:
Korollar 12.5 (Varianten der Regel von L'Hospital).
1. Seien f, g: la, b — R diffbare Funktionen mit g’ (x) # 0 Vx € ]a, b[ und
lim £(x) = o0 = lim g(x).

Existiert limy, T dann existiert auch limy~ , ® und es gilt:

g
lim & =lim f&
Na gx)  x\a g’(x)'

2. Seien f, g: la, oo[ = R diffbare Funktionen mit g’(x) # 0 Vx €]a, oo und

lim f(x) =0 = lim g(x)

oder
lim f(x) = co = lim g(x).
X—00 X—00
Existiert limy_,eo %, dann existiert auch limy_, % und es gilt:

lim £ — jjm £

= 1um .
x—00 g(x) X—00 g’(x)

Beispiel 12.6. Wir zeigen: Fiir jedes n € IN ist

Es gilt: limy o x" = limy_, €¥ = o0. Die Regel von L'Hospital liefert dann:

X" n—1 1
lim — = lim =---=nllim = =0.
x—oo X x—oo0 X x—oo X

nx

Man sagt: e* wachst schneller als jedes Polynom.
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12.2 Asymptotisches Verhalten rationaler Funktionen

Fiir Folgen haben wir in Abschnitt 5.3 die O- und o-Notation eingefiihrt.
Analog nun fiir Funktionen, um Aussagen wie die obige, dass e* schneller als
jedes Polynom wéchst, prazise formulieren zu konnen.

Definition 12.7 (O- und o- Notation fiir Funktionen). Seien f, g: [a,c0[— R
Funktionen. Wir schreiben

feO(g) fiir x — oo,
falls Ac > 03I M, sodass |f(x)| < c-g(x) Vx > M, und sagen f liegt in grofi O
von g. Wir sagen f € 0(g), f liegt in klein o von g, falls limy_,« % =0.
Beispiel 12.8.

1. x™ € o(e") fiir x — oo fiir jedes n € IN, wie wir gerade gesehen haben.

2. Sei f(x) = ayx" + -+ + a9 € R[x] ein Polynom. Dann gilt: f(x) € O(x") fiir
x — o0. Genauer gilt: Fiir jedes C = |a,| + ¢, >0, AM > 0, so dass:

[fx) <C-x"Vx =M.

Sei h(x) = elne rationale Funktion mit Polynomen

fx) =ax" +---+ay € R[x],
Q(x) = by X™ + -+ + by € Rx],

vom Grad n bzw. m, d.h. a,, b,, # 0. Dann gilt, beispielsweise mit der Regel
von L'Hospital:

f( =0, fallsn<m,
x—»oo g(x)
Y

, fallsm=m
PR e® by

@ {+oo, falls n > m und 2 > 0,

Pty g(x) —oo0, fallsn >mund Z— <0.

Im letzten Fall ldsst sich eine wesentlich prézisere Aussage machen:

Satz 12.9 (Division mit Rest). Seien f, g € R[x] Polynome in einer Variablen x
mit reellen Koeffizienten. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q(x), r(x) €
R[x], so dass:

fx) =q(x) - g(x) +r(x) und degr < degg.
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Beweis. Zunachst zur Existenz, mit Induktion nach deg f. Fiir deg f < deg g
konnen wir g = 0 und r = f wéhlen. Ist n = deg f > deg ¢ = m, etwa

f=aX"+---+ay, g=bX"+---+b

mit a, # 0 # by, so betrachten wir

an

o= 3 X"Mund fLi:=f-q0- &

m

Es gilt: deg fi < deg f. Wir konnen daher induktiv voraussetzen, dass eine
Darstellung f1 = q1¢ + 1 existiert, also:

f=fitq0-8=@Go+q)-g+1.

Nun zur Eindeutigkeit: Angenommen, f = g-g+rund f = §- g+ 7 mit
degg > degr, degg > deg?, sind zwei verschiedene Darstellungen, d.h.
insbesondere g # §. Dann ist

0=(g-g)-g+(r—7)mitg#0, dh.§-g+7=0mit deg(j) > 0.
—_—— ——"
=g

Es folgt:
deg(7- g) = 0+ deg g > deg(7),
also - g+ 7 # 0, ein Widerspruch. Also:g=gundr=7 0O

Beispiel 12.10. Wir betrachten die rationale Funktion

h(x) = @ A1

Der Beweis des Satzes zur Division mit Rest gibt einen Algorithmus an, um
diese durchzufiihren. Hier ergibt sich:

B -1 =x+ 5,
r—x

X

d.h. g(x) = x, r(x) = x, also f(x) = x> =x- (x* = 1) + x = g(x) - g(x) + r(x).

Es folgt: h(x) € x + o(1), d.h. asymptotisch verhilt sich h(x) in etwa wie x. In
der Nihe von 0 unterscheidet sich / allerdings sehr von der Funktion x - x.
Beispielsweise hat /1 die Polstellen x = +1 und einen Sattelpunkt in 0 (siehe
auch Abb. 12.1).

Wie wir im Beispiel gesehen haben, liefert Division mit Rest sofort auch eine
Aussage tiber das asymptotische Verhalten rationaler Funktionen:
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v

A

Abbildung 12.1. Graph einer rationalen Funktion mit Polstellen bei x = +1, einem
Sattelpunkt in x = 0 und asymptotischen Verhalten wie die Gerade x  x.

Korollar 12.11. Sei h(x) = ;% eine rationale Funktion und

f) = q(x) - g(x) +1(x)
mit degr < deg g. Dann verhiilt sich h fiir x — +oo wie q(x), genauer:

h(x) € g(x) + o(1).

Um zu sehen, dass Asymptoten nicht immer Geraden sein miissen, betrachten
wir zum Abschluss noch ein etwas komplizierteres Beispiel:

Beispiel 12.12. Wir betrachten die rationale Funktion h(x) = £+l Division

241"
mit Rest liefert: g
o412+ =22 -1+ 2

x24+17
xt + x2
—-x2+1
-x2-1
2

d.h. g = x> = 1 und r = 2. Offenbar hat h(x) keine Polstelle. Wir bestimmen die
Extrema, um eine Skizze des Graphen von k(x) zeichnen zu kénnen. Fiir die
Ableitung ergibt sich:

(F+1)-4-0°-2-x-(x*+1) 200 +4x%—2x

Wix) = 2+ 1) T T @ty

Eine Extremstelle muss also erfiillen 2x° + 4x®> — 2x = 0, d.h. x = 0 oder
x*+2x2—1 = 0. Mitz = x? erhalten wir die quadratische Gleichung z?> +z—1 =
0, fiir die die p, g-Formel folgende beiden Lésungen ergibt:

21/2:—1i V1 + 1.
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Da -1 - V2 < 0 keine reelle Losung fiir x liefert, verbleiben die beiden Stellen

X2 = -1+ V2 ~ £0.64.

Man kann nachrechnen, dass x = 0 ein lokales Maximum und x;, lokale
Minima sind. Da sich h(x) fiir x — +oco wie g = x? — 1 verhilt, erhalten wir in
etwa das in Abb. 12.2 gezeigte Schaubild.

\./

Abbildung 12.2. Eine rationale Funktion mit der Parabel x - x* — 1 als Asymptote.

Aufgaben

Aufgabe 12.1 (Wachstumsverhalten gegen Unendlich). Sortieren Sie die
Funktionen

filx) =2 fix) =3¢
fx) = e fi(x) =23
f) =2 fox) =" Inx

nach dem Wachstum fiir x — oo (Begriindung!).

Aufgabe 12.2 (Grenzwerte). Zeigen Sie:

2cosx+e*+e -4 1

li ==,
50 x4 6
— Vcosh 2_ 2
lirr(% Ycos ax ' cosbx _ b 4a firab e R.
x— X

Aufgabe 12.3 (Grenzwerte). Priifen Sie, ob folgende Grenzwerte existieren,
und bestimmen Sie diese gegebenenfalls:
Inx

1. limx\o otx’
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. tan(3x)
2. hmx_,% an() /

3. limy 1 (In(x) - In(1 - x)).

Aufgabe 12.4 (Die Eulersche Zahl). Zeigen Sie lim,,_m(n In(1 + %)) =1lund
folgern Sie daraus:

lim(l + 1)n =e.

n—oo n
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Integration

Sei f:[a,b] — R eine Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Wir
wollen die Flache unter dem Graphen von f bestimmen.

Abbildung 13.1. Die Fldche unter einem Graphen.

Grundidee ist es, ein Approximationsverfahren zu verwenden. Schlieflen wir
f durch zwei sogenannte Treppenfunktionen ein, ¢ < f < 1, so ist klar, dass

die Flache unter f grofer als die unter ¢ und kleiner als die unter 1 ist (Abb.
13.2).

}
f~
e
I~

Abbildung 13.2. Approximation durch Treppenfunktionen.
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13.1 (Riemann-)Integrierbarkeit

Definition 13.1. Eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R ist eine Funktion, zu der es
eine Unterteilung a = to < t; < --- < t, = b des Intervalls [a, b] gibt, so dass ¢ auf
den offenen Intervallen 1t;_1, t;[ konstant ist, d.h. fiir jedes i € {1,...,n} gibt es ein
ci € R, so dass fiir die Einschrinkung (p|] bt gQilt:

ol o Bl =Rl ()= 0@) =

Fiir @(t;) ist nichts vorausgesetzt. Das Integral einer Treppenfunktion ist

Abbildung 13.3. Treppenfunktionen auf Teilintervallen.

fb P(x) dx := Zn: ci(ti — ti1).

i=1
Eine solche Summe heifit Riemmannsche Summe. Mit deren Hilfe konnen wir

Integrale komplizierterer Funktionen definieren: Seidazu f: [a,b] — Reine beliebige
beschriinkte Funktion. Das Oberintegral von f ist

b b
f:=inf {f Y dx | ¥ > f, 1 Treppenfunktion },

das Unterintegral

b b
f f:=sup { f @ dx ) @ < f, @ Treppenfunktion }

f heift integrierbar (genauer: Riemann—integrierbar), falls

a?=£§

gilt. In diesem Fall definieren wir das Integral der beschrinkten Funktion

f:[a,b] - R durch:
b b b
[rwav= =[5
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Bemerkung 13.2. 1. f beschrankt ist notwendig, damit es Treppenfunktio-
nen ¢, Y mit ¢ < f < 1 gibt.
2. fist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen
@, mit ¢ < f <1 gibt, so dass

b
(0<) f(lp—(p)dx<e.

Beispiel 13.3. Treppenfunktionen sind integrierbar.
Satz 13.4. Monotone Funktionen [a, b] — R sind integrierbar.

Beweis. Sei f: [a,b] — R monoton steigend und ¢ > 0 vorgegeben. Wir wah-
len 1 so grof3, dass

£> % -(b-a)-(fO) - f@),
setzen h = ¢ und betrachten die Zerlegung
ti=a+ih, i=0,...,n.
Fiir die Treppenfunktionen ¢, 1) mit
Pl op = fE), Y, = )
und @(b) = P(b) = f(b) gilt dann ¢ < f < 1) wegen der Monotonie. Anderer-

seits:
[war= [par=) (s61- s}
i=1
= () - @) = = {f0) - f@) <
O

b
Beispiel 13.5. Seien 0 < b. Was ist [/ x* dx? f(x) = x? ist monoton auf [0, b],
also existiert das Integral. Zur sogenannten dquidistanten Unterteilung
. b

tt=i-—, i=0,...,n,

n
des Intervalls [0, b] und der Treppenfunktion ¢ mit I;J(] jopp = ft)und b= b
gilt:

n

b 3 3
f#ldx:Ziz'hZ'h:w'b——) b
0

- 6 n3 nooo 3°
i=1

Also: fob x2dx = bsi
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Beispiel 13.6. Die Funktion

1, furxeQ,

f: [0,1]_>]R/f(x):{0’ firx ¢ Q,

ist nicht integrierbar, denn fiir jedes Paar ¢, von Treppenfunktionen mit

¢ < f <gilt
1 1
f p(x)dx <0, f Y(x)dx > 1,
0 0

dawegen Jt;_1, [ N Q # O fur ¢ gilt: (Pllt-_l S 0 und analog xp’]t__l i 2 1 wegen
Iticy, [ 0 (R\Q) # 0.

Satz 13.7 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Sei f: [a,b] — R stetig.
Dann ist f tiber [a, b] integrierbar.

Fiir den Beweis benétigen wir mehr als nur die punktweise Stetigkeit:

Definition 13.8. Eine Funktion f: I — R heifit gleichmdf$ig stetig, wenn Ve > 0
06, so dass
[f(x1) = f(xo)l < € ¥ x0,x1 € I mit |x1 — x0| < 6.

Der entscheidende Unterschied zur Stetigkeit in allen Punkten ist, dass hier
0 = 0(¢) nicht von xg abhidngt, sondern nur von &.

Beispiel 13.9. Die Funktion

f:]R>0—>]R,f(x):%

ist stetig, aber nicht gleichméfsig stetig. Zu ¢ > 0 und xg — 0 muss 6 = 6(¢, xo)
immer kleiner gewiahlt werden, wie man leicht nachrechnen kann.

Abbildung 13.4. 1/x ist nicht gleichmafig stetig.

Satz 13.10. Sei f: [a,b] — R eine auf einem abgeschlossenen, beschrinkten Inter-
vall stetige Funktion. Dann ist f gleichmiif$ig stetig.
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Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméfig stetig, d.h. 4 ¢ > 0, so dass
eine Folge (6,,) mit 6, — 0 gibt und Folgen (x,), (v,), so dass

|f(xn) = f(yn)l 2 €, obwohl |xy — yu| < On.
Nach Bolzano-Weierstrass hat die Folge (x,) eine konvergente Teilfolge (x,,);
- Xo = ]}ggo (xu,) € [a,0]
deren Grenzwert. Da f in x stetig ist, existiert zu § ein 6, so dass
(%) = f(xo)l < g fiir x € [a, b] mit |x — xo| < .

Wir wihlen jetzt k so grof3, dass |x,, — xo| < ‘% und 0,, < g. Dann gilt auch:

0
Y, = X0l < 1Y, = X, | + X0, — Yol < O, + 2 <0

und
|f Cene) = fmdl < 1f (on) = fo)l + 1f (yne) — f(x0)l < % +

im Widerspruch zu |f(x,,) — f(ys)| = ¢ Vn. O

:E,

N Mm

Beweis (von Satz 13.7 iiber die Integrierbarkeit stetiger Fumnktionen). Es sei
f:[a,b] — R stetig. Nach Satz 13.10 ist f sogar gleichméaflig stetig. Sei ¢ > 0
nun vorgegeben. Wir konstruieren Treppenfunktionen

b
p<f<y mitf(l,b—(p)dx<e.
Zu 3= > 0 wiéhlen wir ein 6 > 0, so dass
e .
|f(x)—f(y)|<m\fx,ye[a,b]rmtlx—y|<6.

Wir wihlen dann n so grofs, dass h = bﬁ” < 6 und t; = a + i-h. Dann sei

¢l . = minlf() | x € [tig, ]} und @], = max{f(x) | x € [t1, £i]). Da
Minimum und Maximum angenommen werden und & < 0 ist, gilt

b
0< () - @) < ﬁ = 0sf(¢(x)—<p(x)) dx < bgTa-(b—u)<e.
O

Satz 13.11 (Eigenschaften des Integrals). Es seien f, §: [a,b] — R integrierbare
Funktionen, c € R eine Konstante. Es gilt:
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1. (Linearitiit des Integrals) Auch c-f und f + g sind integrierbar mit

fbcf(x)dx = c~fbf(x)dx,
b b b
f (f (x)+g(x)) dx = f fx) dx + f g(x) dx.

2. (Monotonie des Integrals) f < g = f: fx)dx < fab g(x) dx.

3. Mit f sind auch die Funktionen f, := max(f,0), f- := max(—f,0) und
Ifl = f+ + f_ integrierbar.
4. Zu p € Ry ist auch |f|P integrierbar. Insbesondere ist auch

_1 2 2
frg=3(f+8P~1f~sP)
integrierbar.

Beweis. 1. Mit Treppenfunktionen ¢ < f, 1 < gistauch ¢ + 1) eine Treppen-
funktion und es gilt: ¢ + ¢ < f + g. Es folgt:

b b b
f(f+g)dx2ffdx+fgdx,

da wir das Supremum nehmen. Analog:

f(f+g)dxsffdx+fgdx
und die Kette

Ifdx+[gdx$£(f+g)dxsf*(f+g)dx§f*fdx+f*gdx

impliziert Gleichheit.
2. Aus f > g folgt (p < f = ¢ < ¢) und daher

ffdxﬁfgdx.
Analog: f*fdxsf*gdx.

3. Mit ¢ ist auch ¢, = max(p,0) eine Treppenfunktion und ¢ < f <
V= @4 < fi <Y, AuBlerdem ist

b b
0Sf(l,b+—([)+)dx$f(l//—(p)dx<é‘

fur geeignete @, Y. Also ist f; integrierbar und dann auch f- = —(f — f.)
und |f| = f+ + f- wegen der Linearitat des Integrals.
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4. Da f beschrénkt ist, konnen wir wegen der Linearitdt des Integrals 0 <
|f| <1 annehmen. Fiir Treppenfunktionen 0 < ¢ < |f| < ¢ < 1 gilt dann

o’ <|fF <P und 0 < (Y = ¢F) <p(Y — @)

nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf die Funktion x = x” auf dem
Intervall [0, 1]:

P — gP
bb _Z = p&! < p fiir [a,b] € [0, 1].

b b
f(¢ﬂ—¢ﬂ>s;af<w—<p>dx<s

fur @, ¢ geeignet. SchlieSlich ist f - g integrierbar wegen der Formel

1
frg=7(F+97-(F-97)
dem Bewiesenen fiir p = 2 und der Linearitéit des Integrals.
O

Also:

Satz 13.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g: [2,b] — R
Funktionen, f stetig, g integrierbar und g(x) > 0 Vx. Dann existiert ein & € [a, ],
so dass

b b
f f0g(x) dx = f(&) - f g(x) dx.

Insbesondere: A & € [a, ], so dass

b
f fx)dx = f(&) - (b-a).
Beweis. Seien

M = max{f(x) | x € [a,b]}, m =min{f(x)|x € [a,D]]}.

Dann gilt:
mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x),
da g > 0. Die Monotonie des Integrals ergibt:

b b b
m-f g(x) dx Sf fx)gx)dx < M-f g(x) dx.

b . . ..
Ist J; g(x) dx = 0, dann ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein &, so dass

b
[ fx)g(x) dx
ms —————
fg g(x) dx
Die Behauptung folgt. Der Spezialfall ist der Fall g(x) =1Vx € [a,b]. O

= f(&) <M.
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Die Berechnung von Integralen mittels Ober— und Untersumme und Grenz-
wertbildung ist miihselig. Die Hauptmethode, Integrale zu bestimmen, ist

es, samtliche Integrale
t
IRCE:

fiir eine variable Obergrenze t gleichzeitig zu bestimmen.

Satz 13.13. Sei f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann ist f auch iiber
jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a, b] integrierbar und es gilt (s. Abb. 13.5):

¢ b b
d dx = dx ¥ bl
faf(x) x+ft f(x)dx faf(x) x Yt €]a, b|

Abbildung 13.5. Integrierbarkeit auf Teilintervallen.

Beweis. Schranke jede Approximation durch Treppenfunktionen auf das Teil-
intervall ein. O

Definition 13.14. Sei f: [a,b] — R integrierbar. Wir setzen

j:f(x) dx := —fahf(x) dx

fiir vertauschte Ober— und Untergrenze.

13.2 Stammfunktionen

Bemerkung/Definition 13.15. Sei f: I — IR eine stetige Funktion. Eine
Stammfunktion F: | — R ist eine diffbare Funktion mit F’ = f. F ist durch f
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beweis. Ist G: I — R eine weitere Stammfunktion, dann gilt:
(G-F=f-f=0,

also G — F = c eine konstante Funktionbzw. G=F+c¢. O

Satz 13.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: [ — R
eine stetige Funktion und a € 1. Dann gilt:

1. F: I - Rmit F(x) = fax f(t) dt ist eine Stammfunktion von f.
2. Ist G eine Stammfunktion von f, so gilt:

b
f f(x) dx = G(b) — G(a).
Es qibt zwei iibliche Kurzschreibweisen hierfiir:

6| = 6] = G - Gla.

Beweis. 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:

F(X)—F(xo)=f ft)dt = f(E)(x ~ x0)

fiir einen Wert & €]x, xo[ (Abb. 13.6), also:

F(x) - F(xo) _
X — X B

f(&).

Da mit x — xg auch £ — xp und f stetig ist, folgt:

Abbildung 13.6. Anwendung des MWS der Integralrechnung.

X—X0 X — X

Jim f(£) = f(x0)-
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2. Nach der Bemerkung 13.15 von eben gilt:
G(x) =F(x)+c¢

fiir ein gewisses ¢ € R. Es folgt:

b
G(b) - G(a) = F(b) — F(a) = f f(x) dx

nach der Definition von F.
O

Definition 13.17. Das unbestimmte Integral f f(x) dx bezeichnet eine Stamm-
funktion von f.

Beispiel 13.18. Wir haben bereits gesehen, dass die folgenden Stammfunk-
tionen tatsédchlich die behaupteten Ableitungen haben:

1.fx"‘dx:%, a# -1
2. [Ldx=Inx|.

3. fex dx =¢".

4. fsinxdx: —CosX.

5. fcosx dx = sinx.

1 _
6. f T2 dx = arctan x.

7. f L_ dx = arcsin x.
V1+x2

Jede Ableitungsregel liefert eine Regel fiir die Berechnung von Stammfunk-
tionen. Die Kettenregel ergibt:

Satz 13.19 (Substitutionsregel). Sei f: I — R stetig, ¢: [a,b] — I stetig diffe-
renzierbar und a = @(a), B = @(b). Dann gilt:

p b
[ rwar= [ sy -goa

Beweis. SeiF(x) = f f(x) dx. Dann ist Fog differenzierbar nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und die Ableitung ist

(Fo)(t) =F(p®)-¢'(t) = fle®) - ¢'(t)

nach der Kettenregel. Also ist F o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’ und:

b p
f fle®)¢’(t) dt = F(p(b)) — F(p(@)) = F(B) — F(a) = f f(x) dx.
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Beispiel 13.20. Recht hédufig kann man folgenden Spezialfall der Substituti-
onsregel anwenden:

1. Sei g: [a, b] — R stetig diffbar mit g(t) # 0 Vt. Dann gilt:

g
g(t)

In der Notation der Substitutionsregel ist hier also f(x) =

dt = In|g(®)l.

1
x

und ¢ = g.

Wir rechnen dies explizit nach: Ohne Einschrankung ist, wegen des Zwi-
schenwertsatzes, ¢ > 0, d.h. g(f) > 0 V¢t (sonst betrachten wir —g mit
(=8) = —g’). Die Kettenregel liefert:

/_1 ’
mmm—gggm.

2. Das eben Gezeigte konnen wir beispielsweise bei folgender Rechnung
benutzen:

sin x —sinx
tanx dx = dx = — dx = —In|cosx|.
CcoS X oS X

Bemerkung 13.21. Haufig merkt man sich die Substitutionsregel in der Form

dx ,
X = (P(t)/ E =@ (t)/

also ,dx = ¢’(t) dt”. Wir haben zwar nicht formal nachgewiesen, dass eine
solche Schreibweise sinnvoll ist, es liefert aber das richtige Ergebnis:

Fo = [ s dx = o) = [ fpre ot
indem wir x durch ¢(t) und dx durch ¢’(t) dt ersetzen.

Die Produktregel (fg)’ = f'g + fg' impliziert, analog zur Folgerung der
Substitutionsregel aus der Kettenregel:

Satz 13.22 (Partielle Integration). Es seien f,g: I — R stetig diffbare Funktio-
nen. Dann gilt:

f F()g@) dx = F)g() - f Fg @) dx

bzw.

b b b
[ rege ax= fwgel) - [ feog e
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Beweis. Produktregel. 0O
Beispiel 13.23.
1. Es gilt:

7T
f xsinx dx = (—x cos x) )g + sinx(z)I =-n-(-1)=m,
0

da wir bei der partiellen Integration g(x) = x, d.h. g’(x) = 1 und f’(x) =
sinx, d.h. f(x) = cos x wahlen konnen.

2. Wir berechnen f e *sinx dx. Dazu setzen wir f’(x) = e™, d.h. f(x) = -,
g(x) = sinx, d.h. g’(x) = cos x. Partielle Integration liefert:

fe‘x sinxdx = —e “sinx + fe_x + cos x dx.

Auf das letzte Integral wenden wir wieder partielle Integration an und
erhalten:

fe_x cosx dx =—e *cosx — f(—e_x)(— sin x) dx.

Insgesamt folgt

2- fe"‘ sinx dx = —e”*(sinx + cos x),
also:

fe‘x sinx dx = —%e‘x(sinx + cos x).
Zur Sicherheit machen wir die Probe:

(—%e‘x(sinx + cos x)), = %e"‘(sinx + cosx) — %e‘e(cos X + sinx),

was tatsdchlich e~ sin x ergibt.

. . 2n . . .
3. Wir zeigen, dass fo sin® x dx = 7. Dazu setzen wir f(x) = sinx, ¢’ = sinx,
so dass g = —cosx, f’ = —cosx und erhalten:

fsinzxdx:—sinxcosx+fcoszxdx.

2

Da cos?x =1 —sin® x ist, folgt, wie eben:

1
fsinzx dx = E(x — sin x cos ).

Einsetzen der Grenzen 0 und 2r liefert die Behauptung.

4. Ahnlich folgt: fozn sinxcosx dx = 1sin®x ‘én = 0, denn mit f(x) = sinx
und g’(x) = cos x gilt:

fsinxcosxdx:sinzx—fsinxcosx.
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13.3 Elementare Funktionen

Definition 13.24. Die Menge der elementaren Funktionen ist die kleinste Menge
von Funktionen, die folgendes erfiillt:

1. x", sinx, tanx, e und deren Umkehrfunktionen sind elementar.
2. Summen, Produkte und Quotienten von elementaren Funktionen sind elementar.

3. Kompositionen von elementaren Funktionen sind elementar.

Satz 13.25 (ein Satz von Liouville). Nicht jede elementare Funktion hat eine
elementare Stammfunktion.

Beweis. Die Funktion ¢ * besitzt keine elementare Stammfunktion, wie be-
reits Liouville! zeigte. O

Leider konnen wir den Satz hier nicht nachweisen. Allerdings kénnen wir
das folgende positive Resultat, zumindest in groben Ziigen, herleiten:

Satz 13.26. Rationale Funktionen sind elementar integrierbar.
Wir betrachten zunéichst folgendes Beispiel:

Beispiel 13.27. Wir suchen die Stammfunktion

1
fl—xz dx.

Die Idee dazu ist es, die Partialbruchzerlegung von y = %5 zu betrachten.
y hat Polstellen bei +1. Deren Partialbruchzerlegung ist dann eine Zerlegung
der Form:

1 A B

1-x2 T-x 1+x
Dieser Ansatz liefert A(1+x)+B(1-x)=1,dh.A=B= %, also:

1 1 1 1 1

= —. + —. .
1-x2 21-x 21+x

Auf unser urspriingliches Problem angewendet erhalten wir:

1 1 1
j‘m dx = E(—lnll—x|+ln|l+x|)= Eln

1+x
1-x

Beweis (von Satz 13.26, nur Beweisidee). Wir gehen in drei Schritten vor:

Hoseph Liouville (24. Mérz 1809 in Saint-Omer — 8. September 1882 in Paris),
franzosischer Mathematiker.
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1. Zunachst bemerken wir, dass wir folgende Stammfunktionen kennen:
1 —_—
72 dx = arctanx,
f 1 In |x|, fallsn =1,
—dx =
xt o, fallsn>1,
x lln(1+x?), fallsn=1,
f(1+x2)”dx: Ll fallsn>1
20-1) Arady1” allsnn > 1.

Im Fall n > 1 ergibt sich die letzte Gleichung folgendermafien:

f1+x2)” f(1+x2)”1 f (1+x2)”1
f(1+x2)” 1
1

2(2 n) (1 + 22y 2t 2(n -2 ) 1+ x2)” -2’

weil die Integrale auf der rechten Seite induktiv bekannt sind, falls n > 3.
Der Fall n = 2 ist dem Leser tiberlassen.

2. Wie im Beispiel berechnen wir eine Partialbruchzerlegung. Wir starten
mit einer rationalen Funktion f(x) = g( ) . Division mit Rest liefert g(x)
und r(x), so dass:

O C)

0 = 4 =10+ s

Den Nenner h(x) faktorisieren wir in k lineare Faktoren [;(x) € R[x] (d.h.
degli(x) = 1) und I quadratische Faktoren q;(x) € R[x] (d.h. degq;(x) = 2)
wobei g; nicht mehr in Linearfaktoren zerlegbar sind:

k 1
nw = [ [ [ ] a0
i=1 j=1

Dass eine solche Zerlegung tiber R immer existiert, konnen wir hier leider
nicht beweisen.

Man kann nun zeigen, dass dann Konstanten a;,, bj,, cj» € R existieren,
so dass wir folgende Partialbruchzerlegung erhalten:

!

( a i WX+ Cin
:z(fc) ZZQ +ZZ ot C]-

=1 m=1 j=1 n=1 i
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3. Nun transformieren wir ll in % und % in 3 sz
1 ]

Koordinatenwechsels, d.h. einer Abbildung x — ax +f, und wenden die
obigen Spezialfille an. Auch hier konnen wir nicht erkldren, warum ein
solcher Koordinatenwechsel immer existiert.

vermoge eines affinen

Aufgaben

Aufgabe 13.1 (Flacheninhalt). Sei f = 3x? und ¢ = 3x + 6. Bestimmen Sie den
Flacheninhalt zwischen den Graphen von f und g, d.h. die graue Fldche in
der Zeichnung:

Aufgabe 13.2 (Integrale). Berechnen Sie folgende Integrale:

1. flz (xz + }—() dx,
2. foﬁ (5x sin(xz)) dx,
3. fozn (x2 sin(2x) + 3x sin(2x)) dx,

4. f_ 11 V1 — x%2 dx (verwenden Sie hier die Substitution x = sin f).

Aufgabe 13.3 (Stammfunktion einer rationalen Funktion). Sei f : D — R
definiert durch

1
fe = x2—3x+2
wobei D C R ihr maximal moglicher Definitionsbereich sei.
Leiten Sie die Stammfunktion von f mit Hilfe von Partialbruchzerlegung her.

Aufgabe 13.4 (Maximierung von Integralen). Bestimmen Sie den Wert bzw.
die Werte, an denen

H(x) = fox (9 -1t dt

maximal wird.
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Aufgabe 13.5 (Stammfunktionen). Finden Sie folgende Stammfunktionen:

1. f #;ﬂ dx (Hinweis: Division mit Rest, dann Partialbruchzerlegung),
2. fex sin x dx,
3. f@ dx fur n € IN.
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Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale nur dann ausgerechnet, wenn die Grenzen beide
endlich waren. Wir werden sehen, dass wir in einigen Fillen auch oo als
Grenze zulassen konnen und dass dies viele interessante Anwendungen hat,
beispielsweise auf die Konvergenz von Reihen.

Definition 14.1. Sei f: [a, co[— R eine stetige Funktion. Dann setzen wir

fam fx) dx := l}l_)rg fabf(x) dx,

falls der Grenzwert existiert und nennen in diesem Fall f tiber [a, oo uneigentlich
integrierbar und fﬂ ” f(x) dx konvergent.

Beispiel 14.2. Wir betrachten die Funktion f(x) = x* fiir s € R. Der Grenz-
wert

a 1 b 1
—s _1; 1-s —_ 1 _ pl-s
jl‘ X dx—gl_r)r;o(l_sx ‘1)_31_{21—5(1 b

existiert, falls s > 1. Also gilt in diesem Fall:

fxsdxz 1.
1 1_S

Satz 14.3 (Integralkriterium fiir Reihen). Sei f: [0, co[— R eine monoton fal-
lende positive Funktion. Die Reihe Y., f(n) konvergiert genau dann, wenn das

Integral fom f(x) dx existiert.

Beweis. Wegen der Monotonie von f erhalten wir fiir jedes k € IN offenbar
Schranken von oben und unten fiir fok f(x) dx (sieche Abb. 14.1):



188 14 Uneigentliche Integrale

Die Behauptung folgt. O

Korollar/Definition 14.4. Der Grenzwert

(o)

1
=) =
n=1 n

existiert fiir s > 1. ((s) heifit Riemannsche Zetafunktion.

Beweis. Im Beispiel 14.2 haben wir gesehen, dass floo x~°dx fur s > 1 konver-
giert. Das Integralkriterium fiir Reihen liefert nun die Behauptung. O

Definition 14.5. Sei f: ]a, b] eine stetige Funktion auf einem halboffenen Intervall.

Dann schreiben wir , ,
f f(x)dx = limf f(x) dx,
a tNa Jp

falls der Grenzwert existiert.

Beispiel 14.6. Das Integral fol x% dx existiert, falls @ < —1. Im Gegensatz dazu

g 1 .
existiert das Integral fo 1 dxnicht, da: Inx o
pand

Definition 14.7. Eine Funktion f: R — R heifit uneigentlich integrierbar, falls
die Grenzwerte

b 0
;im f fx)dx und lim f f(x) dx
—oo Jo a—-co J,

existieren. In diesem Fall schreiben wir:

o 0 b
ff(x)dx:z}i_)n;f f<x)dx+£%£ f(x) dx.
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Beispiel 14.8.

1. Es gilt:

[: 1+1—x2 dx = lim (arctanx|s) = g

a——00, b—oo

00 2 . . 42 .
2. Der Grenzwert f_ L dx existiert,denne™ € O(ﬁ) Man kann zeigen,

dass gilt:
f e dx = V.

Aufgaben

Aufgabe 14.1 (Uneigentliche Integrale). Uberpriifen Sie, ob folgende unei-
gentliche Integrale existieren und berechnen Sie ggf. ihre Werte:

1. fooo xe ™ dx,
2. fol % dx,
3. flm —— dx,

00
1
4. f_oo oo N8
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Taylorpolynom und Taylorreihe

Sei f: I — R eine n—mal stetig diffbare Funktion, xy € I. Wir wollen f in der
Nahe von x durch ein Polynom approximieren. Die , beste” Approximation
durch ein lineares Polynom ist die Tangente (Abb. 15.1)

L(x) = f(x0) + f"(x0) - (x = x0).

Wir werden nun erfahren, wie man mit Polynomen von hohrem Grad noch
bessere Approximationen erhalten kann.

Abbildung 15.1. Approximation durch die Tangente.

Definition 15.1. Seien f: I — R eine n—mal stetig diffbare Funktion und x, € L.

Dann heift
= B (xg)
mfem Y I gy
k=0

k

das n—te Taylorpolynom von f in xo.

T7, f hat offenbar den gleichen Wert und die gleichen ersten n Ableitungen in
xo wie f.
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Satz 15.2 (Taylorsche Formel). Seien f: I — R eine (n + 1)—mal stetig diffbare
Funktion und xo € 1. Dann gilt:

ne gk — xa)k
£ = TN + Ry (= Y T2 g )

k=0

Rea = [ e

mit dem Restglied

Ausfiihrlich:

(x - xo)2 +

f(2
fx) = fxo) + f'(x0)(x — x0) +
Wwo ; wty (= D"

(x — x0) ff( D o ——dt.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n und partielle Integration. Der
Induktionsanfang n = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integral—Rechnung:

fo = feo+ [ rod
Xo
Fiir den Induktionsschritt 7 — 1 — 7 betrachten wir das Restglied:

t)n 1
1)'
—
¢

=i f(”>(t) )n‘ ff(m ) it

x—xo)
]

Ruy(x) = f(” (t) dt

X0 N——"
f

Rn+1 (X)

£ (x0)

Da
(x - Xo)

n n—1 n
Tof =T f = £ (o) ——
folgt die Behauptung. O
Wegen der aufwindigen Berechnungen ist fiir die praktische Anwendung

dieser Formel ein Computeralgebra-System sehr hilfreich. In der Vorlesung
wurden mit Maple einige Beispiele vorgefiihrt.

Satz 15.3 (Lagrangeform des Restglieds). Sei f: I — R eine (n + 1)—mal stetig
diffbare Funktion und xo € I. Dann 3 & € [xo, x] (bzw. & € [x, x0], wenn x < xg), so

dass " )
fx) = ; f (XO)( _ O) ]: - if')( x())n+1-
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Beweis. Wir wenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf

X £(n+1)
R (x) = f f O by

an und erhalten:

_ fntl) ey " (x—)" (1) oy X — xo)"!
R = 0700 [ B = poone G
O
Beispiel 15.4. f(x) = sinx, xg = 0.
3.5 2n+1
2n+1 L; IV x_ s _ nx—
(T5" sin)(x) = x 3 + 5] + (1) Gl
da
sin® 0) = 0, k gerade,
(- 1) 7 k ungerade.
Fehlerabschitzung fiir Sinus:
|x|n+1 |x|n+1 Rn+1

— | £(n+1) .
Russ @I = 11"V 0o S Gy < e

<e<l &

fiir |x] < R. Es gllt (HH), <

n+1

n+1
(n+1)lnR$1ns+Zlnk$lne+f In x dx.
k=1 1

Es folgt:

(n+D)InR <Ine+(xlnx -

Ine 1
< - — -
< InR n+1+1n(n+1) 1+ _—]

n+1
= Rs(es)ﬁ-T.

Abbildung 15.2 zeigt die Taylorpolynome des Sinus vom Grad 1, 3,5, 7.

193

Beispiel 15.5. Wir betrachten die Funktion f(x) = (1+x)*, etwaa = % Es gilt:

Ary=a-(@=1)(@—k+1)-(1+x)°"

Daher folgt:
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Abbildung 15.2. Die Taylorpolynome des Sinus vom Grad 1,3,5,7.

Taf() =) (‘;)x",

k=1
wobei fiir @ € R der Binomialkoeffizient definiert ist durch

(a) a a-1 a-k+1

k|1

12k
Definition 15.6. Sei f: [ — R eine co—oft diffbare Funktion und xo € 1. Dann heifit

2, fk)
Tof@= Y ey
k=0 ’

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xo. Die Taylorreihe Ty, f ist eine
Potenzreihe in (x — xg).

Beispiel 15.7.

1. (Toexp)(®) = Yoo ’,i—f ist die definierende Potenzreihe von exp.
2. Die Funktion f(x) = (1 + x)* hat die Taylorreihe

k=0
Frage 15.8. Konvergiert die Taylorreihe von f gegen f?
Antwort.

1. Eine Taylorreihe hat nicht notwendig positive Konvergenzradien.

2. Selbst, wenn R > ¢ > 0 gilt, konvergiert die Taylorreihe nicht notwendig
gegen f auf | — R + xo, xo + R[.
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Beispiel 15.9. Wir betrachten die Funktion

_1
e 2, X#%¢,
0, sonst.

f:]R—)]R,x1—>f(x)={

Wir zeigen: f ist co—oft diffbar und £ (0) = 0 Vn. Insbesondere ist die Taylor-
reihe = 0 und konvergiert nicht gegen f.

Wir beweisen dazu mit Induktion nach n, dass

F ) = 1) e, fallsx #0,
0, fallsx =0,

wobei p, ein Polynom ist. Der Induktionsanfang ist klar. Zunachst betrachten
wir den Fall x # 0:

1 _1y 1w _1 1\ 2 _1
(Pn(;)'e "12) = (Pn(;)) o +Pn(;)'; Ot
L1y -1 1, 2y _1
=((3) m ) 5) e
Dann ist
Prs1(t) = =pi(t) - £ = 2pu(t) - £.
An der Stelle x = 0 gilt dann:

n . 1 1 1
f( +1)(0) = ili)%(;pn(;) .e xz) — 0,

da exp schneller wéchst als jedes Polynom, wie wir in Beispiel 12.6 gesehen
haben.

Die folgende Aussage ist wegen Frage und Antwort 15.8 weniger trivial, als
es erscheinen konnte:

Satz 15.10 (Binomische Reihe). Fiir |x| < 1 gilt:

1+x)*= i (Z)xk.

k=0

Beweis. Der Konvergenzradius der Reihe ist R = 1. Wir mochten das Quoti-
entenkriterium anwenden:

(kil) . xk+1
(f;) k|

Mit der Bemerkung 6.17 zum Quotientenkriterium zeigt dies, dass die Reihe
konvergiert, wenn |x| < 1 und diviergiert, wenn x| > 1 ist.

| Ixl — Ixl.
k—o00
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Wir zeigen:

Ry (x) = % fo (x = )" D) dt = (n + D(nil) fo (x—8)"A+ >t

konvergiert fiir [x| < 1 gegen 0. Nach dem Vorzeichen von x unterscheiden
wir zwei Falle.

Erster Fall 0 < x < 1: Sei C = max(1, (1 + x)¥). Dann gilt fiir 0 < t < x
0<A+H)*"l<1+0*<C

Also

{x]
IRps1 ()] = (n+1) - I(n i 1)|j; |(x + £)"(1 = H* "1 |dt

<(m+1)- |(n i 1)| : cfox(x —Hdt=C- |(n i 1)|x"+1.

n+1

Da Y., (7)x" konvergiert, bekommen wir |(,5,)lx"*' — 0 fiir n — co.

Der zweite Fall, =1 < x < 0, ist schwieriger, weil die Funktion (1 + x)* oder
eine ihrer Ableitungen eine Polstelle bei x = —1 haben kann.

IRus1 ()] = (n+1) - I(n i 1)l fo = 81— e

|x| —tun
< (n+1)'|(ni1)|j; (";'_;) 1 - 1L,

Die Funktion t "1"%: ist monoton fallend in [0, |x[], da die Ableitung negative

1st
Q-1 - (=D(x| -t  |x]-1
(1-t2 (11—t

<0.

Also gilt

|x| — ¢t
(7=

Mit C = |a] folxl(l — 1) 1dt erhalten wir

_ || _
|Rn+1(x)|3|a(“ 1)|-|x|" f (1—t)“-1dtsc|(“ 1)|-|x|"
n 0 n

und der Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir n — oo, da auch die Reihe
Yoo (4 hx" konvergiert. O

) < Ixl" fiir 0 < ¢ < [xl.

~
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Aufgaben

Aufgabe 15.1 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie ohne Computer das Taylor-
polynom 2. Grades von

1. f:R—> R, x = f(x) = In(sin(x)) im Punkt xo = 7,

2.¢:R—> R, x> g(x) = eV —eim Punkt x = 1.

Aufgabe 15.2 (Taylorreihe). Berechnen Sie die Taylorreihe von

X

&= e+

im Entwicklungspunkt x = 0.

Zeigen Sie mit Hilfe von Partialbruchzerlegung, dass die Taylorreihe auf dem
offenen Intervall (-1, 1) gegen f konvergiert.

Aufgabe 15.3 (Taylorpolynome mit Computeralgebra). Berechnen Sie mit
Hilfe von Maple die Taylorpolynome Tif der Ordnungen k = 1,...,6 im
Entwicklungspunkt xo = 0 fiir

1. f(x) = tanx
2. f(x)= V1+x

und plotten Sie jeweils die Graphen von f und der Taylorpolynome.
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Konvergenz von Funktionenfolgen

Sei .
f@) =) ax

n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir wollen zeigen, dass f in
] =R, R[ co-mal diffbar ist und dass die Potenzreihe mit der Taylorreihe von
finxp = 0 tibereinstimmt. Allein die Stetigkeit ist hierbei nicht offensichtlich.

16.1 Gleichmifiige Konvergenz

Definition 16.1. Sei f,,: I — R eine Folge von Funktionen auf einem Intervall. Die
Folge (f,) heifit konvergent (genauer: punktweise konvergent), wenn fiir jedes x
die Folge (f,(x)) konvergiert und dann ist die Grenzfunktion

f:I1-=R, f(x) = lim f,(x).
n—o0
Wir schreiben: lim,, . f, = f.
Frage 16.2. Wenn alle f, stetig sind, ist dann auch lim f, stetig?

Antwort. Nein, nicht unbedingt. Dazu betrachten wir das Beispiel f,: [0, 1] —
R, fu(x) = x". Dann existiert f = lim f,, aber

f ist also nicht stetig.

Wir miissen daher eine starkere Forderung an die Konvergenz stellen:
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Definition 16.3. Sei (f,: I = R),en eine Folge von Funktionen auf einem Intervall
L. (fu) konvergiert gleichmiifiig gegen eine Grenzfunktion f: I — R, wenn:

Ye>0dng: |fux) - f(X)l<eVuzngVxel

Satz 16.4 (GleichmiBiger Limes stetiger Funktionen). Ist (f,: I — R) eine
Folge stetiger Funktionen, die gleichmifig gegen f konvergiert, so ist auch f stetig.

Beweis. Seien xg € [ und ¢ > 0 vorgegeben. Zu £ existiert ny mit
fulx) = f()] < % Vn>mngVxel
Da f,, stetig ist, 30 > 0, so dass
1) = fuo(xo)l < 5 Vx € [mit | = x| <.
Es folgt:
If () = fxo)l < £ () = ful + 1 fu(¥) = fu(xo)l + | fu(x0) = f(x0)

< & ¥Yxmit |x — xg| < 0.

O

Frage 16.5. Liisst sich Integration mit Grenzwertbildung vertauschen?

Antwort. Nein, nicht unbedingt. Wir betrachten dazu die Zackenfunktion

n2x falls0 < x < %
fa@)=4n*(3-x) fallsi<x<2
0 sonst,

siehe Abbildung 16.1. Es gilt: fol fa(x) dx =1V nund lim,« f, = 0 (punkt-

5 p._;.

,
e

Abbildung 16.1. Die Zackenfunktion.

weise). Aber:

1 1
lim f fa()dx=1#0= f lim f,(x) dx.
n—oo 0 0 n—oo
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Satz 16.6. Sei f,: [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen auf einem abgeschlos-
senen Intervall, die gleichmiif$ig gegen f: [a,b] — R konvergiert. Dann gilt:

[ o) dv = lim [ ) .

Beweis. Zunachst einmal ist f ebenfalls stetig und deshalb integrierbar. Fer-
ner:

b b b
'f Fx) dx — f £0) dx| < f F() = fu)| dx < e(b - a),
falls n so grof3 ist, dass |f(x) — fu(x)| < € Vx € [a,b]. Die Behauptung folgt. O

Bemerkung 16.7. Fiir uneigentliche Integrale braucht man zusitzliche Vor-
aussetzungen. Dies zeigt das Beispiel der Zackenfunktion in Abbildung 16.2.
Offenbar ist lim f, = 0, sogar gleichméfig, aber:

fowfn(x)dx:1¢0:f0m0dx.

n

Abbildung 16.2. Eine Zackenfunktion.

Korollar 16.8. Sei f,,: [a,b] — R eine Folge von stetig diffbaren Funktionen, die
punktweise gegen f: [a,b] — R konvergiert. Konvergiert die Folge der Ableitungen
(fy) gleichmiiflig, dann ist f diffbar und es gilt:

f' = lim f,.

n—oo

Beweis. Sei f* = lim f;. Nach dem Satz 16.4 ist f* auf [a, b] stetig. Ferner gilt:
f=hi+ [ o
a
ftir x € [a, b]. Mit Satz 16.6 folgt:
f0 =@+ [ fo.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun, dass f
diffbar ist und dass f" = f*. O
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16.2 Anwendung auf Potenzreihen

Satz 16.9. Sei f(x) = Y., anx" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, also
f:1-=R,R[— R. Dann haben die Potenzreihen

oo -1
1. Y g nagx"=,

n+1

© X
2' Zn:() (n n+1’

die wir durch gliedweise Differentiation bzw. Integration erhalten, den gleichen
Konvergenzradius und konvergieren auf | — R, R[ gegen

1. f(x),
2. [ fx) dx.
Insbesondere ist f unendlich oft diffbar und es gilt:
f(")(O) =a,n!.

Beweis. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard 7.19 ist ) a,x" fiir |x| < R
genau dann konvergent, wenn

lim sup v/|a,x"| = (lim sup M) ‘R<1,

n—c0 n—co
also:
R = ! .
limsup, ., Via,l
Da

. . 1
lim 7 = limn" = lime» =6 =1,
n—oo n—00 n—oo

A+l

haben Y7, na,x" und ¥,;"oa, 5 den gleichen Radius. Die Folge der Par-
tialsummen von f und f’ konvergieren auf jedem echten Teilintervall [, 7]
fiir r < R gleichmifig. Die Behauptung folgt daher auf [-7, 7] aus Satz 16.6
und Korollar 16.8. O

Beispiel 16.10.

1. Die logarithmische Reihe In(1 + x) ist Stammfunktion von

[e9]

1 n.n
f9)= g =

Gliedweise Integration und In(1) = 0 liefert:

0o

In(1 + x) = Z(—1)"

n=0

xn+1

n+1

fur |x] < 1.
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2. arctan ist Stammfunktion von

= f(x) = Z( 1)

1+x2

Integration und arctan(0) = 0 liefert:

211+1

fijr x| < 1.

arctan(x) = Z( 1)"

3. Es gilt:

Es folgt:

an" = x-(1 1x)/ = a _xx)2 fur |x] <1,

n=0
also zum Beispiel:

Zn (1_1)2=2.

n=1

In den Beispielen 1. und 2. konvergiert die Reihe auch fiir x = 1. Dies legt die
Formeln

Z( ' —— =In(1+1) = In2,

— Yl— — —_ —
;5( 1) a1l arctan(1) =

(da tan§ = 1) zumindest nahe. Dass dies wirklich der Fall ist, zeigt das
folgende Resultat:

Satz 16.11 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei ).~ a, eine konvergent Reihe reeller
Zahlen. Dann hat die Potenzreihe f(x) = Y.~ a,x" den Konvergenzradius R > 1
und fiir die Grenzfunktion f: ] —1,1[— R gilt:

lim f(x) = E a,
x—1
n=0
Beweis. Drei Seiten. Forster. O

Beispiel 16.12. Wir betrachten zwei Reihen, von denen wir bereits wissen,
dass sie konvergieren:
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1. Die Reihe )74 (_1:4 konvergiert. Nach dem abelschen Grenzwertsatz ist
daher durch f(x) = Y D™ eine auf 1-1, 1] stetige Funktion erklart.

n=1 n

Da f(x) = In(1 + x) fiir x € ] - 1, 1] gilt, folgt: f(1) = In(2). Also:

(o)

(L
n@)=) ~——=1-5+

n=1

1.1,
34

x2n+1

2. Wir betrachten 2 (-1)"-5—
ebenfalls Konvergenz vor, also:

= arctanx fiir x € ] — 1,1[. Fiir x = 1 liegt

= 1 i
E -1)"-——— = arctan1 = —.
n=0( ) 2n+1 arctan 4

Aufgaben

Aufgabe 16.1 (...). ...
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Lineare Algebra
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Einfiihrung

In der linearen Algebra werden Probleme und Phidnomene untersucht, die mit
Hilfe linearer Gleichungssysteme ausdriickbar sind. Insbesondere werden
dabei auch Verfahren studiert, um explizit Losungen fiir solche Probleme
auszurechnen. Oft sind sowohl die Probleme und Losungen als auch die
Phédnomene sehr anschaulich zu verstehen, wenn man deren geometrische
Seite betont. Wir werden versuchen, dies in dieser Vorlesung moglichst oft
zu realisiseren.

Anwendungen der linearen Algebra finden sich neben der Geometrie in
vielen Bereichen der Mathematik und Informatik, aber auch des alltdglichen
Lebens. Wir werden solche Anwendungen so oft wie moglich ansprechen,
insbesondere, wenn sie die Informatik betreffen.

Um den Anschauungs— und Anwendungsbezug moglichst naheliegend zu
halten, beginnen wir mit der linearen Algebra {iber den reellen Zahlen und
deren Geometrie. Es wird sich im Verlauf der Vorlesung allerdings heraus-
stellen, dass es oft sinnvoll ist, davon abzuweichen und lineare Algebra auch
tiber anderen Zahlensystemen zu betreiben. Beispielsweise wire das ganze
Gebiet der Kodierungstheorie kaum denkbar ohne die lineare Algebra tiber
endlichen Korpern. Andererseits wére die Darstellung der Theorie viel zu
kompliziert, ohne die Ausweitung der Zahlen auf die sogenannten komple-
xen Zahlen zu betrachten.
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Der R? und der R”

Die zum Teil aus der Schule bekannte Geometrie im Anschauungsraum R®
stellen wir vor und erfahren dabei, dass die Erweiterung auf den R"” in den
meisten Fallen abstrakt gesehen gar keine Anderung benotigt.

17.1 Punkte im R”

Einen Punkt im Anschauungsraum R® kénnen wir nach Einfithrung eines
Koordinatensystems durch ein Tupel (a1,4;,a3) (ein Tupel ist eine durch
Komma getrennte Menge von Objekten, bei denen es auf die Reihenfolge
ankommt) von Koordinaten spezifizieren (Abb. 17.1). Meist werden die Ko-
ordinatenachsen zueinander senkrecht gewdhlt; in diesem Fall nennt man
das Koordinatensystem kartesisch nach René Descartes (1596-1650), der Ko-
ordinatensysteme mafgeblich bekannt machte.

a

m

az

s

Abbildung 17.1. Der Punkt (41, 4,,43) € R®.

Punkte im R® und allgemein im R” stellen wir mit Zeilen- oder Spalten-
vektoren dar. In der linearen Algebra sind Spaltenvektoren tiblich, bei denen
dann das Komma weggelassen wird:
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al m
a=|a|eR® bzw. a= C e R
as a,

Platzsparend werden Spaltenvektoren aber hiufig (41,42, . . ., a,)' notiert, wo-
bei' fiir transponieren steht. Der Nullvektor oder Ursprung des Koordina-
tensystems ist der Vektor (0, ...,0)' € R”; er wird oft kurz 0 geschrieben. Aus
dem Zusammenhang wird immer klar sein, ob 0 die Zahl oder den Vektor
bezeichnet.

R%* taucht zum Beispiel auf, wenn wir k Punkte im Raum gleichzeitig betrach-
ten. R" mit n = 1.000.000 wird in der Computertomographie oder bei der
Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen verwendet. n ~ 10°
taucht bei einer Supportvektormaschine auf, wie sie Google verwendet und
n ~ 10° Dreiecke werden zur Approximation einer geschwungenen Oberfla-
che durch winzige Dreiecke verwendet.

Definition 17.1. Zu zwei Vektoren

X1 n

Xn Yn
und einer Zahl A € R (genannt Skalar) setzen wir (siche Abb. 17.2):
X1+ Axq

X+y:= : , Axi=|o
Xp + Yn Axy

(a+c¢,b+d)

Abbildung 17.2. Summe zweier Vektoren (4, ), (¢, d) € R* sowie Multiplikation eines
Vektors (a,b) € R?> mit dem Skalar 2 € R.
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17.2 Skalarprodukt, Euklidische Norm

Mit Hilfe des sogenannten Skalarprodukts werden wir nun Abstinde und
Winkel einfiihren und erste Eigenschaften der neuen Begriffe herleiten.

Definition 17.2. Fiir x, y € R" ist
(x, y) =X+ + XYy € R

(oder x - y = {x,y)) das Skalarprodukt (genauer Standard—Skalarprodukt oder
euklidisches Skalarprodukt) von x und y (engl. auch dot—product oder inner
product).

n

1
il = Dl o= [ Y 32 i= 2+ 23+ 422 = ((,00)F € R

i=1

heif$t Betrag oder euklidische Norm von x. Hierbei bezeichnet a die Quadrat-
wurzel aus einer nicht-negativen reellen Zahl, d.h. es ist diejenige nicht-negative
Zahl, fiir die (\a)* = a (s. Abschnitt 5.6 fiir Details).

Zumindest im R? und R® liisst sich ||x|| als Linge des Vektors x € R® interpretieren
(wegen des Satzes von Pythagoras, siehe Proposition 17.3 und Bemerkung 17.7).
Wir nennen ||x|| daher auch die Linge des Vektors x € R". Zu x,y € R” ist

d(x, y) = llx = yli

der Abstand der Punkte x und y.
Die folgenden Eigenschaften folgen recht leicht aus diesen Defintionen:

Proposition 17.3 (Eigenschaften des Skalarprodukts). Es gilt:

1.{x+y,z) =(x,2) +(y,2) fiirallex,y,z € R" (Linearitit),

2. {Ax, y) = AMx, y) fiirallex,y € R",A € R (Linearitit),
3.,y =y, %) fiirallex,y € R" (Symmetrie),

4. (x,x) = 0 und (x,x) = 0 genau dann, wenn x =0 € R",

5.1l + yll* = lIxll> + 2¢x, y) + llyll*  (Satz des Pythagoras)

6. llx + ylI* + llx — ylI* = 2||xI> + 2llyl>  (Parallelogrammgleichung).

Beweis. Wir zeigen nur drei der Behauptungen:

Zul. (x+y,z)=Y.(xi+yi)zi = ) xizi + ). yizi = {x,2) + (Y, 2).

Zu 5. Esgilt: ||x+ yII2 = (x+y,x+y) = (x,x)+2(x, y) +{y, y). Zur Bezeichnung
Satz des Pythagoras s. Bemerkung 17.7.
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®)
Zu6. i+ YR+ i = ylIP < Il +20x, y) + Iyl + [l +20c, —y) + 1| - yiP
P 1l + 2¢x, ) + IyIP + K] - 2¢x, y) + [lyII2, wie behauptet.
O

Nun kommen wir zu einer weiteren, sehr hdufig verwendeten, aber nicht
ganz so leicht nachzuweisenden Eigenschaft:

Satz 17.4 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Fiir x, y € R" gilt:

<, ol < Il - M1yl

Ferner gilt fiir x # 0 die Gleichheit |(x, y)| = ||| - ||yl genau dann, wenn y = Ax fiir
ein A € R.

Beweis. Fiir x = 0 ist alles klar. Sei also x # 0 € IR"”. Dann ist

n

po={x,x) = fo > 0.

i=1

Ferner setzen wir: ¢ := —(x, y). Damit gilt:

0 <{px+uy, px + py)
= X, ) + 20u4x, y) + 1KY, y)
= e,y = 20Cx, ) + (e, X)Xy, )
= (=, ) + (6, 2y, v)).

Da u > 0, folgt:
0<~(Cc, ) +IlIP - Iyl bzw. Kz, )P < lIxdP - Iyl

Die Monotonie der Quadratwurzel V (siehe Bemerkung 5.30) liefert die erste
Behauptung.

Gilt Gleichheit, dann folgt:
0=Apx+py, px+uy)y = ex+puy=_0.

Also: y = Axmit A = —(’ﬁ. O

Die folgenden Eigenschaften der oben eingefiihrten Norm sind wieder leicht
einzusehen:

Proposition 17.5 (Eigenschaften der Norm). Fiir x,y € R", A € R gilt:

1. Ix|l = 0 und ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 € R”,
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2. [|Axll = [A] - [Ix],
3. lIx+yll < llxll + Iyl (A-Ungleichung).
Beweis. Nur 3. ist zu zeigen. Nach Definition gilt:

I+ yl* = (x +y,x+y)
= |lxIP* + 2¢x, v) + lIyl>

Cauchy-Schwartz liefert nun:
Il + Yl <l + 20yl + 1yl = (lell + 1)
Die Behauptung folgt mit der Monotonie der Quadratwurzel (Bem. 5.30). O

Wir kommen nun zu der geometrischen Bedeutung des Skalarprodukts:

Definition 17.6. Zwei Vektoren x,y € R" heifien senkrecht (auch orthogonal)
zueinander (in Zeichen x L y), wenn {x,y) = 0.

Bemerkung 17.7.

1. Im R bzw. R" stimmt dieser Begriff mit dem anschaulichen Begriff tiber-
ein. Dies folgt aus der Formel (s. 17.3)

Il + yIP = 1Ixl +2¢x, y) + NIyl

zusammen mit dem geometrischen Satz des Pythagoras a®+b? = ¢ fiir die
Seitenldngen 4, b, c in einem rechtwinkligen Dreieck, wobei c die langste
ist.

Fiir die Seitenldngen der beiden in Abb. 17.3 erkennbaren rechtwinkligen
Dreiecke gilt dann ndmlich:

a+d =P, @+ @+ YD = e+ gl

Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist:

Abbildung 17.3. Anwendung des geometrischen Satzes des Pythagoras auf zwei
rechtwinklige Dreiecke.
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2|yl + I + Iyl = lx + ylI* = 11xIP + 2¢x, v) + [yl
und somit folgt: d||y|| = (x, y).

Also:d =0& (x,y) =0 PL y & Xl + llyl* = lIx + ylI*.

2. Den Beweis des geometrischen Satzes des Pythagoras liefert Abbildung
17.4. Dass die vier Dreiecke in Abb. 17.4 gleich grof8 sind, beruht dabei

bZ

Abbildung 17.4. Dies zeigt: ¢* = a? + b?, da die vier Dreiecke gleich grof§ sind.

auf der Tatsache, dass in einem Dreieck die Winkelsumme 180° ist, was
wiederum aus dem Parallelenaxiom folgt (siehe Abb. 17.5). Dieses besagt:
In einer Ebene a gibt es zu jeder Geraden g und jedem Punkt S auflerhalb
von g genau eine Gerade, die zu g parallel ist und durch den Punkt S
geht. Ob das Parallelenaxiom in der Wirklichkeit gilt (nicht im R%), ist
offen und Gegenstand der Astronomie. An dieser Stelle mochten wir auf
zwei Biicher von Roger Penrose hinweisen: [ Jund [ ].

Abbildung 17.5. Das Parallelenaxiom liefert: o’ = a, p’ = , also: a +  + y = 180°.

Definition 17.8. Fiir zwei Vektoren x,y € IR" definieren wir den Winkel 0 zwi-
schen x und y durch die Formel:

_ X,y
Nl -yl

Wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt:
=Ml - Nyl < <x ) < il - Myl

also % € [-1,1]. Somit hat diese Definition einen Sinn (s. Abb. 17.6).

Selbstverstandlich wird der Winkel 6 nur eindeutig durch seinen Cosinus
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festgelegt, wenn man sich auf ein geeignetes Intervall fiir O beschrankt, hier
etwa auf das Intervall [0,27[. 27t ist die Lange des Vollkreises mit Radius 1;
viele Eigenschaften von Cosinus und Sinus sowie Zusammenhinge zwischen
diesen konnen recht leicht am Einheitskreis erklart werden (s. Abb. 17.6).

N
|/
-1 N 1
o0 _6;;’5(79) SiA(-0)

Abbildung 17.6. Cosinus und Sinus eines Winkels 0, visualisiert am Einheitskreis.

17.3 Geometrische Objekte im R"

Wir werden in diesem Abschnitt die eben eingefiihrten Begriffe verwenden,
um Geraden, Ebenen und deren Verallgemeinerungen zu definieren und
deren gegenseitige Lage, also insbesondere Abstinde zwischen ihnen, zu
studieren.

17.3.1 Geraden und Hyperebenen

Definition 17.9. Eine Gerade L C R" ist eine Teilmenge der Gestalt
L={p+Av|AeR}l=p+R-v7,

wobei p € L ein beliebiger Aufpunkt und v € R" \ {0} ein Richtungsvektor ist (s.
Abb. 17.7).

Eine Hyperebene H C R" ist eine Teilmenge der Gestalt
H={xeR"|ax1+ - +a,x, =b} ={xeR"|{a,x)=0b},

wobeia = (a1, ...,a,)" € R"\ {0} und b € R. Der Vektor a heiit Normalenvektor
von H (s. Abb. 17.8). Im R® heif$t eine Hyperebene einfach Ebene.
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Abbildung 17.7. Eine Gerade g im R®, mit Aufpunkt p und Richtungsvektor v.

Abbildung 17.8. Eine (Hyper-)ebene in IR* und ein Normalenvektor a von H.

Fiir zwei Punkte p, g € H gilt fiir den Differenzvektorv =p — g
(a,0) ={a,p—-q) =<a,p) —{a,q) =b-b=0.

Alsoa L p —q. Daher der Name Normalenvektor.

17.3.2 Schnittpunkte

Sei L C R" eine Gerade und H C R" eine Hyperebene. Fiir die Schnittmenge
L N H gibt es drei Moglichkeiten:

1. LN H = {g}, besteht aus genau einem Punkt g € IR",

2.LNH=0,

3. LCH.

Proposition 17.10. 2. oder 3. liegt genau dann vor, wenn der Richtungsvektor von
L senkrecht zum Normalenvektor a von H ist.

Beweis. Setzen wir die Parametrisierung L = {p + Av|]A € R} der Geraden in
Gleichung (g, x) = b von H ein, so erhalten wir mit

(a,p+Avy=b e AMa,v)y=b—-{a,p) *)
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eine Gleichung fiir A.

Ist a nicht senkrecht zu v, d.h. (g, v) # 0, dann ist die einzige Losung

T {a,v) (a,v)

Ist (a,v) =0, also a L v, dann hat (*) nur dann eine Lésung, wenn b — {a,p) =
0 e peH=LCH, dadann A € R beliebig gewdhlt werden kann. Dies
entspricht dem 3. Fall.

Ist(a,v) =0und b # (g,p)dann LN H =, 2. Fall. O

,alsoLNH>g=p+ v.

Definition 17.11. In den Fillen 2. und 3., d.h. wenn a L v, so sagen wir: L ist eine
zu H parallele Gerade.

17.3.3 Abstinde
Abstand zwischen Gerade und Punkt

SeiL = {p+ Av | A € R} € R" eine Gerade und g € R" ein weiterer Punkt.
Dann ist fiir jeden Punkt u € L der Abstand d(u, q) = |lu — 4l.

Definition 17.12. Wir definieren den Abstand von L zu q durch

d(L, q) = mind(i,q)

Proposition/Definition 17.13. Das Minimum d(L, q) wird in genau einem Punkt
ug angenommen. Der Punkt u, ist eindeutig durch die Eigenschaft, dass u; — q
senkrecht zu dem Richtungsvektor v steht, bestimmt. u, heifit FufSpunkt des Lots
von q auf L (Abb. 17.9).

Abbildung 17.9. Das Lot des Punktes g auf die Gerade L.
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Beweis. Die Gleichung (v, p + Av — q) = 0 hat genau eine Losung namlich

A
(v,0)
da ||v||* # 0. Also:
-p,v
iy =P+%-U=P+<q—nﬁ>-ﬁ-
Jeder andere Punkt u € L hat einen grofleren Abstand (s. Abb. 17.10), da
e = g2 ™ E" Yoty — qIP + e = gl > 1y — I, also:
d(L,q) = llug —qll.
O

Abbildung 17.10. Der Abstand des Punktes g von der Geraden L ist d(L, q) = [lu, —ql.

Abstand zwischen Hyperebene und Punkt

Proposition/Definition 17.14. Sei H = {x | {a, x) = b} C R" eine Hyperebene und
q € R” ein Punkt. Dann definieren wir

d(H, q) := mind(u, q).

Das Minimum d(H, q) wird in genau einem Punkt u, € H angenommen. ug ist durch
die Bedingung, dass die Differenz u, — q ein skalares Vielfaches des Normalenvektors
a ist, eindeutig bestimmt. Die Abbildung

R"—H, q-u

heifit orthogonale Projektion auf die Hyperebene H (s. Abb. 17.11).
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Abbildung 17.11. Die Orthogonale Projektion des Punktes g auf die Hyperebene H.

Beweis. Jeder andere Punkt u € H hat grofleren Abstand zu g, nach Pythago-
ras. Um u, auszurechnen, betrachten wir die Gerade L = {7+ Aa | A € R} C R"

und bestimmen L N H: (g + Aa,a) =D liefert A = bz;z; >, also
u, =g+ ———- b-G@, q)
q = q <6l 61>
Der Abstand ist somit:
b—{a,q) H b —{a,q)l '
“ @ay T aa W= ||a|| <||a||"7>

Wihlen wir den Normalenvektor normiert, d.h. von der Linge 1, dann gilt:

d(H,q) = |b—{a,g)l.

In diesem Fall ldsst sich |b| als Abstand d(H, 0) von H zum Nullpunkt inter-
pretieren. Auch das Vorzeichen von b hat eine Interpretation:

b >0 & 0liegt in dem Halbraum {x | {a, x) < b}

© Der Normalenvektor, auf H angetragen, zeigt in den Halbraum,
der 0 nicht enthailt.

Abstand zwischen zwei Geraden

Definition 17.15. Seien L1 = {p1 + Avy | A € R} und Ly, = {po + Av, | A € R}
zwei Geraden im IR". Ly und Ly heiflen parallel, wenn vy = Av, fiir ein A € R, das
heif$t, wenn die Richtungsvektoren bis auf den Skalarfaktor iibereinstimmen. Ly und
Ly heiflen windschief, wenn gilt:

1. Ly und L, sind nicht parallel,
2. L1 N Lz = @

d(Ly,Ly) := ernL d(x, y) nennen wir den Abstand von Ly zu L,.
JYE
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Proposition 17.16 (Abstand windschiefer Geraden). Es seien Ly und L, zwei
windschiefe Geraden mit Richtungsvektoren vy bzw. v,. Dann wird das Minimum
d(Ly, Ly) in genau einem Paar von Punkten (%, i) € L1 X Ly angenommen. (X, j) ist
durch die Bedingung, dass % — ij senkrecht zu v, und v, steht, eindeutig bestimmt
(Abb. 17.12).

Abbildung 17.12. Abstand windschiefer Geraden.

Beweis. (%, #) erfiille die Bedingung. Fiir jedes andere Paar (x, y) € L1 X L, gilt:
(x,y) = (¥ + M1, 7+ Apvp) fiir gewisse Ay, A, € R
Mit dieser Notation gilt

llx — yII? = 1% + Ayo1 — § — Aol
o = 2
=% — 7 + Ao — A0
= I — #l* + IA01 — Aol

nach Pythagoras, da ¥ — i/ nach Voraussetzung zu jeder Linearkombination
A1v1 — A0, senkrecht steht:

(X =7, Mv1 — Ayvp) = A& = T, v1) — A& = 7, v2) = 0.

Insgesamt folgt: ||x — y||* > ||% — §lI* (also auch d(x, y) > d(¥, 7)) und Gleichheit
gilt genau dann, wenn
Moy =AM =0 A=A, =0,
da v; und v, keine skalaren Vielfachen voneinander sind. Wir haben somit:
d(Ly, L2) = |I% - #ll-
Es bleibt zu zeigen, dass die angegebene Bedingung ¥ und i eindeutig be-

stimmt. Wir schreiben: ¥ = p; + 4101, § = p2 + v, fiir gewisse 41,1, € R
und p1, p2,v1, 02 € R". Wegen der Bedingung gilt nun:
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also:

(p1 —p2+Aov1 — A, 01) =0, (p1—p2+ Ao — Ayvp,02) = 0.

Dies liefert ein lineares Gleichungssystem (d.h. eine Menge von Bedingun-
gen an Ay, Ay, die jeweils ein Polynom vom Grad 1 in den A; darstellen) fiir
A1 und Ajy:

Al[o1l? = Aa(va, v1) = (pa — p1,v1),  A1(v1,02) = Al[vall> = (pa — p1, v2).

Wir kénnten dies nun explizit 16sen. Wir machen das hier aber nicht, weil
wir in Kiirze eine Maschinerie zur Losung solcher Probleme kennen lernen
werden, mit Hilfe der sogenannten Matrixschreibweise:

o1l —(v2, 000\ (A1) _ ({p2 = pr,o1)
@1,02) —llwal® J\A2) ~ \(p2 = p1,02) )"
Wir werden sehen, dass diese Gleichung genau dann eine eindeutig bestimm-
te Losung (A1, A2)' € R? hat, wenn

0l —(vy,v
0+ det(<£1122> _<||§,2||%> = —|lo1|* - lloall* + (01, 02)* <0,

wobei det() die sogenannte Determinante beschreibt, die wir gleich allgemein
einfithren werden. Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ist aber
[{v1,v2)| < lloall - lloall und es gilt <, da v; und v, nicht skalare Vielfache
voneinander sind. O

Aufgaben

Aufgabe 17.1 (Abstand im RR®). Berechnen Sie den Abstand zwischen den
folgenden beiden Geraden im IR®:

0 1 -1 1
g: 0]+ A|2], h:]0|+ul3
2 1 2 2

-3
Aufgabe 17.2 (Spiegel). Im Punkt A = [—3 befinde sich ein Auge, mit Blick-

5
1
richtungv=| 1 |.

-1
-3
Ein Objekt habe sein Zentrum im Punkt O = | 3 |.
-1

Ferner gentige ein (unendlich grofier) Spiegel der Gleichung x = 0.
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1. In welchem Punkt P des Spiegels sieht man das Objekt?
2. Wie grof ist der Winkel OPA?

Aufgabe 17.3 (Winkel im R?).

1. Definieren Sie den Winkel zwischen zwei Hyperebenen im IR” in sinn-
voller Weise.

2. Berechnen Sie den Winkel zwischen den folgenden beiden Hyperebenen

im R*:
1 0 1

Hy = xe]R4|(g,x>:O, Hy, = xe1R4|<},x—§>=o.
1 1 4

Aufgabe 17.4 (Geometrie in der Ebene).

1. Woher kommt die Liicke?

.

2. Seien vier beliebige Punkte A,B,C,D € R2 gegeben. Diese bilden ein
Viereck ABCD. Die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD, DA bezeichen
wir mit P, Q, R, S (in dieser Reihenfolge). Zeigen Sie: Das Viereck PQRS
ist ein Parallelogramm.
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Abstrakte Vektorraume

R® und R” sind Beispiele von Vektorraumen. Wir wollen Vektorraume auch
in abstrakterer Form einfiihren, da deren Verwendung sehr hdufig notwendig
ist, wie wir noch im weiteren Verlauf der Vorlesung sehen werden. Zunéchst
einmal wollen wir fiir Skalare auch andere Zahlbereiche zulassen. Zum Bei-
spiel kommen R, Q, C und endliche Korper in Frage.

18.1 Definitionen

Da wir diesen Vorlesungsteil moglichst unabhéngig vom ersten Teil machen
mochten, besprechen wir hier kurz den Begriff des Korpers. Weitere Details
sind im ersten Vorlesungsteil nachzulesen.

Darauf aufbauend fiithren wir dann den Begriff des Vektorraumes ein.

Definition 18.1. Ein Korper ist ein Tupel (K, +,-) aus einer Menge K und zwei
Abbildungen

+: KxK—>K, (a,b) >a+b
-t KXK—>K, (a,b) >a-b,

die folgenden Axiomen geniigen:

K1: Axiome der Addition
K1.1 (Assoziativgesetz)

@+b)+c=a+b+c) Yabcek
K1.2 (Existenz der Null)

d0€eK, sodass0+a=a VYaek



224 18 Abstrakte Vektorraume

K1.3 (Existenz des Negativen)
YaeK A—acK, sodass —a+a=0 (a-Db:=a+(-b)).
K1.4 (Kommutativgesetz)
a+b=b+a VYabek

(Eine Menge K mit Verkniipfung +, die obige Axiome erfiillt, wird auch als abelsche
Gruppe bezeichnet.)

K2: Axiome der Multiplikation
K2.1 (Assoziativgesetz)

a-(b-c)=@-b)-c VYab,cek
K2.2 (Existenz der Eins)
d1eK :=K\ {0}, sodassa-1=a VYaek
K2.3 (Existenz des Inversen)
YaeK Aa'eK sodassa-a ' =1.
K2.4 (Kommutativgesetz der Multiplikation)
a-b=b-a Yabek

K3: Distributivgesetze (Punktrechung geht vor Strichrechnung)

a-b+c)=a-b+a-c
(@+b)y-c=a-c+b-c VYabcek

Insbesondere ist also (K*, -) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 18.2. Q, R, C sind Korper.

(Z,+,-) ist kein Korper, da n € Z mit |n| > 2 kein Inverses hat.

Definition 18.3. Lassen wir in der Definition des Korpers das Axiom K2.3 weg, so
erhalten wir die Axiome eines kommutativen Rings mit 1.

Beispiel/Definition 18.4. Fiir a € Z bezeichnen wir mit 4 den Rest bei der
Division durch p € Z. Sei p eine Primzahl. Dann ist

F, :={0,1,...,p—1}
= die Menge der Reste bei der Division durch p in Z

ein Korper (mit p Elementen) vermoge der folgenden Verkniipfungen:

a+b:=a+b, a-b:=a-b.

Haufig 146t man ~ weg und schreibt die Elemente als 0,1, .... Fiir Details s.
Kapitel 3.
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Beispiel 18.5. ¢ TF, = {0, 1}. Verkniipfungstafeln:

01 |01
0/01 0[00
ijio 101

also 1+1 =0¢€ F, (dal+1 =0 mod 2). Hiufig schreibt man der
Einfachheit halber auch 0 statt 0 und 1 statt 1. Der Kérper I, ist in vielerlei
Hinsicht bemerkenswert; beispielswiese gilt dort: -1 = +1.

e TF; ={0,1,2}. Verkniipfungstafeln:

+/012 012
0012 0000
11120 1012
21201 21021

dabeispielsweise2+1 =0 mod 3und2+2 =1 mod 3. Auch der Koérper
IF; ist aulergewohnlich: Wie man an den Verkniipfungstafeln sehen kann,
ist 2 = —1; daher schreibt man die drei Elemente von FF5 auch hiufig der
Einfachheit halber 0,1, —1 statt 0,1, 2.

Bemerkung 18.6. Ist n eine zusammengesetzte Zahl, etwa eine echte Prim-
zahlpotenz, dannist Z/n := {0, 1, ..., n -1} kein Kérper, sondern lediglich ein
kommutativer Ring mit 1.

Beispielsweise hat 2 in Z/6 kein Inverses bzgl. der Multiplikation: Es gibt
kein x € [Fg, sodassx-2 =1 mod 6, da:

0 mod 6,
0 mod 6.

2.2 3-2=6
, 5:2=10=4 mod6, 0-2=0

Bemerkung 18.7.0-a =0 Vae€ Kund (-1)-(-1) = 1 gilt in allen Kérpern.

Definition 18.8. Sei K (genauer (K, +,-)) ein Korper. Ein K-Vektorraum (kurz K-
VR) ist ein Tupel (V, +,-), wobei V eine Menge ist, zusammen mit zwei Abbildungen

+: VXV >V (vw) s v+w
-t KxV -V, AWv)—> Ao,

die den folgenden Axiomen geniigen:

VR 1: Axiome der Vektoraddition

VR 1.1 Assoziativitit: u+ (v +w) = (u+v)+w Yu,o,welV.
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VR 1.2 Existenz der Null*: 30 € V,sodass0+v=0v VYovelV.
VR 1.3 Existenz des Negativen: Yv € VA —v € Vsodass —v+v = 0.
VR14v+w=w+v Yo,weV.
Mit anderen Worten (V, +) ist eine abelsche Gruppe.
VR 2: Axiome der Skalarmultiplikation
VR21 A-w)-v=A-(u-v) YveV VAek
VR22 1-v=v VveVgiltfirdas Einselement 1 € K.
VR 3: Distributivgesetze

A+pu)-v=A-v+u-v YAuek Vovey,
Aw+w)=A-v+A-w YAeK VoweV

Die Elemente A € K heiffen Skalare, die Elemente v € V heifen Vektoren.

Bemerkung/Definition 18.9. Verlangen wir nicht mehr, dass K ein Korper ist,
sondern nur, dass R = K ein (kommutativer) Ring mit 1 ist, so erhalten die
Definition eines (Links-)Moduls iiber R.

Die Theorie der Module ist deutlich verschieden von der Theorie der Vektor-
raume.

18.2 Beispiele von Vektorraumen

1. R" ist ein R-Vektorraum, Q" ein Q-VR und allgemein

X1
K'={ : [IxeK]
Xn
ein K-Vektorraum, wenn K ein Korper ist.

2. Die Polynome

1

Rlx] :={p=ax" +a,_1x" +---+a1x+ap | n € N,a; € R}

bilden einen R-Vektorraum: Seien p = 5x* — 3x, g = x® + x — 1 € R[x].
Dann ist:

1Ach’cung: Mit 0 bezeichnen wir sowohl die Zahl 0 € K, also auch den Null-Vektor
0 = (0,...,0), als auch den Nullvektorraum {(0,...,0)!}. Es wird immer aus dem
Kontext verstandlich sein, welche 0 gemeint ist.
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p+q=x"+5x-2x—1€R[x],

1 5, 3
E'p— 2x 2xe]R[x].

Auflerdem ist beispielsweise (x — 1)? + 2(x + 1) € R[x].

. Die Mengen (siehe fiir die Definitionen Kapitel 9)

C%a, 1] := {f:[a,b] = R| f ist stetig },

C'[a,b] := {f: [a,b] = R | f ist stetig und differenzierbar },
C™[a,b] = {f:[a,b] = R f ist unendlich oft differenzierbar }

sind IR-Vektorrdume; hierbei ist [4,b] = {x | 2 < x < b} das sogenann-
te abgeschlossene Intervall der reellen Zahlen zwischen a und b (s.5.7
fur Details). Vektorrdaume von Funktionen spielen beispielsweise in der
Bildbearbeitung eine Rolle.

R .= {f: [a,b] —» R f ist Abbildung }
ist ebenfalls ein R-Vektorraum.
. Sei K ein Korper und M eine Menge. Dann ist
KM:={f: M - K}
ein K-Vektorraum.

. In der Kodierungstheorie verwendet man haufig Vektorrdume tiber end-
lichen Korpern, etwa K = IF,:

X1
V=F={]": xi €{0,1} ¢,

Xn

die Menge der n-Tupel von Elementen aus IF,. Allgemein definiert man
fiir einen endlichen Korper K = [F, und zwei Vektoren

X1 n
x=[:ly=|:]eF
Xn Yn

die Hammingdistanz:

dx,y) == i | x; # yill.

-

Beispielsweise ist
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In der Kodierungstheorie ist ein Code eine Teilmenge C C IF). Ein Element
x € C heifit ein Codewort. Die Minimaldistanz von C ist

D= min d(x,y).
pamin (v

Rauscht der Kanal so wenig, dass man weniger als 2 Fehler erwarten
darf, dann konnen wir das Wort x aus dem tibertragenen Wort y zurtick-
bekommen, indem wir

z € C bestimmen mit d(z, y) = micn d(c, ).
ce

Bei weniger als % Fehlern in der Ubertragung giltz = x.

Besonders hdufig werden fiir Codes Teilmengen verwendet, die selbst
wieder Vektorrdaume sind, namlich sogenannte Untervektorrdaume. Dazu
kommen wir im ndchsten Abschnitt.

18.3 Untervektorraume

Definition 18.10. Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht leere Teilmenge U C V heifst
Untervektorraum (kurz UVR), wenn

1.
2.

U, up e U= up +up e U,
uellleK=A-uel.

Bemerkung 18.11. Insbesondere ist dann mit u € U auch (-1) - u = —u € U.
Mit anderen Worten

1.
2.

+:UXxU—->YV, (u,up) » up+ux e U,
< KxU->YV, (ku)—k-uel.

(U, +, ) ist dann ein Vektorraum.

Bemerkung 18.12. Ist U C V ein Untervektorraum, dann gilt 0 € U. Denn
U#Qundsomit Jue U= -uelU=>0=-u+ucl.

Frage 18.13. Welche der folgenden Teilmengen des R* sind Untervektorriiume (s.
Abb. 18.1 und 18.2)?
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X
U = {( 1)e]RZ | 21+ 2% =0},
X2
_J)[*
X
U3={( 1)|X1+XZS1},
X2
X
U4={( 1)|x1+x2=1}.
X2
x2 X2
3 3
U,
Ui 2 2
1 1
X1, L N/ L, X1
3 2 ~d 2 -3 -2 -1 o 1 2 3
-1 -1
-2 -2

Abbildung 18.1. Die Teilmengen U; und U, des R2.

x2 x2
3 3
Uy
/ 2 2
Us
1 1
0 x1 0 x1
<3 -2 <Y (4 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

4 -1
-2 -2

Abbildung 18.2. Die Teilmengen Uz und U, des R2.

Antwort. Nur U, ist ein Untervektorraum.
U, ist kein Untervektorraum, weil (0,1)t € U,, aber —(0,1)t = (0, -1)! ¢ U,.

U; ist kein Untervektorraum, weil grofse skalare Vielfache von u € Us \ {0}
nicht in Uj liegen.
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Uy ist kein Untervektorraum, weil z.B. (3, 3) € Uy, aber2-(3, 1) = (1, 1) ¢ Uy
und weil0 ¢ Uy. O

Bemerkung 18.14. 1. Eine Gerade L (Hyperebene H) C IR" ist ein Untervek-
torraum genau dann, wenn 0 € L, (bzw. 0 € H).

2. Sind U, W C V Untervektorraume, dann ist auch U N W C V ein Unter-
vektorraum.

3. Der kleinste Untervektorraum von V ist der Nullraum 0 = {0}.

4. Sind U, W C V Untervektorrdaume, dann ist im Allgemeinen UU W C V
kein Untervektorraum.

Beweis. Seien V = R? und

oo {) o) o)

Dann ist die Menge
UUW = {(xl) | x1- %2 :0}
X2

kein Untervektorraum von V, denn:

(é)’(g)euuw’ aber (}):((1))+((1))¢UUW.

18.4 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Unser Ziel ist es, einen Dimensionsbegriff fiir abstrakte K-Vektorraume V zu
entwickeln. Wir wollen dim V € IN U {oo} definieren.

Natiirlich soll dimR" = n, und fiir L, H C R" Gerade bzw. Hyperebene mit
0€L (0 € H)soll dimL =1 und dimH = n — 1 gelten. Anschaulich ist
die Dimension die minimale Anzahl von Vektoren, die wir benotigen, um V
aufzuspannen.

Definition 18.15. 1. Seien V ein K-Vektorraum und v.,...,v, € V Vektoren.
Eine Linearkombination von vy, ..., v, ist ein Ausdruck

v=Mvo1+ AU+ -+ A0, €V,

wobei Ay, ...,A, € K. Mit
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(v1,...,0y) == Spann(vy, ..., v,) = {Av1 +---+ A0, | A €K} CV

bezeichnen wir den Spann von vy, . .., v, (oder ausfiihrlicher: den von vy, ..., v,
aufgespannten Untervektorraum).

Wir setzen: (@) := {0} =: 0.
(v1,...,0,) C Vistder kleinste Untervektorraum von V, der v4, . .., v, enthiilt.

2.v1,...0, erzeugen V, wenn (vi,...,v,) = V. Mit anderen Worten: Vv €
V o 3AA,. . A, €K v = Moy + - + A0, Wir sagen auch, die Familie
{vi}iz1,.. . bildet ein Erzeugendensystem von V.

3. v1,...,0, heiffen linear unabhingig, wenn ¥ Ay, ..., A, € K gilt:
0=A101 + A+ -+ A0y = A=---=A,=0.

Andernfalls heiffen vy, ..., v, linear abhingig.

Beispiel 18.16. V = IR®. Wir betrachten die vier Vektoren:

1 1 2
1,?}22 0,?}32 1,U4=
0 1 1

1. v1, v, sind linear unabhéngig:

1 1 A+ A
A1 +A,]0]= M =0 = A=A =0.
0 1 Az

2. v1,v,,03, 04 sind linear abhédngig, zum Beispiel: 1-v; +1-v, —1-v3+0-
vy = 0, also sogar vq,v,,v3 sind schon linear abhidngig (Abb. 18.3). Wir
werden noch sehen, dass die lineare Abhéngigkeit klar ist, weil lineare
Unabhéngigkeit schon aus Dimensionsgriinden nicht sein kann.

/\1+A2+/\3
= A+ A3

1
1
1

01 = € IR3.

3. v1, V2, V4 sind linear unabhingig, weil

1 1 1
0:A11 +A20 +/\31
0 1 1

= A3 = —A; = —Ay wegen der 2. und 3. Komponenten.

Ar + A3

Eingesetzt in die erste Komponente ergibt sich:

M+A—A1=A,=0 $A3:0 = A, =0.

4. v1,v;,v4 bilden ein Erzeugersystem, weil sich jeder Vektor v, etwa v =
(b1, by, b3)!, als Linearkombination dieser Vektoren darstellen lisst.



232 18 Abstrakte Vektorraume

v+ vy —v3=0

U2

Abbildung 18.3. Ist die Summe dreier Vektoren der Nullvektor, so bedeutet dies, dass
sie aneinander gehangt einen geschlossenen Vektorzug ergeben.

by 1 1 1 A+ A+ Aj
bz =M1+ A] 0]+ Az 1= A+ A
by 0 1 1 Ay + A

liefert ndmlich ein Gleichungssystem,
) bi=A+A2+A3
) bh=A+A23
(III) by = Ay + A3,
welches eine Losung hat:
I-1I- 1l ergibt: by —by — bz = —A3 = A3 = by + b3 — by.

Dies in II eingesetzt liefert: b, = Ay + by + b3 — by = Ay = by — bs.
Dies wiederum in Il eingesetzt: b3 = A, + by + b3 — by = A, = by — by

Also:
M b, — b3
A | = by —by .
)\3 —b1 + bz + b3

Fazit: Lineare Abhédngigkeit und Erzeugung zu entscheiden lauft darauf hin-
aus, lineare Gleichungssysteme zu losen.

Probe: v

Beispiel/Definition 18.17. V = R[x] = { aller Polynome } ist ein R-Vektorraum.
Fiir ein Polynom

p= adxd + ad_lxd’l +--4+ax+ay, a;€R,

heifien die a; Koeffizienten von p. Ist a; # 0, dann hat p den Grad degp :=d.
Wir setzen deg 0 := —oo. Es gilt*:

2Das Zeichen = bedeutet, dass die beiden Vektorraume im Wesentlichen gleich
sind; genauer werden wir dies erst spater definieren.
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Rlx]<s :={p € R[x] | degp < d}
{ﬂdxd+--~+a1x+a0|ai € R}
~ Rd+1,

Z.B.: R[x]<; 3 1,x,x2,x% sind linear unabhiéngig und erzeugen R[x]<;. Dage-
gen bilden

p1 =x’+1, pZ:xz—l, p3:x3+1, p4:x3—1e]R[x]53
kein Erzeugendensystem fiir R[x]<3, da:
P +1,2-1,3+1,x°-1)C p= a3x® + ax® + aix + ap | ap = 0).
P1,P2, 3, P4 sind vielmehr linear abhangig, da die Relation A1p; +Aypp + Asps +

Agps = 0 fur Ay = 1,4, = =1,A3 = =1,A4 = 1 eine nicht-triviale lineare
Relation (d.h., nicht alle A; = 0) ist.

Beispiel/Definition 18.18. Seien k,d € N und 4,b € R mita < b.
R[x]<s € R[x]<gs1 € R[x] € C®[a,b] C Ck[a, b] € C%a,b] C R

ist eine aufsteigende Kette von Untervektorrdaumen des Vektorraumes
R = {f: [a,b] - R}.

Definition 18.19. Sei V ein Vektorraum und seien vq,...,v, € V Vektoren. p =
{vi}i=1,..n iSt eine Basis von V, wenn

1. {v1,...,v,} den Vektorraum V erzeugen und

2. {v1,...,vn} linear unabhiingig sind.

Beispiel 18.20. 1. R". Die Vektoreney,...,e,,

0

1 ; 0
0 : :
e1=1:/ ;6= 1/ ; p = 0
0 ; 1

0

mit nur einer 1 an der i-ten Position und sonst 0-en, bilden eine Basis des
R", die sogenannte Standardbasis.

2. R[x]<3 hat die Basis a4, x, x%,x3,a # 0. Es gibt aber auch andere Basen. Bei-
spielsweise ist 1, x—a, (x—a)?, (x—a)® mita # 0 auch eine Basis von R[x]<s.
Dies ist die Basis, welche fiir das dritte Taylorpolynom T f verwendet
wird (siehe Kapitel 15).
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Bemerkung 18.21. Ist {vy,...,v,} € V eine Basis, dann hat jeder Vektor w € V
eine eindeutig bestimme Darstellung

w=MAMv1+-+ A0, mit A; € K

als Linearkombination.

Beweis. Existenz ist die erste Bedingung, Eindeutigkeit die zweite: die Dif-
ferenz zweier Darstellungen ist ndmlich eine Relation, die nach der zweiten
Bedingung trivial ist.

Ausfiihrlicher: Sei w € V. Da eine Basis ein Erzeugendensystem ist, gibt es
A;i € K, so dass
w= Mo+ + A0y

Istw = A;vl +-- 4 /\;10,, eine weitere Darstellung, so gilt fiir die Differenz:
0=(A = ADv1 + -+ (Ay = Ay)0g.

Wegen der Definition einer Basis, folgt: A1 — A} = 0,...,A, — A, = 0. Damit
gilt aber schon: Ay = A},..., A, = A,. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O

Satz 18.22. Sei V ein K-VR und seien vy, . ..,v, € V Vektoren. Aquivalent sind:

1. {v1,...,v,} ist eine Basis von V.

2. {v1, ..., vy} bilden ein unverlingerbares System von linear unabhingigen Vek-
toren.

3. {v1, ..., vn} bilden ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V.

4. Jeder Vektor w € V hat genau eine Darstellung w = Aoy + - + A0, mit
A; € K als Linearkombination von vy, . ..,0,.

Beweis. 1. = 4.: Das ist Bemerkung 18.21.
4. = 2.und 4. = 3. sind jeweils klar.

2., 3. = 1. nach der Definition einer Basis.
Es bleibt also 2. & 3. zu zeigen.

2. = 3.:Seivy,...,v, ein unverldngerbares System von linear unabhéangigen
Vektoren. Mit jedem weiteren Vektor 0 # w € V erhalten wir also ein System
von linear abhéngigen Vektoren, also:

A, .. AL A €K Ao+ -+ A0+ Apw =0,

wobei wenigstens ein A; # 0. Es ist A,,41 # 0, da v, ..., v, linear unabhangig
sind. Da K ein Kérper ist, gilt v € K.
Es folgt:
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A,
An+1

1 )01+"'+(—

“= (_ An+1

) - Un.

Dies gilt fiir beliebige w € V, d.h. v4,...,v, erzeugen V. vy, ..., v, ist unver-
kiirzbar, das heifst nach Weglassen eines der Vektoren haben wir kein Erzeu-
gendensystem mehr. Wenn wir zum Beispiel v, weglassen und vy, ...,v,-1
noch ein Erzeugendensystem wire, gibe es eine Darstellung

Uy = U101 + ... MUp410p41,

d.h. vy,...,v, wire linear abhédngig. Dies widerspricht der Voraussetzung.

3. = 2.: Sei v1,...,v, ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Dann sind
U1, ...,V linear unabhédngig. In der Tat: Ware

AMor+... 4,0, =0

ein nicht triviale Relation, etwa mit A,, # 0, dann:

v —(_Al)v ++(ﬁ)v
n = /\n 1 /\n n-1-

Doch dann wiéren schon vy, ...,v,-1 erzeugend, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung wdre also vi,...,v, zu einem linear unabhédngigem System
v1,...,0,-1 zu verkiirzen. 0O

Beispiel 18.23. Das Erzeugendensystem v; = (1,0),v, = (0,1),v3 = (1,1) von
Vektoren des R? ist verkiirzbar. Wir konnen sogar jeden beliebigen der drei
Vektoren weglassen und erhalten immer noch ein System, das ganz R? er-
zeugt: (v1,v2) = (v1,03) = (v, v3) = R%.

Bei w1 = (1,0), w2 = (0,1), ws = (0,2) konnen wir allerdings w; nicht weglas-
sen, da w, und w; nur die y-Achse erzeugen:

(wp, w3) = {(a,b) e R? |a = 0} ¢ R%.

18.5 Dimension

Da wir nun wissen, was eine Basis eines K—Vektorraumes ist, konnen wir nun
endlich dessen Dimension definieren:

Definition 18.24. Sei V ein K-Vektorraum. Dann definieren wir die Dimension
von V durch

n, falls V eine Basis vy, ..., v, aus n Vektoren hat ,

dimV :=dim; V = {
00, sonst.
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Der zweite Fall dim V' = oo tritt genau dann ein, wenn V kein endliches
Erzeugendensystem hat.

Beispiel 18.25. 1. dim K" =#n,daey, ..., e, eine Basis ist.

2. dim R[x] = o0, da wir aus endlich vielen Polynomen nur Polynome von
einem beschrinkten Grad linear kombinieren kénnen.

3. dimR[x]o; =d +1,da1,xx2...,x% eine Basis ist.

Bemerkung 18.26. Es ist nicht klar, dass die obige Definition der Dimension
eine verniinftige ist. Unklar ist bislang, ob je zwei Basen von V gleich viele
Elemente haben. Also miissen wir zeigen, dass die Dimension wohldefiniert
ist, d.h. unabhingig von der Wahl der Basis. Dies zu zeigen ist unser néchstes
Ziel.

Lemma 18.27 (Austauschlemma). Sei vy, ...,v, eine Basis von V und w € V
ein weiterer Vektor mit w # 0. Dann existiert ein i € {1,...,n}, so dass wir nach
Austausch von v; mit w nach wie vor eine Basis haben. Ist etwa i = 1, was man
durch Umnummerierung erreichen kann, dann ist also w, v, ..., v, eine Basis von
V.

Beweis. w ist eine Linearkombination
w=Av1+- -+ A0,

ftir gewisse A; € K, da vy, ..., v, ein Erzeugendensystem bilden. Wenigstens
ein A; € K ist # 0, da w nicht der Nullvektor ist. Nach Umnummerieren
konnen wir A1 # 0 annehmen.

Wir zeigen:

1. w,vy,...,v, ist ein Erzeugendensystem.

2. w,vy,...,U, sind linear unabhingig.

Zunichst einmal gilt:

o=t (S ke (S0,

da % € K existiert.

Sei u € V ein beliebiger Vektor. Dann existieren pj, ..., i, € k, so dass
U= o+ -+ Uyy,

dav,...,v, ganz V erzeugen. Also:
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u= yl(iw+(_—/\2)vz+~--+(_/\")v,,)+/\202+---+y,,v,,

A A M
= ﬁ—iw+ (y - /\2%)02 +- 4 (y,, - )\n%)vn.

D.h,w,vy,...,v, erzeugen V.

Zur linearen Unabhédngigkeit: Angenommen,
0=pw+ vy + -+ Upvy, Ui €K
Einsetzen der Ausgangsgleichung fiir w liefert
0= uiA1or + (U2 + u1A2)o + - -+ + (U + p1AR) 0.
Davy,...,v, linear unabhingig sind, folgt
piAr =0, po+uyA=0, ..., p,+wmA,=0€k

Nach Voraussetzung gilt:
1
/\1¢0=>H1:—[.11/\1=0.
A
Einsetzen liefert: yp =---=p, =0. O

Satz 18.28 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V ein K-Vektorraum und vy, ..., 0,
eine Basis von V und wn, ..., w, eine Familie von linear unabhingigen Vektoren.
Dann gilt n < v und es existieren Indices iy,...,i, € 1,...,v so dass wir nach
Austausch von v, mit wy nach wie vor eine Basis haben. Gilt etwai; = 1,...,i, =n,
was durch Umnummerierung von vy, ...,v, erreicht werden kann, dann ist also
Wi, ..., Wy, Vs, - .., Uy €ine Basis von V. Achtung: n < r wird bewiesen und nicht
vorausgesetzt.

Beweis. Induktion nach 7.
Fiirn = Oistnichts zu zeigen. Seialson > 1und der Satz fiir n—1 schon gezeigt.
Dann gilt 7 > n — 1 und wir miissen nur noch den Fall r = n — 1 ausschliefien.
Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen wir nach Umnummerierung von
v1,...,0, annehmen, dass

wl/“'/wﬂ—l/vn/-"/vf

eine Basis ist, denn auch die Familie wy, ..., w,-; ist linear unabhangig. w,
hat eine Darstellung

W, = AMwy + -+ Ay W1 + Ao, + -+ Ao, mit A; € K

Nicht alle Koeffizienten A,, ..., A, konnen 0 sein. Insbesondere r > n denn
sonst wdren wy, ..., w, linear abhangig, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Also ist einer der Koeffizienten A, ..., A, nicht 0; nach Umnummerieren von
Uy, - - ., 0y kOnnen wir annehmen, dass A,, # 0. Nach dem Austauschlemma ist
dann auch

W1, , Wy, Ops1y,e 0+, 0p

eine Basisvon V. 0O

Korollar 18.29. Je zwei Basen eines endlich—dimensionalen K-Vektorraums V haben
gleich viele Elemente. Insbesondere ist

n, falls A Basis vy, ..., vy,

dimV := {
oo, sonst

wohldefiniert.

Beweis. Es seien wq,...,w, und v4,...,v, Basen von V. Dann sind wy,...,w,
linear unabhéingig und nach dem Austauschsatz ist deshalb n < r. Die Un-
gleichung r < n folgt durch Vertauschen der Rolle der w’s und der v’s. Also
r = n. Gibt es keine endliche Basis, dann ist V nicht endlich erzeugt, da man
aus jedem endlichen Erzeugendensystem durch eventuelles Weglassen eine
Basis erhdlt. O

Korollar 18.30 (Basisergdnzungssatz). Sei vy,...,v, eine Familie linear un-
abhingiger Vektoren in einem endlich—dimensionalen Vektorraum V und sei r =
dim V < oo. Dann kann man diese Familie zu einer Basis

01y« Ony Ont1s oo, O
von V ergiinzen.
Beweis. Nach dem vorigen Korollar ist n < r. Ist n < r, so gibt es, ebenfalls

wegen des Korollars, einen Vektor w € V' \ (vy, ..., v,). Induktiv konnen wir
dies fortfithren, bis wir schliefSlich eine Basis erhalten. 0O

Tragen wir alle bisherigen Resultate zusammen, erhalten wir:

Korollar 18.31. 1. Jeder endlich—-dimensionale Vektorraum besitzt eine Basis.

2. Ist V ein Vektorraum der Dimension n = dim V' < oo, dann ist jede Familie von
mehr als n Vektoren in 'V linear abhingig.

3. Sei U C V ein Untervektorraum. Dann gilt: dim U < dim V.
Ist V endlich-dimensional und dim U = dim V, so folgt U = V.

Beweis. O
Bemerkung 18.32. Fiir unendlich—-dimensionale Vektorrdume
UCVmit dimU=dimV = o0

kann man auf U = V nicht schlieBen. Zum Beispiel: R[#] ¢ C°[a, ], da nicht
jede stetige Funktion ein Polynom ist.
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Aufgaben

Aufgabe 18.1 (Lineare Unabhingigkeit).

1. Priifen Sie, ob die folgenden Vektoren linear unabhéngig sind. Bestimmen
Sie in jedem Fall die Dimension des aufgespannten Raumes und geben
Sie eine Basis an.

a) (1/ 1/ O)t/ (]-/ 0/ ]-)t/ (O/ ]-/ ]-)t € (IF2)3'
b) (1,2,3)", (2,3,4)", (3,4,5) € R°.
) (5,0,5,-4), (0,5,-5,-3)%, (5,-5,10,-1)!, (-4, -3,-1,5)t € R%.

2. Fiir welche A € R sind die Vektoren (2, 1,3)t, (1,-1,2)t, (=A,4, -3)! € R®
linear abhingig? Stellen Sie fiir diese A den letzten Vektor als Linearkom-
bination der ersten beiden dar.

Aufgabe 18.2 (Untervektorraume). Welche der folgenden Mengen U; sind
Untervektorraume der Vektorraume V;? Berechnen Sie in diesen Fallen auch
deren Dimension.

LVi:=RS U :={peR| |pll=1}

2.V =R, U :={(x,y,zw) eER* | x+y+z+w=0, w=0}
3.V3 =R Us:={peR|(p,(1,2,3)) =0}

4.Vy=R, Us:={(x,y,zw) eR*|(x+y)- (x —y) = 0}.

5. Vs := Rlx]es = {ax® + bx* +cx+d | a,b,c,d € R}, Us :={p € Rlx]3 | b+d =
0, a+c=0}

Aufgabe 18.3 (Basen). Sei [F := [F5 der Korper mit fiinf Elementen.
1. Wie viele Elemente hat IF*?
2. Wie viele verschiedene Basen hat IF°?

Aufgabe 18.4 (Kodierungstheorie).

Parity Check Ist ein Daten-Wort w = (wy, ws, ..., wi9) € (IF2)* gegeben, so
setzen wir:
(01,02, ...,019,020) = (W1, Wy, ..., W9, p) € (F2)*°, wobei p die Paritit des
Wortes w ist, d.h.:

_J0, fallswy +wo +---+ w9 =0 mod 2,
p= 1, fallsw; +wy +---+w9=1 mod 2.

Wir nehmen an, dass bei der Ubermittlung eines Wortes v € (IF,)?’ hochs-
tens ein Buchstabe fehlerhaft beim Empfanger ankommt. Zeigen Sie, dass
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der Empfanger unter dieser Annahme erkennen kann, welche Worter
nicht korrekt tibertragen wurden und welche er daher nochmals anfra-
gen muss.

Hamming Code Fiir ein Daten-Wort w = (w;, wp, w3) € (IF;)* werden beim
Hamming-Code drei Parity-Check-Bits p1, pp, p3 hinzugefiigt, um einen
Ein-Bit-Ubertragungsfehler auch korrigieren zu kénnen. Das iibertrage-
ne Wort ist dann v = (vy,...,v7) = (p1, p2, W1, P3, W, W3, Wy) € (IF,)”. Hier-
bei sind p;, i = 1,2,3, Paritdten gewisser Teil-Worter von v. Das Teil-
Wort #; enthilt 2i-! Bits von v ab dem 2~'-ten Bit, enthilt die nichsten
2i-1 Bits nicht, enthilt die nichsten 2i-!-ten Bits aber wieder, usw.
ist also das Teil-Wort (v1,v3,vs,v7) = (p1, w1, W, Wa), t2 = (v2,03,0e, V7),
t3 = (v4, U5, Vs, v7). Lassen wir den ersten Buchstaben von t; weg, so erhal-
ten wir ein neues Wort, das wir s; nennen. p;, i = 1,2, 3, ist nun definiert
als die Paritat des Wortes s;.

Wie lauten die Daten, die als 2 = (0,0,1,1,0,1,0), b = (1,0,1,0,1,0,1),
c=(1,1,1,1,1,1,0) empfangen wurden, unter der Annahme, dass maxi-
mal ein Bit falsch {ibertragen wurde?

Aufgabe 18.5 (Austauschbarkeit von Basiselementen).
Seien vy = (1,3,-2,2), v, = (-3,2,-1,1)}, v3 = (1,3,-2,3)".

V.= <01,7Jz, U3> C ]R4.

1. Ist es moglich, einen der Vektoren vy, v;,v3 durch v = (=5,—4,3,-5)'
auszutauschen? Wenn ja, welchen?

2. Ist es moglich, einen der Vektoren vy, v,,v3 durch w = (-1,2, -3, 4)! aus-
zutauschen? Wenn ja, welchen?

3. Finden Sie einen Vektor v, € R?*, der vy, v5, v3 zu einer Basis des R* erganzt.

Aufgabe 18.6 (Basen von Untervektorraumen). Seien

JEp - =~ (3

Unterrdume des R3. Bestimmen Sie eine Basis des Unterraums U N W.

=
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Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

19.1 Definition und Beispiele

Beispiel 19.1. Wir wollen das Gleichungssystem

X1 +2x—bxz =1
2x1 + 3xy — 7X3 =3
3x1 +4x, —8x3 =13

(systematisch) 16sen.

Idee: Da der Koeffizient von x; in der ersten Gleichung # 0, konnen wir
diese Gleichung verwenden, um x; aus den beiden anderen Gleichungen zu
entfernen.

X1 +2x, —bxz =1
X2 +3x3 =1
—2x7 + 7x3 = 10

ist ein dquivalentes Gleichungssystem.

Anschlieflend 16sen wir das kleinere System (d.h. die unteren beiden Glei-
chungen) mit der selben Idee. Zunachst:

X1 +2x—bxz =1,
—Xy + 3X3 = 1,
x3 =138,

also x3 = 8. Dies in die vorletzte Gleichung eingesetzt ergibt:

—x,+3-8=1, alsox, =23.
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Schlieflich finden wir:
x+2-23-5-8=1 = x =-5.

= x = (-5,23,8)" ist der eindeutig bestimmte Losungsvektor.

Bemerkung 19.2. 1. Auch geometrisch ist es einzusehen, dass es genau eine
Losung gibt: Jede der drei Gleichungen definiert eine Ebene = Hyperebe-
ne in R® und drei Ebenen schneiden sich in der Regel in einem Punkt.

2. Eigentlich ist es tiberfliissig, die Variablen x1, x;, x3 jeweils hinzuschrei-
ben, denn allein aus der Position des Koeffizienten konnen wir schon
schlieffen, welche Variable dazugehort.

Definition 19.3. 1. Sei K ein Korper. Eine m X n Matrix mit Eintrigen in K ist
eine Tabelle
ai1 412 ... Ain

Aaz1 Ay ... Aoy
A= € K™

A1 Am2 - -+ Amn

von Korperelementen a;; € K. m ist die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der
Spalten von A. Wir schreiben auch

A = (aij)i=1,..mj=1,..n = (a;j) € K™

2. Es seien A = (a;) € K™" und B = (by) € K™ zwei Matrizen, so dass
die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt. Dann ist das
Produkt

C=A-B=(ck) € K™

n
durch die Formel cy = ). a;jbj erklirt.
j=1

11
Beispiel 19.4. A = 235 ,B=|-12]. Also,A-B = 423 eR¥? (1-1+2-
146 13 3 27

4 +3-6 = 27). In diesem speziellen Fall ist auch das Produkt B - A erklért, da
(zufélligerweise) m =2 =r:

11 3 711

€R3X3.
13 146 51523

Insbesondereist A-B # B - A.
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Spaltenvektoren wie
X1

x=|: |ek™
Xn
konnen wir mit n X 1 Matrizen identifizieren.
Das allgemeine Gleichungsystem
a11x1 +apxy + -+ ax, = b1
ar1xX1 +axpXxy + -+ ayXy, = bz

A1 X1 + AypXo + -+ + QX = by,

koénnen wir knapper schreiben:

an s A\ X1 by
Am1 *** Amn) \ Xn b
oder noch kiirzer
A-x=0b,
wobei
al a2 ... Aip b
1
dz1 Ay ... Aoy X - 1
A= . . . . |eK™, b=|:|eK"=K"
bﬂ‘l

Aml Am2 - -« Amn

und x = (x1,...,x,)" € K™ der Vektor der Unbestimmten ist.

19.2 Der Gaufialgorithmus zum Losen linearer
Gleichungssysteme

Um ein Gleichungssystem explizit zu l6sen, diirfen wir es dquivalent umfor-
men, z.B. einer Gleichung eine andere dazu addieren. Dies in Termen von
Matrizen fihrt auf den Begriff der Zeilenoperation. Der GaufSalgorithmus
gibt ein Verfahren an, mit Hilfe solcher Zeilenoperationen Gleichungssyste-
me zu losen.

Definition 19.5. Sei A = (a;;) € K"™" eine m X n-Matrix und seien a; € K", i =
1,...,m, die Zeilenvektoren von A. Eine elementare Zeilenoperation (oder ele-
mentare Zeilenumformung) ist eine der folgenden Operationen:
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I) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0 € K:
A= a:i > )\:ai = Al

II) Addieren der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:

a @

A= I =: Ap.
a; a; +4a;

II1) Addieren des A-fachen (A € K*) der i-ten Zeile zur j-ten Zeile:

a; a;
A= = =: Ajpp.
aj Aa; + aj

1V) Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile:

a; 11]'

Bemerkung 19.6. Die Operation vom Typ III und VI kann man auch durch
wiederholtes Anwenden von I und II erhalten.

Beweis. III)
a; Aa; Aa; ai

aj aj /\a,-+aj Aai+a]-
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V)

11]' {1]' —a; 11]' —a; —a; a;

O

Definition 19.7. Eine Matrix A = (a;;) € K"™" hat Zeilenstufenform, wenn sie
folgende Form hat':

|a1]1 * *

|a212 *

|a31'3 *
— , aij, #0.

i+

Genauer: Falls Ir mit 0 < v < m und Indices 1 < j; < --- < j, < n, 50 dass:

1.aj=0,falls1 <i<rundj<j;oderi>r.
2.a;, #0fiiri=1,...,r.

Satz 19.8 (GauBalgorithmus). Sei A € K"™*". Dann lisst sich A durch eine Folge

von elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix A, die in Zeilenstufenform ist,
umformen.

Beweis. Induktion nach m. Fiir m = 1 ist die Aussage trivial richtig. Sei also
m > 2. Wir betrachten die erste Spalte von A:

a1
a =

Am1

! Hierbei steht = fiir Eintrége, die nicht genauer spezifiziert sind (sie diirfen auch
0 oder gar nicht vorhanden sein). Die 0 in der linken unteren Ecke reprasentiert die
Tatsache, dass alle Eintrage, die links oder unterhalb der Linien sind, 0 sind. Solche
Notationen werden oft bei Matrizen verwendet.
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1. Fall: Ist a1 # 0, dann setzen wir j; = 1 und addieren jeweils das (—%)—
fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile. AnschliefSend hat A die Gestalt:

a1 a1 * ang o+
’ ’ —

0 |y, ay,

Lo : 0A
’ /7

0 le2 amZ

und wir fahren induktiv mit der Matrix A’ fort, die ndmlich weniger
Spalten als A hat.

2. Fall: a;1 = 0, aber a; # 0. Ist etwa a;; # 0, so vertauschen wir die i-te und
die 1-te Zeile
ain a - apn dp -+

H
a1 dpp - ai a -

und fahren wie im 1. Fall fort.

3. Fall: a; = 0. In diesem Fall ist j; > 1 und wir fahren mit der Teilmatrix

0

: A’ , Al e Kmx(n—l)
0

genauso fort, bis die erste Spalte keine Nullspalte ist. Dann trifft auf die

neue Matrix Fall 1 oder 2 zu.

O
Beispiel 19.9.
134 13 4 13 4 134 134
a-] 002 ml0fo2 ]| O0fL 1 |m|olt1|m|olt1]|_~
207 0|-6-1 0 —6|-1 0 0|5 00[5| ™
145 01 1 0 0|2 002 000
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4275
B = 3064
1024
4 2 7 5 4 2 7 5
M | 0]-3/26-21/44-15/4|=| 0]-3/2 3/4 1/4
0]-1/2 2-7/4 1-5/4) |o0|-1/21/4 -1/4
4 2 7 5 4 2 7 5
OmCSP@ 0| -3/23/4  1/4  |=|0|-3/23/4 1/4
0 0 0 |-1/4-1/12) {0 0 0 |-1/3

= B

Es leuchtet unmittelbar ein, dass man, wenn man solche Rechnungen per
Hand durchfiihren mochte, sinnvollerweise versuchen wird, Briiche und zu
kleine Zahlen zu vermeiden. Dies ist manchmal méglich, indem man Zeilen—
oder Spaltenvertauschungen vornimmt. Im nichsten Semester werden wir
auf die damit zusammenhéngende Thematik (genannt Pivotierung oder Pi-
votwahl) noch genauer eingehen, denn auch wenn man auf einem Computer
mit FlieBkommazahlen arbeitet, méchte man nummerische Fehler moglichst
klein halten und beispielsweise vom Betrag her sehr kleine Zahlen vermei-
den. Auch dies ist mit geeigneten Vertauschungen oft moglich.

Satz 19.10. Sei A € K™, b € K™. Das Gleichungssystem
Ax=b
hat eine Losung x € K" genau dann, wenn die erweiterte Matrix
(A b) e KmX(‘rl+1)

eine Zeilenstufenform hat, bei der Spalte n + 1 keine Stufe ist.

Beweis. Wir bringen die erweiterte Matrix (A : b) in Zeilenstufenform durch
elemetare Zeilenumformungen:

mitr Stufen. Ist die letzte Stufe bei Spalte n+1, dann hat das Gleichungssystem
keine Losung, da
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Oxq + -+ + 0xy, =O¢E,.
Andernfalls ist die Gestalt

)Ejl]l * *
Favzjz *
@, *
a;jr * *
0 0 [0
mit j, <n+1 undEH = =Em = 0. Man kann dann die x; mit j ¢ {j1,..., j,}

beliebig wéhlen und dann x;,, x;,_,, ..., x; sukzessive aus den Gleichungen

Arj,Xj, + Arj,+1Xj,+1 + 0 + ApXy = by

n

Zaljxj = bk

J=ik

bestimmen:
n
1= —
Y= T frjXj
T]r j=jr+1
n
1 3 —
Vi = =%~ AejXj
ik =il
O

Beispiel 19.11. Wir suchen den Lésungsvektor x € R® des Gleichungssys-

tems:
123)[ 1) _ (4
2341727 \5/)
X

3



19.3 Aufwand des Gaufialgorithmus (im Fall n = m) 249

123:4|
234:5

Die erweiterte Matrix ist:

Der Gaufalgorithmus liefert:

123:4]

0]-1-2:-3
Wir konnen x3 = t € Rbeliebig wéhlen. Dann ist —x, -2t = =3, also x, = 3-2t.
Eingesetzt in die erste Zeile liefert das: x; +2-(3—2t) + 3t = 4, also x; = -2 +1.

Wir finden also die Losungsmenge:
t—2
L={|3-2
t

-2 1
L={| 3 [+t]|-2

0 1

-2

1
mit Aufpunkt [ 3 ] und Richtungsvektor [—2 J
0 1

|telR}c]R3.

Diese ist eine Gerade:

|telR}

19.3 Aufwand des Gaufalgorithmus (im Fall n = m)
Um den Aufwand des Gaufsalgorithmus im Fall # = m zu berechnen, begin-

nen wir mit der Matrix:
ayn ... A bl
(A, b) =
Ayl « .. Aupn bn

1. Schritt: Wir bringen (4, b) in Zeilenstufenform:

* % kL, * %

0% x... %%

(A,D)=[00x...%x|,
000 0 =

wobei wir annehmen, dass die Matrix A genau n Stufen hat.
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2. Schritt: Riickwairts einsetzen.

Wir betrachten die Anzahl der Multiplikationen und Additionen in K, die
dabei durchzufiihren sind:

Additionen im 1. Schritt: Die erste Spalte in Zeilenstufenform zu bringen be-
notigt
n-1)-n+1)
~—_——— ——
Zeilen  Spalten
Additionen. Fiir alle Spalten sind dies insgesamt

Z(k+1)(k— 1) ~ Zkz L o)
k=1 k=1 3

Additionen, d.h. im Wesentlichen ein konstantes Vielfaches von #°.

Multiplikationen im 1. Schritt: Ahnlich: '}, k% € O(1®).
Operationen im 2. Schritt: Man zeigt analog, dass dies in O(?) liegt.

Insgesamt sind also O(n®) Kérperoperationen nétig.

Bemerkung 19.12. Es ist offen, was asymptotisch optimal ist. Arbeiten von
Strassen zeigen: Es kommt auf den Aufwand A - B aus A,B € K" an. Die
naive Betrachtungsweise anhand der Definition liefert: O(n3), namlich n®
Multiplikationen und n?(n — 1) Additionen.

Satz 19.13 (1969, Strassen). Seien A, B € K"™". Dann kann man A-B mit O(n'°827)
(man bemerke: O(n'°8:8) = O(n®)) Operationen ausrechnen.

Es gibt neuere, asymptotisch noch bessere Algorithmen, siehe dazu Bemer-
kung 20.29. Zunehmend wichtig werden Algorithmen, bei denen mehrere
Operationen parallel ablaufen kénnen, weil moderne Rechner mehrere, teils
sogar sehr viele, Operationen gleichzeitig ablaufen lassen konnen, u.a. durch
Ausnutzung der Graphikkartenchips. Solche Herangehensweisen sind in der
obigen Uberlegung nicht beriicksichtigt.

Aufgaben
Aufgabe 19.1 (Multiplikation von Matrizen). Seien
0-2
1 -23 -4 1-1
A_(—32—1 0)’ B_ZO ’
31

Berechnen Sie AB und BA.Konnen Sie AB # BA auch ohne Rechnen einsehen?
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Aufgabe 19.2 (Matrizen und Kommutativitit).

1. Bestimmen Sie alle Matrizen der Form

cd

(-1

2. Man sagt, eine nn X n Matrix M kommutiert mit einer n x n Matrix N, wenn
MN = NM. Bestimmen Sie alle reellen 2 X 2 Matrizen, die mit jeder reellen
2 X 2 Matrix kommutieren.

A= (a b), a,b,c,d e R,

fur die gilt:

Aufgabe 19.3 (Gaufl-Algorithmus). Losen Sie das folgende lineare Glei-
chungssystem mit dem Gaufi-Algorithmus:

111 1Y (x 1
123 4| x| |5

149 16| |x3| | 25
182764) x4 125

Aufgabe 19.4 (Schnelles Berechnen des Matrixprodukts). Zeigen Sie (die
Aussagen in () miissen dabei nicht bewiesen werden!):

1. Der folgende Algorithmus (von Strassen (1969)) berechnet das Matrix-
produkt, er benétigt fiir n = 2 insgesamt 7 (< 8) Multiplikationen (und 15
Additionen, dabei Zwischenergebnisse benutzen!).

2. Fiir n = 25,k € IN, benétigt er O(n'°%:7) (< O(n®)) Multiplikationen (bzw.
Mult. und Add.).

Eingabe: A, B € R™" und n = 2* fiir ein k € N.
Ausgabe: Das Produkt AB € R™".

1. Falls n = 1, dann schreibe A = (a), B = (b). Ausgabe: (ab).

An A\ o _ (Bui Bi B e ROUDXM/)
Aoy Ag , B ij,Bij € R .

2. Sonst schreiben wir: A = =
By1 By

), mit A

3. Wir setzen nun:

P1=A1;1By, Ps=(Ay + A) - (B2 — Bn),

Py =A12Bn, Pg=((A21 + A2z) — A11) - (B2 — (B12 — B11)),
P3=(A1p = ((An + An) — An1)) - Bn,  P7=(An —Ax)- (Bn — Bpn).

Py=A2 - ((Bx — (B12 — B11)) — B21),

Pl +P2 ((Pl +P6)+P5)+P3

4 Ausgabe: ((P1 + Pg) + P7) — P4 ((P1 + Pg) + P7) + Ps)’
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Lineare Abbildungen

Matrizen, die wir im vorigen Abschnitt betrachtet haben, beschreiben, wie
wir sehen werden, auf natiirliche Weise sogenannte lineare Abbildungen.
Um Losungen von Gleichungssystemen besser strukturell verstehen zu kén-
nen, betrachten wir daher nun lineare Abbildungen genauer. Mit deren Hilfe
werden wir gewisse Rdume, genannt Kern und Bild, einfiihren kénnen, die
essentiell fiir das Verstandnis von linearen Abbildungen und damit auch fiir
das Losen linearer Gleichungssysteme sind.

20.1 Grundlegende Definitionen

Definition 20.1. Es seien V, W zwei K-Vektorriume. Eine (K-) lineare Abbildung
(oder Vektorraumhomomorphismus) von V nach W ist eine Abbildung

fr VoW
die Folgendes erfiillt:

1. f(v1 +v2) = f(1) + f(v2) Vo, 0,€V  und
2. f(Av) =Af(v) YAeKVveV.

Die Menge aller Vektorraumhomomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit
Hom(V, W) bzw. zur Verdeutlichung des Korpers K mit Homg(V, W).

Beispiel 20.2.

1. Seien V = K", W ein weiterer K-VR und {wy,...,w,} = A eine Familie
von Vektoren von W. Dann ist



254 20 Lineare Abbildungen

X1 n
pa:K'—=W, x=|: |—>Zx,-w,'
X, =1
eine K-lineare Abbildung.
2. V=K" W=K", A= (a;) € K"™". Die Abbildung
X1
(pA:K”gK’”, x=| 1! |- Ax
Xn
ist K-linear.
3. Die Translation eines Vektors b € R",b # 0,

R'>R', x—>x+b

ist nicht linear, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Insbesondere ist also beispielsweise die Funktion f: R = R, x = 3x +1
keine lineare Abbildung, aber g: R — R, x — 7x schon (Abb. 20.1).

Abbildung 20.1. Die Funktionen f(x) = 3x + 1 und g(x) = 7x. Dabei ist f keine lineare
Abbildung, z.B. weil f(0) # 0ist, g aber schon.

Bemerkung 20.3. Ist f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorraumen. Dann gilt: f(Oy) = Ow (kurz: f(0) = 0).

Beweis. Es gllt Oy = 0k - Oy, also: f(Ov) = f(OK -0y) =0k - f(()v) =0w. 0O

Die in der folgenden Bemerkung verwendeten Begriffe injektiv, surjektiv und
bijektiv werden ausfiihrlich in Abschnitt 2.8.2 beschrieben. Knapp gesagt
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ist eine Abbildung injektiv, wenn jedes Element der Bildmenge hochstens
ein Urbild hat, surjektiv, wenn jedes solche mindestens ein Urbild hat, und
bijektiv, wenn jedes solche genau ein Urbild hat.

Bemerkung/Definition 20.4. Einen injektiven Vektorraumhomomorphismus
f:V — W nennen wir einfach Monomorphismus, einen surjektiven nennen
wir Epimorphismus. Ein bijektiver Vektorraumhomomorphismus f: V — W
heifit Isomorphismus; V und W heiflen dann isomorph (V = W). Ist f ein
Isomorphismus, dann ist die Umkehrabbildung f~! : W — V ebenfalls ein
Isomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist: f~! ist K-linear. Sind w1, w, € W und v; = f Y (w)), ] =
1,2, also w; = f(v;), dann gilt:

w1 +wy = f(v1) + f(v2) = f(v1 +02),

also: f Y (w1 +wy) = fH(f(v1 +v2)) =01 + 0 = fHwy) + fH(wo).

Sind auerdem w € W, A € Kund v = f~}(w), also w = f(v), dann gilt:
Nw=A-f@) = fA-0),
also: f'(A-w) = fH(f(A-v)=A-v=A-fHw). O

20.2 Kern und Bild

Satz/Definition 20.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-
Vektorriumen. Dann ist der Kern von f

Kerf={veV]|fv)=0jCcV
ein Untervektorraum von V und das Bild von f
Bildf=f(V)={weW|JdveV: flv)=w}CW

(auch manchmal im(f) geschrieben, von engl. image) ein Untervektorraum von W.

Beweis. Zur Abgeschlossenheit des Kerns: Seien v1,v, € Ker f = f(v1) =0 =
f(2)= f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) =0+ 0 =0, da f linear ist = v; + v, € Ker f.
Seiennunv € Ker f,A € K, f(Av) = Af(v) =A1-0=0= Av € Ker f.

Zum Bild: Seien wy, w, € Bild f, etwa w; = f(v;). Dann ist wy + w, = f(v1) +

f(v2) = f(v1 + v2) € Bild(f) wegen der Linearitit von f. Seien nun wieder
w = f(v) € Bild f,A € K, dann: Aw = Af(v) = f(Av) € Bild(f). O
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Satz 20.6. Sei f: V — W ein Vektorraumhomomorphismus.
Die Abbildung f ist ein Monomorphismus genau dann, wenn

Kerf=0={0}C V.

Beweis. Angenommen Ker f = 0,v1,v; € V und f(v1) = f(v2). Wir miissen
zeigen, dass dann v; = v, gilt:

= f(v1 —v2) = f(v1) = f(v2) =0
= v1 —v; € Ker f = {0}
=01 —0y = 0
= 01 =0y
Also f ist injektiv.

Die umgekehrte Richtung ist klar, da bei einer injektiven Abbildung nur die
0 auf 0 abgebildet wird. O

20.3 Vorgabe der Bilder einer Basis

Satz 20.7. Sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension und 8 = {v4,...,v,} eine
Basis.

1. Dann ist die Abbildung

=

pg: K' =V, e X;0;

ein Isomorphismus.

2. Ist W ein weiterer K-Vektorraum und A = {wn, ..., w,} eine beliebige Familie
von Vektoren aus W, dann ist die Abbildung

@ﬁ[;V—)W’U:i/\iviHi/\iwi

i=1 i=1

linear.

Beweis. Surjektivitat ist klar nach Definition einer Basis. Wegen der Eindeu-
tigkeit der Darstellung in einer Basis ist (0,...,0)" der einzige Vektor, der
auf 0 € V abgebildet wird. Die Linearitit beider Abbildungen ist einfach
nachzuweisen und wird daher hier nicht vorgefiihrt. O
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Beispiel 20.8. Seien V = R[t]<s, B = {1,t,£3,...,7}. Dann ist

ap n
R R[t]<4, e Z‘ {Ziti
a i=0

d
ein Isomorphismus. Ein anderer ist:
ap d
R — Rt e Z ai(t—a), aeR
a i=0

Bemerkung 20.9.

1. Bezeichnet ¢ = ¢, = {ey,...,e,} C K" die Standardbasis, dann ist offenbar:
P8 = P

2. Vorgabe der Bilder einer Basis: Die zweite Aussage von Satz 20.7 besagt,
dass die Bilder einer Basis unter einer linearen Abbildung beliebig vor-
geschrieben werden kénnen, etwa v; = w;, i = 1,...,n, und dass damit
die lineare Abbildung festgelegt ist. Denn jeder Vektor v € V entsteht als
Linearkombination der v;.

3. Isomorphie gleich-dimensionaler Vektorriume: Es gilt nach der ersten Aussa-
ge des Satzes 20.7:
dimKV=n =V EK”,

da V eine Basis besitzt. Alle n-dimensionalen K-Vektorraume sind also
isomorph.

20.4 Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung

Definition 20.10. Seien V, W zwei endlich—dimensionale K-Vektorriume und A =
{v1,..., 00} bzw. B = {wn,..., wy} Basen. Ist f: V. — W eine lineare Abbildung,
dann betrachten wir die Skalare a;; € K definiert durch

m

f(v]') =AWy + gy + -t Ay = Za,-,-w,- e W.
i=1

(Dies basiert auf der Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors als Linearkombi-
nation einer Basis.) Dann heif$t die Matrix

A = (a;) = M (f) € K™

die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen A und 8.
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Beispiel 20.11. Sei V = R[x]4, und seien ay, ..., as € R. Die Abbildung

p(@o)
p: V- R+, pe

p(eq)
ist R-linear, weil (p + g)(a;) = p(a;) + g(a;) und (Ap)(a;) = Ap(a;). Um die Dar-
stellung von ¢ beziiglich der Basen A = {1,¢,..., 1} und der Standardbasis
e =1{ei,...,es1) € R¥ zu berechnen, betrachten wir fiiri = 0,1,2,...,d die

Bilder der Basisvektoren aus A und stellen diese als Linearkombination der
Basis € des Zielvektorraumes dar:

) 1 0 0
ay 0 1 0
e = 1 |=ay|0[+al 0 oot al 0 .
al : :
4 0 0 1

Daher hat ¢ die Matrixdarstellung

lag a? ... of
lag... ... ad
- : E]R(dH)X(dH).
lag--- -- O‘Z

Merkregel 20.12. A € K"™" mit Spalten A = (a4, .. .,a,). Dann ist die j-te Spalte
aij
aj=| : |€ K™
Amj
das Bild des j-ten Einheitsvektors von K".
Beispiel 20.13. Seien V = R[f]<s5, W = R[f]<4-1 mit Basen A = {1, £t

B={1,t...,t71). Sei
p: VoW peoyp

die Abbildung, die ein Polynom auf seine Ableitung abbildet. Dann gilt:
Pt = (¢ =kt

Also:
010---0

002---0
M%((P)Z S € R<@+1)

000---d
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Satz 20.14. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorriumen
Vund W. Ist A = (a;j) = M;‘(f) € K™" die Matrixdarstellung bzgl. der Basen
A=A{v1,..., 05} und B ={w, ..., wy}, so gilt:

1. Das Diagramm

kommutiert, das heifst

X1

fleax)) = pg(Ax) Vx=| : [eK"
Xn

2. Jede Matrix A € K"™" liefert eine Abbildung f, so dass das Diagramm kommu-
tiert.

Beweis. Zu 1.: Der untere Pfeil ist

n
Y. a1jX;
X1 j=1
1A m
x=|: | Ax= eK
X n
! X j
j=1

Unter @g (rechter Pfeil) geht dies tiber in:

n

Y a1jX;

j=1
Pg(Ax) = pg

n
Y. X
j=1

Betrachten wir nun den anderen Weg: Der linke Pfeil ist

X1 n
R z :

X = : g x]-v]-.
Xn =t

Unter f geht dies tiber in (oberer Pfeil):
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n n
Z Xj0; - fl 2%
1

j=1

Schauen wir uns nun die Ergebnisse, die wir auf den beiden Wegen in der
rechten oberen Ecke erhalten haben, an, so sehen wir:

Y a1
j=1 ' m n
P8 = Zﬂijxj wi,
n i=1 \ j=1
Y Amjx;

was nach Definition von ¢g gilt, so dass das Diagramm kommutiert.
Zu 2.: Die Abbildung ist: f = pgo Ao l. O

Wir konnen lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektor-
raumen also vollstandig auf Matrixebene verstehen und die Abbildungen ¢ #
usw. benutzen, um zwischen den urspriinglichen Vektorraumen und dem K"
hin— und herzuwechseln. Eine direkte Folgerung ist:

Korollar 20.15. Esseien U, V, W drei K-Vektorriiume mit Basen C = {uy, ..., u,}, A =
{v1,...,04}, B = {wy, ..., Wy}, sowie g: U = V, f: V — W zwei lineare Abbil-
dungen. Dann gilt fiir die Matrixdarstellungen A = Mg(f), B = M%(g) und
C= MZC;(f o g), dass

C=A-B.

Mit anderen Worten: Das Diagramm

/m“\\

Uu=——VvV—-Ww

8 f
WCT: (PﬁT: WBT:
A



20.5 Invertierbare Matrizen 261

kommutiert; insbesondere heifit dies, dass das Matrixprodukt der Komposition von
linearen Abbildungen entspricht.

Beweis. Wir betrachten die Hintereinanderausfiihrung f o g: U — W. Fir
einen Vektor 1 der Basis von U gilt:

(f o 8)ux) = f(&(x))

=f (Z bjv;)
j=1

=) bicf(@)
=1

Also:

=

C=(cy) € K™ mit ¢y

Il
2
Sal)
oy
[y,
=

ist die Matrixdarstellung von f o g. 0O

Korollar 20.16. Das Matrixprodukt ist assoziativ, das heifit:
(A-B)-C=A-(B-C) YAeK™"VBe K™ VCeK™.

Beweis. Die Komposition von linearen Abbildungen ist assoziativ:

A-«(B-C)

20.5 Invertierbare Matrizen

Definition 20.17. Eine quadratische Matrix A € K™" heifit invertierbar, wenn
die lineare Abbildung f: K" — K", x — f(x) = Ax, ein Isomorphismus ist.
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Die Matrixdarstellung der Umkehrabbildung B = Mg( 1) € K™ erfiillt:

B-A =E = (6).

Hierbei bezeichnet 6y := {(1)’ j; erllssf =1 das Kroneckersymbol; E ist also die
Einheitsmatrix:

100...0

010...0

E=|001... 0| e K™",

000...1

Wir definieren die Inverse:
Al :=B.

Bemerkung 20.18. Es gilt: f ! o f = idR», also
ME(f) - M4(f) = ME(idr) dh. B-A=E.

Da auch f o f! = idgs, gilt A - B = E ebenfalls.

A~listdurch A eindeutig bestimmt, denn es definiert die eindeutig bestimmte
Umkehrabbildung

[ G TN S

Satz/Definition 20.19. Die Menge der quadratischen invertierbaren nxXn—Matrizen
iiber K bezeichnen wir mit

GL(n,K) := {A € K™" | A ist invertierbar }

(GL steht fiir general linear). Vermoge des Matrizenproduktes ist GL(n, k) eine
Gruppe.

Definition 20.20. Eine Gruppe (G, ) ist eine Menge G, zusammen mit einer Ver-
kniipfung -, das heif$t einer Abbildung

GxG—G, (ABw+A-B,
die folgenden Axiomen geniigt:
G1) Assoziativgesetz:
(A-B)-C=A-(B-C) VYAB,CeG.
G2) Existenz des neutralen Elements:

dEeGmitA-E=A YAeG.
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G3) Existenz von Inversen:

YAeG,AA ' e G, sodass A1 - A = E.

Eine Gruppe heifit abelsch (nach N.H. Abel (1802-1829), oder kommutativ), falls
fiiralle g,h € G gilt: gh = hg.

Beweis (von Satz 20.19). Ist klar mit den vorigen Sdtzen. O
Einige Beispiele von Gruppen sind:

Beispiel 20.21.

1. (Z, +) ist eine Gruppe:
a+be?, (@+b)y+c=a+0b+c), a+0=aVa=>E=0, a+(-a)=0
(wird die Verkniipfung + verwendet, dann schreibt man fiir a~! meist
—-a).

2. (77, ") ist keine Gruppe (Z" := Z \ {0}):
l-a=a VaeZ,1 istalso das neutrale Element (E = 1). Aber fira € Z
mit |a| > 1 existiert kein Inverses. ZB: AbeZ: 2-b=1.

3. Sei K ein Korper. Dann sind (K, +) und (K*, -) abelsche Gruppen.

Bemerkung 20.22.

1. GL(n, K) ist nicht abelsch (siehe Ubungsaufgaben).

2. Bsgilt: (A-B)"! =B1-A"!,dennA-B-B1-A'=A-E-A1=A-A1=E.
20.6 Berechnung der Inversen mit dem GaufSalgorithmus
Beispiel 20.23. Wir wollen die quadratische Matrix

123
A=[235

346

€ R3X3

invertieren. Das heifit wir suchen ein B € R¥®3 mit B-A = Ebzw. A-B = E,
wobei E die 3 X 3—Einheitsmatrix bezeichnet.

Die erste Spalte (b11, ba1, b31)' von B ist die Losung des Gleichungssystems

i b1y 1
.. by |=10].
as3 b31 0
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Analog fiir die zweite und dritte Spalte b; = (by;, ba;, bs;)'. Dies sieht man
besonders gut, wenn man das Matrizenprodukt A - B = E folgendermafien
notiert:

ba1 by ba3
b31 b3y bz

appapamz) (1 0 0
az1 A a3 0 1 0.
azpapazz) (0 0 1

Die drei Gleichungssysteme A - b; = ¢;, i = 1,2,3, kdnnen wir simultan mit
dem GaufSalgorithmus losen:

[bn b1z bi3

1. Wir bilden die erweiterte Matrix

123|100
235/010].
346001

2. Wir bringen diese mit dem Gaufialgorithmus auf Zeilenstufenform: Zu-
erst 2. Zeile - 2 x 1. Zeile, 3. Zeile - 3 x 1. Zeile,

0-1-1|-210
0-2-3|-301

N>

1 2 3 100]

dann noch 3. Zeile - 2 x 2. Zeile:
1 2 3/ 1 00
~»|0-1-1|-2 10/{.
0 0-1] 1-21

3. Wir machen die Diagonalelemente der linken Teilmatrix zu 1 (2. und 3.
Zeile durchmultiplizieren mit —1):

123 1 0 0
~»1011] 2-1 0}f.
001|-1 2-1

4. Wir raumen die Eintrédge oberhalb der Diagonalen des linken Blocks von
unten nach oben aus. Zuerst 2. Zeile - 3. Zeile und 1. Zeile - 3 X 3. Zeile,

120] 4-6 3
~|010] 3-3 1],

001|-1 2-1
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dann noch 1. Zeile - 2 x 2. Zeile:
100/-2 0 1
~ 010 3-3 1].
001|-1 2-1
Die Inverse ist nun hinter dem Strich abzulesen:
-2 01
Al=] 3-3 1].
-1 2-1

Dass dies auch allgemein so funktioniert, werden wir im néchsten Abschnitt
sehen.

20.7 Der Gauf3algorithmus zur Berechnung der Inversen

Sei A € K™,

1. Aistinvertierbar genau dann, wenn die Zeilen-Stufenform genau n Stu-
fen hat:

‘ﬁll * k%
_ 0 |ﬁ22 * o
A= -

: R

0 --- Olﬁnn

Die Notwendigkeit ist klar, weil sonst die letzte Zeile eine Nullzeile ist.
Die zugehorige lineare Abbildung ist nicht surjektiv, da dann nédmlich
A-x = (x1,...,x,-1,0)' Vx € K". Die andere Richtung der Behauptung
zeigt der folgende Algorithmus.

2. Ist A invertierbar, so erhilt man die inverse Matrix wie folgt:

a) Wir bilden die um E erweiterte Matrix

app - - a1, |1 0 - 0
(A|E)=| @ ™ o1 =
D0

App -+ - a0+ 01

und bringen diese auf Zeilenstufenform (mit Zeilenoperationen)

|@...g1n
(A|E)~ (A|B) = ot by
0 |am

(moglicherweise Zeilenvertauschungen notig).
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b) Wir dividieren die k-te Zeile jeweils durch dy, € K\ {0} (da die Zeilen-
stufenform genau n Stufen hat), und erhalten die Gestalt:

1...711”

c¢) Wir rdumen durch Zeilenoperationen die Eintrége 4;; sukzessive aus,
etwa in der Reihenfolge:

[
o
B

ﬁn—l,n/ ﬁn—Z,n/ ey

ﬁnfz,nflr ey

e
=
N

Dann haben wir eine Matrix:

1---0

Behauptung. Fiir die eben erhaltene Matrix gilt: A~! = B.

Beweis. In der ersten Spalte von B steht (b1, ...,bn)!, die Losung des Glei-
chungssystems:

b1y (1)
A E =1:1
bnl 0

0

bk :
A =1 = €k

bnk

0

Also insgesamt: A - B = E. Es folgt: B ist invertierbar und A = B™!, also auch
B-B! =Eund letztlichB=A"!. O
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20.8 Klassifikationssatz/Struktursatz von Linearen
Abbildungen

20.8.1 Die Resultate

Bzgl. unterschiedlicher Basen kann die Matrixdarstellung einer linearen Ab-
bildung sehr verschieden aussehen. Die folgende Aussage erklart, wie man
aus einer Matrixdarstellung zu einer neuen kommt, wenn alle Basen (alte
und neue) bekannt sind:

Satz/Definition 20.24 (Basiswechsel). Es seien V, W zwei endlich-dimensionale
K-Vektorriume mit Basen

A={v1,...,0.), B={wn,..., Wy}

und f: V — W eine lineare Abbildung. A = M;Z‘( f) sei die Matrixdarstellung von
f beziiglich dieser Basen.

Sind A" = {v},..., vy}, B ={wy,..., w,,}, dann ergibt sich die Matrixdarstellung
B = Mg,/ (f) in den neuen Basen wie folgt:

B=TAS™,

wobei T = MB (idw), S = (idv) die sogenannten Basiswechselmatrizen
sind. Hierbei bezezchnen idy : V — Vundidw : W — W jeweils die identischen
Abbildungen.

Mit anderen Worten: Das folgende Diagramm kommutiert:

Kr —E s g

fhe oy

M2 Gd)=s| V — = W | 7= i)

N

K?’l $_ Kﬂl .

Beweis. Klar nach Definition der Matrixdarstellung. Beispielsweise:

T T(st’
T =M, (ldw)
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Wihlt man die Basen fiir eine gegebene lineare Abbildung geeignet, so ist es
immer moglich, nahezu die Einheitsmatrix zu erhalten. Genauer:

Satz 20.25 (Klassifikationssatz/Struktursatz von linearen Abbildungen).
Sei f: K" — K™ die durch die Matrix A € K™ definierte lineare Abbildung.
Dann existieren S € GL(n,K), T € GL(m, K), so dass:

1

TAS™! =

fiir ein r < min(n, m).

Beweis. Wir wihlen Basen von K" und K" geschickt: Zunéchst betrachten wir
dazu den Kern
KerA ={x € K" | Ax = 0}.

Ist d = dim(Ker A), so setzen wir r = n — d (also r < n). Zunichst wihlen
wir eine Basis von Ker A C K", die wir mit v,41,...,v, durchnummerieren.
Anschlieffend ergdnzen wir diese durch Vektoren vy,...,v, € K" zu einer
Basis A = {v4,...,v,} von K".

Seien w; = f(v;), i = 1,...,r, die Bilder der ersten r Vektoren. Dann sind
wy, ..., w, € K" linear unabhéngig: Waren sie ndmlich abhédngig, etwa

Mwr+---+ Aw, =0,

SO ware
Mo+ + A0, € Ker A = (Upy1,...,04)

das heifst {vy,...,v,} wire keine Basis, aufser Ay = --- = A, = 0. Da also
wy, ..., W, insgesamt r linear unabhéngige Vektoren in K" sind, folgt:

r < m (= dimK™).

Wir ergdnzen nun wy, ..., w, zu einer Basis 8 = {wy, ..., Wy, W41, ..., Wy} des
K™. Beziiglich der Basen A und B hat f die Gestalt:

1

MA(f) = LS
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Dies folgt sofort aus f(v;) = w;, i = 1,...,rund f(vj)) =0, i=r+1,...,n
Wenn also § = M&(idx:) und T = M(idg») die Basiswechselmatrizen sind,
so folgt, dass das Diagramm (das aus dem dufleren Teil des Diagramms in
vorigem Satz besteht)

o D
it
A

K}’l S Km

kommutiert. D.h., TAS™ = MZ\(f). O

Beziiglich geeigneter Basen kann jede lineare Abbildung zwischen endlich—
dimensionalen Vektorraumen also durch eine sehr einfache Matrix beschrie-
ben werden. Der Wechsel zur passenden Basis in Definitions— bzw. Ziel-
Vektorraum wird jeweils von einer invertierbaren Matrix realisiert. Mit Hilfe
des Beweises ist folgende oft hilfreiche Formel leicht einzusehen:

Korollar 20.26 (Dimensionsformel). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwi-
schen zwei K-Vektorriumen und dim V < co. Dann gilt:

dim Bild(f) + dim Ker(f) = dim V.

Beweis. Ist d = dimKer f und n = dimV, dann ist Bild(f) = (w,...,w,)
(siehe Beweis des Satzes), also dim Bild(f) = r, wobei r = n — d (auch nach
dem Beweis des Satzes). O

Bemerkung 20.27. Die Formel gilt auch, falls dim V' = co. Dann muss ndmlich

wenigstens einer der Vektorrdume Ker f oder Bild f ebenfalls co-dimensional
sein.

20.8.2 Geometrische Interpretation des Klassifikationssatzes

Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Beziiglich geeigneter Basen bzw. Ko-
ordinaten ist f eine Parallelprojektion:

U1 01

Uy o Uy ‘
(%25 0

Uy 0

Geometrisch sieht dies aus wie in Abbildung 20.2.
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¢ Ker f

i f

Abbildung 20.2. Geometrische Interpretation des Klassifikationssatzes linearer Ab-
bildungen.

20.8.3 Anwendung fiir Gleichungssysteme

Sei Ax = bmit A € K"™", b € K", ein Gleichungssystem und
Ax=0

das sogenannte zugehorige homogene Gleichungssystem.

Dann ist die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems der Unter-
vektorraum
KerA ={x e K"| Ax = 0}.

Ist ¥ € K" eine Losung des i.A. inhomogenen Gleichungssystems
Ax =D,
dann ist dessen ganze Losungsmenge
Ly={xeK'|Ax=b} =%+ KerA:={¥+x € K" | x € Ker A}.
Es gilt namlich fiir x € Ker A und ¥ mit A¥ = b, dass ¥ + Ker A C L;, da

A(X +x) = AX + Ax
= AX
=b;

umgekehrt gilt Ly C & + Ker A:

X €L, = AN - %) = Ax' — Ax
=b-b
=0

= x —%eKerA,

also
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x" € ¥ + Ker A.

Insgesamt haben wir demnach X+ Ker A C L; C X+ Ker A eingesehen, so dass
tatsiachlich L, = % + Ker A, wenn eine Losung X von Ax = b existiert.

Ist b ¢ Bild(A), dann existiert kein ¥ € K" mit A%¥ = bund L, = 0.

Zusammenfassend konnen wir also das Problem, alle Losungen von Ax = b
zu finden, 16sen, indem wir die beiden einfacheren Probleme, alle Losungen
von Ax = 0 und nur eine Losung von Ax = b zu finden, 16sen.

20.8.4 Spezialfall: Genauso viele Gleichungen wie Unbestimmte

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall von Gleichungssystemen mit
genauso vielen Gleichungen wie Unbestimmten, d.h. A € K™".

Satz 20.28. Sei A € K™" und b € K"; mit f bezeichnen wir die zugehorige lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. A ist invertierbar, d.h. A € GL(n, K) bzw. f ist ein Isomorphismus.
2. Ker A = 0,d.h. f ist ein Monomorphismus.
3. Bild A = K", d.h. f ist ein Epimorphismus.

4. Ax = b hat genau eine Losung.

Beweis. 1. &< 2. < 3.: siehe Ubungsaufgaben.

4. = 2. & 3. & 1.: Ax = b hat fiir ein b genau eine Losung %. Die Menge
aller Losungen fiir dieses b ist dann aber ¥ + Ker A, d.h. es folgt Ker A = 0,
unabhédngig von b. Da 1. bis 3. dquivalent sind, folgen auch die anderen
Aussagen. O

Bemerkung 20.29. 1. Hiufig will man das Gleichungssystem
Ax=b

fiir eine Matrix A € K"™" und viele verschiedene b ermitteln. Dann lohnt
es sich, die Inverse A~!, etwa mit Gauf3, zu finden, weil dann fiir jedes b
die Losung einfach iiber x = A~1b zu berechnen ist.

2. Fiir A € GL(n, K) ist der Aufwand, A~! zu berechnen, mit Hilfe des Gauf-
algorithmus von der Gréfienordnung O(1°).

3. Eine Matrixmultiplikation
A-B

auszurechnen fiir A, B € K™ hat mit der Formel aus der Definition den
Aufwand O(n?), denn es gibt n* Eintrédge von A - B und
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n
Cik = Z aixby;
=

besteht aus 1 Termen.

ZB..n = 2. Der Aufwand ist 8 Multiplikationen. 7 Multiplikationen
geht aber auch! Dies liefert fiir allgemeines n einen niedrigeren Auf-
wand (Strassen, 1969, wie schon in Satz 19.13 auf Seite 250 erwahnt):
O(n"%7) ~ O(n*”). Inzwischen existieren asymptotisch bessere Algorith-
men. Es scheint aber immer noch unklar, ob eine asymptotische Laufzeit
von O(n?) moglich ist. Erstaunlicher Weise basieren neueste Ansétze auf
Gruppentheorie.

Man kann aufierdem zeigen, dass viele Matrixoperationen im Wesentli-
chen auf die Multiplikation von Matrizen zuriickgefiihrt werden kénnen.
Beispielsweise ist das Invertieren von Matrizen genauso schnell wie das
Multiplizieren, so dass ein Algorithmus in O(n?) fiir die Multiplikation
auch einen Algorithmus fiir das Multiplizieren in O(1?) liefern wiirde.

20.9 Summen von Vektorriumen

Definition 20.30. Seien V ein K-Vektorraum und U, W C V zwei Untervektorrau-

me.

Dann bezeichnet

U+W={pweV|JueldweW: :v=u+w}

die Summe der Untervektorriume.

Die

Wir

duflere bzw. direkte Summe von U und W ist
UoW:=UXxW={uw)|luel we W}
haben eine kanonische lineare Abbildung

frUeW—>V, (uw)m-u+w.

Hiufig wird U® W auch nur als Notation von U + W verwendet, wenn UNW = 0.

Satz 20.31. Mit obiger Notation gilt:

und

Bild(f: UsW — V)= U+ W

Ker f=UNW

vermoge

gUnNnW-UeW, x (x,—x).
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Beweis. Bild g = U N W ist klar, weil (x, —x) — x die Umkehrabbildung ist.
Bild f = U + W ist klar nach Definition von U + W.

Bild g € Ker f ebenso, da f(x, —x) = x — x = 0. Umgekehrt miissen wir noch
zeigen, dass Ker f C Bild g gilt, da dann Ker f = Bild g folgt. Ist (u,w) €
Ker f € U® W, dann folgt aus 0 = f(u,w) = u + w, dass w = —u, also
w,u € UNW,und (1, w) = g(u) € Bild g und deshalb Ker f C Bild g. Insgesamt
ergibt sich:

Bild g = Ker f.

Es folgt mit der Dimensionsformel:
dim Bild ¢ = dimKer f = dim(U & W) — dim(U + W).

Da aber dim Ker f = dim(Ker(U®& W — U + W)) ist, weil die v auSerhalb von
U + W nicht im Bild sind und da Ker(U® W — U + W) = U N W ist, also
Ker f = U N W ist, induziert g also einen Isomorphismus

UNW S Ker (UeW — U+ W).

a

Korollar 20.32 (Dimensionsformeln). U, W C V seien Untervektorriume. Dann
gilt:

dim U + dim W = dim(U N W) + dim(U + W)
dim(U @ W) = dim(U X W) = dim U + dim W
dim(U N W) = dimKer f
dim(U + W) = dim Bild f.

Beweis. Dies folgt mit dem vorigen Satz direkt aus der ersten Dimensionsfor-
mel (Korollar 20.26). 0O

Beispiel 20.33. V = R®. Wir betrachten die beiden Untervektorraume:

Z?ﬁf]), w:([} ,[_i])

0 1
Welche Dimensionen konnen fiir U; N W und U; + W auftreten?
Es gilt: dim U; = 1, dim W = 2 V¢t. Aufierdem ist

=

dim(U; N W) = 0, dim(U, + W) = 3,

falls
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(L)

eine Basis des R® ist und dies passt zu den Formeln aus dem Korollar.
Ist dies nicht der Fall, dann:

cost 1 1
[sint] € ({1][—1]) =W (U, CW),
0 1 1

dimU; =1, dim W = 2, dim(U; N W) = 1, dim(U; + W) = 2.

also:

Dies liegt vor, falls:

cost 0 n -
sint e<2>=t:—bzw.t:—+kn,keZ.
0 0 2 2

Aufgaben

Aufgabe 20.1 (Dimension).

1. Seien U = ((1,0,1),(1,-1,1)" und W = ((0,1,-1),(1,1,0)!) zwei Unter-
vektorrdume von V = (IF;)3. Die Elemente des Korpers IF; bezeichnen wir
hierbei wie iiblich mit —1, 0, +1. Berechnen Sie Dimension und Basen fiir
die Vektorrdaume: U, W, U+ W, UNW.

2. Zeigen Sie: Fiir einen Vektorraum-Homomorphismus ¢: K" — K", n <
oo, gilt:

@ injektiv & ¢ surjektiv & ¢ bijektiv.

3. Seien U, = ((1,1,1 (A, A, =A)Y, Wi = {(cos A,sin A, 0)t, (cos A, sin A, 1)t
Unterrdume des R3. Fiir welche A € R ist dim(Uy N W,)... (@)...=0
b)...=1? (¢)...=2? (d)...=3?

Fertigen Sie eine Skizze der Situation an.

)
?

Aufgabe 20.2 (Kern und Bild). Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Kern
und Bild derjenigen linearen Abbildungen, die durch folgende Matrizen de-
finiert werden. Uberpriifen Sie die Dimensionsformel fiir diese Beispiele.

1234 1 2 3
1213 dxa 11 -21 3
A_1012 e R*™, B= 20 4 e R*.

1035 -3-2-7



20.9 Summen von Vektorrdumen 275

Aufgabe 20.3 (Kern und Bild). Sei n € IN. Welche der folgenden Aussagen
sind richtig? Kurze Begriindung:

(@) KerA c KerA>? VA eR™", (b) KerA D Ker A2 VYA e R™",
() BildA C BildA2 VA€ R™",  (d)BildA > BildA? VA € R™,

Aufgabe 20.4 (Invertieren von Matrizen). Invertieren Sie die Matrix

4 4 _8
2-3-373
0_%_%_§ 4x4

— X
A= 42 _4_s €Q

3 3 3

40 -2-4

mit Hilfe des Gaufsalgorithmus.

Aufgabe 20.5 (Matrixdarstellung einer linearen Abbildung). Fiir eine Men-
ge N bezeichne idy: N — N die identische Abbildung. Sei V := R[t]<y.
Bestimmen Sie die Matrixdarstellung

A = M(idy)
von idy bzgl. der Basen A := {1,¢, ... g und B:={1,t—a,...,(t—a)).

Aufgabe 20.6 (Invertierbarkeit von Matrizen). Zeigen Sie: Die Vander-
mondsche Matrix

2 d

1aoa0...a0

2 d

laraj...af
A=|tt o D | e RETDXE+D)

2 d

1adad...azd

ist genau dann invertierbar, wenn ay, . . ., ay € IR paarweise verschieden sind.
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Gruppen und Symmetrie

In diesem Abschnitt gehen wir etwas detaillierter auf den bereits erwdhnten
Begriff der Gruppe ein. Gruppen treten in sehr vielen Bereichen der Mathe-
matik auf und sind daher von grundlegender Bedeutung.

21.1 Definition und erste Beispiele

Zwar haben wir auf Seite 262 schon im Zusammenhang mit der Gruppe
GL(n, K) den Begriff der Gruppe erwéhnt, trotzdem hier noch einmal die
wesentlichen Eigenschaften: Eine Gruppe G ist eine Menge, auf der eine Ver-
kniipfung existiert, die assoziativ ist (G1) und fiir die ein neutrales Element
e existiert mit ae = a Va € G (G2) und fiir jedes Element a der Menge ein
Inverses a’ existiert mit aa’ = e (G3); oft schreibt man a~! := a’. Ist in einer
Gruppe G zusatzlich das Kommutativgesetz (G4) erfiillt,

(G4) ab=ba VYa,beQG,

so nennt man die Gruppe abelsch. Bei abelschen Gruppen verwendet man
oft die additive Notation: + fiir die Verkniipfung, O fiir das neutrale Element,
—a fiir das Inverse.

Beispiel 21.1. 1. Sei K ein Korper. (Z, +), (K, +), (K*,-) = (K\{0}, -) sind Grup-
pen.
(Z\ {0}, -) ist keine Gruppe, da (G3) nicht erfiillt ist (% ¢ 7).

2. K Korper. GL(n, K) = {A € K™" | A ist invertierbar }
ist eine Gruppe beztiglich des Matrizenprodukts.

1...0
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3.

21 Gruppen und Symmetrie
Eine Abbildung
f:R" - R, mit £(0) = 0 und [If(x) - fW)ll = llx = yll ¥,y € R"
heifit orthogonal. Man kann zeigen: f ist linear und bijektiv, das heifst
f(x) = Ax fiir ein gewisses A € GL(n, R).

Die Menge der orthogonalen Abbildungen auf dem IR” bilden eine Grup-
pe, die sogenannte Orthogonale Gruppe O(n). Denn mit x’ = g(x) und

v =g(y) ist
If(g(x)) = FE&WMII = NIfx) = gl = lIx" = y'll = llx = ylI.

Man kann zeigen, dass die zugehorigen Matrizen (genannt orthogonale
Matrizen genau jene sind mit der Eigenschaft A'A = E, wobei A' die
transponierte Matrix bezeichnet:

(A%ij = Aji.

Dies passt mit der entsprechenden Notation fiir Vektoren zusammen: aus
einer n X 1-Matrix wird eine 1 X n-Matrix.

Man kann zeigen, dass detA € {+1} fiir A € O(n), wobei detA die so-
genannte Determinante von A bezeichnet, die wir noch studieren wer-
den; man setzt SO(n) := {A € O(n) | detA = 1} (Spezielle Orthogonale
Gruppe im R"). Die Menge der Drehungen im IR> um den Ursprung ist
beispielsweise SO(2). Die Matrixdarstellung fiir eine Drehung um den
Winkel @ um den Ursprung erhilt man aus (1,0)! — (cosa,sina)' und
(0,1)t > (-sina, cos a)t (siehe auch Abb. 29.1):

0(2) 5 SO(2) = {(COS“ ‘Sm“) laelo, 27'[[}.

sina cos

Beispiel 21.2. Seien G1, G, Gruppen. G1 X Gz = {(g1,%2) | §1 € G1, §2 € G} ist
ebenfalls eine Gruppe vermoge:

(a1,a2) o (b1, b2) = (a1by1, azbs).

Das neutrale Element ist: eg,xc, = (€g,, €c,)-

Bemerkung/Definition 21.3 (Elementare Eigenschaften von Gruppen). In
jeder Gruppe G mit neutralem Element e gilt:

1.
2.

Das Neutrale e erfiillt auch: e-a=a Va e G.

e ist eindeutig durch die Eigenschafta-e =a Va € G charakterisiert.
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rsin(t)

rcos(t)

Abbildung 21.1. Sinus und Cosinus am Einheitskreis.

3. Das Inverse @’ zua € G erfiilltauch a’ - a =e.

4. Fiir festes a ista’ € G durch die Eigenschaft a - 2’ = e eindeutig bestimmt.
Medist schreibt man a~! := 4’ fiir das inverse Element und ab fiir a - b.
Beweis. Zu3.: Zua’ gibtesa” € G, so dass a’ -a” = e nach (G3). Es folgt:

a’-uczz(a’-a)-e:(a'-a)-(a'-a"
S (@-0)-a)-a”
L@-@ay-a”
G:3(a’-e)-a"

G2
=a-a" =e

Zu 1.: Wir konnen nun 3. verwenden:
G3 Gl 3. G2
ea = (aa’)a = a(a’a) = ae = a.

Zu 2.: Sei € ein weiteres neutrales Element. Dann gilt

~ G2 . 1
e=e-e=

e.
e ist ndmlich ebenfalls neutrales Element.
Zu 4.: Seid ein weiteres inverses Element zu a. Dann gilt:

G .3 .
e=a-a=a-a.
Es folgt:

. Gl -\ ,3 ,1L
dla-a’) = (da)a’ = ea’ =a'.
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21.2 Permutationsgruppen

Sei M eine Menge. Wir setzen:
Bij(M) := {0 : M — M | o ist bijektiv }.

Bij(M) zusammen mit der Komposition von Abbildungen bilden eine Gruppe.
Neutrales Element:
idy:M—>M, x> x.

Inverses eines Elements o: die Umkehrabbildung o~!. Aufier fiir den Spezial-
fall zweielementiger Mengen, d.h. |M| < 2, ist Bij(M) keine abelsche Gruppe,
wie wir in Beispiel 21.5 sehen werden.

21.2.1 Die Permutationsgruppen S,

Definition 21.4. Fiir M = {1, ..., n} heifst
S, = Bij({1,...,n})

die Gruppe der Permutationen von {1,...,n}. Ein Element ¢ € S,, nennt man eine
Permutation.

Héufig wird o in Tabellenform angegeben:

1 2 ... n
o) o@2) ... o))"
Beispiel 21.5. Wir betrachten zwei Permutationen fiir den Fall n = 3:

_(123)_ s _(123)
9=1213)70€% T=|231)€>s

_(123), . (123
90T=1132]77°%={321]

Die Gruppe Ss ist also nicht abelsch.

Fiir diese gilt:

Allgemein gilt fiir beliebiges n, dass |S,| = n! (= 1-2---n, siehe auch Beispiel
1.19). Denn um ¢(1) in

(1 2 ... mn
T o) 0Q) ... o(n)
zu spezifizieren, haben wir n Wahlmoglichkeiten, anschliefSend fiir 6(2) genau

n —1 Wahlmoglichkeiten, .. ., fiir o(k) genau n — (k — 1) Wahlmoglichkeiten,
dao(1),...,0(k = 1) fiir o(k) nicht mehr in Frage kommen, also

ISyl=n-n—=1)---2-1=mnl.
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Beispiel 21.6. Die Symmetriegruppe des Quadrats hat 8 Elemente (s. Abb.
21.2). Es gibt 4 Spiegelungen und 4 Drehungen (um 90°, 180°, 270°, 360°; die
letzte ist natiirlich die identische Abbildung). Bezeichnet man die Ecken mit
den Zahlen 1,2, 3, 4, so kann man die Spiegelungen und Drehungen auch als
Permutationen schreiben.

|
I
N 7
I PN S - ﬁ

Abbildung 21.2. Die Symmetriegruppe des Quadrats: 4 Spiegelungen und 4 Drehun-
gen.

Allgemein notieren wir mit D,, die Symmetriegruppe des reguldren n-Ecks,
auch n—te Diedergruppe genannt. Sie hat 2n Elemente, namlich #n Drehun-
gen und n Spiegelungen. Achtung: Manche Autoren schreiben fiir D,, auch
D,; es muss also immer dazugesagt werden, welche der Notationen man
verwendet.

21.2.2 Zykelschreibweise fiir Permutationen

Definition 21.7. Seien iy,...,ix € {1,...,n} k paarweise verschiedene Elemente.
Dann bezeichnet

(l1ip ... k) €Sy
die zyklische Vertauschung, die
ijfirj=1,..., k= 1aufij und iy auf iy
abbildet und alle anderen Elemente von {1, ..., n} festlisst. Eine solche Permutation

heif$t Zykel.

Beispiel 21.8. Eine Permutation in Zykelschreibweise:

(1234

2341):a23®e5&

Eine weitere:
1234
(3214)—(13)654.

Allgemein gilt:
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Bemerkung 21.9. Jede Permutation o € S,, ist die Komposition von disjunk-
ten Zyklen (auch elementfremden Zyklen)

o= (i ... i) (21 ... Toky) ==+ (i1 ik,

wobei die i;; paarweise verschieden sind.

Beispiel 21.10. Einige Permutationen als Komposition elementfremder Zykel
geschrieben:

1234
(2 1 43) =(12)34)=(B4)(12) €S,
1234567
(2457136):u24763565z
1234567
@456127)=“3®Q4®0%=a3aa4@65%

21.2.3 Komposition von nicht disjunkten Zykeln

Es ist klar, dass Produkte disjunkter Zykel kommutativ sind. Fiir nicht dis-
junkte ist dies nicht unbedingt der Fall. AuSerdem ist zunachst nicht klar, wie
die Zykelldnge eines Produktes von den Zykelldngen der Elemente abhédngt:

Beispiel 21.11. Es gilt:
(123)(345)=(12345)€Ss.

Wie allgemein fiir Abbildungen werden Kompositionen von Permutationen
von rechts nach links berechnet ((f o g)(x) = f(g(x))):

(12)34)(1234) =(1)(24)(3)=(24)

und
(1234)(34)(12)=(13)(2)@4) =(13).

Manche bevorzugen die Multiplikation von links.

Obwohl also nicht disjunkte Produkte nicht unbedingt kommutativ sind,
sind sie oft sehr hilfreich, wie der folgende Satz zeigt.

Definition 21.12. Eine Transposition in S, ist eine Permutation t der Gestalt
T = (kI).

Satz 21.13. Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen.
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Beweis. Es reicht, dies fiir einen Zykel (i; ... i) € S, zu zeigen. Es gilt:
(i1ip ... 1) = (i1 i2)(i2 13) - . . (ik—1 ),

denn
ik P g P g P e Iy g,

(i1 i141)

i g, YI<k
O

Beispiel 21.14. Ein Dreierzykel ist Produkt von zwei Transpositionen:
312)=(123)=(12)-(23).

Bemerkung/Definition 21.15. Sei o € S, eine Permutation. Dann heif3t

sign(o) := H G(]; = o) ¢ € {1}

i<j
das Signum (oder Vorzeichen) von ¢.

Beweis. Es gilt tatsdchlich sign(o) € {1}, da jeder Faktor j—i des Nenners bis
auf Vorzeichen auch im Zihler vorkommt: Schreiben wir ndmlich

j=o7'(), i=07'0),
dann ist
a(j) —o@) = j—i.
Ist ]~ > 1, so ist das Vorzeichen +, gilt ]~ <i dannistes —. O

Satz 21.16. Seien o, T € S,,. Dann gilt:

1. sign(o o ) = signo - sign,
2. sign(o) = (-1),

wobei a die Anzahl der Transpositionen in einer beliebigen Zerlequng von o in ein
Produkt von Transposition ist.

Beweis. 1. Es gilt:
sign(co1) = H (@°n)(j) ~ (g0 1))

L j—i
i<j
H a(t(j)) —o(z(@) (j) — ()
i T -0 j-i
a o(t(j)) — o(z(i)) T(]) - 7:(1)
| =

= sign(o) - sign(7),
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da mit {7, j} auch {z(i), 7(j)} alle 2-elementigen Teilmengen von {1,...,n}
durchliuft und
o(t(j)) —o(z(@) _ o(z(i) — O(T(J')).

() = (@) (@) = 7(j)

2. Wegen 1. reicht es,
sign(t) = -1

zu zeigen fiir eine Transposition t = (k[), k < I. Es gilt:

sgn(o) - [ =20

i<j ]t
DN iR=Ni=
- j— 1 i —k k—i
i<j ikt ] T icjlizk e T T N g ki
H k—i 1—[ j—k k-1
i<j j=litk b—1 i<j ishjek T T icj ki ji I-
=-1,

da das erste Produkt 1 ist, das zweite sich mit dem fiinften wegktirzt, das
dritte sich mit dem vierten wegkiirzt und das letzte Produkt aus einem
einzigen Faktor —1 besteht.

O

21.3 Gruppenhomomorphismen

Definition 21.17. Ein Gruppenhomomorphismus
p:G—-H
ist eine Abbildung zwischen Gruppen, die
p(a oG b) = ¢(a) o ¢(b)
Va,b € G erfiillt.

Einen injektiven, surjektiven bzw. bijektiven Gruppenhomomorphismus nennt man
auch (Gruppen—)Epi-, Mono- und bzw. Isomorphismus.

Bemerkung 21.18. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

@lec) = en.

Dies beweist man genauso wie fiir Homomorphismen von Vektorrdaumen,
siehe Bem. 20.3.
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Beispiel 21.19. 1. Jeder Vektorraumhomomorphismus f: V — W ist auch
ein Gruppenhomomorphismus fiir die zugehorigen additiven Gruppen:

f:(V,4) = (W +).

2.¢: 54— Sz, (clz i :CS 3) - (i 5 i) ist ein Gruppenhomomorphismus.

3. Das Exponenzieren
exp: (R, +) = (Rso,:), x = exp(x) = ¢*

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn e**¥ = ¢* - eV.

4. sign: S, — {+1} ist ein Gruppenhomomorphismus. Dies folgt direkt aus
Satz 21.16.

Bemerkung/Definition 21.20. Ist ¢: G — H ein Isomorphismus, dann ist
auch p~!: H — G ein Gruppenhomomorphismus, also auch ein Isomorphis-
mus. Schreibweise: G = H.

Beweis. Es gilt: ¥ hy,hy € H: 7 (h o hp) = 7' (1) - ¢~ (h), denn:
_ _ Homom. _ _
P )7 ) "= (e ) (e ()
= h-h
= @ (1 -hy) = 7L () - 9~ (h), da @ bijektivist. O
Beispiel 21.21. Die Gruppe S4 der Permutation auf 4 Buchstaben = Symme-
triegruppe des Tetraeders. Dies ist nicht sehr schwierig zu tiberpriifen; die

Transpositionen entsprechen dabei den Spiegelungen an einer Symmetrie-
ebene des Tetraeders durch zwei der Ecken.

Analog zu Vektorrdumen konnen wir auch Teilmengen von Gruppen be-
trachten, die wieder Gruppen sind:

Definition 21.22. Eine nichtleere Teilmenge U C G heifit Untergruppe, wenn:

UGl:a,beU=>a0bel,
UG2:aelU=alel

Bemerkung 21.23. Sei U Untergruppe. Dann ist U eine Gruppe mit neutralem
Element e = e¢ € U.

. UG2 UGl
Beweis. U#20=daclU S aleUS a-al=ccl 0O
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Bemerkung 21.24. Die beiden Bedingungen UG1 und UG2 fiir eine Unter-
gruppe sind dquivalent zu:

UG:abeU=ab™! e U.

Beweis. UG1, UG2 = UG’ ist klar. Wir zeigen also:

UG 2UG2:U#0=>TbelU B e=bb'eU=eb' =bl €U,
UG = UGl:Seiennuna,be U= ablelU=ab=ab) el O

Bemerkung 21.25. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
sein Kern Ker ¢ := {g € G | ¢(g) = en} € G eine Untergruppe.

Beweis. Zunachst zeigen wir die Abgeschlossenheit: a,b € Kergp = ¢(a) =
e,pby=e=>@pa-b)=p@) - pb)=e-e=e=a-becKerep.

Um nun noch zu beweisen, dass fiir jedes a auch a™! € Ker ¢, zeigen wir
zunéchst folgende Eigenschaft:

Lemma 21.26. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
H> (p@)™ = p@a™).

Beweis. Zu zeigen ist:

p@) @) =,
da (p(a))~! € H eindeutig bestimmt ist. Es gilt:

P@) o) =@ -a) =plec) =,
was zu zeigen war. O
Dies konnen wir nun benutzen:
aeKerp=¢@h) =e= qo(a‘l) = (go(a))‘1 =el=e=ale Ker¢

= Ker ¢ C G ist eine Untergruppe. 0O

Bemerkung 21.27. Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
Bild ¢ = ¢(G) € H auch eine Untergruppe.

Beweis. ¢(a) - (b) = @(ab) liegt im Bild, (p(a))™! = p(a~!) ebenfalls. O
Beispiel 21.28. Die Gruppe
Ay = Ker(sign: S, — {£1})

heifit alternierende (Unter)gruppe (von S,).

Beispielsweise operiert die S3 auf einem regelméfsigen Dreieck durch Vertau-
schung der Punkte (es gibt 6 solcher Vertauschungen). Die A3 besteht nur aus
den Vertauschungen, die zyklisch alle drei Ecken vertauschen (s. Abb. 21.3).
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Abbildung 21.3. Die Gruppe A; operiert auf dem gleichseitigen Dreieck.

21.4 Gruppenoperationen

Definition 21.29. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ist eine
Abbildung
GxM—-M, (gm)+— gm,

die den Regeln

O1: g(hm)=(g-h)m Vg heG VYmeM,
O2:em=m VmeM

geniigt.
Beispiel 21.30.
e S, operiertauf {1,...,n}:
S, x{1,...,n} = {1,...,n}, (0,i)— o(i).
Bemerkung 21.31. Sei G X M — M eine Operation. Dann ist
G- BijM), g (gM->M, mm gm)

ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 21.32. Seien G X M — M eine Gruppenoperation und m € M. Dann
heif$t die Menge
Gm :=Gm:={gm| g e G}

die Bahn von m (unter G).

Beispiel 21.33. 1. Die Gruppe

SO(2) = {(cosa —sina)/ ae [0,2n)}

sin « cos o

operiert auf IR?. Thre Bahnen sind konzentrische Kreislinien (s. Abb. 21.4).
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©

Abbildung 21.4. Die Bahnen der Operation von SO(2) auf R?.

@ Q

Abbildung 21.5. Einige Bahnen der Operation der Ds.

2. Die Symmetriegruppe Dg des Quadrats operiert auf dem Quadrat. Fiir
einige Bahnens. Abb. 21.5; offenbar sind also nicht unbedingt alle Bahnen
gleich lang, d.h. nicht alle haben gleich viele Elemente.

Definition 21.34. Sei G XM — M eine Gruppenoperation und m € M. Dann heifst
Stab(m) = {g € G| g.m = m}

der Stabilisator von m.

Beispiel 21.35. Sei T die Symmetriegruppe des Tetraeders mit Ecken 1,2, 3,4
(s. Abb. 21.6). Dann hat Stab(1) sechs Elemente, namlich die 3 Drehungen,
die die Ecke 1 festlassen sowie die 3 Spiegelungen an Ebenen durch 1 und
die Mitte einer der drei gegeniiberliegenden Seiten.

Abbildung 21.6. Die Symmetriegruppe des Tetraeders operiert auf dem Tetraeder.
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Bemerkung 21.36. Stab(m) C G ist eine Untergruppe.

Beweis. Zur Abgeschlossenheit: a.m = m,b.m = m=(a-b).m = a.(b.m) =a.m =
m. Die Existenz des Inversen ist klar. O

Definition 21.37. Mit
G\M = {G.m | m € M} C 2M(= P(M))

bezeichnet man den Bahnenraum von G auf M.

Bei Rechtsoperationen (oder Operation von rechts) (M X G — M, (m, g) —
m.g) schreiben wir M/G fiir den Bahnenraum. Zur Verdeutlichung sagt man fiir
Operation auch manchmal Linksoperation oder Operation von links.

Bemerkung 21.38. Je zwei Bahnen Gm;, G, sind entweder gleich ogier dis-
junkt. Mit anderen Worten: In der gleichen Bahn liegen definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf M (siehe dazu Abschnitt 3.1).

Beweis. Angenommen, Gm; N Gmy # 0. D.h.,
g1, € G: g1my = grmy.
= hmp = h(gz_lglml) = (hg;lgl)ml e Gm Yh € G.
Somit gilt: Gm, C Gmy. Gmy C Gm, folgt genauso. O

21.5 Index— und Bahnenformel

Ein wichtiges Beispiel von Operationen sind solche von Untergruppen auf
einer gegebenen Gruppe. Mit ihrer Hilfe werden wir die sogenannte Index-
formel und als Folgerung den Satz von Lagrange beweisen.

Beispiel 21.39. Sei H C G eine Untergruppe. Dann operiert H auf G von links
vermoge:
HxG—->G (hg)—hg=hg

und von rechts vermoge:

GxXxH—->G, (gh)—gh=gh

Definition 21.40. Sei H C G eine Untergruppe.
H\G:={Hg| g€ G}c2°
heifit Menge der Links-Nebenklassen von H in G.

Entsprechend ist
G/H:={gH|ge G} c2¢

die Menge der Rechts-Nebenklassen von H C G.
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Beispiel 21.41. H selbst ist die Nebenklasse: H = eH = He.

Definition 21.42. Sei G eine Gruppe. Dann ist

n €N, falls G genau n Elemente besitzt.
0o, sonst.

ord(G) := |G| := {

die Ordnung der Gruppe G. Sei § € G, dann ist () := {¢" | n € Z} C G eine
Untergruppe (fiir n < 0 ist g" = (¢")~1, wie iiblich). Die Ordnung des Elementes
gist

ord g := ord(g).

Offenbar gilt:

00, fallsg" #e VYnelN,
min{n € Ny | g" = e}, sonst.

ord(g) = {

Beispiel 21.43. 1. Die Ordnungen einiger Permutationen:

ord(123) =3,
ord(124)(35) =6,
ord(12)(34) = 2.

2. Die Ordnung einer Spiegelung an einer Hyperebene ist 2.
3. In Z/10Z gilt: ord(1) = ord(3) = 10, ord(2) = 5, ord(5) = 2.

4. Die Ordnung der 1 als Element von (Z, +) ist co. Hier sieht man auch, dass
bei der Definition von (g) tatsdchlich n € Z und nicht n € IN verwendet
werden sollte, da ndmlich {n - 1 | n € IN} keine Gruppe ist.

Satz/Definition 21.44. Sei H C G eine Untergruppe. Dann bezeichnet
[G : H] := |G/H| = [H\G|
den Index von H und G.

Beweis. Zu zeigen ist, dass es genauso viele Links— wie Rechtsnebenklassen
gibt. Dies ist vollstindig analog zum Beweis des folgenden Satzes. O

Satz 21.45 (Indexformel). Sei H C G eine Untergruppe. Dann gilt:

IGl =[G : H] - |HI.
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Beweis. Je zwei Nebenklassen g1H, g,H haben gleich viele Elemente, denn
giH—> gH, xm gzgl’lx

ist eine Bijektion, denn die Umkehrabbildung ist die Multiplikation mit g1 g;".
Also,daG = |J gH die disjunkte Vereinigung der Bahnen ist, folgt:

gHeG/H
Gl=) IgHI

gHeG/H

= ) H
gHeG/H
= |G : H| - H],

da[G:H]=|G/H|. O
Korollar 21.46. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
1. Ist H € G eine Untergruppe, |G| < oo, dann gilt der Satz von Lagrange:
|H| teilt |G].
Dies wird auch |H)| ) |G| geschrieben.

2. |G| < oo = ord(g) teilt ord(G) = |G|.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorigen Satz, die zweite eben-
falls, weil (¢) = {¢" | n € Z} = {g, 8%, &%, ...,8°98 = e} fiir jedes ¢ € G eine
Untergruppe von Gist. 0O

Beispiel 21.47.

1. A4 ist eine Untergruppe von S4 und es gilt:

Sl =24, A4 =12.

2. Fur jede Primzahl p hat Z/pZ nur die trivialen Untergruppen {0} und
Z.[pZ. selbst.

Lemma 21.48. Sei G X M — M eine Operation und sei m € M fest gewihlt. Dann
ist die Abbildung
G/Stab(m) —» G.m, gH +— gm

eine wohldefinierte Bijektion. D.h. fiir jedes m € M gilt |G/ Stab(m)| = |G.m|.

Beweis. Wohldefiniert: Wir schreiben H = Stab(m). Sei g1 € gH, z.B. g1 = gh.
= g1m = ghm = gm.
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Surjektiv: Ist klar.

Injektiv: Angenommen, g1m = gom. Dann gilt:
&;'gim =m = g;'g1 € Stab(m) = H.

Das liefert: g,H = ¢»((8,"¢1)H) = §1H, was zu zeigen war.
O

Hierbei méchten wir betonen, dass die Wohldefiniertheit einer Abbildung auf
der Menge der Nebenklassen nattirlich immer nachgewiesen werden muss,
analog zu den Abbildungen auf Aquivalenzklassen im Abschnitt 3.1 z.B. die
Konstruktion der rationalen Zahlen in Beispiel 3.12. Beispielsweise ist die
Abbildung

z:Q—-Q, g —p
erst wohldefiniert, wenn wir Zusétzliches verlangen, z.B. dass der Bruch

gekiirzt ist und dass g > 0 ist. Ansonsten ist beispielsweise nicht klar, was
z(%) ist, weil % = % und 2 # 4 ist.

Das Lemma liefert direkt die folgende Formel:

Korollar 21.49 (Bahnenformel). Sei G x M — M eine Operation auf einer endli-
chen Menge. Dann gilt:

M| = Z IGm| = Z [G : Stab(m)].

GmeG\M GmeG\M

Beweis. M = U Gm ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen Gm € G\M und
mit dem Lemma 21.48 erhalten wir:

\Gm| = |G/ Stab(m)| = [G : Stab(m)].

a

Beispiel 21.50. Wir betrachten S; als Symmetriegruppe des Tetraeders mit
Ecken ey, e, e3,e4 (s. auch Abb. 21.7):

o Stab(el) = SDreieck(ez,e3,e4) = 53,
o Sier={ey,...,eq},

o 1S4l/IS3] = 5 =4 = |Ssenl,

e |Symqp| = 6, denn Stab(myy) = {e, (1 2),(3 4), (1 2)(3 4)}, also:

4! 24

Stab(m) 4

|Samio| =
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Abbildung 21.7. Die S; als Stabilisator einer Ecke des Tetraeders.

21.5.1 Anwendung: Klassifikation von Graphen

Definition 21.51. Ein ungerichteter schleifenfreier Graph ist ein Tupel
G=(V,E),

wobei V eine Menge (von Ecken bzw. Knoten, engl. vertex) und E C VXV (Kanten,
engl. edge) symmetrisch und disjunkt von der Diagonalen (d.h. schleifenfrei) ist.

Schleifenfrei heifit ein Graph also, wenn kein Knoten mit sich selbst mit einer
Kante verbunden ist.

Beispiel 21.52. Zwei Beispiele ungerichteter schleifenfreier Graphen mit |V]| =
4 sind in Abb. 21.8 zu sehen. Diese sind zusammenhidngend, d.h. von jeder
Ecke eines Graphen gibt es einen Weg zu jeder anderen Ecke.

Abbildung 21.8. Zwei Beispiele zusammenhangender Graphen.

Definition 21.53. Zwei Graphen G1 = (V1,E1), G2 = (V3, E2) heifien isomorph
(G1 = Gy), wenn es eine bijektive Abbildung

@ V1 - V2
gibt, die Kanten / Nichtkanten in Kanten / Nichtkanten iiberfiihrt. Das heifst:
(v,w) € E1 © (p(©), p(w)) € Es.

Beispiel 21.54. Abb. 21.9 zeigt zwei isomorphe Graphen. Ein Isomorphismus
ist gegeben durch die Permutation (1432).
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Abbildung 21.9. Zwei isomorphe Graphen.

L] L] L]
(= )
L] L] L]
L] L) L L [ )

Abbildung 21.10. 10 Graphen mit 4 Knoten.

Beispiel 21.55. Wieviele Isomorphie-Klassen von Graphen mit 4 Knoten gibt
es? Ist die Liste in Abb. 21.10 vollstandig?

Sei M die Menge der Graphen mit genau 4 Ecken {1, ..., 4}. Es gilt:
M| = 2°,

da es 6 mogliche Kanten gibt: {1,2},...,{3,4}.

Sy operiert auf M: Sy xM — M. Wir fragen nach |S4\M]|, weil dies ja die Anzahl
der verschiedenen Bahnen der Menge aller Graphen ist.

Um die Bahnengleichung tiberpriifen zu konnen, miissen wir die Stabilisa-
toren der obigen Graphen berechnen:

1. Stab(G1) = S4 = | Stab(G1) = 24| (davon gibt es nach Lemma 21.48 genau

1S4l —
|Stab4(G1)| =1),
2. Stab(Gy) = Z, X Z; = |Stab(G,)| = 4 (davon gibt es also IStallls)4(|Gz)| = % =6
Stiick),

3. Stab(G3) = ((12),(34), (13)(24)) = Dg = | Stab(G3)| = 8 (3 Stiick),
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4. Stab(Gy) = Z, (mittlerer und einzelner fest!) (12 Stiick),

5. Stab(Gs) = Z, (nur vertikale Spiegelung) (12 Stiick),

6. Stab(Gg) = S3 (Dreiecke, einzelner fest) (4 Sttick),

7. Stab(G7) = Dg (Symmetriegruppe des Quadrats) (3 Stiick),

8. Stab(Gg) = Z; (linke beiden vertauschbar) (12 Stiick),

9. Stab(Gy) = Z, X Z, (jeweils diagonal gegeniiber vertauschbar) (6 Stiick),
10. Stab(G1o) = S4 (1).

Die Bahnengleichung liefert:
26=64é1+6+3+12+12+4+3+12+6+1 = 60.

Die Bahnengleichung ist also nicht erfiillt, d.h. es fehlt mindestens ein Graph.
In der Tat, es fehlt der Graph G1; in Abb. 21.11. Es gilt: Stab(G11) = S3; davon

Abbildung 21.11. Der Graph, der in der Liste fehlt.

gibt es also 2 = 4 Stiick. Damit ist die Bahnengleichung erfiillt.
Es gibt also genau 11 Typen!

Aufgaben

Aufgabe 21.1 (Bewegungen). Sei f: R" — R" eine Abbildung, fiir die gilt:
1£C) = FIl = llx = yll.
Zeigen Sie: 3 orthogonale Matrix U € R™" (d.h. U'-U = E) und 3b € R", s.d.:
f(x)=Ux+b.

Solche Abbildungen heifsen Bewegungen.



296 21 Gruppen und Symmetrie

Aufgabe 21.2 (Permutationen). Lasst sich bei dem bekannten Schiebespiel
die linke der folgenden Konfigurationen in die Ausgangsstellung (rechts)
tiberfiihren?

Aufgabe 21.3 (Zykelschreibweise fiir Permutationen). Geben Sie fiir die fol-
genden Permutationen deren Zykel-Schreibweise, Ordnung und Signum an:

6234567ﬂ
o1 = S 58/

38567412
_(12345678) (12345678 cs
92=127453681/°\21534768 8:

Aufgabe 21.4 (Permutationsgruppen). Geben Sie fiir jede der Permutations-
Gruppen S;, i =4,5,6,7, je ein Element s; € S; maximaler Ordnung an.

Aufgabe 21.5 (Symmetriegruppen). Welche Ordnung hat die Symmetrie-
gruppe W des Wiirfels? Beschreiben Sie alle Elemente von W geometrisch.

8 7

|

|

[

|

|

- — - -
3

N

N

3|4 2

y enf Bdstifimen Sie siamtliche Untergruppen
der Sy mit Hilfe d& Té&raédbss (Pyd @etUdergruppe und Anzahl der Unter-
gruppen der gleidi3endAt8 1311415

1
Aufgabe 21.6 (Svgw Strlent PS
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Aufgabe 21.7 (Symmetriegruppen der Platonischen Korper). Bestimmen
Sie die Ordnungen der Symmetriegruppen samtlicher Platonischer Korper
(die nach der Anzahl Ihrer Flachen benannt sind):

nOD&

Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Tipp: <

/

. Fiir Dodekaeder und Ikosaeder gibt es ein dhnliches

Bild.

Aufgabe 21.8 (Operation durch Konjugation). Sei G eine Gruppe. Wir defi-
nieren durch Konjugation eine Gruppenoperation ¢ von G auf sich selbst:

9:GXG— G, (3,x) ¢(g,x) := g.x 1= gxg .

1. Zeigen Sie: Das ist tatsdchlich eine Gruppen-Operation.

2. Eine Konjugationsklasse ist eine Bahn unter dieser Operation. Eine Par-
tition von n € IN ist eine Darstellung der Form: n = ny + ny + - - - + ny fuir
gewisse n1; € IN und ein gewisses k € N mit: 11y > 1 > - -+ > ny.

Zeigen Sie: Der Zykeltyp (was ist eine sinnvolle Definition?) von Elemen-
tenin S, definiert eine Bijektion zwischen den Konjugations-Klassen von
S,, und den Partitionen von n.
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Determinanten

22.1 Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

22.1.1 Motivation

Sei A € K" eine quadratische Matrix. Wir wollen A ein Element det A € K

zuordnen. Wir suchen:
det: K»" - K

mit einigen netten Eigenschaften.
Im Fall K = R beispielsweise hat die Determinante einer Matrix
a
A= (ai]‘) =] :|€ R™"

y
mit Zeilen a4, . . ., 4, eine elementargeometrische Interpretation:
detA = = Vol({Aay +--- + Aua, | A; € [0,1])),

das Volumen des Parallelotops (auch Parallelepiped genannt), das durch
ay,...,a, aufgespannt wird.

Beispiel 22.1. Der allgemeine Begriff des Volumens des Parallelotops im R"
bedeutet fiir die uns geldufigen Spezialfdlle folgendes: im Falle n = 3 das
Volumen, im Falle n = 2 der Flacheninhalt (s. Abb. 22.1).

Auf diese Weise ldsst sich die Determinante mathematisch nicht prézise de-
finieren: Fiir n # 4 brduchten wir zunichst einen Volumenbegriff und fiir
einen beliebigen Korper K (etwa K = IF,), ist es fraglich, ob es eine solche
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Abbildung 22.1. Parallelotope im R", n = 2, 3.

Interpretation gibt. Wir kénnen die Interpretation aber benutzen, um Regeln
fur die Abbildung det zu entdecken.

Fiir das Losen linearer Gleichungssysteme wird die Eigenschaft, dass die
Determinante genau dann verschieden von 0 ist, wenn die Matrix invertierbar
ist, besonders interessant sein.

22.1.2 Definition

Definition 22.2. Sei K ein Korper, n € Z. Eine Abbildung

ay
det: K" - K, A=|: [+ detA,

n
hiufig auch |A| := det A geschrieben, heifit Determinante, falls folgendes gilt:

D1) det ist linear in jeder Zeile. Genauer:

a) Ista; = a; + a;, dann gilt

det| a; | = det| a |+ det| a” |,

wobei die : andeuten, dass diese Zeilen bei allen drei Vektoren iibereinstim-
men.

b) Fiir jedes A € K gilt:

det| Aa; | = Adet| a;
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D?2) det ist alternierend, d.h.
detA =0,
falls A zwei gleiche Zeilen hat.
D3) det ist normiert, d.h. fiir die Einheitsmatrix E, € K"™" gilt:

detE, = 1.

Ziel dieses Paragraphen ist es zu zeigen, dass eine Determinantenabbildung
det: K™" — K

existiert und dass diese aufierdem eindeutig bestimmt ist.

Zundchst die Motivation fiir diese Forderungen, die in der Definition der
Determinante an die Abbildung det gestellt werden:

ZuD1): Im Falln =2, K = R, sieht das folgendermafien aus:

a)
det( O ) = det(”})+det(”},).
ay +al a; a;
In der anschaulichen Interpretation der Determinante als Volumen
(d.h. hier fiir n = 2 als Flacheninhalt), ldsst sich dies folgendermafien
umformulieren: Die Flache des Parallelogramms, das von a; und 4, +
a; aufgespannt wird, ist genauso grofs wie die Summe der anderen
beiden Fldcheninhalte, weil das rechte eingefarbte Dreieck in Abb.
22.2 auf das linke verschoben werden kann. Alternativ konnte man
die Tatsache benutzen, dass die Flache zweier Parallelogramme mit
gleicher Grundseite und gleicher Hohe die gleiche Fldche haben.

Abbildung 22.2. [llustration zur Determinanten-Eigenschaft D1a) fiir n = 2. Das Bild
ist eine 2-dimensionale Veranschaulichung, auch wenn es 3-dimensional erscheinen
mag.

b) Genauso lisst sich D1b) im R? verstehen:

det( 4 )=/\-det(a1).
A- ar ar
Anschaulich heif$t dies: Streckt man einen der beiden Vektoren um

das A-fache, so vergrofert sich der Flacheninhalt ebenso um das A-
fache (s. Abb. 22.3).
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Aaz

7

Abbildung 22.3. Illustration zur Determinanten-Eigenschaft D1b) fiir n = 2.

Zu D2): Wieder veranschaulichen wir uns dies im Fall n = 2, d.h. fir die
beiden Zeilen a; und a, der Matrix gilt a; = a, also:

det(ﬂl) = det(al) =0,
ar a1

weil das Parallelogramm entartet ist und also gar keinen Fldcheninhalt
hat (s. Abb. 22.4).

ap =az

Abbildung 22.4. Ein entartetes Parallelogramm hat keinen Fldcheninhalt.

Zu D3): Dies ist lediglich eine Frage der Konvention. Sicherlich ist es aber
verniinftig, dem Einheitsquadrat (n = 2) bzw. dem Einheitswiirfel (n =
3), jeweils mit Seitenldngen 1, das Volumen 1 zu geben.

22.1.3 Der Determinanten—Satz

Im folgenden Satz werden erste Eigenschaften der Determinante zusammen-
gefasst. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir zwar noch weitere
kennen lernen, doch hier sind auch schon einige sehr wesentliche dabei, bei-
spielsweise der bereits erwdhnte Zusammenhang zwischen Determinanten
und Invertierbarkeit von Matrizen.

Satz 22.3 (Determinanten-Satz). Eine Determinante det : K" — K hat folgen-
de weitere Eigenschaften:

D4) Fiir jedes A € K gilt:
det(A-A) = A" - detA.

Dies folgt sofort aus D1b), da wir n Zeilen mit einem Faktor A in AA haben.
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Db5) Gibt es ein i mit a; = (0, ...,0), dann ist (wegen D1b)):
detA = 0.

D6) Wenn B aus A durch Vertauschung von genau 2 Zeilen entsteht, dann gilt:
detB = — det A. Anders gesagt:

a; a]-
det| : |=—det

D7) Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der i—ten Zeile zur
j—ten, dann ist det B = det A:

a; a;

aj 61]‘+/\011'

D8) Es sei 0 € S, eine Permutation. e1,...,e, € K" bezeichne die kanonischen
Basisvektoren von K" (als Zeilenvektoren). Dann gilt fiir die Determinante der
sogenannten Permutationsmatrizen:

€5(1)
det| : |=sign(o).
€a(n)
Mit der Notation SO(n) = {A € O(n) | det(A) = 1} gilt daher:
€5(1)
€eSOn) & geA,.

€s(n)

D9) Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also

Al ...... *
A—(.),A_Z,' ,
0--- 0 A,

soistdetA=A1--- A,
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D10) Aquivalent sind:
1. detA #0,
2. A e GL(n,K),

3. Die Zeilen ay, .. . ,a, € K" von A sind linear unabhingig.

Beweis.
D4)
A- al a
Di1b) , , . n
det AA = det ="A"-det| : |=A"-detA.
A-ay ay
D5)
ai a1 al
: : D1b :
det| 0 |=det| 0-a |2 0-det|a |=0ek
a, a, a,
D6)
a; + aj a; aj; a; aj
0 2 det : Pl det| : |+det| : |+det| : | +det]| :
a; + aj a; a; aj aj
~———— ——
=0 (D2) =0 (D2)
a; a]‘
= det| : [+det]| : [=0= D6).
Ll]' a;
D7)
a; a; a;
1 D1 D2
det g D Get| o [+A4-det| : |2 det
aj + )\a,- . .
Ll]' a; Ll]'
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D8) Ist T eine Transposition und o eine Permutation, dann geht die Matrix

€a(1) €ra(1)
durch eine Vertauschung von genau zwei Zeilenin| : |[{iber.
(i) €1o(n)
€15(1) €5(1)
Daraus folgt: det| : |=-—det| : [ nachDe).
€1o(n) €a(n)
€5(1)
=det| : |= (-1)f = signo,
€a(n)

falls 0 = 71 - - - 7, eine Komposition von k Transpositionen ist (siehe dazu
auch Satz 21.16).

Bemerkung 22.4. Nach D6) und D7) konnen wir elementare Zeilenum-
formungen vom Typ IIl und IV in A vornehmen und erhalten eine Matrix
A mit

detA = (-1)Fdet 4,

wobei k die Anzahl der Vertauschungen ist.

Die Aussage tiber SO(n) folgt, da die Orthogonalitdt der betrachteten
Matrizen mit Zeilen e; einfach einzusehen ist.

D9) SeiA; =0fiireini € {1,2,...,n}. Durch elementare Zeilenumformungen
vom Typ III und IV kann man A in eine Matrix A tiberfiihren, die in
Zeilenstufenform ist. Deren letzte Zeile ist eine Nullzeile, so dass det A =
0 (nach D5). Andererseits ist nach D6) und D7):

detA = +detA.
Also ist detA = 0 und die Behauptung ist im Fall, dass ein A; = 0 ist,
bewiesen.
Wir miissen D9) nun noch fiir den Fall, dass A; # 0V i e {1,2,...,n} gilt,
zeigen. Hat A diese Eigenschaft, so gilt nach D1b):
detA=A1--- A, - (detB),

wobei B von der Form
1 *
B= .
0 1
ist, also eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintrdagen gleich 1.

Da man B durch Zeilenumformungen vom Typ III in die Einheitsmatrix
iiberfithren kann, ist
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detB = detE, = 1.
Daraus folgt die Behauptung.

Da jede n X n-Matrix in Zeilenstufenform auch eine obere Dreiecksma-
trix ist, liefert D9) zusammen mit Bemerkung 22.4 (also D6) und D7))
einen Algorithmus, um die Determinante einer beliebigen n x n-Matrix
zu bestimmen.

Algorithmus 22.5 (Gau3-Algorithmus fiir Determinanten).
Input: A € K™
Output: det(A)

1) Bringe A durch Zeilenoperationen vom Typ III und 1V auf Zeilenstufen-
form A. Sei k die Anzahl der Typ IV-Umformungen (d.h. die Anzahl der
Zeilenvertauschungen).

2) Berechne d, das Produkt der Diagonaleintriige von A.
3) detA = (-1)*-d.

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist im Wesentlichen die des Gaufi-
Algorithmus selbst: O(1®) (Schritt 1 ist dominierend).

Beispiel 22.6. Wir berechnen zwei Determinanten auf diese Weise:

12|p7)|1 2 | D9 _

'34 o= (=2
012 120 1 20| |1 20| [120
321|¥ {3211 Z-Jo-41|%0 12/%]012|=0.
120 012 0 12| |0-41]| [009

Achtung! Hierbei ist darauf zu achten, dass man nattirlich nicht eine Zeile
selbst vervielfachen darf, weil dies die Determinante dndert, z.B. bei einer
Einheitsmatrix, bei der man eine Zeile vervielfacht.

D10) Wieder konnen wir durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II1

und IV die 1 X n—Matrix A in eine Matrix A iiberfiihren, die Zeilenstufen-
form hat. Diese ist dann eine obere Dreiecksmatrix. Nach D9) ist deren
Determinante genau dann # 0, wenn alle Diagonaleintrage # 0 sind, d.h.
wenn es genau 1 Stufen gibt.

In Abschnitt 20.7 haben wir gesehen, dass eine quadratische n X n—-Matrix
genau dann invertierbar ist, wenn sie genau n Stufen hat. Daher sind 1.
und 2. also dquivalent.

Die Aquivalenz zur dritten Aussage folgt, da die Zeilen von A genau
dann linear unabhingig sind, wenn alle Diagonaleintrdge # 0 sind und
da die Zeilen von A genau dann linear unabhingig sind, wenn es die
Zeilen von A sind.
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O

Korollar 22.7 (Eindeutigkeit der Determinante). Durch die Bedingungen D1),
D2) und D3) ist
det: K™" — K

eindeutig festgelegt.

Beweis. Wir koénnen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstu-
fenform bringen, was nur das Vorzeichen eventuell dndert. Mit D9) folgt die
Behauptung. O

Satz 22.8 (Formel fiir die Determinante). Ist K ein Korper und n € IN, dann
gibt es genau eine Abbildung

det: K" — K,

die die Bedingungen D1-D3 erfiillt. Nimlich fiir A = (a;;) gilt:

detA = Z sign(o) - A15(1) * * * Ano(n)-

€S,

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir bereits eben in Korollar 22.7 gesehen.
Wir zeigen nun zunéchst, dass, falls eine solche Abbildung existiert, diese
die angegebene Formel erfiillen muss. Auch dies folgt aus D1-D3: Schreiben
wir namlich fiir A = (a;)) € K™ die i~te Zeile als Linearkombination der
Standard-Basis—Vektoren (als Zeilenvektoren!), ndmlich a; = aje; + - - - + ai,ey,
so ergibt die Regel D1 (Linearitdt in den Zeilen):

e
I
a
1 n P
det| : | = Z”lfl - det
a A=l
n an
n n n eh
C =YY Y gy, - det]
=l =l =l 2
Wenn die Abbildung
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weil zwei gleiche Zeilen vorkommen (D2). Von den urspiinglich #" Sum-
manden sind also hochstens jene n! von Null verschieden, die zu bijektiven
Abbildungen j gehoren, d.h. zu Permutationen aus S,,. Wir erhalten:

€s(1)
detA = Z Mo(1) " * Ano(n) * det

0€S, Con)

D8) liefert nun:
detA = Z SIgN O * A16(1) * * * Ana(n)-

o€S,

Es bleibt noch die Existenz zu zeigen; dazu gleich (Seite 309). O

Die Formel ist meist nur fiir sehr kleine n zur tatsdchlichen Berechnung einer
Determinante niitzlich, denn die Summe besteht aus n! Summanden:

Beispiel 22.9.
n=1:
det A = det (an) =a.
n=2:
et(ZZ ZZ) =a11 - Axp — a2 - Az1.

n=3: Die Regel von Sarrus besagt:

a1+ a4z - 433
+ a2 - a3 - 431

ain d12 13
_ taiz-daz -azx

det| ax ax» ax | =

— 431+ a2 - a13

as1 azp ass
— azp - dz3 411
— as3 -4z caio.

Die Formel aus dem vorigen Satz hat |S,| = n! Summanden. Fiir n = 4 also 24.
Man konnte auf die Idee kommen, fiir n # 3 die Regel von Sarrus auch anzu-
wenden; diese gilt aber nur fiir n = 3 (fiir n = 4 wiirde die falsch angewandte
Regel von Sarrus nur 8§ Summanden liefern, was nattirlich vorteilhaft wire).

Die Formel liefert einen Algorithmus in O(n!) Kérperoperationen Aufwand.
Der Gauflalgorithmus braucht nur O(1%); man wird die Formel also nur in den
seltensten Féllen zum konkreten Berechnen einer Determinante verwenden.
Fiir theoretische Zwecke ist die Formel allerdings des 6fteren hilfreich.
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Beweis (Beweis der Existenz in Satz 22.8). Um die Existenz einzusehen, zeigen
wir, dass die durch die Formel definierte Abbildung det: K" — K tatséch-
lich die Bedingungen D1, D2 und D3 (s. Seite 300) erfiillt:

Dla) Seia; =a; +a,dh.a; = al',], + al’,]f. Es folgt:

ay

det|al +a! | = Z sign(o)aio) -+ (s + Aiip) -+ Anotn)

€S,
an

— Z Sigl’l(U)ﬂla(l) e a;g(i) .. 'al’lﬂ(l’l) + Z e a;;(l) e

€S,

= det al’. + det “:',

D1b) A zieht sich aus dem i—ten Faktor in jedem Summanden heraus.

D2) Angenommen die k-te und I-te Zeile von A sind gleich, k # . Wir setzen:
7:=(kl) € S,. Dann ist:
Sy =An UA,T,
da |A,] = ”5' = |A,7| und da die Vereinigung disjunkt ist. Wenn ¢ die
Gruppe A, durchlduft, so durchlduft o o 7 die Menge A, 7. Also gilt:

(*) detA = Z (1) Ano(n) — Z (1) * Ano(e(n))-

g€A, 0€A,

Da die k—te und I-te Zeile von A gleich sind und da auflerdem die Multi-
plikation in K kommutativ ist, konnen wir die Summanden der rechten
Seite nach Definition von 7 umformen:

Mo(t(1)) koK) *** Ho(r(l)) * " Ano(r(n)) = Ao(1) ** * Ako(l) ** " Ho(k) * * * Ano(n)
= Mo(1) * * Aka(k) ** * Alo(l) * * * Ano(n)

= M6(1) **  Ano(n)-
Also heben sich in (++) die beiden Summen gegeneinander auf.
D3) Es gilt fiir die Einheitsmatrix E,, = (e;;):

detA = Z sign(o) - A1(1) * * * Ano(n)

o€S,

= sign(id) - a11 - - - a4 = 1.
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Die Summe kollabiert hier auf einen einzigen Summanden, da in jedem
anderen der n! Summanden wenigstens ein Faktor 0 auftritt.

O

22.2 Weitere Eigenschaften der Determinante

Es wurden schon ganze Biicher tiber Eigenschaften und Formeln zu Determi-
nanten geschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung miissen wir uns leider auf
einige wesentliche beschranken. Dazu z&hlt sicher die erste, die wir vorstel-
len mochten, ndmlich die Multiplikativitdt der Determinante. Dazu benétigen
wir allerdings noch ein paar Notationen:

Lemma/Definition 22.10. Fiir A € GL(n, K) existiert eine Zerlegung
A=C;-Cy---Cs
in sogenannte Elementarmatrizen Cy. Jede der Cy ist dabei von einem der Typen
Si(A), Ql, Ql(A) bzw. Pl.

Dies sind die Matrizen, die durch Multiplikation von links Zeilenumformungen vom
Typ 1,11, 111 bzw. IV (siehe Definition 19.5) realisieren:

j—te Spalte
10 --- - 0 l
0. - 10000
ST B : A 0000
SiA) =1 LA i, QIA)= |00 1 A0 «iteZeile,
: P B 00070
: L0 00001
[0 ¢ T |
sowie Q! := Q/(1) und
i j
l l
10 e vve cvv ver 0
010 0 0 O :
1000 0 0 1 :|« i-teZeile
Pl:={000 1 0 0 :
000 0 1 0 :
001 0 0 0 0|« jteZeile.
000 0 0 01
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Beweis. Es ist sehr einfach nachzurechnen, dass die angegebenen Matrizen
tatsdchlich die entsprechenden Zeilenoperationen realisieren, so dass wir
das hier nicht vorfiihren. Der Gaufialgorithmus zur Berechnung der inversen
Matrix aus Abschnitt 20.7 besagt nun aber gerade, dass jede n X n-Matrix
mit solchen elementaren Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix E, zu
bringen ist. Wir erhalten daher:

E,=By-By---Bs-A

fiir gewisse Elementarmatrizen B; und ein s € IN. Da auflierdem die Inver-
sen Cs_iy1 := (B;)~' der Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind,
ndmlich

_ 1 _— . o
GO =5() @) =Ql-n, @ =P
folgt, dass C; - C; - - - C; = A auch ein Produkt von Elementarmatrizen ist. 0O

Satz 22.11 (Determinanten—-Multiplikationssatz / Multiplikativitit der De-
terminante). Fiir alle A, B € K™ gilt:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Zunachst sei der Rang von A
rang(A) := dim Bild(A) := dim Bild(K" — K", x — Ax) <n,

d.h. Aistnichtinvertierbar. Wegen Bild(A-B) C Bild(A), also auchrang(A-B) <
n, folgt mit D10):
detA-B=0=detA-detB.

Nun sei rang(A) = n, d.h. A € GL(n,K). Nach dem Lemma existiert eine
Zerlegung

A=Cy-Cy---C
in Elementarmatrizen.

Wir haben bereits in der Bemerkung 19.6 gesehen, dass wir die Zeilenopera-
tionen vom Typ III und IV durch wiederholtes Anwenden der Typen I und

II erhalten. Es reicht daher, Matrizen vom Typ S;(A) und Q{ zu betrachten.
Wir zeigen, dass fiir eine Matrix C vom Typ S;(A) oder QZ gilt:

det(C - B) = det(C) - det(B).
Fiir C = Si(A) ist det(C) = A und det(C - B) = A - det(B) (da Multiplikation

mit S;(A) lediglich eine Multiplikation der i—ten Zeile mit A bewirkt), also
det(C - B) = det(C) - det(B).
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FirC = Q{ ist det(C) = 1 wegen D9 und det(C-B) = det(B), da C eine Addition
einer Zeile zu einer anderen Zeile bewirkt.
Also ergibt sich letztendlich:
det(A - B) = det(Cy - - - CsB) = det(Cy) - det(C, - - - Cs - B)

= det(Cq) - - - det(Cs) - det(B)

= det(Cy - - - Cs) - det(B)

=detA - detB,

was zu zeigen war. O

Bemerkung 22.12. Im Allgemeinen ist
det(A + B) # det(A) + det(B),

es gilt ndamlich zum Beispiel fiir A = ((1) 8) und B = (8 (1))
1 = det(A + B) # 0 = det(A) + det(B).

Satz 22.13. Fiir jede Matrix A € K"™" gilt:
detA' = det A.

Beweis. Ist A = (a;j), so ist A = (alfj) mit a,’.]. = aj;. Deshalb folgt mit der Formel
fiir die Determinante aus Satz 22.8 :

t_ . ’ 4
detA' = Z SIENO @y 51y """ Ay 5(n)

€S,

= Z SIgN 0 Ag(1)1 * * * Ao(n)n-

o€S,

Fiir jedes o € 0, gilt:

Ao Aom)n = A1,6-1(1) " " An,071 ()
denn beide Produkte haben die gleichen Faktoren (moglicherweise in anderer
Reihenfolge), denn ist j = o(i), so gilt (o(i), i) = (j,i) = (j, a7 1(j)).

Auflerdem ist

signo = signo™!,

da 1 =sign(o - 07!) = sign(o) - sign(o™?!). Damit folgt:
detA' = Z Sign o™ ay5100) o1 ()

o€S,

() .
= 2 SIgN O A1,5(1) * * * An,o(n)

o€sS,

= det A.
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(*) gilt, da mit o auch o1 ganz S, durchlduft, d.h. die Abbildung S, — S, 0
o~!ist bijektiv. O

Bemerkung 22.14. Die Regeln D1, D2, D5, D6, D7, D10 gelten sinngeméfs
auch fiir Spalten, D9 auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

22.3 Berechnung von Determinanten

Wir haben schon gesehen, dass es die Eigenschaften D6, D7 und D9 der
Determinante erlauben, mit Hilfe des Gauflalgorithmus die Determinante
einer beliebigen n X n-Matrix prinzipiell auszurechnen. In dieserm Abschnitt
stellen wir einige Formeln vor, die diese Berechnungen vereinfachen konnen.

Satz 22.15 (Kistchensatz). Sei n > 2 und A € K™" in der Form

A= (‘gl Iiz) (Blockmatrizen, Kéistchenform).
mit A; € K", Ay € K", C e K"*"2, dann gilt:

det(A) = det(A1) - det(Ay).
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe 22.6. O

Per Induktion gilt die Aussage analog selbstverstiandlich auch fiir mehr als
zwei Késtchen auf der Diagonalen.

Notation 22.16. Sei A = (a;;) € K™". Mit A;; bezeichnen wir die Matrix, die aus
A entsteht, indem man a;; durch 1 ersetzt, und alle anderen Eintrige in Zeile i und
Spalte j durch O ersetzt:

aiy ... ﬂl,]‘_1 0 111,]‘4_1 oo A1p
ai-1,1 0 ai-1,n
Aj=| 0 .. 0 1 0 .. 0
Ai+1,1 0 Ai+1n
A1 - Apjm1 0 Apje .. Ang

Die Matrix A = (dij) € K" mit d;; = det Aj; heifit komplementiire Matrix zu A.
Man beachte die umgekehrte Reihenfolge der Indices.

Mit
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—_—

ail ... {11,]' cee A

[ T A a.
Al.j =|ai1 ... aij ... aiy
ap1 - .- an,j e App

bezeichnen wir die Matrix, die durch Streichen der i—ten Zeile und der j—ten Spalte
von A entsteht (nicht vorhandene Eintriige werden hier mit einem ~— gekennzeich-
net).

Bemerkung 22.17. Es gilt:

det Ajj = (=1)"/ det A7

Beweis. Durch (i — 1) Vertauschungen benachbarter Zeilen und (j — 1) Vertau-
schungen benachbarter Spalten ldsst sich A;; tiberfithren in:

10---0
0

Al
ij
0

Dies liefert mit Satz 22.15 iiber die Blockmatrizen:
det Ajj = (1)U det A7 = (-1)™ det Ay,

a

Satz 22.18. Sei A € K™" und A die komplementiire Matrix. Dann gilt:

detA 0
A-A=A-A=det(A)-E, = ) .
0 detA
Beweis. Seienal,...,a" die Spaltenvektoren von A, und ¢’ der i-te Einheitsvek-

tor. Sei (a'...a/"e'a/*! .. a") die Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten
Spalte durch ¢’ entsteht. Dann gilt:

(x) det(a'...al telat . a") = det Ajj,

denn man kann A;; durch Typ IlI-Spaltenumformungen erhalten.

Sei A - A = (cy), dann ist:



22.3 Berechnung von Determinanten 315

n

n
Cikx = thl] . lljk = Zﬂjk . detA]-,-
j=1

© Z Aj det(a'...a tela™* ... a")

j=1
n

D1 1 i—1 i+1 n

= det(a ...a Zajkef a a")
=1

= det(a'...a" dF a0

o |0, i#k

detA, i=k

= O - detA,
wobei 6; das Kroneckersymbol bezeichnet. D.h.:

detA 0
A-A= . .
0 det A

Die Gleichung A - A = det A - E, beweist man analog. O

Eine sehr hiufig eingesetzte Methode zur Berechnung der Determinante ist
folgende:

Korollar 22.19 (Entwicklungssatz von Laplace). Ist n > 2 und A € K™", so
gilt fiir jedesi € {1, ...,n}

n
detA = Z(—l)i+jaij detAlfj (Entwicklung nach der i—ten Zeile)
j=1

und fiir jedes j € {1,...,n}

detA = Z(—l)i+jaij detAj; (Entwicklung nach der j-ten Spalte).
i=1

Beweis. Nach Satz 22.18 ist det A gleich dem i—ten Diagonaleintrag von A - A:

n n

detA = Za,-]- . (1;'1' = 2 aij - detA,-]-
=1 =1

n

= Z aij - (~1)*7 - det A,
j=1

nach Bemerkung 22.17. 0O
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Bemerkung 22.20. Genau genommen gibt Korollar 22.19 nur ein Verfahren
an, um die Summanden von

Z‘ Sign 0 A15(1) * * * Ano(n)

€S,

in einer speziellen Reihenfolge aufzuschreiben. Dies kann aber sehr niitzlich
sein, beispielsweise, wenn in einer Zeile oder Spalte viele Nullen stehen.

Beispiel 22.21. Nochmal das Beispiel von eben (Bsp. 22.6):

012

Entw. nach 1. Spalte

321 = 0-
120

21
20

12

20

+(-1)-3- 51

= 0-3-(-4)+1-(-3)
9.

Die durch (—1)"*/ bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als Schach-
brettmuster vorstellen:

+[ -+ -
-1+ -+
+[ -+ -
-+ -+

Satz 22.18 gibt auch eine Methode an, die Inverse einer Matrix A mit Hilfe
der Determinante zu bestimmen:

Korollar 22.22 (Formel fiir die Inverse). Sei A € GL(n, K) eine invertierbare
Matrix. Dann gilt:
1 .
-1
= A.
detA

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 22.18: A- A = detA-E,. O

Meist ist es praktischer, die Inverse mit dem Gaufialgorithmus zu berechnen,
doch in manchen Fillen ist diese Formel doch hilfreich, etwa fiir sehr kleine
Matrizen:

Beispiel 22.23. Fiir den Spezialfall n = 2 erhalten wir:
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cd ad — be \ det A, det Ay

1 det A}, —detA’,
ad — bc | —det Aiz det A'z2

1 [ d-b
T ad—bc\—c a

_d_ __b_
ad—bc  ad-bc
c a .

Tad=bc  ad—bc

({Il b )_1 1 (detA11 detAzl )

Bemerkung 22.24. Aus der Formel folgt insbesondere, dass sich jeder Eintrag
von A~! als rationaler Ausdruck mit Eintrdgen von A darstellen ldsst. Mit
Hilfe der mehrdimensionalen Analysis kann man folgern, dass die Abbildung

GL(1,K) — GL(1,K), A A™!
differenzierbar (insbesondere stetig) ist.

Kommen wir nun zuritick zur Losung von Gleichungssystemen. Wie wir
bereits wissen, ist das Gleichungssystem

Ax=1b

fiir alle A € GL(n,K) und alle b = (by,...,b,)" € K" eindeutig losbar. Die
Losung x ist gegeben durch

x=A"1.b
Man kann zunichst A~ berechnen und mit b multiplizieren. Diese Schritte
lassen sich wie folgt kombinieren:

Sind al,...,a" die Spalten von A, so hat A~! in der i~ten Zeile und j—ten Spalte
den Eintrag
detA ji 1
detA ~ detA
Daher folgt fiir die i-te Komponente von x:

det(a...a" " el a1 .. a").

n
1 . .
xl‘zjzzlm'det(ﬂl...ﬂl1€]ﬂ1+1---an)’bj

1 ) 1 o
=— .det@...a! b a*l.. . a"
det A ( ]Z; /

Dies beweist:

Satz 22.25 (Cramersche Regel). Seien A € GL(n,K) und b € K". Sei ferner
x = (x1,...,%,)" € K" die eindeutige Losung von Ax = b. Dann gilt fiir jedes
iefl,...,n}:
_ det(a'...a" ba" . a")
Y= detA
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Beispiel 22.26.

xX1+xo+x3=1
X +x3=1
3x1 +2XQ+X3=0

111 1
~|011]-x=|1
321 0

Die Cramersche Regel liefert nun, da det A = -1 ist:

111 111 111
111 011 011
021 o 301 1 3200 -2
e T e A e

Auch die Cramersche Regel ist fiir die konkrete Losung eines Gleichungssys-
tems oft nicht die beste Wahl; mit Hilfe des GaufSalgorithmus geht dies meist
schneller. Allerdings ist die Regel fiir theoretische Zwecke doch recht hédufig
einsetzbar.

Definition 22.27. Fiir A € K™" definieren wir Rang, Spaltenrang und Zeilen-
rang wie folgt:

rang A := Spaltenrang A := dim Bild A
Zeilenrang A := Spaltenrang At = dim Bild At.

Proposition 22.28. Fiir alle A € K™ ist Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Beweis. Nach dem Struktursatz 20.25 fiir lineare Abbildungen gibt es inver-
tierbare Matrizen S € GL(m, K), T € GL(n, K), so dass:

E, 0
S-A-T—(O 0).

Offenbar gilt: Spaltenrang(SAT) = Zeilenrang(SAT). Da S und T Isomorphis-
men sind, gilt auch:

Spaltenrang SAT = Spaltenrang A bzw. Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.
Es folgt:
Zeilenrang A = Zeilenrang SAT = Spaltenrang SAT = Spaltenrang A,

wie behauptet. O
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Definition 22.29. Sei A € K™" und k € N mit 1 < k < min{n, m}. Eine k X k-
Teilmatrix von A ist eine Matrix A’ € K®*, die aus A durch Streichen von (m — k)
Zeilen und (n — k) Spalten entsteht. det A’ nennt man einen k x k-Minor . Offenbar

hat A genau
m\ (n
k) \k

verschiedene k x k-Teilmatrizen/Minoren. Hierbei bezeichnet die Notation () die An-
zahl der b—elementigen Teilmengen in einer a—elementigen Menge, wie im Abschnitt
2.6 definiert und erliutert.

Satz 22.30 (Minorenkriterium fiir den Rang). Sei A € K™*". Aquivalent sind:

1. rang A = k.

2. Alle (k + 1) X (k + 1) Minoren von A sind 0, aber es gibt einen k X k-Minor
ungleich 0.

Beweis. Wir zeigen fiir alle k die Aquivalenz von:

a) rangA >k,
b) Ik X k-Teilmatrix A’ mit det A’ # 0.

Hieraus folgt die Behauptung.

b) = a): Sei A’ solch eine Teilmatrix. Da A’ € GL(k, K), sind die k Spalten
linear unabhdngig. Damit sind auch die entsprechenden Spalten von A
linear unabhéngig. Also rang A > k.

a) = b): Istrang A > k, so hat A wenigstens k linear unabhéngige Spalten. Sei
B € K"™* die Teilmatrix dieser Spalten. Klar ist: rang B = k. Wegen

Zeilenrang B = Spaltenrang B

(vorige Proposition) sind k Zeilen von B linear unabhéingig. Wahlen wir
diese, erhalten wir eine k X k-Teilmatrix A’ von A mit rang A’ = k, d.h.
A’ € GL(k,K), d.h. det A" # 0.

a

Aufgaben

Aufgabe 22.1 (Determinanten). Berechnen Sie die Determinante der folgen-
den Matrix:

12 1 -1
-1 3 1| 4
2 5 7 —1|€RT

1 1-112
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Aufgabe 22.2 (Determinante der Vandermondschen Matrix). Berechnen Sie

mit vollstandiger Induktion die Determinante der Vandermondschen Matrix
lagad...af
laga?...af

A=|t o | e REFDXE+D

lTagaj... aj
wobei d € N, a; € R. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der entsprechenden
Aufgabe 20.6.

Aufgabe 22.3 (Isomorphismen). Fiir welche t € R ist die lineare Abbildung,
die durch unten stehende Matrix A € R®*® definiert wird, ein Isomorphismus?

t1 32 2t 3t -3
12-3-7t 8 -2t
A-[005 2 00
001 7 0 O
003 2 % ¢

003 2t -2-3
Aufgabe 22.4 (Determinanten und Geometrie).

1. Gegeben seien zwei verschiedene Punkte P = (p1,p2),Q = (91,92) € R?.
Geben Sie eine 3 X 3-Matrix A an, so dass

{xl,xz € ]R2 | detA = O}

genau die Gerade durch P und Q definiert.
Tipp: A sollte nicht nur reelle Zahlen, sondern auch die Variablen x; und
x; als Eintrdge haben.

2. Wie lautet die analoge Beschreibung einer Hyperebene im R" durch n
Punkte?

Aufgabe 22.5 (Determinante). Sei n € IN und seien ferner ay, a1, . ..,a,-1 € R.
Zeigen Sie:

x —1 0
0 x -1

det|: . . e =x" +a,.xX" L+ +a.

0--- 0 «x -1
Ap Ay -+ Ay—1 X +ay—1
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Aufgabe 22.6 (Kdstchensatz). Beweisen Sie den Késtchensatz 22.15, der in
der Vorlesung nur angegeben wurde.

Aufgabe 22.7 (Cramersche Regel). Fiir welche A € R ist die Matrix

A11
Ar=|111
112

invertierbar? Invertieren Sie A) mit Hilfe der Cramerschen Regel in diesen
Fallen.






23

Determinante eines Endomorphismus und
Orientierung

23.1 Definition der Determinante

Sei V ein K-Vektorraum, dimV < oo und f € End(V) := Hom(V,V) :=
Homg(V, V) ein Endomorphismus, wobei Hom(V, W) die Menge aller Vek-
torraumhomomorphismen von V nach W bezeichnet. Wir wollen det f defi-
nieren.

Dazu wihlen wir eine Basis A von V, setzen A = M;{( f) und definieren
det(f) := det A.

Um einzusehen, dass dies nicht von der Wahl einer Basis abhéngt (d.h. dass
det(f) wohldefiniert ist), tiberlegen wir uns, was passiert, wenn wir eine
andere Basis 8 wihlen:

K" —L > kr

e 0

{
S! V——V

Zu zeigen ist: det A = det B. Mit 5 = Ml(idv) € GL(1,K) gil: B=S-A- S\,
Mit dem Determinantenmultiplikationssatz folgt:
detB =det(S-A-S7)
=detS-detA - detS™
= detS - (detS)™! - detA
= detA.

Dies zeigt, dass die Determinante eines Endomorphismus tatsdchlich unab-
héngig von der gewahlten Basis ist. det(f) ist daher wohldefiniert.
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23.2 Geometrie der Determinante eines Endomorphismus

SeiK=R, f: R" - R", A = Mg(f). Dann lésst sich |det f| = |det Al als das
Volumen des von f(e1), ..., f(e,) aufgespannten Parallelotops interpretieren
(s. Abb. 23.1), wie wir im Wesentlichen bereits in der einleitenden Motivation
zu Determinanten von quadratischen Matrizen in Abschnitt 22.1.1 gesehen

haben.

a1

Abbildung 23.1. Parallelotope im R", n = 2, 3.

23.3 Orientierung

Eben haben wir den Betrag der Determinante eines Endomorphismus als
Volumen interpretiert. Was aber kénnte das Vorzeichen der Determinante
bedeuten?

Definition 23.1. Sei V ein R-Vektorraum, dim V = n < co. Ein Endomorphismus
f:V — V heifit orientierungstreu, wenn det f > 0. Insbesondere ist f dann ein
Isomorphismus.

Beispiel 23.2. V = R2. Wir betrachten die Matrizen

i) oot

Die Auswirkung der beiden Matritzen auf den Buchstaben F sind in Abb.
23.2 dargestellt. Dies passt mit det A = +3 und det B = -3 zusammen.

Bemerkung/Definition 23.3. Was ist eine Orientierung von V = RR"? Zwei
Basen A, B von V heifien gleich orientiert, falls det:?(idv) > 0; andernfalls
entgegengesetzt orientiert.

Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz ist Gleichorientiertheit eine
Aquivalenzrelation auf der Menge {A | A = {vy, ..., v,} Basis von V} (hierbei
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5 .- 5
4 R 4 ;
3 ,I e 3 ’ I’
2" 2 o
’ e

1 1 /7

’ '—

| 12345 | 12345

Abbildung 23.2. Orientierung am Buchstaben F: Das linke Bild zeigt F (durchgezogene
Linien) und das Bild A(F) unter der Matrix A aus Beispiel 23.2 (gestrichelt). Das rechte
Bild zeigt das entsprechende Resultat fiir die Matrix B.

kommt es auf die Reihenfolge der Basiselemente an, trotz der Mengenschreib-
weise; siehe dazu auch eine Ubungsaufgabe).

{A|A={vq,...,0,} Basis von V} / Gleichorientiertheit

besteht aus genau zwei Klassen: {ei,...,e,} und {e;1,...,em}, 0 € S, sind
gleich orientiert genau dann, wenn signo = +1.

Beispiel 23.4. Die Orientierung liefert im R® eine Unterscheidung zwischen
rechtshindigen Koordinatensystemen und linkshdndigen Koordinaten-
systemen: {e;,e;,e3} ist ein rechtshdndiges: zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung e;, der Zeigefinger in Richtung e,, so zeigt der Mittelfinger
in Richtung e3. Die linke Hand kann man entsprechend folgendermafien in
dieses Schema einpassen: Daumen nach ez, Zeigefinger nach e,, Mittelfinger
nach e;. Tatsachlich ist {e3, €5, €1} = {es1, €52, €53} fiir 0 = (13) und sign(13) = —1.

Mit Hilfe des im Vorlesungsteil zur Analysis eingefiihrten Begriffes der Ste-
tigkeit (Abschnitt 8) kann man folgendes schone Kriterium fiir die positive
Orientierung der Spalten einer invertierbaren Matrix geben. Da wir die Re-
sultate der Analysis in diesem Abschnitt zur linearen Algebra aber nicht
benutzen mochten, geben wir keinen kompletten Beweis, sondern nur eine
kurze Bemerkung zur einen Richtung der Aussage:

Satz 23.5. Seien A € GL(n,R) und ay,...,a, die Spaltenvektoren von A. Dann
sind die Basen {a1,...,a,} und {ey, ..., e,} gleich orientiert genau dann, wenn es
eine Abbildung

¢: 10,11 > GL(1, R), t - (93()

gibt mit @;;: [0,1] — R stetig fiir allei, j € {1,2,...,n} und p(0) = A, ¢(1) = E.

Beweis (nur Notwendigkeit). Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich aus
dem Zwischenwertsatz 8.9. Mit ¢;; ist auch [0,1] — R, t > det(p(t)) stetig,
als Summe von Produkten von stetigen Funktionen. Da det(p(t)) # 0 V ¢,
folgt: det(p(t)) hat das gleiche Vorzeichen V t € [0, 1]. det ¢(0) = det A hat das
gleiche Vorzeichen wie detp(l) =detE=1>0. O
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Aufgaben

Aufgabe 23.1 (Determinante eines Endomorphismus). Sei n € IN. Wir defi-
nieren:
fn: R[x]<y, — Rlx]<y, pr (P : x)/r

wobei g’ die Ableitung eines Polynoms g € R[x] ist. Zeigen Sie, dass f, ein
Endomorphismus ist. Berechnen Sie die Determinante von fs.
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Eigenwerte und das charakteristische Polynom

24.1 Einleitung

Sei K ein Korper, f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorraumen. Nach dem Struktursatz tiber lineare Ab-
bildungen 20.25 existieren Basen A, B von V bzw. W, so dass

Bei einem Endomorphismus wollen wir 8 = A wahlen und fragen, ob Mﬁ (f)
moglichst einfach ist. Etwas anders formuliert: Sei A zunéchst beliebig. Gibt
es dann Basiswechselmatrizen S = M (idy), so dass B = M7(f) =S-A-S™*
(siehe dazu wieder das kommutative Diagramm auf Seite 323) moglichst
einfach ist?

Mit anderen Worten: Wir betrachten die Operation
GL(11,K) x K" — K™", (S,A) > S-A-S7

von GL(n, K) auf K™ durch Konjugation (Dies ist tatsdchlich eine Operation,
denn EAE™' = A fiir alle A € K™ und S(TAT!)S™! = (ST)A(ST)™!.) und
fragen nach den Klassen bzgl. dieser Operation:

Definition 24.1. Zwei quadratische Matrizen A,B € K™" heiflfen dhnlich bzw.
konjugiert, wenn sie in der gleichen Bahn (genannt Konjugationsklasse) beziig-
lich dieser Operation liegen, d.h. wenn ein S € GL(n, K) existiert mit B=S-A- S,
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24.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Der Schliissel zur Losung der Frage nach der moglichst einfachen Matrix
bzgl. einer geeigneten Basis ist der Begriff des Eigenwerts:

Definition 24.2. Sei V ein K-Vektorraum, f: V — V ein Endomorphismus, A € K.
Der Skalar A heifst Eigenwert (engl. Eigenvalue) von f, wenn es einen Vektor
0 # v € V gibt, so dass

fv) = Aw.

Solch ein v heifit dann Eigenvektor (engl. Eigenvector) von f zum Eigenwert A.
Achtung. Ein Eigenwert A kann 0 € K sein, ein Eigenvektor ist stets # 0.

Ein Eigenvektor ist also ein Vektor v # 0, dessen Bild f(v) unter der linearen
Abbildung auf der gleichen Ursprungsgeraden liegt wie vorher, fiir den also

f(©) € (v) gilt.

Beispiel 24.3. Im IR? hat demnach eine Drehung um den Ursprung um a # 0
keinen Eigenvektor zu einem reellen Eigenwert, da keine Ursprungsgerade
auf sich selbst abgebildet wird.

Im Gegensatz dazu hat die Spiegelung f an der x-Achse des IR? alle Vektoren
v # 0der x-Achse als Eigenvektoren zum Eigenwert 1, weil fiir diese f(v) = 1-v
gilt.

Abgesehen von der theoretischen Motivation, die wir in der Einleitung gelie-
fert haben, gibt es unvorstellbar viele Anwendungen von Eigenwerten. Wir
beginnen mit der Suchmaschine Google:

Beispiel 24.4. Wir betrachten zwei Anwendungen, in denen Eigenvektoren
wesentlich zur Losung eines Problems verwendet werden konnen:

1. City—Kunden und Outlet-Kunden,
2. Googles PageRank.

Beide sind sehr ausfiihrlich im Internet beschrieben und wurden in der Vor-
lesung vorgestellt, hier aber nur verlinkt:

www.gm.fh-koeln.de/ konen/Mathe2-SS/Workshop-Google/PageRank-Workshop2-ext.pdf

Satz 24.5. Es sei V ein K-Vektorraum, n = dimV < co und f: V — V ein
Endomorphismus. Aquivalent sind:

1. V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von f.


http://www.gm.fh-koeln.de/~konen/Mathe2-SS/Workshop-Google/PageRank-Workshop2-ext.pdf
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2. Es gibt eine Basis B von V, so dass

A0
M= " mit A; € K.
0 A

Beweis. Ist Mg( f) von der angegebenen Form, d.h. in Diagonalgestalt (eine
solche Matrix heifit dann Diagonalmatrix) fiir 8 = {vy,...,v,}, dann gilt:
f() =Avi Vi & vq,...,0, ist eine Basis von Eigenvektoren. O

24.3 Das charakteristische Polynom

Bisher haben wir nur erfahren, warum Eigenwerte und —vektoren wichtig
sind, aber nicht, wie wir sie berechnen konnen. Dieses Problem 1ost das
charakteristische Polynom:

Definition 24.6. Sei A € K"™" und A € K beliebig. Dann heift
Eig(A,A) :={v e K" | Av = Av}
der Eigenraum von A zu A.
Xxa(t) := det(A — tE) € K[t]
heift charakteristisches Polynom von A.

Bemerkung 24.7. Fiir eine Matrix A € K" gilt also:

A € K ist ein Eigenwert von A & Eig(A, A) # 0.

Die zentrale Eigenschaft ist nun:

Satz 24.8. Seien A € K" und A € K. Dann gilt:

A ist ein Eigenwert von A & A ist eine Nullstelle von x 4(t).

Beweis. Es gilt:

A Eigenwert & Av = Avfiireinv # 0
© (A = AE) - v = 0 hat eine nichttriviale Losung v # 0
& Eig(A,A) = Ker(A—-AE) #0
o det(A-AE)=0
& xa(A)=0.
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Im Zwei- und Drei-Dimensionalen ist die Geometrie aller eingefiihrten Be-
griffe sehr gut anschaulich verstandlich und illustrierbar; dazu ein Beispiel:

Beispiel 24.9. Wir betrachten die Matrix

2 -1 2X2
(_1 2)€]R .

Die Operation der zugehéorigen linearen Abbildung auf R? verdeutlicht Abb.
24.1. Das charakteristische Polynom von A ist:

Abbildung 24.1. Die Operation der Matrix A aus Beispiel 24.9 auf R?.

xa(t) = det(z__lt 2__1t) =Q-tY-1=P2-4t+3=(1t-3)(t-1),

die Eigenwerte sind also A1 = 3, A, = 1 wegen Satz 24.8.

Die Eigenrdume zu diesen beiden Eigenwerten sind:

Eig(A, 3) = Ker(A — 3E) = Ker (j j) = <( _11 )>,

Eig(A, 1) = Ker (_11 _11) = <(})>.

Dies passt mit Abbildung 24.1 zusammen, dort gehen namlich die beiden
Winkelhalbierenden unter A in sich selbst iiber; wir sagen dann, dass diese
Geraden invariant sind unter A. Allerdings wird auf der Winkelhalbierenden
Eig(A, 1) zwar jeder Punkt auf sich selbst abgebildet, doch auf Eig(A, 3) wird
jeder Vektor auf sein Dreifaches abgebildet. Eig(A, 1) heifst daher punktweise
invariant unter A.

Um nun A auf Diagonalgestalt zu bringen (dies sollte nach Satz 24.5 mog-
lich sein, da die Eigenvektoren, die wir eben berechnet haben, eine Basis
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des R? bilden), definieren wir S~! als Matrix, deren Spalten gerade aus den
Basisvektoren der Eigenrdume bestehen:

_ 11 1(1-1\ (%-1
51:(—11) = 525(1 1):(5 12)'
2 2

Dann ist ndmlich nach den Definitionen der Matrixmultiplikation und von
Eigenwerten AS™! eine Matrix, deren Spaltenvektoren jetzt einfach die Ei-
genvektoren (d.h. die Spalten von S™!) multipliziert mit den zugehérigen
Eigenwerten sind. Multiplikation dieser Matrix mit S von links ergibt daher

eine Diagonalmatrix:
-3\ (2 -1} (11
1) \-1r2) 11

(3 1)_(30
=31 \01)"
In diesen neuen Koordinaten (man kann den Wechsel der Basis auch als
Wechsel des Koordinatensystems auffassen) ist die Abbildung also einfach

zu verstehen; s. auch Abb. 24.2. Blicken wir nun nochmals zurtick auf Abb.
24.1, so stellen wir fest, dass dies genau damit zusammen passt.

s.A-s-lz(

NI=

SIESTE ST ST

——

NI=

Abbildung 24.2. Die Operation der Matrix SAS™! aus Beispiel 24.9, die Diagonalgestalt
mit den Diagonaleintragen 3 und 1 besitzt.

Bemerkung/Definition 24.10. Wir haben eben gesehen, dass die Nullstellen
von x(t) die Eigenwerte der durch A € K™ definierten linearen Abbildung
sind. Allgemeiner konnen wir auch ein charakteristisches Polynom yx(t) ei-
nes Endomorphismus f: V — V,n = dim V < oo, definieren. Wir definieren:

Xf(t) = det(f — t-idy) = det(A — t - E),

wobei A = Mﬁ( f) und A irgendeine Basis von V ist. Wir miissen wieder zei-
gen, dass diese Definition wohldefiniert ist. Sei B also die Matrixdarstellung
bzgl. einer anderen Basis 8:

B = My(f) = SAS™\.
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Dann gilt:

x8(t) = det(B — +-E) = det(SAS™! — +-E)
= det(S(A - +E)S™'),  (daSES! = E)
= detS - det(A — +-E) - detS™*
= xa(t),

d.h. xf(t) ist tatsdchlich wohldefiniert.

Diese Rechnung zeigt insbesondere:

Satz 24.11. Sind A, B € K™ zueinander konjugierte Matrizen, dann gilt:
xa(t) = xs(t).

Zueinander konjugierte Matrizen haben also die gleichen Eigenwerte.

Wir sehen uns das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix
A € K™ noch etwas genauer an. Es gilt, da die Determinante linear in jeder
Zeile ist:

a1 —t ap ... ai,
ay ap—t... ay
xa(t) = det| .
a1 Ay ... Auy—t
ar Ay ... Ay —t 0 e 0
ap) Ay —1t ... dy ay) Ay — 1t ... ayy
= det| . . . + det
Ayl App ... Qpy — L Ayl Ay ... Qpy — L

=..=detA+-+ Za,-,- (=)' + (=t)"
i=1
=by+bit+-+ byt + b, " € K[t]

fur
n

by = detA, by, = (-1)"" -Za,-i, by = (~1)".
i=1
Ubrigens folgt by = det A auch direkt aus x4(0) = det A wegen der Definition
von x(t). Auch die Behauptung tiber b,_; und b, kann man anders einsehen:
Entwickeln von det(A — tE) nach der ersten Spalte liefert (a7 — t) - A1 + a21 -
Ap + - +ay - An. Aberin Aj;, j > 1 kommen jeweils nur 1 — 2 Eintrdge mit
t vor (weil immer zwei gestrichen werden), so dass die Determinante nach
der Determinantenformel hochstens Grad t hat. Daher kommen #*~! und #"
nur im Produkt (@11 — £) -+ (@, — 1) = ()" + (Z?zl aii)(—if)”‘1 +... Vor.
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Als Koeffizienten des charakteristischen Polynoms kommen also sowohl
det A als auch die vorzeichenbehaftete Summe der Diagonaleintrige der Ma-
trix vor. Da letztere noch hédufiger auftauchen wird, geben wir dieser Summe
einen eigenen Namen:

Definition 24.12. Sei A € K™ eine Matrix.

tr(A) := Spur(A) := Z aj

i=1
heifit die Spur (engl. trace) von A.
Man kann zeigen, dass das charakteristische Polynom einer Matrix A € K"™*"

noch eine weitere sehr interessante Eigenschaft besitzt (dies ist der sogenann-
te Satz von Cayley-Hamilton): Es gilt:

xa(A) =0 e K™,

d.h. setzt man in y4(f) statt einer reellen Zahl die Matrix A ein, so erhilt man
die 0-Matrix. Wir konnen dies hier leider nicht beweisen, doch werden wir
in einer Ubungsaufgabe wenigstens ein etwas schwicheres Resultat kennen
lernen.

24.4 Diagonalisierbarkeit

Kommen wir nun wieder zuriick auf die Eingangsfrage danach, wie ein-
fach eine zu einer gegebenen quadratischen Matrix dhnliche Matrix ausse-
hen kann, und zwar insbesondere zu der Frage, unter welchen Bedingungen
diese Diagonalgestalt besitzen kann.

Definition 24.13. Sei P(t) € K[t] ein Polynom. Wir sagen, dass P(t) iiber K in
Linearfaktoren zerfillt genau dann, wenn es A4, ..., A, € K, c € K*, gibt, so dass

PH) =c-(t=A)-(t=A) =c- [ JeE= )™,
j=1

wobei mj € N und die A,...,A; € {Ay,..., A} paarweise verschieden sind. m;
heifit Vielfachheit der Nullstelle /\;.. Esist Y.\ ymj=n.

Fiir ein beliebiges, nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallendes, Polynom P(t) €
K[t] und A € K ist

m(P, A) := max{m | AQ() € K[t], so dass P(t) = (t - 1)"Q(t) }
= m, wobei P(t) = (t — A)" - Q(t) mit Q(A) # 0.
die Vielfachheit von A als Nullstelle von P.
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Also gilt beispielsweise:

m(P,A)=0 & Aistkeine Nullstelle von P,
m(P,A) =1 &  Aisteine einfache Nullstelle von P,
m(P,A) =2 &  Aisteine doppelte Nullstelle von P.

+0.1

+0.1

+0.0
\_/ |
s dls \*05

-01

-01

-02
02

-0.2 \'/

Abbildung 24.3. Das Polynom p(x) = (x + 1)* - x* - (x = 1) - (x — 1.25)? hat (von links)
Nullstellen mit Vielfachheiten 4, 3, 1 und 2.

24.4.1 Ein Diagonalisierbarkeits—Kriterium

Wir haben eben die Vielfachheit einer Nullstelle eines Polynoms definiert.
Ein erster Zusammenhang zu den Eigenrdumen ist folgender:

Lemma 24.14. Es gilt fiir jeden Eigenwert A einer n X n—Matrix A € K"™":

dim Eig(A, A) < m(xa(t), A).

Beweis. Wire die Dimension des Eigenraums zu A grofSer als r = m(xa(t), A),
so wiirde eine Basis vy, .. ., vk dieses Eigenraumes mit k > r existieren. Ergan-
zen wir diese zu einer Basis vy, . . ., v, von K", s0ist S~ = (v ...v,) invertierbar
und es gilt:

ASTV = (Av; ... Av,) = (Av1 ... Avg AUk - .. ADy).

Da SS™! = E ist, folgt:
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SAS™' =S (Avy ... Avx AVpss ... Avy)
= (ASvy...ASvx SAVky ... SADy,)
= (Aey...Aex SAVky1 ... SADy).

Nach dem Kastchensatz ist dann m(x(t), A) > k > r, ein Widerspruch. 0O

Gilt sogar Gleichheit und zerfillt y4(t) in Linearfaktoren, so ist A diagonali-
sierbar:

Definition 24.15. A € K™ heifit diagonalisierbar (iiber K), wenn 1S €
GL(n,K): SAS™ = D fiir eine Diagonalmatrix D.

Satz 24.16 (Diagonalisierbarkeits—Kriterium). Sei A € K™". A ist diagonali-
sierbar genau dann, wenn folgende beide Bedingungen erfiillt sind:

1. xa(t) € K[t] (iiber K) in Linearfaktoren zerfillt,

2. fiir jede Nullstelle A von x a(t) gilt: m(x,(t), A) = dim Eig(A4, A).

Manchmal nennt man m(x(t), A) auch algebraische Vielfachheit eines Ei-
genwertes A und dim Eig(A, 1) seine geometrische Vielfachheit. Mit dieser
Terminologie heifst die zweite Bedingung, dass algebraische und geometri-
sche Vielfachheit fiir alle Eigenwerte tibereinstimmen sollen.

Bevor wir den Satz auf Seite 337 beweisen, zundchst ein paar Folgerungen
und Bemerkungen:

Korollar 24.17. Sei A € K™". Hat das charakteristische Polynom xa(t) genau n
verschiedene Nullstellen Ay, ..., A, € K, dann ist A diagonalisierbar zu:

M0
0 A
Beweis. Fiir jedes A; gilt

1 < dim Eig(A, A;)
< m(xa, Ai)
=1,

da alle Nullstellen einfach sind. O

Bemerkung 24.18. Ist A diagonalisierbar, etwa SAS™! =D, und istk € N, so
gilt:
DF = (SAS™HF = sAFs T,
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also
Ak = §71DFs.

Dies ist sehr hilfreich, um hohere Potenzen diagonalisierbarer Matrizen aus-
zurechnen.

Bemerkung 24.19. 1. Fir K =C = {a+bV-1]|a,b € R} zerfillt jedes Poly-
nom p € K[t] in einer Variablen t in Linearfaktoren, denn es gilt:

Satz 24.20 (Fundamentalsatz der Algebra, ohne Beweis). Jedes Polynom
P(t) € C[t] vom Grad d > 1 hat eine Nullstelle (in C).

Die aus der Schule bekannte Polynomdivision (siehe dazu auch den eu-
klidischen Algorithmus aus Abschnitt 3.5) liefert daher:

Korollar 24.21. Jedes Polynom P(t) € C[t] zerfillt in Linearfaktoren.

Dies erste Bedingung des Satzes ist fiir K = C also immer erfiillt. Fiir
K = R ist dies natiirlich nicht richtig, wie das Beispiel > + 1 zeigt.

2. Die zweite Bedingung ist nicht immer erfiillt, auch, wenn es die erste ist.
Ist beispielsweise
11
A=(o1)

so folgt xa(t) = (1 — )%, d.h. m(xa(t), 1) = 2, aber
. . . 01
dim Eig(A, 1) = dim ker (0 0) =1

Lemma 24.22. A € K"™". Seien A4, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte von
Aundvy,..., v, zugehorige Eigenvektoren. Dann sind vy, . .., v, linear unabhingig.
Genauer gilt: Die Summe

Eig(A, A1) ® Eig(A, A2) @ - -- ® Eig(4, A,) C K"
ist direkt, also nach Definition:

Eig(4,1;) N ZEig(A,/\l) =0 Vjef{l,...r.

I=i
%]

Beweis. Induktion nach r. Der Fall r = 1 ist trivial.

Nehmen wir also an, dass:

r—1
v, € Eig(4,A,) N [Z Eig(4, Aj)],

j=1
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etwa
vy =wy +---+ w1 fiir gewisse w; € Eig(A, A)).

Esfolgt,daAj,j=1,...,r -1, die Eigenwerte zu den Eigenvektoren w; sind:
Av, =Av, = Aw + -+ Aw,_ 1 = A + -+ AW
Wieder durch Verwendung von v, = w; + - - - + w,_; erhalten wir:
0= = ADwp + -+ (Ao — A)w,—1.

Da die Summe Eig(A, A1) ® - - - ® Eig(A, A,—1) € K" direkt ist nach Induktions-
voraussetzung, folgt:

(A]' - )\r)w]- =0¢€ Eig(A, /\]').

Es gilt aber A; # A, nach Voraussetzung und somit w; =0, j =1,...,r -1,
also schlieSlich: v, = wy +---+w,_1 =0. 0O

Damit kénnen wir nun das Diagonalisierungskriterium nachweisen:

Beweis (Beweis des Satzes 24.16). Zur Notwendigkeit der Bedingungen: Ist A
diagonalisierbar, dann ist wegen Satz 24.11

xa® = xo(t) = [ [1; -5
=1

zerfallend. Ferner:

dim Eig(A, A;) = dim Eig(D, 7))

A=A 0
= dim ker .
0 Ap = A
=l{ie{l,2,...,n}|Ai = A}
= m(xa(t), 1)).

Wir haben also noch zu zeigen, dass die Bedingungen auch hinreichend fiir
die Diagonalisierbarkeit sind: Es sei dazu

xa(t) = ﬁ(Ai —-t)= ﬁ(/\j -H",
P =1

wobei Aj,..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte bezeichnen, d.h.
Y.j-1mj = n. Nach dem Lemma gilt:
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Eig(A, M) @ - @ Eig(A4, A,) € K",

d h. insbesondere dim(Eig(4, 11) & - @ Eig(4, 1,)) = ¥, dim Eig(4, A;). Nach
j=1
der 2. Bedingung ist aber
Z dim Eig(A, Aj) = Z mj = deg xa(t) = n = dimK".
j=1 =1
Insgesamt zeigt dies:

Eig(A, A1) - - ® Eig(4, A,) = K.

Fligen wir Basen der Eigenrdume Eig(A,A;), j = 1,...,7, zu einer Basis
{v1,...,0,} von K" zusammen, dann hat beziiglich dieser Basis der Endo-
morphismus A Diagonalgestalt. Genauer: Ist ndmlich wie im Beweis zum
Lemma 24.14

st= (v1 ... )

die Matrix, deren Spalten diese Basisvektoren sind, so ist

A1 0
SAS™! = o,
0 A,

wobei die k; X k;—Kastchen A; € K" mit k; = Vielfachheit des Eigenwertes A;
gerade die Diagonalmatrizen

Ai 0
Ai = .. S Kkiin
0 A

sind. O

24.4.2 Anwendung: Lineare Rekursionen

Wie wir in einer Ubungsaufgabe am Beispiel der Fibonacci—Zahlen sehen
werden, konnen wir fiir eine lineare Rekursion, d.h. eine Formel der Form

Ty = ary—1 +bry_p, 1o =4y, 11 =ay,

eine geschlossene Formel fiir 7, (d.h. eine Formel, in der zwar #, nicht aber
die r; vorkommen) mit Hilfe von Eigenwerten und —vektoren herleiten.

Dies beruht darauf, dass offenbar:
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)=o) ()

Den nichsten Wert, 7,41, konnen wir nun mit Hilfe linearer Algebra berech-

re: ()= (0= G ()

Um 7,4 zu berechnen, benotigen wir also Ak Ist aber A diagonalisierbar,
etwa SAS™! = D, so folgt A¥ = SIDFS, was einfach zu berechnen ist. Dies
kann man benutzen, um eine geschlossene Formel fiir r, anzugeben. In den
Ubungsaufgaben werden wir dies verwenden, um eine solche Formel fiir die
Fibonacci-Zahlen (diese haben wir bereits im ersten Semester in Abschnitt
1.3.4 gesehen, konnten dort aber die Herkunft der Formel nicht erklédren)

fn ::fn—1+fn—2/ nzzl f0=0/f1:1/
herzuleiten. Die Folge beginnt folgendermafSen:

(fo, fi, f2,---)=10(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...).

24.5 Die Jordansche Normalform

Uber den komplexen Zahlen ist jede Matrix zu einer recht einfachen Matrix,
ihrer sogenannten Jordanschen Normalform konjugiert. Betrachten wir also
die Operation GL(n,C) X C™>" — C™", (S, A) — SAS™L. Wir wissen bereits,
dass tiber C aus

dim Eig (A, A) = m(xa(t),A) VAeW

folgt, dass die Matrix A diagonalisierbar ist. Wir haben in der Bahn von A
also eine Diagonalmatrix als Reprédsentanten:

A0
0 A
Als Grenzwert von diagonalisierbaren Matrizen tauchen nicht diagonalisier-
1
0 A
(AT (A1)
A{L“L(o Az)_(O Al)_'A

hat nur A; als Eigenwert und es gilt:

bare auf: Beispielsweise ist die Matrix (A 1 ) fir Ay # A, diagonalisierbar,

aber
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m(xa(t), A1) = 2 > dimEig (A, A1) = dimKer(g (1)) =1.

Allgemein haben wir stets folgende Reprasentanten:

Definition 24.23. Ein Jordankistchen der GrofSe k zum Eigenwert A ist die Ma-
trix:

Al 0
k=l o ee
0 A

Mit der gleichen Begriindung wie fiir die 2 x 2-Matrizen oben ist ein sol-
ches Kastchen fiir k > 2 nicht diagonalisierbar, weil m(xj (), A) = k, aber
dim Eig(J(A, k), A) = 1.

Satz 24.24 (Jordansche Normalform, ohne Beweis). Sei A € C"™" eine quadra-
tische Matrix mit komplexen Eintriigen. Dann existieren A1,..., A, € C, ky,...,k, €
IN und S € GL(n, C), so dass:

JA,k) 0O .- 0
SAS T =] = 0 J(Ay, k) : /

: .0

0 OI(Ar/kr)

wobei die Eigenwerte Ay, ..., A, nicht notwendig paarweise verschieden sind.

Uber den reellen Zahlen und iiber allgemeinen Korpern gibt es ein dhnliches
Resultat, das aber etwas aufwéndiger zu formulieren ist, so dass wir es hier
nicht angeben.

Wir haben weder erklirt, wie man das Resultat iiber die Jordansche Nor-
malform beweist, noch, wie man die k; berechnet. Leider konnen wir das im
Rahmen der Vorlesung auch nicht erledigen. Daher mochten wir an dieser
Stelle darauf hinweisen, dass sehr viele Computeralgebra-Programme so-
wohl Eigenwerte und Eigenvektoren als auch die Jordansche Normalform
berechnen kénnen. Auch an der Universitit des Saarlandes ist die Software
Maple verfiigbar und es kann durchaus hilfreich sein, sich einmal tiber die
recht ausfiihrliche und verstiandlichen Hilfeseiten soweit einzuarbeiten, dass
man wenigstens einfache Berechnungen damit durchfithren kann. In Maple
existieren verschiedene Bibliotheken zur linearen Algebra, die entsprechende
Berechnungen durchfiihren konnen. Beispielsweise liefert

with(linalg);
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eine Liste aller in dieser Bibliothek zur Verfiigung gestellten Prozeduren, die
auch gleich zur Benutzung bereit stehen.

A := matrix(2,2,[1,2,3,4]);
eigenvalues(A);
eigenvectors(A);

jordan(A);

ermittelt die erfragten Ergebnisse ohne Wartezeit.

Alternativ kann man auch die Webseite www.WolframAlpha.com verwenden
und dort in die Suchmaske JordanDecomposition[{{1,2},{3,4}}] einge-
ben.

Aufgaben

Aufgabe 24.1 (Eigenwerte und Eigenraume). Wir betrachten den Wiirfel W
mit Ecken (+1,+1, +1) € R3, dessen Schwerpunkt also im Ursprung des Ko-
ordinatensystems liegt:

&
&
xV

Berechnen Sie Matrixdarstellungen der folgenden linearen Abbildungen, die
den Wiirfel auf sich selbst abbilden, und berechnen Sie Eigenwerte und Ei-
genrdume dieser Matrizen:

1. D := Drehung um 180° um die Achse, die die Mittelpunkte der Strecken
15 und 37 verbindet.

2. S := Spiegelung an der Ebene, die durch die Punkte 2, 4, 6, 8 geht.
3. Die Abbildung D o S (eine sogenannte Drehspiegelung).

Aufgabe 24.2 (). Die Vielfachheit eines Eigenwertes A als Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms nennen wir algebraische Multiplizitit von A, die Di-
mension des zu A gehorenden Eigenraumes nennen wir geometrische Multi-
plizitit von A. Berechnen Sie algebraische und geometrische Multiplizitit der
folgenden Matrizen:


www.WolframAlpha.com
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2000 2100 2100 2100 2100
0200 0200 0210 0200 0210
A= 0020 B = 0020 €= 0020 D= 0021 k= 0021}
0002 0002 0002 0002 0002

Aufgabe 24.3 (Potenzen von Matrizen).

0121
0011
0001[
0000

Was sind die Eigenwerte und Eigenrdume von M?

1. Berechnen Sie M?, M3, M* fiir die Matrix M =

2. Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenrdume von: A = (30 ~19

Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so
dass A = SDS™! und berechnen Sie A10000,

19 —12)

Aufgabe 24.4 (Lineare Rekursion). Seien a,b € R. Es seinun xp =4, x; = b
und x,, = 222 fiirn > 2.

1. Schreiben Sie die Rekursion in der Form y, = A - y,-1, wobei A eine 2 X 2

- Matrix ist und y; = ( xil )

i—

2. Finden Sie eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, so
dass A = SDS™L.

3. Bestimmen Sie: lim,_,co S"1A"S.

4. Leiten Sie daraus lim,,_,., A" und lim,,_, x;, ab.

Aufgabe 24.5 (Relationen zwischen Matrizen).

2 -10
1.SeiA=|-1 2 -1}.
0 -12
Zeigen Sie: A3 — 6A% + 10A — 4E; = 0, wobei E; € K¥3 die Einheitsmatrix
ist.

2. Sei nun A € K™ beliebig. Zeigen Sie: Es existiert ein Polynom P(t) =
bt" + .-+ + bit + by € K[t], so dass: b,A" + --- + 1A + byE,, = 0, wobei
E, € K™" die Einheitsmatrix ist.
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Hauptachsentransformation

Reelle symmetrische Matrizen spielen eine besondere Rolle, beispielsweise
weil, wie wir sehen werden, alle ihre Eigenwerte reell sind. Die Symmetrie
von Matrizen ist trotzdem keine Eigenschaft, die so speziell ist, dass sie nie
vorkommt; im Gegenteil: jede Quadrik (also Kugel, Ellipsoide, Hyperboloi-
de, etc., s. Abb. 25.1) lasst sich mit solch einer Matrix beschreiben. Dies wird
es uns ermoglichen, mit Hilfe der linearen Algebra eine Klassifikation dieser
geometrischen Objekte zu erreichen. Fiir wesentlich mehr Hintergrundinfor-
mationen zur Anwendungen der Linearen Algebra in der Geometrie ist das
Buch von Gerd Fischer [FisO1] — ggf. in Kombination mit seinem Buch zur
linearen Algebra [Fis08] — zu empfehlen.

Abbildung 25.1. Einige Quadriken: Eine Kugel, ein Ellipsoid und ein einschaliger
Hyperboloid.

Fiir die Informatik sind solche Flachen beispielsweise wichtig, weil die meis-
ten Computer Aided Design Programme sie als Basis—Objekte zur Verfiigung
stellen, aus denen man kompliziertere mittels booleschen Operationen wie
Vereinigung, Durchschnitt, etc. erzeugen kann. Auflerdem kann man mit ih-
rer Hilfe geschwungene Objekte, wie Autokarosserien oder Flugzeuge, oft
besser anndhern als mit kleinen Dreiecken, weil von letzteren zu viele be-
notigt werden. Dies ist allerdings nicht trivial: Erstaunlicherweise stofSt man
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schon bei der exakten Berechnung der Schnittpunkte und —kurven von weni-
gen Quadriken auf grofie — von der aktuellen Forschung immer noch nicht
zufriedenstellend geldste — algorithmische Probleme, u.a. weil dabei die
Koordinaten oft komplizierte Wurzelausdriicke beinhalten.

25.1 Symmetrische Matrizen

Im letzten Kapitel haben wir Kriterien dafiir entwickelt, wann eine Matrix
dhnlich zu einer recht einfachen Matrix, wie beispielsweise einer Diagonal-
matrix oder einer Jordanmatrix ist. In allen Féllen ging das nur sehr gut, wenn
alle Eigenwerte iiber dem Grundkorper existieren. Da aber fiir viele Polyno-
me tiiber den reellen Zahlen nicht alle Nullstellen {iber den reellen Zahlen
existieren, erscheint die Frage sinnvoll, ob man einer Matrix unter gewissen
Voraussetzungen ansehen kann, dass alle Eigenwerte reell sind. Betrachten
wir die beiden Matrizen

A= ((1) _1)=>)(A(t) =12 +1, aber xp(t) =t* —1fir B = (0 1).

0 10

Das charakteristische Polynom zerfillt fiir die symmetrische Matrix B schon
iiber den reellen Zahlen in Linearfaktoren; fiir die nicht symmetrische Matrix
A miissen wir hierfiir komplexe Zahlen zu Hilfe nehmen. Tatsdchlich haben
symmetrische reelle Matrizen immer nur reelle Eigenwerte; wir werden dies
zwar erst im nidchsten Kapitel beweisen, aber hier schon einige geometrische
Folgerungen angeben.

Definition 25.1. Eine Matrix A = (a;;) € K" heifit symmetrisch, wenn

A=A,
Bemerkung 25.2. Sei A € K"™". A symmetrisch ist dquivalent zu:

(FAYy =(Ax,y) = (x,Ay) =x'Ay VYx,yeK"
Beweis. Fiir die Standard-Basis—Vektoren x = ¢; und y = ¢; ergibt sich:

eit Alvej = (ari,...,an) - € = aji
Cllj
und e A-ej=¢'-| 1 | =ay.
ﬂn]'
Es muss also tatsdchlich a;; = a;; Vi, j gelten. Die Umkehrung folgt, weil belie-

bige x und y sich als Linearkombinationen der Vektoren der Standardbasis
schreiben lassen. O
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Wie schon erwéhnt, gilt Folgendes:

Satz 25.3. Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann hat A nur reelle Eigen-
werte.

Beweis. Spéter (Satz 26.5). O

Satz 25.4 (Hauptachsentransformation). Sei A € R™" symmetrisch. Dann
existiert eine orthogonale Matrix S € SO(n), so dass

A1 0
StAS = .
0 An
mit A; € R.

Beweis. Sei A € R ein Eigenwert und v € R" ein zugehoriger Eigenvektor mit
Lange |[o]| = 1. Sei
W=vt={weR"|{(w,v) =0}

der zu v orthogonale Untervektorraum (s. Abb. 25.2).

Abbildung 25.2. Das orthogonale Komplement W = v* eines Vektors v.

Wir zeigen: Aw € W VYw € W:

(Aw,v) = (w, Av) (weil A symmetrisch ist)
={(w, Av) (weil v ein Eigenvektor ist)
= AMw, v)
=A-0
=0.

Dies zeigt: Aw e vt = W.

Wir wihlen nun eine Basis von W aus zueinander senkrecht stehenden
normierten Vektoren vs,...,v, (die explizite Konstruktion solcher Vekto-
ren liefert das Gram-Schmidt—Verfahren in Satz 26.13; in diesem Abschnitt
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erlautern wir es noch nicht, weil wir zundchst den Schwerpunkt auf die
geometrische Anwendung legen mochten). Wir setzen dann v; := v und
S = (v1,02,...,0,) € GL(n,R). Damit gilt: {v;,v;) = 1 Vi, (v;,0;) = 0 Vi # j.
Insbesondere ist S nach Definition von O(n) orthogonal, weil §'S = E. Wir
setzen ferner: w; := Av; € W, j =2,...,n. Es ergibt sich:

A00O
0

SYAS = St(A01/w2/~--/wn): 0 B
0

Die erste Zeile und Spalte folgen dabei aus (v;,v;) = 6;; und die Matrix
B € R"=DX("=1) hat, da A symmetrisch ist und wir daher Bemerkung 25.2
angewenden konnen, die Eintrage

vt w; = vl Av; = (v;, Avj) = (Av;,vj) = vj'w; fir2 <i,j<n,

ist also symmetrisch.

Per Induktion folgt, dass wir erreichen konnen, dass S'A S die angegebene
Form hat. Da S € O(n), konnen wir durch Ubergang von v zu —v sogar
S € SO(n) erreichen. 0O

2 -1

Beispiel 25.5. Sei A = (_1 5

). Das charakteristische Polynom ist:

xa=@-1)?-1=#—-4t+3=(@1t-1)(t-3),

die Eigenwerte sind also: A; = 1,4, = 3. Der Eigenraum zum ersten dieser
beiden ist:

. 1-1 1
Eig(A, A1) = Ker ( 11 ) = (( 1 )).
Es gilt: ||( } )H = V2. Um einen normierten Vektor zu erhalten, setzen wir:
3V2 1
01::v:=(2 )(:vl=<(_ ))).
fa) o=

Damit gilt: A ( _11) = ( 3 ) = 3( : ) € vt, wie behauptet.
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Nun konnen wir leicht nachrechnen, dass det S = 1 und dass
gaso[2V2-3V2)(2 -1\ (3V2-3V2\ [ |(3V2-3V2)_(10)
e v\ e dve Iz 2 )7 los

25.2 Klassifikation von Quadriken

Definition 25.6. Eine Quadrik Q C IR" ist die Losungsmenge einer quadratischen
Gleichung

n

n
g(x) = Z ajjxixj + Z bixi+c=0,
i=1

i,j=1
auch genannt Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms. In Matrixschreib-

weise:
glx) = x*Ax+ b'x+c,

wobei A = (a;;) € R™" symmetrisch gewihlt sei. Die Matrix

b by
5 e

C
b
71 ai ... A

A=
% Apl -« Aup
heifit erweiterte Matrix von q. Damit gilt dann:

1
U
Q(x) = (1/x1/"'/x}’l) A

Xn
Beispiel 25.7. Einige Quadriken kennt man vermutlich schon aus der Schule.
Beispielsweise liefert der Satz von Pythagoras unmittelbar, dass ein Kreis
mit Radius r um den Ursprung im IR? beschrieben werden kann durch die
Gleichung (s. Abb. 25.3):
Ayt =1

Denn drei positive reelle Zahlen a,b,c mit a,b < c bilden genau dann ein
rechtwinkliges Dreieck, wenn sie die Beziehung a® + b* = ¢? erfiillen. In drei
Variablen liefert analog x* + y* + z2 = r eine Kugel.

Wie aber sehen allgemeinere Quadriken aus? Der folgende Satz liefert die
Antwort:
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Abbildung 25.3. Der Kreis als Nullstellenmenge.

Satz/Definition 25.8 (Klassifikation von Quadriken in Dimensionen n). Sei
q(x) = x*Ax + bx + c ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten und A
die erweiterte Matrix. Dann gibt es eine Bewegung (auch euklidische Bewegung),
d.h. eine Abbildung

f*R">R", f(y)=Sy+t, mitSeSOMn),teR",

so dass q(f(y)) = 0 zu einer der folgenden Gleichungen (die auch Normalformen
genannt werden) dquivalent ist. Dabei schreiben wir: m = rang A, M = rang A:

(a) (1 =m) , .
2
Y Ye  Yin Yin _
_2+...+_2_2_ ..... _2_0,
* X An R
(b) (m=m+1)
2 2 2 2
¥ Ye  Yin Ym
Py iy Sty PR
ay X An X
(c)(m=m+2)
2 2 2 2
Y1 yk yk+1 Ym _
_2 + oo + —2 a— 2_ ..... —2 frd ym+1
o 2 a a
1 k k+1 m

Hierbei sind oy, . .., ay € Rog Konstanten und 0 < k < m.

Bemerkung 25.9. 1) Da sich A von A nur durch eine zusatzliche Zeile und
Spalte unterscheidet, ist klar:

m<m+2.

2) IstdetA # 0, dann ist m = nund M < n + 1. Am hiufigsten tritt Fall (b) mit
m =nein (& detA # 0,det A # 0).
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3) Genau wie S € SO(n) behilt eine Bewegung offenbar Abstdnde bei, da die
Verschiebung um ¢ € R” hierauf keinen Einfluss hat. Daher ist die Form
einer Quadrik nach Anwendung der Bewegung identisch mit der Aus-
gangsform. Beispielsweise ist die Normalform eines Kreises nicht etwa
eine belibiege Ellipse, sondern ein gleich grofler Kreis mit Mittelpunkt im
Ursprung.

Beispiel 25.10 (1 = 2). Wir betrachten Quadriken in der Ebene R?. Es ergeben
sich nach dem Klassifikationssatz folgende Falle:

m = = 2,k = 2: Ein Punkt:

A
:

B _B.
t

i

m =11 =2,k = 1: Zwei Geraden mit Steigungen

m = 11 = 2,k = 0: Dies fiihrt nach Multiplikation der Gleichung mit —1 wieder
auf den schon betrachteten Fall mit k = 2 (ein Punkt).

m = 2,1 = 3,k = 2: Eine Ellipse mit Halbachsen der Langen «, §:

y A
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m = 2,1 = 3,k = 1: Eine Hyperbel mit Halbachsen der Langen «, §:

Die folgende Abbildung zeigt Ellipse und Hyperbel mit den gleichen
Halbachsen in einem Bild, um deren Zusammenhang deutlich zu machen:

[N}
)

Grp=1
m=2,m=3k=0: —i—i—;—i:l die leere Menge: 0
m =1, = 3,k = 1: Eine Parabel:

QleN
1l
<

m = 1,7 = 3,k = 0: Dieser Fall ist nach Durchmultiplizieren mit —1 analog
zum vorigen und liefert eine Parabel (allerdings nach unten offen).

m=1,m =2,k = 1: Zwei Geraden mit Abstand 2a:
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y A
|
I
|
Co1(eE+1)(E-1)=0) R it T
o a o a X
|
|
|
|
|
m=1,m=2k=0: Z—i:l: die leere Menge: 0
m =1 =11,k = 1: Eine doppelte Gerade:
y A
2 _ O @ —-——-—=-----4H4-=-=-=-=-=-- >

m =1 =171,k = 0: analog zu eben nach Durchmultiplikation mit —1.

Beispiel 25.11. Wir mochten herausfinden, welchen Typ die folgende Qua-
drik hat:
g, y) = —xy+yP—x—y-1=0.

Dazu schreiben wir sie zunéchst mit Hilfe der erweiterten Matrix A:

1-1)(1
1
1 -3 X |.
1
-5 1)\
Es gilt q(x,y) = 0 © 2gq(x,y) = 0; wir diirfen also statt unserer urspriingli-
chen Gleichung g(x, y) = 0 fiir die Quadrik auch die Gleichung 24(x, y) = 0

verwenden:
-2-1-1)(1
2qx,y) =1, x,y)| -1 2-1}f«x

-1-1 2)\y

qtx,y) = L,xy) - | -1
1
2

Die rechte untere 2 X 2-Teilmatrix A haben wir im vorigen Beispiel untersucht
und berechnet, dass mit

2V2 -3 V2 10
i 2 . ; B
s=(1 Jus)esom me sas=(o5)
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Diese Matrix benutzen wir, um neue Koordinaten x” und y’ zu erhalten:

(b)-<l7)-(Far e

In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik g(x, y) = 0 nun:

0=q'(x,y) =3() + ()> — (V2 + V2y') — (V2x' + V2y') -2
=3(') +(y)> -2V2y -2
=3(¥')*+ (v - V2 -4
Wir nehmen nun eine weitere Koordinatentransformation vor: x” = x’, y” =
y - V2. In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik: ?—L(x")2 +
1(y")* = 1bzw.
@R WP
Gvay 2%
Sie hat also eine Normalform, die wir in der Liste aus Beispiel 25.10 finden:
Die Quadrik q(x,y) = 0 ist demnach eine Ellipse. Um diese Ellipse auch in

ihren urspriinglichen Koordinaten zeichnen zu kénnen, driicken wir nun die
neuen Koordinaten x” und y”” in den alten Koordinaten x und y aus:

()=s(v) =505 va) = (5 va)= 5(3)
(v 0 e)

Abbildung 25.4 zeigt die Ellipse sowohl in den neuen Koordinaten x”” und
y”, als auch in den alten Koordinaten x und y.

1.

y'A

Abbildung 25.4. Eine Ellipse in neuen und in alten Koordinaten.
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Bemerkung/Definition 25.12. Quadriken in der Ebene heiffen auch Kegel-
schnitte, weil sie durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene entstehen.
Dies wusste bereits Apollonius von Perge (262 - 190 v.Chr.). Abbildung 25.5
zeigt den Kegel mit Gleichung K : x? + > = z% und einige Schnitte. Einsetzen

Abbildung 25.5. Einige Schnitte eines Kegels.

von z = r in K zeigt beispielsweise sofort, dass ein Schnitt mit der Ebene z = r
einen Kreis mit Radius r aus K ausschneidet. Eine Hyperbel erhdlt man durch
Schnitt mit y = r. Der Leser kann sich leicht selbst iiberlegen, wie man die
weiteren Kegelschnitte erhalt.

Bemerkung 25.13 (Brennpunkte von Ellipsen). Kegelschnitte haben viele
interessante Eigenschaften. Beispielsweise haben Ellipsen zwei sogenannte
Brennpunkte (s. Abb. 25.6): Ein Lichtstrahl, der von einem der beiden Brenn-
punkte in eine beliebige Richtung ausgesendet wird, wird an der Ellipse so
reflektiert, dass er durch den anderen Brennpunkt lduft. Die entsprechende

y A

\
a
Abbildung 25.6. Die Brennpunktseigenschaft von Ellipsen.

Eigenschaft im Dreidimensionalen wurde beispielsweise in einigen Burgen
benutzt, um Besucher, die eine heimliche Unterredung fithren wollten, abzu-
horen: Bei einer Decke, die Ellipsoidenform hat, muss man nur die Besucher
in den einen Brennpunkt stellen und im anderen Brennpunkt stehen, um der
Unterhaltung zu lauschen, auch wenn sie fliisternd von statten geht.
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Tatsdchlich nutzt man die Brennpunktseigenschaft auch heute aus, insbeson-
dere in der Variante fiir Parabeln. Diese haben namlich nur einen Brennpunkt,
siehe Abb. 25.7. Ein Parabolspiegel, der die Form einer um ihre Symmetrie-

/

\

Abbildung 25.7. Der Brennpunkt einer Parabel.

achse rotierenden Parabel besitzt (genannt Paraboloid, siehe Abschnitt 25.3)
hat dann auch nur einen Brennpunkt. Platziert man in diesem den Ener-
gieumwandler bzw. Empfianger, so ist es effizient moglich, Daten aus dem
All zu empfangen oder Strom aus Sonnenenergie zu gewinnen.

Fiir viele weitere Eigenschaften von Quadriken und anderen geometrischen
Objekten ist [ ] ein sehr lesenswertes Buch.

Beweis (des Satzes 25.8 zur Klassifikation der Quadriken im IR"). Nach dem Satz
tiber die Hauptachsentransformation 35 € SO(n), so dass

A0
stas=| - |=D
0 A

Ist k die Anzahl der positiven Eigenwerte, m = rang A, dann konnen wir also
ohne Beschriankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass

0

.férvl =

=)
=1l
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fiir gewisse a; € IR5¢. Beztiglich der Koordinaten y € R"” mit
x =Sy

schreibt sich g(x) = x* Ax + bt x + ¢ nun:

k yz m y? no
q(Sy) = a—’z—Za—2+Zb1yl+c
i1 % =% =

fiir gewisse b; (genauer: b' = b'S). Also ist die erweiterte Matrix beziiglich
der y—Koordinaten von der Gestalt:

b bu b . b
¢ 13 2 |2 2
a | 1
2
2 a3
1
2
Ay
1
——— 0
akﬂ
by _1
2 a%l
bm+1
2
: 0 0
by
2

Wir mochten g auf noch schénere Form bringen. Dies erreichen wir durch die

Translationen: .
b,‘aiz
i 5
i= E,alz .
yi+T, ZE{k+1,...,m}.

iell,2,...,k

g hat dann die Gestalt (d.h. die linearen Terme E,g, sind fiir [ < m nicht
vorhanden):

k ~2 m {2 n
- Y y]' ¥
Q(E/)=Z?— Z -+ Z bijj + ¢
i=1 i j=k+1 7] l=m+1

Die erweiterte Matrix sieht jetzt also folgendermafien aus:
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~ Emﬂ ~n
c 0 5 e ?
0] . 0
Em+l
2
10 0
?Vl
Sind alle by1 = --- = b, = 0 und & = 0 so sind wir in Fall (a).
Ist aber b1 = --- = b, = 0,¢ # 0, so liefert Division durch ¢ den Fall (b).

Ist schlieBlich (Byi1,...,0,) # (0,...,0), so kénnen wir neue Koordinaten

Y iqs- - -+ Y einfithren, so dass

n

T~ 1 ’
Z blyl - bm+1ym+l‘
I=m+1

Translation (um ¢ auf null zu bringen) und Division durch b/ , liefert dann
den Fall (c). O

25.3 Klassifikation von Quadriken im Fall n = 3

Im Fall # = 3, d.h. im R3, haben wir also eine Quadrik:

1
X1
X2
X3

q(x,y,z) = L x1 x2x3) - A

7

wobei die erweiterte Matrix A zu A = (a;j) symmetrisch ist und die Form hat:
b b b
2 2 2
~ a1 ap a
A= 11 412 413
ap1 dzz 423

NSNS o

as1 asz ass

Wir schreiben: m = rang A, 7it = rang A. Damit gibt es die folgenden Fille
(bei den Graphiken ist das Koordinatensystem haufig etwas gedreht, damit
man die Geometrie der Quadrik besser erkennen kann; unendlich grofle
Oberfldchen sind mit einer Kugel abgeschnitten):

1) m = 3,1 =4,k = 3, ein Ellipsoid (Abb. 25.8):
x> x2 A2
—S+2+2=1
ap & &g
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Abbildung 25.8. Ein Ellipsoid.

2) m =3 =1,k = 2, ein Kegel (auch Doppelkegel genannt, s. Abb. 25.9):

2

2
xl X

>
X3

2 —
A2 2o
1

2

a 2

o

2
as

Abbildung 25.9. Ein Kegel.

3) m = 3,/ = 4,k = 1,2, Hyperboloiden (Abb. 25.10): Ein einschaliger
Hyperboloid ist durch

xZ xZ xZ

1 2 3
—t5-5=1
a;  a; 4z

gegeben (k = 2). Einen zweischaligen Hyperboloiden erhdlt man durch
Anderung des Vorzeichens auf der rechten Seite (bzw. durch k = 1):

22 i3 X

pte el o aa
a;  a;  aj a
Die beiden Hyperboloiden entstehen auch als Deformation des Kegels,
indem die @; immer grofler gewdhlt werden oder dquivalent auf der
rechten Seite statt der 1 ein ¢ immer ndher an 0 gewdhlt wird (Abb.
25.11):
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'ax

Abbildung 25.10. Ein— und zweischaliger Hyperboloid.

»—\QN | '—‘RN
H
MQM | I\)RM
|
wQN | St
1l
o

Abbildung 25.11. Hyperboloiden als Deformationen des Kegels: links der ein—, rechts
der zweischalige und in der Mitte beide Deformationen gemeinsam.

4) m = 2,1 = 4, Paraboloide (Abb. 25.12):
Es gibt den elliptischen Paraboloiden (k = 2),

Hon
2t =%
0(1 O£2

und den hyperbolischen Paraboloiden (k = 1):

oox
peinb Rkt
ar A

5) Allgemein nennt man jede Quadrik, deren Normalform nur von zwei
Variablen abhédngt, Zylinder.

m = 2,1 = 3: Hier (Abb. 25.13) erhalten wir einen elliptischen Zylinder
(k = 2) und einen hyperbolischen Zylinder (k = 1):
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v

Abbildung 25.12. Ein elliptischer und ein hyperbolischer Paraboloid.

=1

»—%\) | HRN
H

Ist beim elliptischen speziell a; = a», so nennt man diesen auch Kreiszy-
linder.

Abbildung 25.13. Elliptischer und hyperbolischer Zylinder.

m = 1,m = 3: Offenbar ist dies auch ein Zylinder, und zwar ein paraboli-
scher Zylinder (Abb. 25.14):

= X».

»—nQN | »—-RI\)

m = 2,7 = 2: Nattirlich sind dies prinzipiell zwar auch Zylinder. Al-
lerdings sind sie so speziell, dass man sie iiblicherweise nicht als solche
bezeichnet.

Fiir k = 1 erhalten wir namlich

R
|
NQN | N
Il
L
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Abbildung 25.14. Ein parabolischer Zylinder.

Abbildung 25.15. Zwei Ebenen.

was (wegen einer binomischen Formel) in zwei lineare Faktoren, d.h. in
zwei Ebenen, zerfillt.

Fiir k = 2 ergibt sich

’
x
LR
a; &

was genau von den Punkten (0,0, x3) € R3 mit x3 € R beliebig, erfiillt
wird. Geometrisch erhalten wir also eine Gerade (Abb. 25.16), ndmlich
die x3—Achse.

Abbildung 25.16. Eine Gerade im R® als Quadrik.
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6) Selbstverstandlich gibt es noch einige weitere Félle. Beispielsweise ist es
uns moglich, auch die leere Menge oder einen Punkt als Quadrik im R®
erhalten. Diese Falle wird der Leser ohne Miihe angeben kénnen.

Bemerkung 25.14 (Echtzeit-Visualisierung algebraischer Flichen). Lasst
man, statt wie bei Quadriken, auch Polynome hoheren Grades in drei Va-
riablen zu, so heiflen deren Nullstellenmengen im R? algebraische Flichen.
Deren Visualisierung ist in letzter Zeit auf dem Grenzgebiet zwischen Mathe-
matik und Informatik sehr aktuell, da dies durch Verwendung von schnellen
Graphikkarten in Echtzeit moglich ist. Leider ist noch keines der existieren-
den Programme zufriedenstellend in der Hinsicht, dass es sowohl schnell
genug ist als auch korrekte Ergebnisse liefert.

Die Software surfer (http://www.surfer.Imaginary-Exhibition.com),die
eine einfache Benutzerschnittstelle bereit stellt und die vom Mathematischen
Forschungsinstitut Oberwolfach gemeinsam mit dem Autor O. Labs fiir die
Wanderausstellung Imaginary entwickelt wurde, ermoglicht es, die hier vor-
gestellten Graphiken ohne grofien Aufwand selbst zu erzeugen.

surfer (wie auch dessen Vorganger, das zwar méchtigere, aber nicht so ein-
fach zu installierende, von O. Labs entwickelte Programm surfex), benutzt
im Hintergrund das Programm surf, das wiederum auf der Visualisierungs—
Technik des Raytracings basiert. Da hierbei einfach endlich viele Strahlen
von einem virtuellen Auge ausgesandt werden, wird es selbstverstandlich
vorkommen, dass besonders kleine oder diinne Objekte, wie z.B. eine Ge-
rade, meist gar nicht von diesen Strahlen getroffen werden und daher im
Bild (unkorrekterweise) weggelassen werden. Fiir das Bild der Gerade in
der obigen Liste (Abb. 25.16) haben wird daher ein wenig geschummelt und
statt dessen die Gleichung eines diinnen Kreiszylinders visualisiert. Solche
und verwandte Probleme demnéchst automatisiert und in Echtzeit 16sen zu
konnen, ist noch immer Aufgabe der Forschung auf diesem Gebiet.

25.4 Typen von Quadriken

Mit der Hauptachsentransformation und einigen weiteren Koordinaten—
Anderungen kann man, wie wir gesehen haben, die Normalform fiir jede
Quadrik bestimmen.

Manchmal interessiert man sich aber nur fiir den Typ einer Quadrik, d.h.
fiir die Normalform, wenn man auch Streckungen und Stauchungen in den
Koordinaten erlaubt, so dass also alle a; im Klassifikationssatz = 1 gewihlt
werden konnen.

Dies kann man oft wesentlich einfacher erreichen, insbesondere ohne das
Berechnen der Eigenwerte und —vektoren. Betrachten wir dazu das Beispiel
25.11 von oben noch einmal:


http://www.surfer.Imaginary-Exhibition.com
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g, y) = —xy+y*—x—-y-1=0.

Mit quadratischer Ergidnzung konnen wir zundchst den gemischten Term
—xy eleminieren:

1\ 1
q(x,y)=(x—§y) —Zy2+}/2—X—y—1.

}lyz miissen wir wieder abziehen, da wir den Fehler, den wir beim Ersetzen
von x? durch (x — 3)? gemacht haben, wieder beheben miissen. Fiithren wir
nun neue Koordinaten ein,

S S
F=x-3y F=Y

so erhalten wir, da dann x = ¥ + %y ist, und da wir weiter mit quadratischer
Ergénzung die linearen Terme eliminieren kénnen:

2.3, o 1.
gy =¥+ 7 -x-5§-§-1

wennwirx’ = ¥—1undy’ = j—1alsneue Koordinaten wihlen. Die Gleichung
x'2 + 22 — 2 = 0 beschreibt offenbar eine Ellipse.

Doch warum bedeutet dieses, dass die Ursprungsquadrik in den Koordinaten
x,y ebenfalls eine Ellipse ist? Im Gegensatz zu den im Klassifikationssatz
erlaubten Koordinatentransformationen, die durch eine orthogonale Matrix
gegeben sind, haben wir hier andere lineare Koordinatentransformationen
vorgenommen.

Man miisste nun beweisen, dass tatsdchlich eine Abbildung x — Ax + ¢
mit A € GL(2,R), t € R, eine Quadrik eines bestimmen Typs wieder auf
eine des gleichen Typs abbildet. In einer Geometrie-Vorlesung wiirde man
dies selbstverstandlich durchfiihren, da es nicht sehr schwierig ist, doch hier
konnen wir aus Zeitgriinden nicht weiter darauf eingehen.

Wir mochten hier nur noch einmal auf das obige Beispiel zurtickkommen.
Wir erhalten schlieSlich eine Ellipse, was beweist, dass die urspriingliche
Quadrik ebenfalls vom Typ Ellipse war. Allerdings ist Kreis kein Typ einer
Quadrik im obigen Sinn, denn eine Verdnderung der o; macht aus einem Kreis
ja eine Ellipse. Auflerdem lassen allgemeine Koordinatentransformationen
(mit A € GL(n, R), nicht unbedingt in SO(11)) Abstdnde nicht unbedingt fest,
so dass nattirlich dabei problemlos aus einem Kreis eine Ellipse werden kann,
die kein Kreis ist, und umgekehrt.
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Aufgaben

Aufgabe 25.1 (Kegelschnitte). Stellen Sie fest, zu welchem Typ die folgenden
Kegelschnitte (d.h. Quadriken in der Ebene R?, in zwei Variablen) gehoren
und zeichnen Sie diese, gemeinsam mit ihren Hauptachsen, jeweils in ein
Koordinatensystem ein:

1. —8x% + 12xy —6x + 8y> — 18y + 8 =0,
2.5x% —8xy +2x +5y* + 2y + 1 =0.

Aufgabe 25.2 (Quadriken im IR?). Stellen Sie fest, zu welchem Typ die fol-
gende Quadrik im R® gehort und zeichnen Sie sie, gemeinsam mit ihren
Hauptachsen, in ein Koordinatensystem ein:

2x% +2xy + 2y* — 2xz + 22 = 2yz -1 =0.
Aufgabe 25.3 (Geraden auf Quadriken).

1. Zeigen Sie, dass auf einem einschaligen Hyperboloid sowie auf einem
hyperbolischen Paraboloid zwei Scharen von oo vielen Geraden liegen
und dass diese die folgende Eigenschaft besitzen: Jede Gerade schneidet
zwar keine der Geraden der eigenen Schar, schneidet aber mit nur einer
Ausnahme jede Gerade der anderen Schar in genau einem Punkt.

2. Zeigen Sie, dass auf einem Ellipsoid und auf einem zweischaligen Hy-
perboloid keine Geraden liegen.

Aufgabe 25.4 (Drei Windschiefe Geraden definieren eine Quadrik).

1. Es seien 3 paarweise windschiefe Geraden I, I, [z im R3 gegeben. Zeigen

Sie: Es gibt genau eine Quadrik, die diese 3 Geraden enthalt; diese ist ein
einschaliges Hyperboloid oder ein hyperbolischer Paraboloid. Wie erhalt
man alle Geraden aus den gegebenen dreien geometrisch?
Hinweise: Zur Existenz der Quadrik kann man ausnutzen, dass der Raum
R[x, y, z]<» der Quadriken im R® 10-dimensional ist. Wie viele lineare Be-
dingungen an die Koeffizienten einer Quadrik sind es, eine vorgegebene
Gerade zu enthalten?

Um alle Geraden zu finden, betrachten Sie zunichst eine Ebene E, die von
I und einem Punkt p € [, aufgespannt wird. E schneidet /3 in einem Punkt
g. Nun geht durch p und g eine Gerade. In wievielen Punkten kann eine
Gerade eine Quadrik im IR?> maximal schneiden, ohne in ihr zu liegen?

2. Es seien 4 paarweise windschiefe Geraden im R® gegeben. Zeigen Sie:
Es gibt entweder 0, 1, 2 oder oo viele Geraden im R3, die alle 4 Geraden
schneiden.
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Skalarprodukte

Im Kapitel 25 tiber die Hauptachsentransformation haben wir einige Resul-
tate unbewiesen benutzt, um zunichst die Geometrie — insbesondere der
Quadriken — zu betonen. Hier werden diese schon benutzten Ergebnisse ge-
zeigt und einige verwandte wichtige Begriffe eingefiihrt: Im ersten Abschnitt
iiber hermitesche Skalarprodukte werden wir (in einer allgemeineren Situa-
tion) nachweisen, dass reelle symmetrische Matrizen tatsdchlich nur reelle
Eigenwerte besitzen. Nach Ausfiihrungen tiber allgemeinere Skalarproduk-
te und deren Beziehung zum Vorzeichen von reellen Eigenwerten sowie zu
Normen werden wir im Abschnitt tiber Orthonormalisierung schliefllich das
Gram-Schmidt—Verfahren erklaren, mit Hilfe dessen wir die im Beweis zu
Satz 25.4 nicht geloste Frage kldaren, wie wir eine Basis aus zueinander or-
thogonal stehenden Vektoren der Linge 1 explizit ohne grofien Aufwand
produzieren kénnen.

26.1 Das hermitesche Skalarprodukt

Die komplexen Zahlen sind zwar nicht unser Hauptanwendungsgebiet, doch
viele Phdnomene lassen sich mit ihrer Hilfe wesentlich besser und konzeptu-
eller verstehen als tiber den reellen Zahlen. Hierzu gehort die Frage nach der
Realitdt von Eigenwerten symmetrischer Matrizen, die sich im komplexen
Fall zu sogenannten hermiteschen Matrizen verallgemeinern, genauso wie
die Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen mit Hilfe orthogo-
naler Matrizen, die sich zu sogenannten unitiren Matrizen im Komplexen
verallgemeinern.

Wir betrachten also den Korper C der komplexen Zahlen (siehe auch Ab-
schnitt 7.1), bestehend aus Elementen der Form z = x + iy, wobei x,y € R
und i € C : # = —1. Die komplexe Konjugation eines solchen Elementes
z = x + iy € Cist definiert als die Abbildung (siehe auch Abb. 26.1):
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C—-C z=x+iyzi=x—1y.

y A
|
1_ —
—7=0+1 l_éi z=a+ib
|
_______ R -
-1+0-i=-1 ! 1=1+0-i a «x
_ps
1 _7-0-1-i=-i¢ Z=a—1ib

Abbildung 26.1. Die komplexe Konjugation.

Definition 26.1. Das hermitesche Skalarprodukt auf C" ist durch

n

(z,w) := Zz_jwj, z,w e C",

=1
definiert, d.h. (z,w) = z' w.

Im Gegensatz zum reellen Standard-Skalarprodukt auf IR” ist das hermitesche
Skalarprodukt also nicht symmetrisch. Auch einige andere aus dem reellen
Fall bekannten Eigenschaften miissen angepasst werden:

Proposition 26.2 (Eigenschaften des hermiteschen Skalarproduktes). Es
gilt:

1) Additivitit:

(z,v+w) ={z,0) + (z,w)
(z+v,w) ={z,w)+ (v, W)

Yz, w,v e C".
2) Sesquilinearitit (d.h. (1 + )—fache Linearitiit):

(Az,w) = Mz, w)
(z, A\w) = Az, w)

YAeC,z,we C".
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3) Hermitesch:

(w,zy = (z,w) Vz,weC",

insbesondere:
(z,z) e R Vze(C".

4) Positiv Definitheit:
(z,z) >0 VYzel"

und Gleichheit gilt nur fiir z = 0.

Beweis. Wir zeigen nur die letzte Eigenschaft, da die anderen nicht allzu
schwer nachzuweisen sind. Fiir z € C" schreiben wir dafiir z; = x; + iy; mit
xj, yj € R. Damitist zj - zj = (xj — iy;)(x + iy;) = x? + y}z, und wir erhalten:

n

(z2)=) (E+y) 20

=1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn: x; = y; =0Vj & z=0. O

Die zugehorige Norm (auch: induzierte Norm) auf C” ist

llzll = v{z,2).

Wie im reellen Fall ist ein normierter Vektor z € C" einer mit ||z|| = 1. Furv €
C",v#0,ist ﬁ normiert. Auch hier heifSen z und w senkrecht zueinander,
wenn (z, w) = 0, in Zeichen z 1L w.

Definition 26.3. Eine Matrix A € C™" heifit hermitesch, wenn
(Az,w) = {(z,Aw) VYz,we C".
Bemerkung 26.4. Da (z,w) = z'-wund da Aztw = Z' Atw, ist
Aztw = (Az,w) = (z, Aw) =z Aw

genau dann fiir alle z und w erfiillt, wenn At=A gilt. Insbesondere sind die
Diagonaleintrédge ay einer hermiteschen Matrix A = (a;) reell und a;; = aj.
Jede reelle symmetrische Matrix ist offenbar auch hermitesch.

Satz 26.5. Die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix sind alle reell.

Beweis. Sei A= Atund v € C"\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
also A-v = A-v. Dann gilt:

Mo, v) = (v, Av) = (v, Av) = (Av,v) = (Av, ) = A(v, V).
Dies zeigt: (A — Mo, 0)=0=>A=A,dh.AeR. O
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Als direktes Korollar erhalten wir Satz 25.3 tiber die Realitdt der Eigenwerte
von symmetrischen Matrizen. Nun zur Verallgemeinerung der Hauptach-
sentransformation symmetrischer Matrizen durch orthogonale auf jene her-
mitescher durch sogenannte unitire Matrizen:

Proposition/Definition 26.6. Eine Matrix S € GL(n, C) heifit unitdr, wenn
St.S=E.
Mit _
U(n) = {S € GL(1,C) | S*-S = E

bezeichnen wir die unitire Gruppe. Die Gruppe SU(n) der speziellen unitiiren
Matrizen ist:
SU(n) :={S € U(n) | detS = 1}.

Beweis. Wir miissen nachrechnen, dass U(n) und SU(n) tatsichlich Gruppen sind.
Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit der Multiplikation in U(n): Seien S, T € U(n).

Nach Definition gilt: StS = E, T'T = E, also S = Stund T' = Tt =
(ST)(ST)=(T'SH- (S =T"E-T=E. O
Inzwischen haben wir schon einige Matrixgruppen kennengelernt. GL(n, K),

SL(n,K) := {A € GL(n,K) | detA = 1}, SO() = SL(n, R) N GL(1,IR) C O(n) C
GL(n,R), SU(n) € U(n) € GL(1, C).

Beispiel 26.7. Die eindimensionale unitiare Gruppe
U ={rec|Ar=1}

ist einfach zu verstehen: Da A\ = |A]%, ist u() = {/\ eC | Al = 1}. Sie besteht
also aus allen komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis.

Bemerkung 26.8. Eine Matrix S = (v, ...,v,) € GL(n, C) ist genau dann uni-
tdr, wenn die Spaltenvektoren v, ..., v, normiert sind und zueinander senk-
recht stehen.

Beweis. Es gilt: SY.S = (O Oket,m 1=t O

Damit konnen wir das komplexe Analogon zur Hauptachsentransformation
formulieren:

Satz 26.9. Sei A € C'"™" eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine unitire Matrix
S € U(n), so dass

M0
StAS=| . mit A; € R.
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Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis der Hauptachsentransformation
fiir symmetrische Matrizen A € R™" (Satz 25.4).

Sei A € C ein Eigenwert von A. Nach Satz 26.5 ist A € R. Sei v ein Eigen-
vektor zu A; ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass [[v|| = 1. Nun
betrachten wir:

vt =W={weC"|(v,w)=0)=C"},

da (v, w) = 0 eine Ursprungs-Hyperebene im C" definiert. Dann gilt fiir alle
weW:
(Aw,v) = {w, Av) = {w, Av) = A{w,v) =0,

d.h. wie im Reellen ist die Einschrankung von A auf W, d.h. A|w, tatsachlich
eine Abbildung in W, also Alw: W — W. Mit Induktion existiert eine Basis
vy,...,0, von W aus normierten zueinander senkrechten Eigenvektoren von
A. Wir setzen S := (vy, ..., vy,); damit gilt:

A0
SYAS = SYAvy, Avs, ..., Avy) = St (Aon, .., Ago) = -,

da v_ktvl =06y. 0O

26.2 Abstrakte Skalarprodukte

Bisher haben wir uns auf das Standard-Skalarprodukt im Reellen (siehe ins-
besondere Abschnitt 17.2) und das hermitesche Skalarprodukt im Komple-
xen, das wir im vorigen Abschnitt 26.1 betrachtet haben, beschrankt. Viele
der Eigenschaften dieser beiden Skalarprodukte konnen wir auch in einen
allgemeineren Kontext bringen und so auch Begriffe wir Orthogonalitét in
anderen Raumen definieren. Dies hat sehr interessante Anwendungen in vie-
len Bereichen der Mathematik. Beispielsweise konnen wir definieren, wann
zwei stetige Funktionen auf einem Intervall (dies findet insbesondere in der
Nummerik Anwendung) oder zwei Dichten (dazu kommen wir in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung im ndchsten Semester) senkrecht zueinander stehen.

Im Folgenden bezeichnet K entweder den Korper R oder C.

Definition 26.10. V sei ein K-Vektorraum, K = R oder K = C. Ein Skalarpro-
dukt auf V ist eine Abbildung

(L) VxV->K, (vw)e (v,w)

mit folgenden Eigenschaften:
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1) Additivitit:
(01 + 02, w) = (01, W) + (V2, W)
(0, w1 + wz) = (v, w1) + (v, W)
Yo, w,vy,vy, w1, wy € K"
2) Sesquilinearitiit (d.h. (1 + })—fache Linearitiit):
(Ao, w) = X(U, w)
(v, Aw) = Ko, w)

YAeK VYo,welV.
3) Hermitesch:

(v,w) ={w,v) Yo,weV.
4) Positiv Definitheit:
(v,v) >0 und (v,v)=00v=0
YoeV.

Fiir ein Skalarprodukt (., .) heifst die Abbildung
V = Rso, v = |lvll := v(o,0)

die zugehorige Norm.

Beispiel 26.11. 1. R" bzw. C", versehen mit dem Standardskalarprodukt
bzw. dem hermiteschen Skalarprodukt.

2. Der Raum
V =C°[a,b] ={f: [a,b] - R| fist stetig}

der stetigen Funktionen (s. Kapitel 8), versehen mit dem Skalarprodukt

b
f.g) = f Fhg() dt.

Additivitat, Sesquilinearitdt und Hermitsch sind offenbar erfiillt wegen
der Linearitédt des Integrals und weil komplexe Konjugation auf reellen
Zahlen keine Auswirkungen hat. Um zu erkennen, dass die Formel tat-
sdchlich ein Skalarprodukt definiert, miissen wir also noch die positive
Definitheit einsehen. Offenbar gilt:

b
(f, )= ff(t)z dt > 0.
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to

Abbildung 26.2. Zum Skalarprodukt auf dem Raum der stetigen Funktionen.

Ist f £ 0, d.h. f ist nicht die konstante Nullfunktion, dann 3£y € (a,b) :
f(to) # 0, also wegen der Stetigkeit (s. Abb. 26.2) d¢ > 0, 6 > 0 mit
[f(H)] > & YVt mit |t — to| < 6.

Es folgt:

b to+0
fvaﬂzj;Hﬁ:%%>a
a to—06
Dieses Skalarprodukt kann man als stetige Variante des Standard - Skalar-
produktes auf dem R" interpretieren, indem das Summenzeichen durch
das Integralzeichen ersetzt wird. Das Integral ist ja nichts anderes als

der Grenzwert von Summen von Rechtecksflichen, wobei die Breite der
Rechtecke gegen 0 geht (s. Definition 13.1).

. Die komplexe Variante davon ist:
b
V:%MMHC|ﬁm@,@@:fﬂ%mﬁ

. Sei @ eine Dichte, d.h.: ¢: [4,b] — R ist strikt positiv und stiickwei-
se stetig. Auf dem Vektorraum aller Dichten kénnen wir das folgende
Skalarprodukt nutzen:

b
(h,90 = [ e ar

. Sei V = K" endlich-dimensional und

(,):VxV->K
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ein Skalarprodukt. Die Einheitsvektoren von V bezeichnen wir wie tiblich
mit: e, € K". Wir setzen:

aj := {ex, ej) = {ej, k) = Aj-

Sei A = (aj). Dann ist A offenbar hermitesch. Die so definierte Matrix
A bestimmt das Skalarprodukt schon eindeutig: Zwei beliebige Vektoren
z,w € K" schreiben sich ndmlich

n n
z = szek, w = ijej
k=1 j=1

tiir gewisse z;, w; € K und es gilt:

n

n n
(z,w) = Z Z(Zkek,wj€j> = Zz_k wingj =z Aw.

n
k=1 j=1 k=1 =1

Ist umgekehrt A € K™ eine beliebige hermitesche Matrix, so definiert
sie vermoge
(z,wda =z Aw

ein Skalarprodukt zur hermiteschen Matrix A auf K" genau dann, wenn
alle Eigenwerte von A strikt positiv sind: Ist ndmlich v ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert A, so gilt: (v,0)4 = 0'Av =0'Av = A ' v. Aber:
Av'v>0& A>0,dav'v>0.

Auf einem Vektorraum, der ein solches Skalarprodukt besitzt, konnen wir
explizit Basen konstruieren, so dass deren Vektoren paarweise senkrecht auf-
einander stehen und normiert sind:

Beispiel 26.12. Wir betrachten den Untervektorraum

1) (1
u={2]|3[)cRr®
(212

und mochten eine Basis von U finden, deren Elemente orthogonal zueinander
stehen, d.h. wir suchen z.B. v = a(1,2, 1)t +b(1, 3,0)! mit

0=(1,2,1)v=01+20+v3=(a+b)+2-(2a+3b) +a=6a+7b.

Offenbar diirfen wir einen der Koeffizienten frei wihlen (nur b = 0 ist nattir-
lich nicht erlaubt), z.B.a =t € R,d.h. b = —gt, um eine Losung v zu erhalten.
Dies sollte uns nicht wundern, da natiirlich mit v auch jeder Vektor s - v mit
s # 0 eine Losung ist.



26.2 Abstrakte Skalarprodukte 373

Das Konstruieren einer Basis eines Untervektorraumes, bei der alle Basisele-
mente orthogonal zueinander stehen, geht in Dimension zwei auf diese Art
noch in vertretbarem Aufwand. Sogar in hoherdimensionalen Fillen noch
sehr einfach ist es mit folgendem Verfahren moglich:

Satz 26.13 (Gram-Schmidt—Verfahren). Sei V ein K-Vektorraum mit Skalar-
produkt und wy, ..., w, eine Familie von linear unabhingigen Vektoren (also insbe-
sondere: dim{w, ..., wry = kVk = 1,...,n). Dann existieren Vektoren vy,...,v,
in V mit (v;,vj) = 0; fiiri,j € {1,2,...,n}, so dass:

(01,...,00) ={w1, ..., wxy flirk=1,...,n.

Beweis. Wir gehen induktiv vor:

1. Zunichst wihlen wir v := % Dann ist 1 normiert und (v;) = (w1).

2. Sind vy, ..., 041 schon definiert, dann setzen wir:

k-1
Uy = Wy — Z(T)]', wk>v]-.
=1

Dafiir gilt:

k-1
(o, ) = (o w) = ) (05, w0, o) =0, 1=1,2,... k-1,
j=1
also: up L (v1,..., 01y und ug # 0, da wy & (v1,...,0—1) = (W1,...,Wr_1).
3. Dann setzen wir
_
lluagll”

so dass vy, ..., v, ein sogenanntes Orthonormalsystem (siehe auch Def.
26.24) ist. Aulerdem gilt: (w1, ..., wx) = (v1,..., V).

O

O :

Dieser Satz und sein Beweis liefern also die Bestitigung, dass wir die im
Beweis zur Hauptachsentransformation (Satz 25.4) notige Basis aus orthogo-
nal zueinander stehenden normierten Vektoren tatsdchlich explizit und ohne
groflen Aufwand konstruieren kénnen. Ein Beispiel in einer hoheren Dimen-
sion, so dass man nicht einfach durch kurzes Uberlegen direkt eine Basis
hinschreiben kann:

Beispiel 26.14. Wir betrachten V = R* mit dem Standard-Skalarprodukt und
der Basis:
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1 1 1 1

1 1 -1 0
w1 = 1 ,W2 = 0 , W3 = 1 Wy = ol

1 0 -1 0

Um eine sogenannte Orthonormalbasis (siehe auch Def. 26.24) daraus zu
machen, miissen wir nach dem Gram-Schmidt-Verfahren setzen:

, da2= Vi =|w].

01 =W =

NI= NI= N= NI=

Damit kénnen wir nun v, berechnen:

-1.

NI= NI= NI= NI=
NI= NI—= NI= N=

U
Uy =Wy — V1, W) - V1 = , also vy = Tl = Uy.
2

1
1
0
0

Der dritte Vektor v3 ergibt sich daraus folgendermafien:

1

2

1

_ us 2
uz = w3 — (v1, w3)v1 — V2, W3)v, also vz = i
3 2

1

2

Schliefslich finden wir fiir uy

Uy = Wy — (U1, Wa)V1 — (U2, W4)V3 — (U3, W4)V3

1 1 1
1 2 2 2
1 1 1
(o Yz 1f{z] 1|-2
= B Y Y
0 22 22 2 2
0 1 1 _1
2 2 2
1
4
_1
_ 4
= %,
3
1
4
also:
1
2
1
T )
O Tl [ -2
4 2
1
2
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Die Matrix der Spaltenvektoren ist demnach:

(01 V203 04) = € S50(4) € GL(4, R).

N =
O S gy

1 11
1 -1-1
1-1 1-1
1-1-1 1

Leider muss man feststellen, dass —im Gegensatz zum obigen Beispiel —bei
diesem Verfahren wegen der Normierung meist Quadratwurzeln auftreten,
die Berechnungen mit Papier und Bleistift etwas anstrengend machen. Aufier
einigen kleinen Rechnungen zum vertiefenden Verstdndnis wird man daher
zur praktischen Durchfiihrung meist einen Computer verwenden.

26.3 Das Hurwitz—Kriterium

In Beispiel 26.11.5 haben wir gesehen, dass genau solche hermiteschen Matri-
zen ein Skalarprodukt definieren, die nur strikt positive Eigenwerte besitzen.
Wir untersuchen nun, welche hermiteschen Matrizen diese besondere Eigen-
schaft erfiillen.

Es gibt auflerdem noch weitere gute Motivationen, dieses Problem zu studie-
ren. Solche Fragen sind ndmlich zentral bei der Untersuchung von Funktio-
nen im Mehrdimensionalen, die wir im nichsten Semester betrachten wer-
den: In Analogie zur Kurvendiskussion in einer reellen Variablen (siehe Ka-
pitel 10), in der ein Punkt mit verschwindender erster und positiver zweiter
Ableitung ein Minimum darstellt, ist im Mehrdimensionalen Fall ein Punkt
ein Minimum, wenn dort die erste Ableitung verschwindet und die Determi-
nante der sogenannten Hesse-Matrix nur strikt positive Eigenwerte besitzt.

Abbildung 26.3. Eine reelle Funktion im Mehrdimensionalen mit einem Maximum
und einem Sattelpunkt. Eine Unterscheidung zwischen Minimum, Maximum, etc.
liefert hier die positive bzw. negative Definitheit einer geeigneten Matrix.
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Proposition/Definition 26.15. Eine hermitesche (oder symmetrische) Matrix A €
K™ heifit positiv definit (in Zeichen: A > 0), wenn folgende dquivalente Bedin-
gungen erfiillt sind:

1) Alle Eigenwerte von A sind strikt positiv.
2)ztAz>0 VYzeK"\ {0}

3) Durch
(z,w)a =z Aw

wird ein Skalarprodukt auf K" definiert.
Beweis. Wir miissen die Aquivalenz der drei Aussagen zeigen:

2) & 3) Zunichst ist 3) = 2) klar, weil 2) eine Teilaussage von 3) ist. Fiir
die andere Richtung ist nur die hermitesche Eigenschaft nicht selbstver-

standlich. Dies folgt aber aus A' = A = A' = A:

(w,z)s = W' (Az) = (ztAt)@At::Z ZPAW = ZtAw) = (z, W)a.

3) = 1) Dies haben wir schon in Beispiel 26.11.5 gesehen: Sei A ein Eigenwert,
v € K" ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt:
0 <{v,0)4 =0 (Av) =0 (Av) = Av'v,
also: A >0,davtv > 0.

1) = 2) Nach Satz 26.9 und Satz 24.5 existiert eine Basis von K" aus nor-
mierten Eigenvektoren von A, etwa vy, ..., vy, die wir nach dem Gram-
Schmidt-Verfahren 26.13 auch orthogonal zueinander wéhlen konnen. In
dieser Basis konnen wir z € K" schreiben als

n
z= chvj #0,
j=1

tiir gewisse c; € K. Damit gilt:
n n

4= (V) A )

=1 k=1

n
= Z c_jckv_jt /\kvk
jk=1
n
— - -t —
= Z C]‘Ck/\k(sjk, da ZJ]‘ Ok = 6jk
jk=1

n

=Y leAe >0
k=1

da alle A; > 0 und wenigstens ein ¢, # 0.
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O

Satz 26.16 (Hurwitz—Kriterium). Eine hemitesche Matrix A € (arj) € C™" ist
positiv definit genau dann, wenn siamtliche oberen linken Minoren strikt positiv sind,
d.h. wenn:

a ... Ak
det| : .. 1 |>0 Vk=1,2,...,n.
akl ... Ak
Beispiel 26.17. Es gilt
2-1 0
A=|-1 2-1|>0
0-1 2

nach dem Kriterium,da2 >0, 4-1=3>0, 8-2-2=4>0.

Beweis (des Hurwitz—Kriteriums (Satz 26.16)). Ist zundchst A > 0, dann sind
nach Definition auch alle Untermatritzen

ain ... A1k
Ay = > 0.

a1 .« .. Akk
Bedingung 2) in 26.15 ist ndmlich auch fiir z = (zy,...,2,0, ..., 0)¢ erfiillt und
(z1,...,z0)Akz1, ..,z >0 (Z1,...,2,0,...,00A(z1, ..., 2,0,...,0)' > 0.

Auch diese Untermatrizen haben also nur positive Eigenwerte. Aber die
Determinante det Ay ist das Produkt aller Eigenwerte der Matrix und somit
auch strikt positiv. Die Bedingung ist also notwendig.

Wir miissen noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Dazu verwenden wir
Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Es bleibt also noch der Induktions-
schrittn —1 — n:

Nach Induktionsvoraussetzung ist:

al ... A1p-1
B=( :+ . > 0.
ap-1,1 - -+ Ap-1,n-1
Da B ebenfalls hermitesch ist, existiert S € U(n — 1), so dass:
A 0
S'BS = ,
0 A

n—-1
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wobei 0 < A7,..., A7 | € R. Dann gilt:

St0 S0\ _
N——
=5

fiir gewisse b; € C,i =1,2,...,n -1, c € C. Wir betrachten nun:

103
1
T = : | € SL(n,C)
0 1
Esgilt, da A’ € R:
A 0
TYA'T = - =:D.
Anfl

0 c

Da0 < detA = detA’ = detD, detT = detTt = 1 und A, A >0, folgt

7 n-1
¢ > 0. Firw = (wy,...,w,)" # 0 gilt daher: w'Dw = Yool w? - Al + wic’ > 0.
Insgesamt ergibt sich demnach:

0<w'Dw=w'T'S'AS Tw.
Nun ist aber ST € GL(n,C), d.h. Vz # 0 dw # 0 mit z = STw, also:
zZVA-z>0 Vz#0eK",

d.h. A ist positiv definit. O

26.4 Normen

Wir haben bereits in einigen Spezialfdllen Normen und damit Abstédnde defi-
niert (s. beispielsweise Definition 26.10) und einige ihrer Eigenschaften nach-
gewiesen; nun folgt die allgemeine Definition:

Definition 26.18. Sei V ein IK—Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
[II: V=R

mit folgenden Eigenschaften:
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Dol =0und||v||=0 v=0,
2) A=A - o]l YA €K, YoeV,
3) (a-Ungleichung) ||v + wl| < ||[v]| + [[w]| Yo,w e V.

Beispiel 26.19. 1. Die euklidische Norm eines Skalarproduktes ist:

[0l := (v, v).

Um zu sehen, dass dies auch wirklich eine Norm in obigem Sinn ist,
miissen wir noch die A-Ungleichung zeigen, da die anderen Bedingungen
offensichtlich erfiillt sind. Dies werden wir erst auf Seite 380 nach einigen
Vorbereitungen erledigen.

2. Wir betrachten:
X1

V=R'>x=
Xn

Dann ist die p~Norm, 1 < p < oo, definiert durch:

1 1
Il == () el
k=1

Die 2-Norm ist die euklidische Norm fiir das Standard-Skalarprodukt
auf R”.

3. Die Maximum-Norm oder co-Norm auf R” ist definiert durch:

IXlleo := max{ x| |k=1,...,n}.

4. Analog zu den p—/co—Normen auf R” definieren wir fiir den Funktionen-
raum V = C°[a, b]:

b 5
Ifllo := sup [fX)I, Iflly := (f lf(OF dt) .

x€la,b]

Wir haben zwar in diesem Semester gar nicht erklart, was Konvergenz und
Cauchy-Folgen sind, méchten aber trotzdem kurz hierauf eingehen, da doch
viele der Horer im letzten Semester anwesend waren und da es hier sehr gut
passt:

Definition 26.20. Ein normierter Vektorraum ist ein K—Vektorraum V zusam-
men mit einer Norm. Die Norm gibt uns den Begriff einer Cauchy—Folge (siehe dazu
Definition 5.17 bzw. den ganzen Abschnitt 5.5). Ein normierter Raum, in dem jede
Cauchy—Folge konvergiert (siehe Definition 7.8), heifit Banachraum.
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Ein euklidischer Vektorraum (bzw. unitirer Vektorraum) ist ein endlich—
dimensionaler IK=Vektorraum V fiir K = R (bzw. K = C) zusammen mit einem
(hermiteschen) Skalarprodukt {.,.): VXV — K.

Im Falle eines, moglicherweise unendlich—dimensionalen, Vektorraumes mit Skalar-
produkt spricht man von einem Prid—Hilbertraum. Ein solcher heifSt Hilbertraum,
falls jede Cauchy—Folge konvergiert.

Beispiel 26.21. Jeder endlich-dimensionale normierte K—Vektorraum, K = R
oder C, ist nach dem Vollstandigkeitsaxiom (Satz 5.19) ein Banachraum.

Wie viele Aussagen iiber das Standard-Skalarprodukt, gilt auch die Cauchy-
Schwartz-Ungleichung (Satz 17.4) allgemeiner fiir beliebige Skalarprodukte.
Auch fiir unendliche-dimensionale Pra-Hilbertrdume ist sie eines der zen-
tralen Hilfsmittel, um Konvergenz nachzuweisen (s. Beispiel 26.23):

Satz 26.22 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei (., .) ein Skalarprodukt auf
dem IK—Vektorraum V. Dann gilt fiir x,y € V:

G ol < Il - M1yl

und Gleichheit gilt fiir x # 0 genau dann, wenn ein A € K mit y = Ax existiert.

Beweis. Der Beweis ist analog zu jenem fiir das Standard-Skalarprodukt aus
Satz 17.4: Fiir x = 0 € V ist nichts zu zeigen. Sei also x # 0. Wir setzen:

K> pu:=(xx)= x> >0,¢=—(x,y) e K.
Wir betrachten nun:

0 <{px + py, ox + uy) = | (x, x) + Gy, x) + Puix, y) + [uly, )
= u (Ko P =26 P + K- Ky, vl ).

N——
>0 >0

Wir konnen also durch u dividieren und erhalten, nach Ausrechnen des
Ausdrucks in Klammern:

[l -yl = K, I

Die Monotonie der Wurzel (Bemerkung 5.30) liefert nun die Ungleichung.

Gilt Gleichheit, dann gilt Gleichheit von Anfang an, d.h. px+uy =0 = y =
—%x =-Ax. O

Beweis (der a—Ungleichung aus Beispiel 26.19). Auch dieser Beweis ist wortlich
quasi identisch zu jenem fiir das Standard—Skalarprodukt (Proposition 17.5):
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert:
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I+ Yl = (x +y,x + y)
= |l + ¢, ) + () + yllP
= [IxI® + 2Ix, )| + Iyl
< Nl + 21l -yl + Nyl
= (|lxl + 1yl

Nun folgt, mit der Monotonie der Wurzel (Bemerkung 5.30):
llxe + Il < il + [lyll.

O

Zwar sind die Beweise fiir Cauchy-Schwartz und die Dreiecks—Ungleichung
so gut wie identisch zu jenen im RR" bzgl. des Standard-Skalarprodukts.
Mit Hilfe der abstrakteren Versionen konnen wir aber auch interessantere
Beispiele studieren. Das Folgende ist eines der einfachsten Beispiele eines
Hilbertraumes:

Beispiel 26.23. Der Raum /*(R) ist die Menge

P(R) = {(tn)nen relle Folge | )l < oo},

n=0
Wir definieren darauf das Skalarprodukt:
@0, ) = Y Zain
n=0

Zu zeigen ist, dass die Reihe konvergiert (absolut!). Die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung liefert:

N N N 1 N 1
1Yyl < Y bl tyal < (3 al)* () 1) < Il Dyl < oo.
n=0 n=0 n=0 n=0

Das Skalarprodukt (.,.): I>(R) x [*(R) — R ist also tatsdchlich wohldefiniert.

Wie schon angedeutet, ist [*(IR) sogar ein Hilbertraum. Um dies zu zeigen,

betrachten wir eine Cauchy-Folge (vx)keN, Uk = (x,(f))nE]N € I>(R), von Vektoren
in?(R),dh.Ve >03N:

ok —wvill <e VkI>N.
Nun folgt: (e bildet fiir jedes feste n eine Cauchyfolge, denn

b =P < loe = vl <& VkI=N
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Da in den reellen Zahlen jede Cauchy-Folge konvergiert (das ist gerade die
Aussage des Vollstandigkeitsaxioms, Satz 5.19), hat jede dieser Folgen einen
Grenzwert in den reellen Zahlen:

= GR:}}LI?Ox;k) = .

Weiter existiert daher § = (§)nen mit I}im Ur = 7, so dass wirklich jede

Cauchy-Folge in I*(R) konvergiert.

26.5 Orthogonale Projektion

Wir haben bereits das Gram—-Schmidt-Verfahren zur expliziten Konstruktion
von Basen, deren Elemente normiert und paarweise orthogonal zueinander
sind, kennen gelernt. Dies werden wir nun verwenden, um die geometrische
Abbildung der orthogonalen Projektion nun auch fiir allgemeine Vektorrau-
me mit Skalarprodukt durchfiihren zu kénnen. Im Abschnitt 17.3.3 hatten
wir ja schon den Fall des R" gemeinsam mit dem Standard-Skalarprodukt
untersucht (siehe auch Abb. 26.4).

Abbildung 26.4. Die Orthogonale Projektion des Punktes g auf die Hyperebene H.

In diesem Abschnitt bezeichnet K entweder R oder C. V ist immer ein K-
Vektorraum und
(,): VxV->K

ein (euklidisches oder hermitisches) Skalarprodukt.

Definition 26.24. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt <.,.) und {vj};c; eine
Familie von Vektoren.

1. {v;}¢; bildet ein Orthogonalsystem, wenn (v, vx) =0V j # k € | und wenn
v;£0Vje].

2. {vj}jey ist ein Orthonormalsystem wenn aufSerdem: (v;,v;) = 1¥j (& |jv)l| =
1), wenn also gilt: (v;,vx) = 6 ¥V j, k€ ].
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3. Ein Orthogonal—bzw. —normalsystem heifit Orthogonalbasis bzw. Orthonor-
malbasis, wenn die Vektoren des Systems eine Basis bilden.

Beispiel 26.25. 1. Die Einheitsvektoren ¢; € K" bilden eine Orthonormalba-
sis des K" beztiglich des Standard—Skalarprodukts.

2. Die Spalten v; einer orthogonalen beziehungsweise unitiren n X n-Matrix
A bilden ein Orthogonalsystem, denn:

.....

3. Wir betrachten den Vektorraum:
V ={f: R - C| fist 2n —periodisch und stetig }.

Eine Funktion f heifit 2n—-periodisch, falls f(x + 2m) = f(x) Vx € R.
Der Grund, hier komplexwertige Funktionen zu betrachten ist, dass sich
mit e = cos(nt) + isin(nt), n € Ny, leichter rechnen lisst als mit sin(nt)
und cos(nt), n € INy. Beispielsweise gilt e+ = ¢* - (cosy + isiny), eV =
cosy+isiny, ™ =1, =1,¢**" = ¢* - ¢“ fiir z,w € C (siche Abschnitt
7.4 fiir weitere Informationen zur komplexen Exponentialfunktion).

Wir betrachten also die Funktionen {en}nez C V mit e,(t) := ™. Die e, (f)
sind 2m—periodisch, da e =1 und n € Z, und sie bilden ein Orthonor-
malsystem beziiglich des Skalarprodukts

27
(f,8) = % f ft)g(t) dt
0

auf V. Es gilt namlich:

21 27
1 —_— 1 )
<€m, en) = - etmt . e’”t dat = — e’(”_m)f dt
2m 27
0 0

= Omn-

21
1 fldt, n=m {1,n:m
) _

B E iln=mt 27 0’ n#m
[y - e

Mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (Satz 26.13) konnen wir Orthonor-
malsysteme bzw. —Basen explizit berechnen. Eine interessante Eigenschaft
solcher Basen ist folgende:

Satz 26.26 (Darstellung bzgl. einer Orthonormalbasis). Sei {v}} -1, eine Or-
thonormalbasis des Vektorraums V und w € V ein weiterer Vektor. Dann gilt:

w = (1, W)v1 + -+ + {0V, W)V,
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Beweis. Wir bilden die Differenz u zwischen beiden Seiten,

n
Uu=w-— Z(vj,uJ)vj,

=1

und wenden auf diese Summe das Skalarprodukt (v, —) an:

(O, uy = (v, w) — Z@k, (vj, w)v;)

=1

n
= (O, w) = Y_(0j, W)vK, 0)
j=1
= <vkr w> - <vkr w>
=0.
Es folgt: u steht senkrecht auf vy, ..., v, und somit auch senkrecht auf jeder
Linearkombination von vy, ...,v,. Davy,...,v, den Vektorraum V erzeugen,
gilt insbesondere:
(u,u) =0= |lu/|=0=>u=0.

O
Wir konnen, wenn wir eine Orthonormalbasis eines Vektorraumes zur Verfii-
gung haben, fiir jeden beliebigen Vektor die Koeffizienten einer Darstellung
als Linearkombination in der Basis direkt hinschreiben. Aufierdem werden

wir jetzt gleich sehen, dass wir mit Hilfe dieser Formel auch orthogonale
Projektionen auf Untervektorrdume explizit angeben kénnen.

Definition 26.27. Seien V ein Vektorraum mit Skalarprodukt {.,.) und U C V ein
Untervektorraum. Dann heifst

Ut ={veV|{wu=0Yuell
der zu U orthogonale Untervektorraum oder orthogonales Komplement von

u.

Bemerkung 26.28. Es gilt:
utnu=0,
da nur der Nullvektor zu sich selbst senkrecht ist.

Wenn dim V < oo, gilt aulerdem:

Uteu=v,
da dim Ut = dim V — dim U. Ferner ist dann
uH*t=u

U C (U*)* ist auch ohne die Voraussetzung dim V < oo klar.
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Definition 26.29. Sei U C V ein Untervektorraum. Eine Abbildung ¢:V — U
heift Projektion von V auf U, falls fiir jedes u € U gilt: ¢(u) = u. Eine Projektion
heifit orthogonale Projektion auf den Untervektorraum U, falls fiir jeden Vektor
veVgilt:

(P —0) LU

Dieser Begriff verallgemeinert den bereits fiir Hyperebenen in Propositi-
on/Definition 17.14 eingefiihrten.

Satz 26.30. Sei V ein IK-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C 'V ein endlich—
dimensionaler Teilraum. Es sei {u1, ..., u;} eine Orthonormalbasis. Dann sind die
Abbildungen

k
prp:V-oUove Z(uj,v)uj
=1

und ;
prp:V-ouUt, v o- Z(uj, VYU,
=1

orthogonale Projektionen auf die Teilriiume.

Beweis. pr(v) € Uistklar, v = pr;(v) + pr.(v) ist auch klar. pr ,(u) =uVu €
Uund pr . (w) = w V¥ w € U* ebenfalls, z.B. mit dem Satz tiber die Darstellung
bzgl. einer Orthonormalbasis.

Es bleibt zu zeigen: w := pr ;. (v) € U*. Es gilt aber:

k
(up, wy = (U, vy — Z(uj,v)(ul,uj) =0, I=1,...,k

=1

Also:w = pr . (v) € U = (uy, ..., w)" Mitu == pr (v)istv = u+w e U U™,
und u L w. pr;; und pr, sind also orthogonale Projektionen auf U bzw. U~.
Auchindiesem Fall gil: Ue U+ =V. O

Beispiel 26.31. 1.SeiV =R"und U = {ey, ..., e). Dannist Ut = {ex41, ..., €n)
und offenbar gilt mit x = (x,...,x,)"

k

pry () = (x1,...,%,0,...,0) = Z<ej, xej,
j=1

pruJ. (x) = (0/ ey 0/ Xk+1r- -+ /xi’l)t =X-= pru(x)'
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2. Sei L C IR" eine Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor v. Ohne
Einschrankung konnen wir ||v]| = 1 wahlen. Dann sind die orthogonalen
Projektionen auf L bzw. L*:

pr: R" = L, x> (v,x)v,
pr.: R" > LY, x - x—(v,x)0.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel:

L={({1,...,)HCcR", dh.o= %(1,...,1)&

Es ergeben sich: L+ = {x | Y, x; = 0} und (v,x) = \/Lﬁ Y x; = /n-X, wobei
X = 1Y x das arithmetische Mittel der Komponenten von x ist. Die
beiden Projektionen sind also:
pr.:R"—= L, x> (%,...,X%),
pr:R' > LY, x> x—(x,...,X%).

Tatséachlich ist fiir y = pr;, (x):

Zyi:Zx,«—n-E=in—in:O,

dh.yelL*

Wie bei der Projektion auf Hyperebenen in Abschnitt 17.3.3, ist die Projektion
eines Vektors v auf einen Untervektorraum derjenige Punkt darauf, der von v
den kleinsten Abstand hat, der also die beste Anndherung von v durch einen
Vektor des Unterraumes darstellt:

Korollar 26.32 (Approximationssatz). V sei ein R—Vektorraum, versehen mit
einem Skalarprodukt und der zugehdrigen Norm ||.||. Sei ferner U ein Untervektor-
raum. Zu jedem v € V ist pr,(v) die beste Approximation von v in U, d.h.:

llo = pr @l < |lv—ull Yu € U mit u # pr (v).

Beweis. Da fiir x, y € V der verallgemeinerte Satz des Pythagoras (siehe Pro-
position 17.3) gilt, d.h. [lx + yII* = [Ix]* + 2(x, y) + |ly|*, ergibt sich:

llo — ull® = |lo - pr,(v) + pri(v) — ull®
S
eyt el

= llo = pry@)IP + llpry (©) - ul?

> |lo - pr (I

Gleichheit gilt offenbar genau dann, wenn u = pr;(v). O
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Beispiel 26.33. Wir versehen V = CY10, Z], den Raum der stetigen Funktionen
auf [0, 7], mit dem Skalarprodukt

,5) = fo " f)- gt a.

Wir mochten die Gerade bestimmen, die f(t) = sint auf dem Intervall [0, 5]
bzgl. der zugehorigen Norm am Besten approximiert.

Wir betrachten also U := (1, t) der Untervektorraum aller Geraden. Wir su-
chen: pr ,(f(t)) = A1-1 + Ao+t mit

(fH)—A-1-2At,1) =0, (f(t)—A1-1=Axt, t)y=0.
Fiir A1 und A, ergibt sich das Gleichungssystem
(1, DA +{t, DA, = (sint, 1), (1, 6)A1 +({t, A, = (sint, t).

Die Skalarprodukte sind mit Schulmitteln oder mit der Integrationstheorie
aus dem ersten Semester einfach zu berechnen:

pud

2

3 3
<1,1>=f 1dt:g, <t,1>=<1,t>=f tdt:%,
0 0
3 ) . . I
(t,t) = t dt:ﬂ, (sint,1) = sintdt=1,
0 0
3
(sint,t):f t-sintdt=---=1.
0

Das System ist also

[% %]()\1) _ (1)
o - :
S EIALTIY
Es hat die Losung (siehe auch Abb. 26.5):

I8 c011, Ap=2a.22T
TC Tt

A =8 ~ 0.66.

Eine dhnliche Vorgehensweise wird bei Wavelets verwendet, auf denen das
Bild-Komprimierungsverfahren Jpeg2000 basiert: statt n Koordinaten spei-
chert man nur die m < n Koordinaten der besten Approximation auf einen
geeigneten Untervektorraum; je kleiner m gewahlt wird, desto stdrker ist die
Komprimierung, aber desto grofiser auch der mogliche Verlust an Informa-
tionen. Ein erster Schritt zu deren Verstindnis liefern Fourierreihen, die wir
im nédchsten Abschnitt kurz betrachten.
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Abbildung 26.5. Approximation von sin(t) zwischen 0 und 7.

Aufgaben

Aufgabe 26.1 (Unitdre Matrizen). Sei A € U(n) ¢ C"™" eine unitdre Matrix.
Zeigen Sie: 45 € U(n) mit:

M 0
StAS=D=: ,
0 Ay
wobei A; € C die Eigenwerte von A sind. Zeigen Sie ferner, dass gilt: [A;] = 1.

Hinweis: Zeigen Sie, dass das orthogonale Komplement W eines Eigenvektors
v von A von der Matrix A in sich abgebildet wird, d.h. AW Cc W.

Aufgabe 26.2 (Orthogonales Komplement). Sei V ein endlich-dimensionaler
IR-Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie:

uH-=u

Aufgabe 26.3 (Orthonormalisierungsverfahren).

1. Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus 1, x, x2, x> eine Or-

thonormalbasis des Vektorraumes U = R[x]<; beztiglich der Skalarpro-
dukte

1
) = f P,

1
= [ L -
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2. Bestimmen Sie beztiglich beider Skalarprodukte aus (a) die orthogona-
le Projektion 7t(f) von f = x*(x> — 1) € R[x]<s auf U und fertigen Sie
Zeichnungen (auch mit Maple okay) von f — n(f) an.

Aufgabe 26.4 (Pseudoinverse in einem Punkt). Wir betrachten die Abbil-

dung
1 2
f:]R2—>]R3,(Ul)r—> 1 2 (vl).
(%) -1-2 (%)

1. Berechnen Sie Ker f und Bild f.

2.Sei P = (1,1,0)t € R3. Berechnen Sie Q := Bild(P), das Bild von P unter
der orthogonalen Projektion des R® auf Bild f.

3. Berechnen Sie das Urbild f~1(Q) = {v € R? | f(v) = Q} von Q unter f.
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Fourierreihen

Fourierreihen und deren Verallgemeinerungen gehen zentral bei der Kom-
primierung von Bildern im JPEG2000-Format und anderen Bereichen der
Bildverarbeitung ein. Bei deren Vorstellung werden wir, wie schon in eini-
gen Beispielen zuvor, intensiv mit Skalarprodukten auf Funktionenrdumen
arbeiten. Dies macht deutlich, wie wichtig auch solche, auf den ersten Blick
vielleicht sinnlos allgemeinen, Konstruktionen sein konnen.

Aufierdem werden wir sehen, dass Fourierreihen einen Bezug zur sogenann-
ten Riemannschen Zeta—Funktion haben; wir werden namlich mit unseren
Mitteln einige besonders interessante Werte dieser Funktion berechnen kén-
nen. Fourierreihen haben also nicht nur wichtige Anwendungen in der realen
Welt, sondern auch in der rein innermathematischen.

Leider werden in diesem Kapitel auch einige Resultate aus der Analysis
eingehen, doch wir werden versuchen, die Darstellung immer so zu halten,
dass auch die Horer, die den ersten Teil der Vorlesung nicht gehort haben,
die wesentlichen Ideen nachvollziehen konnen.

27.1 Zur Definition

Wir betrachten im gesamten Kapitel den Vektorraum (fiir die Definition von
integrierbar sieche Abschnitt 13.1; man kann auch stetig statt dessen denken)

V= { fiR->C ) f ist tiber [0, 27t] integrierbar und 2n—peri0disch}

mit dem Skalarprodukt

27

=5 [ Foswar
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Wie wir in Beispiel 26.25.3 schon gesehen haben, bilden die Funktionen
{entnez C V mit e, (t) := ™ ein Orthonormalsystem. Die reellen Funktionen

{% cos(mf)}1120 U {% sin(mf)}1121

bilden ebenfalls ein Orthonormalsystem, da ndmlich
27
f sin(kt) cos(lt) dt = 0 Yk, I,
0
270 27
f sin(kt) sin(lt) dt = 0 = f cos(kt) cos(lt) Yk # 1,
0 0

271 271
f cos’(kt) dt = mt = f sin?(kt) dt Yk > 1,
0 0

wie man leicht mit Schulmitteln oder mit Methoden des ersten Semesters
berechnen kann. Da aufSerdem die Beziehung

et = cos(nt) + isin(nt)

besteht (siehe Abschnitt 7.4), konnen wir auch leicht zwischen den beiden Or-
thonormalsystemen umrechnen, wenn wir zusitzlich die bekannten Eigen-
schaften cos(x) = cos(—x) und sin(x) = — sin(—x) verwenden (diese wiederum
folgen direkt aus den Formeln in Beispiel 7.3):

b+ —nt int —int 1
cos(nf) = cos(nt) + cos(—nt) _emte™ Lend + e,
2 2 2
) _sin(nt) —sin(-nt) ™ —e 1
sin(nt) = > = 5 = Zi(e”(t) e-n(t)).

Definition 27.1. Sei f € V eine reellwertige Funktion. Dann heiflen

271
a = l f(t)cos(kt) dt, k=0,1,...,
T Jo

1 271
by :== — ft)sin(kt) dt, k=1,2,...,
T Jo
die Fourierkoeffizienten von f und

% + Z(uk cos(kt) + by sin(kt))
k=1

die Fourierreihe von f.
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Ahnlich wie ein Taylorpolynom eine Funktion approximiert (siehe Beispiel
15.5), konnen wir versuchen, mit einem sogenannten trigonometrischen Poly-
nom eine 2n—periodische Funktion anzundhern. Genauso wie die Taylorreihe
zu einem Polynom gerade wieder das urspriingliche Polynom ist, ist auch
die Fourierreihe zu einem trigonometrischen Polynom wieder das urspriing-
liche, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel/Definition 27.2. Ist
flx) = % + Z(uk cos(kx) + by sin(kx)), ar € R, b € R,
k=1

ein trigonometrisches Polynom, d.h. ein Polynom in (sin(x), cos(x)) vom Grad
<n,so sind
ap,d1,...,a,,0,...und by,...,b,,0...

die Fourierkoeffizienten von f und die Fourierreihe gibt in diesem Fall ge-
rade die Funktion zuriick. Setzen wir ndmlich f(x) in die Formeln aus der
Definition 27.1 ein, so erhalten wir, weil die sin(kx) und cos(kx) eine Ortho-
normalbasis bilden, tatsichlich die angegebenen Werte.

Im Allgemeinen konnen wir die Partialsumme

n

% + Z(ak cos(kt) + by sin(kt))
k=1

der Fourierreihe von f als Bild von f unter der orthogonalen Projektion
auf den von den trigonometrischen Polynomen vom Grad < n aufgespann-
ten Untervektorraum U C V und damit als beste Approximation (bzgl. der
zugehorigen Norm) der Reihe durch solch ein trigonometrisches Polynom
auffassen.

Héaufig schreibt man wegen ¢
der Form

= cos(nt) + i sin(nt) die Fourierreihen auch in

o)

2n
, 1 .
ikx : _ —ikx
E cp-e™ mit ¢ = o ff(x)e dx.
0

—00
Eine Fourierreihe in dieser Form konvergiert, wenn die Funktionenfolge

n

Sn(x) = Z Ck'eikx

—n

konvergiert.



394 27 Fourierreihen

27.2 Fourierreihen und Konvergenz

Im ersten Semester haben wir verschiedene Arten von Konvergenz kennen
gelernt. Wir werden sehen, dass einige spezielle Fourierreihen besonders gu-
te Konvergenzeigenschaften besitzen, was uns erlauben wird, einige Grenz-
werte konkret zu berechnen. Insbesondere werden wir den Wert einer Reihe
ausrechnen konnen, fiir dessen Bestimmung Euler unter anderem bekannt
ist.

Satz 27.3. Die Fourierreihe

i sin(kx)
k
k=1

konvergiert punktweise (d.h. fiir jedes feste x, siehe Definition 16.1 fiir Details) gegen
die Zackenfunktion (siche Abb. 27.1)

5%, x€]0,2n],

f:lR—)]R,f(x)={0 £=0

und f(x + 2mnk) = f(x) fiir k € Z. Fiir jedes 6 mit 0 < 6 < 7 ist die Konvergenz auf
16,21 — 6] gleichmiifig.

Abbildung 27.1. Eine Zackenfunktion als Grenzfunktion der Fourierreihe.

Bemerkung 27.4. Nach Abschnitt 16.1 heifst eine Folge (f,;) von reellwertigen
Funktionen auf einem Intervall I gleichméflig konvergent gegen eine Grenz-
funktion f: I - R, wenn: Ve > 03 np : |fulx) — f(x)| < eVn>=nyVxel
Die Konvergenz im Satz kann wegen des Satzes 16.4 iiber die Stetigkeit eines
gleichméfiigen Limes stetiger Funktionen nicht tiberall gleichméfig sein, da
die Grenzfunktion nicht stetig ist.

Wir verwenden fiir den Beweis des Satzes folgenden Hilfssatz:
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Lemma 27.5. Fiir t € R, das kein ganzzahliges Vielfaches von 2m ist, gilt:

n

; 1
+ Z cos(kt) = w

— 2sin(%)

N~

Beweis. Es gilt wegen cos(kx) = z(e’k" + e"k") und ):k 0 Xk = =t (weil (1 +

1-x
x4+ 4+ 1= =T+x+22+-+xF—x—x% - — k= ist):
1 v 1 v
—+Zcoskt == Ze’kt
2 (kt) 2
k=1 k=—n
2n
1 i Z ikt
= —.¢ . e
2
k=0
_ 1 . e—int ' 1-— e(2n+1)it
2 1—eit
1 el ht _ pitat byt
T2 e
_sin((n + 3)b)
2sin(%)

wie behauptet war. O

Beweis (von Satz 27.3). Zundchst zur punktweisen Konvergenz: Fiir x =
0, m,2m ist die Aussage klar. Sei nun x € ]n, 2n[, dann liefert das Lemma,

da f cos(kt) dt = [ s1n(kt)] 1 sin(kx):

Z sin(kx) Z f cos(kt) dt

k=1
Y osin((n+ ) 1
fn ( ZSin(;) - 5) at

X

T—X
—-dt = ,
—~ ) 2 2
weil wir folgenden Hilfssatz fiir f(x) = anwenden konnen:

( )

Lemma 27.6. Sei f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt

b
f f(x) sin(kx) dx . 0.

Siehe dazu auch Abb. 27.2. Analog erhilt man:
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<

|

-4

Abbildung 27.2. Der Grenzwert des Integrals fa ! f(x)sin(kx) dx fiir k — oo ist die
Nullfunktion. Anschaulich erkennt man, dass sich die Flacheninhalte {iber und unter
der x-Achse immer mehr angleichen.

b
f f(x) cos(kx) dx . 0.

Beweis. Fiir k # 0 ist eine Stammfunktion F(x) des ersten Integranden (mit
partieller Integration, Satz 13.22):

cos(kx)

b
F(x) = [—f(x) T ]Z+ %f f'(x) cos(kx) dx.

Da f und f’ stetig sind, existiert wegen des Satzes 8.10 zur Existenz von
Maximum und Minimum stetiger Funktionen ein M € R, so dass

[f() <M, |f'(x)] < M V]a,b]

Es folgt: |[F(k)| < 21 + 1‘@ —50. O

k—oc0

Fiir x €]0, 7t[ zeigt man die Aussage analog.
Nun zur gleichméfiigen Konvergenz auf 6, 2n — §[. Es gilt:

n n

Sp(x) = Z sin(kx) = Sm(z eik’“).

k=1 k=1

Dad<x<2m—-6,ist:
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n .
Is,(x)| < |Z ¢ = |w|

k=1 er—1
2 1 1

- - = < — .
T ex/2 —e=ix/2 sinx/2 T sind/2

Fiir m > n > 0 folgt:

o osinkx; e se(x) — sio1(x)
|;: k |_|Z T'

k=n
m
_ 1 1 Sm(x) Sn—l(x)
_|kZ_;lsk(x)(k k+1)+m+1 n |
1 11 N 1 +1)
T sind/2 n m+1 m+1 n
2
S—
nsind/2

sin(kx)

Es folgt, dass Y.;_; =5~ auf 16,27 — 0[ eine gleichmiBige Cauchy-Folge ist;
wir erhalten also die gleichmafiige Konvergenz auf 16,2m —6[. O

Dies erlaubt es uns, einige Grenzwerte konkret zu bestimmen:

Korollar 27.7. Die Fourierreihe

= cos(kx)
Y%

k=1

konvergiert auf [0, 2r] gleichmiifSig gegen die Funktion

= (57

Beweis. Die Konvergenz ist gleichmigig, da };2; = eine konvergente Majo-
rante ist. Die Folge der Ableitungen, — Y., * Yonvergiert auf 16,2 — o
gleichméfsig gegen ’5*. Es folgt mit Korollar 16.8, dass F auf [0, 27t] diffbar ist

mit F'(x) = 55", Integration liefert:

X —T0\2
) +c

Fx) = (

fiir eine Konstante ¢ € R. Um ¢ zu bestimmen, betrachten wir

fZﬂ 2n(x _ ﬂ)z 27T ﬂ3
F(x)dx:f dx+f cdx = — +2mc.
0 0 2 0 6
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Andererseits gilt (wegen der gleichméfiigen Konvergenz diirfen wir nach
Satz 16.6 Grenzwert und Integral vertauschen):

27
f(; (; cos(kX) Z 5 f cos(kx) dx = Z 5 0=

Es folgt: ¢ = —’f—;. O

Insbesondere erhalten wir an der Stelle 0 fiir F(x) die Folgerung:

Korollar 27.8.

Q) i%:”—z.

k=1

Beweis. Mit der Notation aus dem vorigen Korollar erhalten wir unmittelbar:
2 2

Yoz =FO)=3r-%=% 0O

Das Problem, diesen Grenzwert Y}, - zu berechnen, formulierte als erster
wohl Pietro Mengoli im Jahr 1644. Erst 1735 fand Euler den Wert heraus.
Seitdem wurden sehr viele verschiedene Wege gefunden, dieses Resultat zu
erhalten. Besonderes Interesse hat die Summe auch, weil sie der spezielle
Wert ((2) der Riemannschen Zeta—Funktion fiir n € IN ist:

=Y =
k=1

Die Webseite http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html gibt
dazu recht viele Hintergrundinformationen.

27.3 Besselsche Ungleichung und Vollstindigkeitsrelation

Eine der zentralen Ungleichungen im Zusammenhang mit Fourierreihen und
der Funktionalanalysis im Allgemeinen ist die Besselsche Ungleichung. Auch
sie und verwandte Sitze werden es uns erlauben, konkret einige Fourierrei-
hen zu berechnen und als Spezialfélle einige berithmte Reihengrenzwerte zu
bestimmen. Ein erstes Resultat in diesem Zusammenhang ist folgendes:

Satz 27.9. Sei f € V und seien

1 27

- L ikt
Ck = 27 J, fB)e™ dt
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die Fourierkoeffizienten. Dann gilt:

If =Y cieel = 1712 = Y teuk.

k=—n k=-n

Beweis. Esbezeichnes := Y.;__, cxe die orthogonale Projektion von f auf den
Untervektorraum {e_,, . . ., e,) mit (siche Satz 26.30; die ¢; := ¢ bilden janach
Beispiel 26.25.3 eine Orthonormalbasis). Dann ist g := f — s die orthogonale
Projektion von f auf (e_,,...,e,)*" (ebenfalls Satz 26.30). Insbesondere ist
s L g. Mit dem Satz des Pythagoras folgt:

n

AP = Il +1sIP = [[f = Y creel|” + ) lexl®

k=—n k=-—n

O

Wir sehen also, dass hier die Theorie der Orthonormalbasen und der ortho-
gonalen Projektion auf Funktionenrdumen relevant eingeht. Eine wichtige
Folgerung ist:

Korollar 27.10 (Besselsche Ungleichung). Sei f: R — C eine iiber [0, 27t] inte-
grierbare 2m—periodische Funktion und seien (cx)kez die Fourierkoeffizienten. Dann

gilt:
X 1 270 5
2 —_—
Xl |CRE

Beweis. Nach Proposition 27.9 gilt insbesondere:

n
AR =)l > 0.

k=-n

Mit n — oo folgt die Behauptung. 0O

Im allgemeineren Kontext eines Hilbertraumes sagt die Besselsche Unglei-
chung aus, dass ein Vektor mindestens so lang ist wie eine beliebige Projektion
auf einen Unterraum, d.h. ||fI* > Y.i_; [{fu, f)I>, wobei £, ein Orthonormalba-
sis des Unterraumes ist. Gilt in der Besselschen Ungleichung Gleichheit, so
heifit sie Parsevalsche Gleichung und ist eine allgemeine Form des Satzes
von Pythagoras.

Wir fragen nun, ob die Fourierreihe von f gegen f konvergiert. Es stellt sich
heraus, dass im Allgemeinen weder gleichméfiige noch punktweise Konver-
genz vorliegt. Den besten Konvergenzbegriff fiir Fourierreihen gibt Konver-
genz im quadratischen Mittel:
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Definition 27.11. Seien f: R — C und f, € R — C Funktionen aus V. Die Folge
(fu)nen konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, wenn

lim [If = full2 = 0.

Satz 27.12 (Vollstindigkeitsrelation). Fiir jede 2n—periodische und iiber [0, 2]
integrierbare Funktion f: R — C gilt: Die Fourierreihe von f,

(o8]

ikx
5 e,

k=—o0

konvergiert im quadratischen Mittel gegen f und es gilt:

(o)

Y le = (If1)*

k=—c0

Bemerkung 27.13. Die Vollstandigkeitsrelation besagt, dass der ||.|[,—Abschluss
(dieser Begriff geht leider tiber den Inhalt dieser Vorlesung hinaus) des von
den e erzeugten Unterraum von V, ganz V ist.

Wir werden die Relation gleich erst beweisen. Zunéchst aber einige Anwen-
dungen; mit ihrer Hilfe konnen wir beispielsweise {(2) auch bestimmen:

Korollar 27.14.
> 1 w2
=y ==L,
(@) ; 5=
Beweis. Wir betrachten f(x) := ¥, S089 = m=x 5410, 277[ und erhalten:
k=1 & 2
2n ; k
Cp = — (x)-e ™ dx = %k
27‘(0f - L.EP =0 k=0

k=1 k=—00,k#0
SINCSE
= gallee= (3l

was die Behauptung liefert. O
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Korollar 27.15.
£ix
P ¥ 90

Beweis. Wir wissen:

(m-x)?  m v cos(kx)
VD) +k; K2

T(2 . 1 ikx —ikx
= E + ;(@(6 +e ))

Es folgt:

it = 1 1 (% (n-x)* it
T2y - dx= .
2l T o . 16 T 90

Also:
F1_r
= k* 90
wie behauptet. O

Nun zum Beweis der Vollstandigkeitsrelation (Satz 27.12). Wir beweisen sie
zundchst fiir einen Spezialfall:

Lemma 27.16. Satz 27.12 gilt fiir 2n—periodische Treppenfunktionen.

Beweis. Es gentigt, den Spezialfall

f(x):{l' 0<x<a,

0, a<x<2n

zu betrachten. Andere Treppenfunktionen entstehen aus solchen namlich
durch Linearkombination und da ||.||; der Dreiecksungleichung gentigt, reicht
dies.

Die Fourierkoeffizienten von f sind offenbar:

C —i
0 — zn/
1 —ikx Lo ik o
= — dx = — (™ —-1) furk # 0.
Ck 27 J, e X 27_(k(e ) furk #

Fiir k # 0 gilt:
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1
4722

1 — cos(ka)
2722

ol = 5 (1= )1 - e7) =

Es folgt:

4n2 w2 K k2
k=1 k=1
a 1 1 (m-a? n?
e
4r 6 T 4 12
- *
T o

Andererseits ist
a

27T
1fll2 = %fo e dx = 2

Die Besselsche Ungleichung ist also eine Gleichheit und es folgt:

n
ik:
Ilf - E cre™h — 0,
n—00

k=—n

was zu zeigen war. [

Beweis (allgemeiner Fall der Vollstindigkeitsrelation Satz 27.12). Sei f: R — C
2n-periodisch und tiber [0,27] integrierbar. Dann ist f insbesondere be-
schrankt. Ohne Einschrankung konnen wir also annehmen, dass f reellwertig
ist und |f(x)| < 1 fiir jedes x gilt.

Seinun ¢ > 0 vorgegeben. Dann existieren Treppenfunktionen ¢, i auf [0, 27]
mit
e —l<p=sf<y<],
21
. [, W) = @x) dx < Fe?.

Dann gilt fiir ¢ := f — ¢, dass |g]* < [¢ — ¢|* < 2(¢ — ), also:

1 27T

271
3 | R fo 24() - plo) dx <

Esseien Sy, Spn, Sgu die n-ten Partialsummen der Fourierriehe von f, ¢ bzw.
g, d.h:
Sf,n = S(p,n + Sg,n~
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Nach Satz 27.9 existiert ein N, so dass

Vn > N.

N m

“(P - S(p,nHZ <
Wieder nach dem gleichen Satz 27.9

1
g = Senll3 < ligll3 < ;182,
also [|g — Sgull2 < %s. Es folgt:

||f — Sf,n||2 < ”(P - S(p,n”Zg - Sg,n”Z

1 1

S§€+§s=£ Vn € N.

O

Die verschiedenen Konvergenzbegriffe hingen folgendermafien zusammen:

= Konvergenz im quadratischen Mittel
gleichméfiige Konvergenz
= punktweise Konvergenz.

Weitere Implikationen gelten nicht. Unter gewissen Bedingungen gilt aber
sogar gleichméfiige Konvergenz:

Satz 27.17. Sei f: R — C eine stetige, stiickweise stetig diffbare Funktion, d.h. es
existiert eine Unterteilung

O=ty<thi<---<t, =27

von [0,27], so dass fli; ) stetig diffbar ist. Dann konvergiert die Fourierreihe
gleichmiifiig gegen f.

Beweis. Es sei ¢;: [tj-1,t;] — R die stetige Ableitung von f|;;
periodische Funktion mit |, , +1) = ¢

1 und @ die

j-1tj

Fiir die Fourier-Koeffizienten yx von ¢ gilt nach der Besselschen Ungleichung:

Y i <l < .

k=—c0

Fiir k # 0 lassen sich die Fourier-Koeffizienten cx von f aus denen von ¢
durch partielle Integration gewinnen:
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£ £ £
f f(x)e™ dx = f f(x)cos(kx) dx —i f f(x)sin(kx) dx
-1 11—1 | i -1 .
= [E fx)sin(kx) + 2 f(x) cos(kx)]t]_l
£ . £
—%f @;j(x) sin(kx) dx—if @j(x) cos(kx) dx

J J

i . tj .
= %[f (x)e”"‘]l1 - ft P(x)e ™ dx.

j-1

Damit folgt:
1 (> .
= 5- | flx)e™ dx
-1 Z f ! F)e ™ dx
27 = Ji
e Ozn pei = =%,

Da |af| < 2(ja? + |ﬁ|2) fiir a, p € C, folgt:

o < 235 + )

Die Reihen ) ]% < cound Y, [yxl* < oo liefern also eine konvergente Majorante.

Die Reihe cxe™ konvergiert deshalb gleichmifig gegen eine stetige Funktion
8. Im Mittel konvergiert die Fourierreihe also gegen ¢ und gegen f, d.h.

Ilf - gl = 0.

Da aber f und g stetig sind, folgt: f =¢. O

Wie schon angedeutet, haben Fourierreihen viele Anwendungen:

Signalverarbeitung: Die Fourierkoeffizienten eines Signals geben die An-
teile der einzelnen Frequenzen an. a; und b, mit kleinem k entsprechen
niedrigen Frequenzen, solche mit groflem k hohen Frequenzen. Dadurch
kann man beispielsweise Filter produzieren, die gewisse Frequenzberei-
che dampfen.

Bildverarbeitung: Ahnlich zur Signalverarbeitung. Hier entsprechen nied-
rige Frequenzen grofirdumigen Bildstrukturen und hoéhere Frequenzen
Details.
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In beiden genannten Anwendungsbereichen liegen die Daten meist diskret
vor (beispielsweise als einzelne Pixel oder abgetastete Signale). Dann ver-
wendet man die sogenannte diskrete Fouriertransformation, in der Integrale
durch Summen ersetzt werden. Hierfiir existieren sehr schnelle Algorithmen
(Fast Fourier Transform (FFT)), die beispielsweise ein Signal mit n Werten
mit einer Laufzeit von O(n log 1) in seine Frequenzanteile zerlegen.

Wavelets sind eine Weiterentwicklung der Fourierreihen, die sowohl Fre-
quenz als auch Ort berticksichtigen. Diese liefern das sehr effiziente Verfahren
zur Signal- und Bildkompression namens JPEG2000, da viele der Koeffizien-
ten sehr klein sind und ohne grofien Nachteil weggelassen werden konnen.
Auch hierfiir existieren effiziente Algorithmen mit einer Laufzeit von O(n).

Aufgaben

Aufgabe 271 (...)....
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Singuldarwertzerlegung

Fiir quadratische Matrizen hatten wir Eigenvektoren und Eigenwerte defi-
niert und festgestellt, dass sie essentielle Informationen zu den durch die
Matrix definierten Abbildungen liefern, etwa durch ihren Einfluss beim Dia-
gonalisieren oder der Klassifikation der Quadriken mit Hilfe der Hauptach-
sentransformation.

In diesem Abschnitt entwickeln wir nun ein dhnliches Konzept fiir nicht-
quadratische Matrizen; die auftretenden Zahlen heifien nun Singuldrwerte
und sind im Gegensatz zu den Eigenwerten immer reell. Sie sind also keine
direkte Verallgemeinerung der Eigenwerte.

Wir werden sehen, dass wir mit Hilfe der hier vorgestellten Methoden num-
merisch interessante Berechnungen durchf"hren kénnen. Beispielsweise wer-
den wir sehen, dass wir den Rang einer Matrix auf nummerisch stabile Weise
ermitteln konnen.

28.1 Die Singuldrwertzerlegung

Satz/Definition 28.1 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € R™". Dann existieren
01,...,0p € Rmit o1 2 -+ > 0, 2 0 sowie U € O(m) und V € O(n), so dass

01 0
wav=x=|9 %

: 0

0---0

wobei p = min(m, n). Die o; heiflen Singulirwerte von A. Eine Darstellung der
Form A = UXV" heifit Singuldrwertzerlegung (englisch singular value decom-
position, kurz SVD).
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Bevor wir diesen Satz beweisen, zunéchst einige Beispiele:
Beispiel 28.2. 1. Als erstes Beispiel nehmen wir eine quadratische Matrix:
A = 4 12\ _(3/5 4/5) (200} (3/5 4/5
'7\1211) " \4/5-3/5) '\ 0 5) \-4/53/5
2. Die Singuldrwertzerlegung von orthogonalen Matrizen ist besonders ein-
fach:
A, = [cos@ —sina| _(cosa —sina) (10} (10
27 \sina cosa | \sina cosa | \01) |01
3. Wegen der in der Einleitung erwédhnten numerischen Stabilitidt werden

héufig Singuldrwertzerlegungen fiir (auch nicht-quadratische) Matrizen
mit Dezimalzahlen als Eintrdgen berechnet:

s (0.36 1.60 0.48) _ ( 0.8 0.6) (2 0 o) 006 (1) 008
. 1 _ [ : 1 06 00.
0.48 —1.20 0.64 0608/ 1010)"| J0500%

4. Offenbar gilt

00 -0 01 1
rang| o] =0, rang{, | = 1.

Die beiden Eigenwerte sind in beiden Fillen jeweils 0,0. Die Singular-
werte sind dagegen, wie man berechnen kann, 0,0 bzw. 0, 1. In diesem
Fall sagen die Eigenwerte also nichts {iber den Rang der Matrix aus, die
Anzahl der Singularwerte, die nicht 0 sind, ist aber gerade der Rang. Wir
werden im Kapitel zur Numerik noch sehen, dass dies kein Zufall und
eine sehr wichtige Eigenschaft der Singuldrwerte ist.

Einer der Griinde fiir deren Wichtigkeit ist, dass diese Rang-Betrachtung
auch noch funktioniert, wenn die Eintrédge der Matrix leicht fehlerbehaftet
sind, also wenn z.B. einer der Eintrdge nicht 0, sondern ¢ > 0 ist:

01
A=)
Da xa(t) = t* — ¢ ist, sind die Eigenwerte + v/¢. Die Singuldrwerte sind
o1 = 1,02 = &. Und wenn ¢ gegen 0 geht, strebt der Rang der Matrix

tatsdchlich gegen 1, genauso wie die Anzahl der von 0 verschiedenen
Singuldrwerte.

Beweis (von Satz/Definition 28.1 iiber die Singulirwertzerlegung). Wir konstruie-
ren eine Singuldrwertzerlegung von A:
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Zunichst setzen wir B := A'A. Dies ist eine reelle symmetrische n X n-
Matrix und hat daher nur reelle Eigenwerte A;, die wir so nummerieren,
dass A1 = Ay > -+ > A,. Mit {vq,...,v,} bezeichnen wir eine Basis des R"
aus orthonormalen Eigenvektoren von B zu den entsprechenden Eigenwer-
ten. Tatsachlich sind alle A; nicht negativ, denn es gilt einerseits, da die v;
orthonormal sind,

Uit -B- ;= /\,‘ . Z),’t 0 = /\i

und andererseits, nach Definition von B und da das Skalarprodukt positiv
definit ist:
v ‘B-v; =v'-A"-A - v; = (Av;, Av;) > 0.

Da r := rang A = rang B, sind genau die ersten r Eigenwerte A4, ..., A, strikt
positiv.

Wir setzennun furi=1,...,r

u; ;= —AZ)i

\/Ti

und ergédnzen diese durch m — r orthonormale Vektoren #,,1, ..., uy,, die au-
erdem zu uq, ..., u, orthonormal sind, zu einer Basis des R".

Wir bilden nun die beiden gesuchten Matrizen U und V aus den Spaltenvek-
toren u; bzw. v;:
U=Wy...uy), V=(v1...0).

Die Singuldrwerte von A sind o; := VA, firi = 1,2,...,7rund o; = O fiir
i=r+1,...,p.

Es ist noch zu zeigen, dass A = UXV"' dann tatsdchlich eine Singuldrwert-
zerlegung von A ist. Zunéchst ist V orthogonal, da v; nach Konstruktion eine
Orthonormalbasis ist. Die u; bilden ebenfalls eine Orthonormalbasis, denn
furi, j=1,...,rgilt

1 Aj 1, i=j
t t gt ] t ’ I
up uj = v A AV = ——0; v; = .
T ’m”{owﬂ
und diese Orthonormalitit setzt sich nach Konstruktion auf u,,1, ..., u,, fort.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass wirklich A = UZV" gilt:

n

7 7 n
UZVt = Z \/Zu,-v,-t = ZAZJ,‘U,‘t = ZAU,‘Uit =A- Z ’Uﬂ)it =A-1=A.
i=1 i=1 i=1

i=1

Wir haben also tatséchlich eine Singuldrwertzerlegung von A konstruiert. 0O

In der Praxis fiihrt die im Beweis angegebene Konstruktion der Singuldrwert-
zerlegung auf das Problem, dass wir die Eigenwerte A; berechnen miissen,
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was sich z.B. fiir Polynome hohen Grades > 5 recht schwierig gestalten kann.
Auch aus anderen Griinden gibt es weitere Methoden zur Berechnung einer
Singuldrwertzerlegung. G. Golub war einer der ersten, die solche geeigneten
Methoden gefunden und damit die Anwendung dieser Zerlegung erst mog-
lich gemacht haben. Leider konnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht
auf Details eingehen.

Korollar 28.3. Sei A = UZV die Singulirwertzerlegung von A € R"™" mit Sin-
guldrwerten o1 2> - -+ 2 0, fiir p = min(m, n). uy, ..., wy und vy, ..., v, bezeichnen
die Spalten von U bzw. V. Dann gilt:

1. Av; = oju; und A'u; = ojv; fiiri=1,2,...,p.

2. Istoy 2+ 20, >0p1 = =0, =0,50ist rang A = r. Auflerdem ist

KerA ={vy41,...,0,) und BildA = (uq, ..., u,).

3. Die Quadrate af, ... ,og der Singuliirwerte sind die Eigenwerte von A'A und
von AA" zu den Eigenvektoren vy, . .. ,Op bzw. uy, ..., up.

Beweis. Mit dem Satz ist dies recht einfach nachzurechnen und wird hier
nicht vorgefithrt. O

Bemerkung 28.4. Fiir symmetrischce Matrizen A sind die Singuldrwerte ge-
rade die Betrdge der Eigenwerte von A. Sind alle Eigenwerte nicht-negativ,
so ist die Hauptachsentransformation A = S* DS auch die Singuldrwertzerle-

gung.

28.2 Die Pseudoinverse

Wir haben in vielen Situationen gesehen, wie hilfreich die Kenntnis der Inver-
sen Matrix ist. Da diese aber leider nur fiir invertierbare Matrizen existiert,
verallgemeinern wir den Begriff der Inversen nun auf quadratische Matrizen
mit Determinante 0 sowie auf nicht-quadratische Matrizen:

Definition 28.5. Sei A € R™". Eine Matrix A* € R™™ heifit Pseudoinverse von
A, wenn Yb € R™ der Vektor x = A*b die bzgl. der euklidischen Norm kleinste
Losung der Minimierungsaufgabe

Finde x, so dass ||b — Ax|| minimal ist,

dh. ATb € (Ker A)* und ||b — AAYD|| = mingeg ||b — Ax]|.
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Es ist klar, dass fiir eine quadratische invertierbare Matrix A die Pseudoin-
verse gerade die Inverse ist: A* = A7, In diesem Sinne verallgemeinert die
Pseudoinverse also den Begriff der Inversen.

Direkt aus der Definition der Pseudoinversen folgt eine ihrer wichtigen An-
wendungen:

Anwendung 28.6. Ist ein Gleichungssystem Ax = b nicht losbar, so konnen
wir mit Hilfe der Pseudoinversen immerhin die beste Ndherung % an eine
Losung finden, die ndmlich den quadratischen Fehler ||Ax — b|| minimiert:
% = A"D. Sie liefert also eine Losung des Problems der kleinsten Quadrate.

Tatsdchlich ist A* eine lineare Abbildung und es gilt:
AAT:R" - BildA
ist die orthogonale Projektion auf das Bild und
ATA: R" — (Ker A)*
ist die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komplement von A.

Satz 28.7. Sei A € R™" und sei A = UXV" ihre Singulirwertzerlequng mit Sin-

guldrwerten 61 2 -++ 2 0, > 041 = - -+ = 0p = 0. Dann ist mit der Notation
1
o 0
1
D" = o
0 0

die Matrix A* = VD*U"' € R™™ die Pseudoinverse von A.

Beweis. ... 0O

Kennen wir also eine Singuldrwertzerlegung, so auch automatisch die Pseu-
doinverse und konnen daher, wie oben erwéhnt, beispielsweise fiir nicht

losbare Gleichungssysteme eine Naherungslosung mit kleinstem quadrati-
schem Fehler bestimmen.

Aufgaben

Aufgabe 28.1 (). ...
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Die mehrdimensionale Analysis ist ein essentielles Hilfsmittel fiir viele Be-
reiche der angewandten Mathematik. Reale Objekte sind namlich meistens
Kurve, Oberflichen oder Volumina und wenn wir diese untersuchen moch-
ten, ist die mehrdimensionale Analysis fiir einige Aspekte ein geeignetes
Mittel. Im Bereich der Computergrafik beschaftigt man sich beispielsweise
mit solchen geometrischen Objekten.

Wir werden die mehrdimensionale Analysis aufSerdem in der Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik (Teil V) essentiell benotigen. Beispielsweise lédsst
sich auch die Flache unter der bekannten Gaufsschen Glockenkurve mit Hilfe
mehrdimensionaler Analysis recht einfach berechnen.

Die meisten Grafiken in diesem Abschnitt stammen zwar vom ersten Autor,
doch einige wurden dankenswerter Weise von einem Hérer, Felix Freiberger,
bereit gestellt.






29

Kurven im IR”

In diesem einleitenden Kapitel zur mehrdimensionalen Analysis betrach-
ten wir einige Objekte, fiir deren Bearbeitung wir im Wesentlichen nur die
Differential- und Integralrechnung in einer Verdnderlichen benétigen, nam-
lich Kurven. Diese beschranken sich jetzt allerdings nicht mehr auf Funkti-
onsgraphen von Funktionen einer Veranderlichen, wie wir sehen werden.

Dieses Kapitel ist auch eine gute Moglichkeit, die Begriffe und Konzepte aus
dem Analysis Teil aus dem ersten Semester zu wiederholen und zu vertiefen,
bevor wir auf kompliziertere Aspekte der mehrdimensionalen Analysis ein-
gehen. Anwendungen der Kurven im R" in der Informatik liegen beispiels-
weise im Bereich der Computergraphik, der geometrischen Modellierung
und auch der Bilderkennung.

29.1 Elementare Definitionen und Beispiele

Definition 29.1. Seien I ein Intervall und f1,..., f,: I — R stetige Funktionen.
Dann heift

fiI=RY te f() = (L), -, flD)

eine Kurve im R". Die Kurve heif$t differenzierbar (kurz diffbar), wenn alle Kom-
ponenten fi differenzierbar sind.

Wie man hier schon sieht, werden wir Vektoren, wenn keine Verwechse-
lungen moglich sind, hdufig aus Platzgriinden als Zeilenvektoren schreiben.
Héaufig werden wir den Begriff des Intervalls in der vorigen Definition ein
wenig weiter fassen als in Definition 5.7 und als Intervallgrenzen auch oo
und —oo zulassen, so dass die Kurvendefinition insbesondere auch Kurven
einbezieht, die auf ganz R definiert sind.
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Fiir eine Kurve f: I — R" hat die Menge f(I) von Punkten im R" oft einen

Namen, wie z.B. Kreis, Gerade. Wir werden diesen Namen auch fiir die
Abbildung f verwenden, wenn dies nicht zu Verwirrungen fiihrt:

Beispiel 29.2. 1. Seir > 0. Der Kreis mit Radius r (Abb. ??) ist die Kurve

110,21 — R?,t > (rcost,rsint).

rsin(t)

rcos(t)

Abbildung 29.1. Die Parametrisierung eines Kreises mit Sinus und Cosinus.

2. Seien a € IR" ein Vektor, v € R"\{0} ein Richtungsvektor und
fTR->R" f(t)y=a+v-t

Das Bild von f ist offenbar eine Gerade im R".
3. Eine Schraubenlinie (Abb. 29.2): Seien r > 0,c # 0 € Rund

f(t) = (rcost,rsint,ct) € R

4. Sei ¢: I — R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph von ¢ eine Kurve
im R%:

f(t) = (t, (t) € R%.

Wir interpretieren den Parameter f oft als Zeit und die Kurve als Bewegung
eines Partikels im Raum. Daran angelehnt ist die folgende Definition.

Definition 29.3. Seien I ein Intervall, f: I — R" eine diffbare Kurve. Dann heifst
der Vektor
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Abbildung 29.2. Eine Schraubenlinie.

f®) = A0, ..., f1(H),

dessen Komponenten die Ableitungen der Komponenten von f sind, der Geschwin-
digkeitsvektor zum Zeitpunkt t. Seine Linge ||f'(t)|| heifit Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t. Ist f'(tg) # 0 fiir ein to, so heif§t t: R — R", f(to) +t- f'(to) die
Tangente an f in f(ty).

Der Geschwindigkeitsvektor ist also:

s ) = F)
SO =Jim =

Eine Kurve f: I — R" braucht nicht injektiv zu sein, wie die folgenden
Beispiele zeigen:

Beispiel 29.4. 1. Der Newtonsche Knoten: f(t) = (> — 1,2 — t). Das Bild
f(R) c IR? (Abb. 29.3) kann auch durch eine Gleichung beschrieben wer-
den: f(R) = {(x, ) | ¥* = x> +x3}. Wir geben hier keinen Beweis; allerdings
ist die Inklusion C mittels Nachrechnen leicht einzusehen: tatsachlich gilt
namlich (£ — t)> = (£ — 1)* + (t* = 1),

2. Die Neilsche Parabel: f: R — R?, f(t) = (t2,#°). Es gilt (auch dies ohne
Beweis): f(R) = {(x,y) | y* = x°} (Abb. 29.4).

Schneiden sich zwei Kurven in einem Punkt, so konnen wir mit Hilfe der
Geschwindigkeitsvektoren wie in der linearen Algebra (Definition 17.8) einen
Winkelbegriff einfiithren:

Definition 29.5. Es seien f: I — R", ¢: ] — R" zwei Kurven mit f(t;) = g(t).
Sind die Geschwindigkeitsvektoren f'(t1), g’ (t2) # 0, dann ist der Winkel 0 zwi-
schen den Kurven im Punkt f(t1) = g(t2) definiert durch:

0 = (f,(tl)/ g,(t2)>
I DI llg’ ()1
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Abbildung 29.3. Der Newtonsche Knoten. Das Bild zeigt auch f’(t) (gepunktet) sowie
die beiden Vektoren f’(1) und f’(~1) im Doppelpunkt (0,0) = f(1) = f(-1).
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Abbildung 29.4. Die Neilsche Parabel. Das Bild zeigt auch f’(t) (gepunktet).

Bemerkung 29.6. Diese Definition passt mit der Definition der Tangenten
zusammen, denn der Winkel zwischen zwei Kurven ist gerade der Win-

kel

zwischen den Richtungsvektoren der Tangenten der beiden Kurven im

Schnittpunkt.

Beispiel 29.7. 1. Hat eine Kurve f Selbstiiberschneidungen, d.h. f(t;) =

2.

f(t) fiir t # t, so kann man die obige Definition des Winkels auch auf
eine einzige Kurve (mit ¢ = f) anwenden: Beim Newtonschen Knoten aus
Beispiel 29.4 konnen wir fiir t; = =1 und £, = 1 den Winkel 0 € [0, 7t[ zwi-
schen den beiden Geschwindigkeitsvektoren im Ursprung bestimmen:

B ((-2,2),(2,2)) _ —4+4 _ 9 _
osO= Tl 8 8"

d.h. 6 = 7. Die beiden sogenannten Kurvenzweige stehen im Ursprung
also senkrecht aufeinander.

Die logarithmische Spirale (Abb. 29.5

I: R - R?, I(p) = (e - cos @, e’ - sin )
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bildet mit jeder Geraden durch den Ursprung an jedem ihrer Schnitt-
punkte den gleichen Winkel, namlich 45°.

Abbildung 29.5. Eine logarithmische Spirale und deren Schnittwinkel mit einer Ge-
raden durch den Ursprung.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

3. Alle Ellipsen zu zwei festen Brennpunkten (siehe dazu Bemerkung 25.13)
bilden in all ihren Schnittpunkten mit Hyperbeln zu den selben Schnitt-
punkten jeweils rechte Winkel (siehe Abb. 29.6). Mit der obigen Definition
ist dies etwas anstrengend nachzuweisen; wir verweisen auf [ ,S.
5] fiir einen wesentlich einfacheren Zugang zu diesem Spezialfall.

Abbildung 29.6. Ellipsen und Hyperbeln mit gemeinsamen Brennpunkten stehen in
allen Schnittpunkten senkrecht aufeinander.
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29.2 Rektifizierbarkeit und Bogenlinge

Wir kennen aus der Schule die Umrechnung eines Winkels in sein Bogenmafs.
Dieses ist am Einheitskreis einfach die Lange des Kreisbogens, der zu dem
gegebenen Winkel gehort.

Wir mochten hier nun einer Kurve bzw. einem Kurvenabschnitt (Bogen)
sinnvoll eine Lange zuweisen. Insbesondere soll diese Lange im Fall von
Strecken und dem eben angesprochenen Kreisbogen mit dem uns Bekannten
Zusammenpassen.

Hierzu betrachten wir, wie schon Archimedes vor mehr als 2000 Jahren,
zundchst eine Approximation der Kurve durch einen stiickweise linearen
Linienzug:

Bemerkung 29.8 (Polygonapproximation). Seien [4,b] C R ein abgeschlos-
senes Intervall, f: [4,0] - R" eine Kurve unda =) <t < :-- <t, =b
eine Unterteilung. Dann konnen wir den Polygonzug durch die Punkte
f(to), f(t),..., f(t;) als Approximation der Kurve ansehen (Abb. 29.7). Die
Léange des Polygonzuges ist:

Pylto, - t) = Y | IF (k) = fltn)l
k=1

Abbildung 29.7. Polygonapproximation einer Kurve.

Damit kénnen wir nun sinnvoll die Lange einer Kurve definieren:

Definition 29.9. Eine Kurve f: [a,b] — R" heifst rektifizierbar mit Bogenlinge
L e R, wenn Ve > 0ein 6 > 0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung a = ty < t; <
-+ < t, = b mit Feinheit < 0 (d.h. |t; — tis1| <OV 0 <i <r)gilt:

IPf(to, ..., 1) = LI < €.
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Der Begriff Bogenldnge wird statt Kurvenldange (wie man hédtte vermuten
konnen) verwendet, da sich die Lange eines Bogens auch definieren lasst,
wenn die Kurve nicht nur auf einem abgeschlossenen Intervall [g, b], sondern
auf ganz R definiert ist. Den meisten Kurven, die auf einem solchen abge-
schlossenen Intervall definiert sind, konnen wir eine Linge zuweisen, wie
der folgende Satz zeigt:

Satz 29.10. Jede stetig diffbare Kurve f : [a,b] — R" ist rektifizierbar mit Bogen-

linge
b
L= [ i

Bevor wir dies nachweisen, zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 29.11. Wir betrachten f : [4,b] — R?, f(t) = (cost,sint). Das Bild
von f ist bekanntlich ein Kreisbogen (Abb. 29.8).

Abbildung 29.8. Zur Berechnung der Bogenlidnge eines Kreises.

Die Bogenldnge von f ist:
b b
L= [Ciroidi= [ isin,cosnilar
o ’ b
= f Vsin2t+cos2tdt=f 1dt=b-a.

Dies passt mit der aus dem Schule bekannten Bogenmaf3 eines Winkels zu-
sammen, denn fiir 4 = 0 und b = 27 erhalten wir tatsédchlich 27t und entspre-
chendes fiir andere Werte von b.

Analog zu obiger Rechnung ergibt sich, dass der Kreis mit Radius 7,

g:10,2n1] — R?, g(t) = (rcost,rsint),

die Bogenldnge fozn r dt = 27tr hat.
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Hilfssatz 29.12. Sei f: [a,b] — R" stetig diffbar. Dann gilt: Y ¢ > 036 > 0, so

s -1
[———— - )| <e

Vt, T €la,blmit0 <|t—1| <0.
Beweis. Die Koordinatenfunktionen von f sind nach Voraussetzung stetig

diffbar. Daher sind die f: [4,b] — R gleichmifsig stetig (siehe Definition 13.8
und Satz 13.10), also: V& > 036 > 0, so dass:

F/(s) — /()] < & Vt,s mit |t — 5| < 6.

Der Mittelwertsatz 10.5 liefert:

HOIO _

fiir ein gewisses s € [, t]. Also:

FOLO o= 1579~ fron < e

Summation ergibt:

(GRS P N L G B

Wir hétten oben statt € auch & =
tung. 0O

\j_ﬁ wéhlen konnen. Damit folgt die Behaup-

Damit konnen wir nun den Satz tiber die Rektifizierbarkeit stetig diffbarer
Kurven angehen:

Beweis (des Satzes 29.10). Sei ¢ > 0 vorgegeben. Aus der Approximation des
Integrals durch Riemannsche Summen (siehe Definition 13.1 und Satz 13.7)
wissen wir: 3 6; > 0, so dass:

<&
2

b r
f If )l dt — Z f" Nl - (e — te-1)
a k=1

fiir alle Unterteilungen a =ty < t; < --- < t, = b mit Feinheit < 0;. Nach dem
Hilfssatz 29.12 existiert ein d mit 0 < § < 01 mit:

‘ St = fb1)

fe — k-1

« )H S
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Dies ergibt:

|1 (t) = Ft-D = 1If (Bt — )l | < (t — ten)-

&
2(b—a)
Summation iiber alle Teilintervalle liefert:

| Y00 = Sl = YN = il | < 55— 0= a) =
k=1 k=1

Daraus folgt insgesamt mit der Dreiecksungleichung in RR:

b
, e €
|Pf(t0,...,tk)—f If@dt <5 +5=e
a
fiir alle Unterteilungen mit Feinheit < 6. O
Korollar 29.13. Jede stiickweise stetig diffbare Kurve ist rektifizierbar.

Beispiel 29.14. Die Zykloide ist die Kurve:
f:R—R? f(t) = (t—sint,1—cost).

N m

425

Sie beschreibt die Bewegung eines festen Punktes auf einem rollenden Rad

mit Radius 1 (Abb. 29.9).

AN
NIV Y4

Abbildung 29.9. Die Zykloide.

Wir berechnen die Lange des Bogens der Kurve, die entsteht, wenn sich das

Rad genau einmal dreht: f'(t) = (1 — cost,sint), also

t
lF(OIF = (1 - cost)* +sin’t = 2 — 2 cost = 4sin’ 3

mit Hilfe einer trigonometrischen Formel. Fiir die Bogenldnge L ergibt sich

damit, da sin £ > 0 fiir ¢ € [0, 27]:
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270 ¢ Tt
L:f ZSin—dt:4f sinu du =8
0 2 0

mit u = %, also du = %. Bewegt sich ein Auto also um 27t = 6.28 Meter, so
bewegt sich ein Punkt auf dem Rand eines seiner Rader um 8 Meter.
Es stellt sich die Frage: Ist jede Kurve rektifizierbar? Die Antwort ist nein,

wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 29.15. Die Kurve
0,0), t=0,
yi0 1 >R e {00
(t,t-cos(3), t#0,
ist stetig, aber nicht rektifizierbar. Formal mochten wir das hier nicht bewei-
sen, doch was sollte die Lange L sein? Jedenfalls gilt (siehe Abb. 29.10):

1 1 1 1
L>2 —+2 - —+2- — 42— +---.
- 2m 31 41 51

Aber der Grenzwert )7, 1 existiert nicht.

Abbildung 29.10. Eine nicht rektifizierbare Kurve.

Es gibt sogar Kurven, wie die im folgenden Beispiel, die keine Kurven im
anschaulichen Sinn sind, die ndmlich als Bild im R? ein Flichenstiick haben.

Beispiel 29.16 (Peano-Kurve). Wir konstruieren eine surjektive stetige Ab-
bildung vom Intervall [-1,1] € R auf das Dreieck im R? mit Ecken (-1, 0),

(1,0), (0, 1) vermoge Intervallschachtelung (Abb. 29.11).

Fiir jede reelle Zahl r € [-1, 1] haben wir dann eine bzw. m&glicherweise zwei
Intervallschachtelungen und zu diesen eine bzw. zwei Schachtelungen von
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A &
Abbildung 29:11. Zur Definition der Peano-Kurve.

Dreiecken. Der Punkt im Durchschnitt der Schachtelungen der Dreiecke sei
der Bildpunkt ¢(r). Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Abbildung ¢ ist:
@ ist stetig und surjektiv. Dies zeigen wir hier nicht; in einer Ubungsaufgabe
werden wir aber nachweisen, dass solche Kurven (genannt Peanokurven)
nicht rektifizierbar sind.

Definition 29.17. Sei f: [a,b] — R" eine (stetig diffbare) Kurve und ¢: [a, ] —
[a,b] eine monoton steigende bijektive (stetig diffbare) Abbildung. Wir sagen, die
Kurve g = f o @: [a, f] = R" geht aus f durch Parameterwechsel hervor.

Wir interessieren uns fiir Eigenschaften von Kurven, die nicht von der Pa-
rametrisierung abhédngen. Beispielsweise gilt (sonst wire die Definition der
Bogenldange auch nicht wirklich sinnvoll):

Satz 29.18. Die Bogenlinge einer stetig diffbaren Kurve hingt nicht von der Para-
metrisierung ab.

Beweis. Die Bogenldnge ist: L = fa ’ ILf (DIl dt. Sei t = @(u) ein stetig diffbarer
Parameterwechsel. Es gilt:

Kettenregel

B B
f ICF o @) o)l f I (o) - ¢ ()l

@' (u)=0

B
f UF @Il - ¢ () du

_— (B)
Substitutionsregel ¢
e [ o

O

Definition 29.19 (Parametrisierung nach Bogenlinge). Sei f: [a,b] — R" ste-
tig diffbar mit f'(t) # 0V t € [a, b]. Dann ist die Funktion

t
o(tr) = f Il de

streng monoton und diffbar mit ¢’(t) # 0 Vt € la,b[ und definiert eine Bijektion
@: [a,b] — [0, L], wobei L die Bogenlinge von f beschreibt. Die Umkehrabbildung
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Y := @ 1:[0,L] - [a, b] liefert die Parametrisierung g = fo1: [0,L] — R". Diese
heifit Parametrisierung nach Bogenliinge. Es ist iiblich, den Parameter in dieser
Parametrisierung mit s zu bezeichnen: s — g(s).

Bemerkung 29.20. Ist g: [0,L] — IR" eine Parametrisierung einer Kurve
f:[a,b] = R" nach Bogenlidnge, so hat fiir [sq,s5,] € [0,L] die Teilkurve
g|[s1 o] [51,52] — R" die Bogenldnge s, — s1.

Beweis. Seien ¢: [a,b] — [0,L] und ¢ = ¢! wie in der Definition. Ferner
seien t; = 1(s1) und t, = P(s). Dann ist auch

(p: [tlrtZ] - [0152 - Sl]/ t— (P(t) -5

eine Bijektion mit Umkehrabbildung 1) und g|[ 1= fo:[0,50-51] » R"

nach Bogenldnge. Diese ist dahers; —s;. O

0,,52—%1

die Parametrisierung von f |[t bl
1,02

Beispiel 29.21. Sei f: [0,21] — R?,t — f(t) = (rcost,rsint) ein parametri-
sierter Kreis mit Radius r. Dann ist ||f'(f)|| = 7 - Vsin?t + cos?t = r und:

271
fo Ilf' (Ol dt = 2mr.

Die Bijektion ¢: [0, 2] — [0, 2nr], t +— t-r hat die Umkehrfunktion i(s) = %-s.
Die Parametrisierung nach Bogenlédnge ist also:

g:[0,2nr] > R?, s 5 (f o )(s) = f(;) = (rcos ;,rsin ;)

Satz 29.22. Sei g: [0, L] — R”" eine Parametrisierung nach Bogenlinge (d.h. insbe-
sondere g'(s) # 0V s). Dann hat der Geschwindigkeitsvektor T(s) = g’(s) die Linge
IT(s)Il = 1.

Beweis. Wegen der Bemerkung 29.20 ist:
52
f g’ ()l ds = sp = s1 V51,52 € [0, L].
S1

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 13.12 folgt: Es existiert ein
& € [s1,7], so dass

f N @l ds = 1"l - (52— 1),

also g’ (&)l = Z:: = 1, weil die linke Seite ja, wie gerade gesagt, s, — s ist.

Da dies aber fiir alle 51,5, € [0, L] gilt, folgt: [Ig’(E)I =1V & O
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29.3 Kriimmung

Definition 29.23. Sei g: [0,L] — R" eine zweimal stetig diffbare Kurve, pa-
rametrisiert nach Bogenlinge. T(s) = g'(s) heifst Tangentialvektor der Kurve.
K = x(s) = |T"(s)l| (kappa) heifst Kriimmung der Kurve im Punkt g(s). N(s) = i(—(ss))
heifit Normalenvektor (definiert, wenn x(s) # 0). Also: T'(s) = «(s) - N(s).

Bemerkung 29.24. Tatséchlich steht der Normalenvektor N, wenn er defi-
niert ist, senkrecht (auch normal genannt) auf dem Tangentialvektor T. Nach
Definition der Parametrisierung nach Bogenlidnge gilt namlich 1 = (T, T), d.h.
diese Funktion ist konstant, so dass ihre Ableitung verschwindet. Nach der
Produktregel ergibt sich daher: 0 = (T, T))" =(T’, T) + (T, T") = 2x(T,N), d.h.
NL1T.

Beispiel 29.25. 1. Ein Kreis mit Radius r: s — (rcos £, rsin ?) = g(s). Dann

ist: T(s) = g’(s) = (—sin 2, cos }) und somit T"(s) = %(— cos 2, —sin ), also

r/
x=21und N = (-cos £, —sin £) (Abb. 29.12).

Abbildung 29.12. Normalen- und Tangentialvektor am Kreis.

2. Sei f eine Kurve mit der Eigenschaft x = 0 und T” = 0. Dann gilt: Die
Kurve ist eine Gerade.

Bemerkung/Definition 29.26. Im Fall von ebenen Kurven kann man x mit
einem Vorzeichen versehen: Wir wihlen N(s), so dass (T(s), N(s)) € SO(2). Um
jetzt die Gleichung T’(s) = «(s) - N(s) immer noch zu erfiillen, muss «(s) jetzt
ggf. ein Vorzeichen bekommen. Ist dieses positiv, so heifit die Kurve in diesem
Punkt positiv gekriimmt; ist es negativ, so heifst sie in diesem Punkt negativ
gekriimmt. Fiir ebene Kurven ist der Kreis mit Mittelpunkt g(s) + %N (s) und
Radius r = 1 der Kreis, der die Kurve in g(s) am Besten approximiert. Er heifit
Kriimmungskreis; siche Aufgabe 29.5 fiir ein Beispiel.
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Mit Hilfe der Kriimmung kann man folgende interessante Kurve definieren:

Definition 29.27. Ist f eine Kurve mit Kriimmung x(s), so heifst
s (K(S), K'(s))

die charakteristische Kurve von f.

Satz 29.28 (von Cartan, hier ohne Beweis). Zwei Kurven ¢ und § in R* ge-
hen genau dann durch eine euklidische Bewegung auseinander hervor, wenn ihre
charakteristischen Kurven iibereinstimmen.

Ahnliche Sitze charakterisieren, ob Kurven durch sogenannte affine oder
projektive Transformationen auseinander hervorgehen. Charakteristische
Kurven finden in der Bilderkennung Anwendung (siehe beispielsweise

[ D

29.4 Kurven im R3

Definition 29.29. Sei ¢: [0,L] — R® eine Kurve, die nach Bogenliinge parametri-
siert ist. Dann ist N L T. Wir withlen nun B € R3, so dass (T, N, B) eine orientierte
Orthonormalmatrix (€ SO(3)) bilden (Abb. 29.13). B heifit Binormalenvektor und
das Tripel (T, N, B) Fresnelsches Dreibein.

e

i

A
Freonelschs -l

2 A=K T 75 o W LT domes

Abbildung 29.13. Das Fresnelsche Dreibein einer Kurve im IR®.

Um einen Binormalenvektor zu berechnen, ist haufig das Folgende hilfreich:

Definition 29.30 (Kreuzprodukt im R®). Seien a = (a1,ay,a3)t und b =
(b1, by, b3)t € R® zwei Vektoren. Dann ist das Kreuzprodukt der Vektor

a2b3 - El3b2
axb= a3b1 —Ll1b3 .

arby — aby
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Die folgenden Eigenschaften sind nicht schwer nachzupriifen, so dass wir
uns auf den Nachweis einer einzigen beschranken:

Elementare Eigenschaften 29.31. 1. a X b steht senkrecht auf a und b.

2. |la x b|| ist die Grofe (d.h. der Flicheninhalt) des Parallelogrammes, das von a
und b aufgespannt wird.

3. Es gilt: det(a,b,a x b) = |la x b|*.
4. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
o axX(b+c)=axb+axec,
o (a+b)Xc=axc+bXc,
o (Aa)xb=Aaxb)=ax(Ab),
e bxa=-aXb.

Beweis. 1. Wir betrachten die Determinante:

a aq b1
0 = det|ay a; by
az as b3

Entw. nach 1. Spalte
= ay(azbz — asby) — ax(a1b3 — byaz) + az(arby — axby)

= {a,a X b).

Also:a L (a x b) (und b genauso).
O

Die in der folgenden Beziehung zwischen Binormalenvektor und Normalen-
vektor auftretende Torsion misst, wie weit die Kurve von einer ebenen Kurve
entfernt ist:

Proposition/Definition 29.32. B'(s) = 7©(s)N(s) fiir eine gewisse Funktion t(s).
7(s) heifSit Torsion der Kurve im Punkt g(s).

Beweis. Es gilt: 1 = (B, B). Dies liefert: 0 = ({(B,B))’ = (B’,B) + (B,B’)
2(B’,B) = B’ L B. Da T,N,B eine Orthonormalbasis bilden, folgt: B’ =
a(s)T+7(s)N fiir gewisse a, 7. Wir miissen noch zeigen, dass gilt: « = 0. Dafiir
bemerken wir zunidchst: 0 = (T, B) = (T, T X N). Dies liefert:

0=(T,B)) =(T",B) +(T,B")

= (kN,B) +(T,aT + tN) = a(T, T) = «a,
——
=0

daauch(T,N)=0. O
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Aufgaben

Aufgabe 29.1 (Der Newtonsche Knoten). Wir betrachten die Menge M :=
{(x,y) € R? | y* = x* + ¥*} C R%. Zeigen Sie, dass die Kurve f: R - R?, t -
(> = 1,3 — t) surjektiv auf M abbildet.

Hinweis: Betrachten Sie Geraden durch den sog. Doppelpunkt (0, 0).

Aufgabe 29.2 (Winkel zwischen Kurven). Wir betrachten eine sogenannte
logarithmische Spirale

I: R - R?, I(p) = (¢” - cos @, e - sin p)
und fiir jeden festen Winkel ¢ die Geraden

0,1), fallsqp = 7 + nm fiireinn € Z,

:R->R? g(t) =
8o - 8() {(t,tanqo-t), sonst.

Zeigen Sie:

1. Fiir jedes ¢ € R liegt der Punkt /() € R? auf der Geraden g,.

2. Der Winkel a,, € [0, t[ zwischen den Kurven ! und g, im Punkt [(¢p) ist
unabhéngig von ¢, ndmlich a, = ¥ fiir alle ¢ € R.

Aufgabe 29.3 (Bogenlinge). Seien r,c € R,r > 0 und R € R,R > 0. Seien
ferner
f:10,2n] — R3, t > (rcost, rsint,ct)

und
g:10,2n] — R?, t— R-(t—sint, 1 — cost)

gegeben.

1. Berechnen Sie die Bogenldngen von f und g.

2. Parametrisieren Sie f und g nach Bogenldnge.

Aufgabe 29.4 (Kriimmung eines Graphen einer Funktion). Wir betrachten
den Spezialfall einer ebenen Kurve, die in der Form

fila,b] > R* x> (x,y(x))

geschrieben werden kann (also einen Graphen einer Funktion).

Zeigen Sie, dass fiir die Kriimmung dann gilt:

y// (X)

= A R
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Aufgabe 29.5 (Kriimmungskreis). Berechnen Sie mit Hilfe des Computeral-

gebrasystems MAPLE (oder eines anderen) fiir die ebene Kurve (x, x) ¢ IR?

die Krimmungeninx =0,-1,1, —%, %, ﬁ, —ﬁ und plotten Sie die Kurve und

die Kriimmungskreise.

Aufgabe 29.6 (Kriimmung einer ebenen Kurve). Wir betrachten den Spezi-
alfall einer ebenen Kurve, die parametrisiert gegeben ist:

fi1a,0] - R, £ (x(t), y(1)),
wobei x und y jeweils zweimal stetig differenzierbar sind.
Zeigen Sie, dass fiir die Kriimmung dann gilt:

_ YOy -2 Oy' @)
(X (b2 + v (1)?)3

x(x)

Aufgabe 29.7 (Die charakteristische Kurve einer ebenen Kurve). Wir de-
finieren die charakteristische Kurve einer nach Bogenldnge parametrisierten
ebenen Kurve [a,b] = R?, s — (x(s), y(s)) als die ebene Kurve

[2,0] > R, 5+ (x(5), %(5)).

1. Seir € R. Bestimmen Sie die charakteristische Kurve der nach Bogenldnge
parametrisierten Kurve

g:[0,21r] - R?, t > (rcos(f), rsin(t)).

2. Bestimmen Sie die charakteristische Kurve von

h:[0,2n] > R?, s (4 sint, cost).
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Funktionen auf R”

Sei D ¢ R", f: D — R eine Funktion. Wie konnen wir uns f veranschauli-
chen? Wir stellen hier zwei Moglichkeiten vor: den Graph von f und Niveau-
mengen.

30.1 Erste Definitionen und Beispiele

Definition 30.1. Wir nennen

Ir:={(x,y) e DXR]| f(x) = y}

den Graph von f.

Beispiel 30.2. 1. f(x1,x2) = x3 — x1%2 (s. Abb. 30.1, links).
2. f(x1,Xx2) = x7 + x5 (s. Abb. 30.1, rechts).

y
_10-05000510
200 L

15
a0
0.5
0.0 R
“10 05 g

X

05 1o

Abbildung 30.1. Zwei Graphen von Funktionen.

Definition 30.3. Sei f: D — R, ¢ € R. Wir nennen

N(f) ={xeD]| f(x) =}
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die Niveaumenge von f zum Niveau c. Falls n = 2 (also D C R?), so heifit diese
Niveaumenge auch Niveaulinie, falls n = 3 Niveaufliche.

Beispiel 30.4. 1. f(x1,x2) = x3 — x5 — x] (s. Abb. 30.2).

Abbildung 30.2. Niveaulinien einer Funktion.

2. f(x1,x2) = x2 + x3 (s. Abb. 30.3).

Abbildung 30.3. Niveaulinien einer Funktion.

3. Anschaulich kann man Niveaulinien recht gut verstehen, wenn man das
Beispiel f(x,y) = x> — y* + x° betrachtet und sich vorstellt, dass mit ihrer
Hilfe die Hohe eines Berges tiber dem Punkt (x, ) der Ebene ndherungs-
weise beschrieben wird (Abb. 30.4). Die Niveaulinien f(x,y) = ¢ sind
dann die Linien, die wie die Hohenlinien in Landkarten die Wege ange-
ben, auf denen man weder bergauf noch bergab gehen muss. Oft ist das
Zeichnen der Niveaufldchen oder -linien ohne Computer nicht einfach.

Bemerkung 30.5. Der Definitionsbereich D von f soll moglichst einfach, z.B.
echt n-dimensional” sein.
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=N\

Abbildung 30.4. Niveaulinien an einem abstrahierten Berg

30.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 30.6. Zu a € R" und r > 0 heifst

B/(@a) :={x e R"||lx —al <r}
der offene Ball mit Radius r.

B,(a) := {x € R" | |lx —all <1}

heifit abgeschlossener Ball um a mit Radius r.

Definition 30.7. Sei U C R" eine Teilmenge. U heifst offen, wennVae Ul e >
0, so dass B.(a) C U. Sei A C R" eine weitere Teilmenge. A heifst abgeschlossen,
wenn R™\A offen ist.

Beispiel 30.8. B,(a) ist offen, B,(a) ist abgeschlossen.

Definition 30.9. D C R" heifst beschrinkt, wenn es ein v > 0 gibt, so dass gilt:
D c B,(0). Eine abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge K C IR” heifit kompakt.

Definition 30.10. Zu einer beliebigen Teilmenge D C R" bezeichnet

o

D:={xeR"|3e>0B.(x) c D}
die Menge der inneren Punkte (oder kurz: das Innere) von D.

D:={xeR"|B.(x)ND 0V ¢ >0}
heifit Abschluss von D und

oD = 5\103
Rand von D.
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Beispiel 30.11. B,(a) ist der Abschluss von B,(a) und dB,(a) = {x € R" | |[|[x—al| =
r} ist die Kugeloberflache.

In der Regel werden wir offene Mengen als Definitionsbereich nehmen, even-
tuell auch Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. Analog zum
univariaten Fall (Def. 8.3) kénnen wir den Begriff einer stetigen Funktion ein-
fiihren:

Definition 30.12. Sei D C R", f: D — R eine Funktion. f heifSt stetigina € D C
R", wenn

Ve>0 d6>0: [f(x)-f@)|<eVxeDmit|x—al <.

Satz 30.13. Summen, Produkte und Quotienten (wo sie definiert sind) stetiger Funk-
tionen sind stetig.

Wir geben keinen Beweis, weil dieser analog zum Fall einer Verdnderlichen
ist. Wenigstens ein kleines Beispiel dazu:

2 4 44
X7 +x2

Beispiel 30.14. f(x1,x0) =

ist stetig.

2. .2
xi+x;+1

30.3 Differentiation

Sei f: U — R eine Funktion, wobei U offen ist. Wir stellen nun zwei Kon-
zepte vor, die die Differentiation in einer Variablen auf hohere Dimensionen
verallgemeinern: partielle Differentiation und totale Differentiation.

30.3.1 Partielle Differentiation

Definition 30.15. Seien f: U — R, a = (a1,...,a4,) € U. Dann heifit f in a
partiell nach x; differenzierbar (kurz partiell nach x; diffbar), wenn die Funktion
in einer Variablen

xXi v f(a, ..., 8i-1,Xi, Ais1, - ., 0y)

nach x; differenzierbar ist. Dann bezeichnet

of

L flar,...,ai+h,...,4,)— f(a1,...,4i,...,0a,)
70 =k h

die partielle Ableitung von f nach x;.

. L 9 P)
Beispiel 30.16. f(x1,x;) = x; — x1X2. Dann gilt: % =3x3 —xy, % = —Xxj.
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Definition 30.17. Ist f: U — R, U offen, in jedem Punkt nach allen Variablen
partiell diffbar, dann heifit f partiell differenzierbar auf U (kurz: partiell diffbar
auf U).

Der Vektor

0 J
V@ = grad )0) = ( S @) 2@

heifit Gradient von f im Punkt a € U.

Definition 30.18 (hohere partielle Ableitungen). Sei f: U — R in U nach x;
partiell diffbar und 3—£: U — R partiell nach x; diffbar, dann bezeichnet

P’f .
Bx]- sz- ’

U-R

die j-te partielle Ableitung von g—£.

Das folgende Beispiel zeigt, dass wir im Allgemeinen die Reihenfolge der
Ableitungen hierbei nicht vertauschen dfirfen:

Beispiel 30.19. Sei

f(.X1 X2) = xle%’ falls (xll xZ) * (0, 0),
' 0/ falls (xlIX2) = 0

Im Nullpunkt gilt dann: %(O, 0)=0, %(0, 0) =0,da f(x1,0) =0, f(0,x2) = 0.
Ferner ist:

of (3 + x%)(xz(x% —-x2)+ x1x22x1) — 201 (x102) (¥ — x3)

- 2 2)2
Ix1 (x7 +x3)

xo(x} — x3) + 4x3x)
B (] +x3)?
Rf 2 (o

=5 (0,0) = A G A W A S
= é’xzaxl(o’o)_ axz axl(o’xZ))_ x2( .X;l )_ axz( xZ)— 1.

5

Andererseits: %(O, 0) = 1 wegen der Symmetrie von f: f(x1,x) =
—f(x1,x2). Im Allgemeinen gilt also:

’f ’f

8xi ax]‘ 8x]~ axi ’
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Gliicklicherweise gibt es aber viele Situationen, in denen das Vertauschen der
Reihenfolge doch richtig ist:

Satz 30.20. Sei f: U — R zweimal stetig partiell diffbar, dann gilt:

*f : *f
(9x,~<9xj h 8xj8xi'

Beweis. Siehe z.B. Forsters Analysis 2 Buch [ . O

Korollar/Definition 30.21. Unter der Voraussetzung dieses Satzes ist also die
Hesse-Matrix

azf sz 32f
he= (25 |
ess = — =
f Ix; dx;/ij : :
Ef_ %
dx,, 9 (axn)z

symmetrisch.
Beispiel 30.22. Sei f(x1,x2) = x1 sin(xz + x1). Dann ist der Gradient
grad f = (sin(x1 + x7) + x1 cos(x1 + x2), X1 cos(x; + xz))

und die Hesse-Matrix:

2 cos(x1 + xp) — xq sin(x1 + x2) cos(xy + x2) — x1 sin(xq + X2)
cos(x1 + xp) — x1 sin(x; — x) —x1 sin(x1 + x7) )

30.3.2 Totale Differentiation

Das zweite Konzept, das die Ableitung in einer Variablen verallgemeinert,
beruht auf der Grundidee, die Ableitung als beste lineare Approximation
aufzufassen (s. Abb. 30.5). Wir verallgemeinern dieses Konzept gleich auf
Abbildungen

f:U—-R", UCR" offen.

Definition 30.23. f: U — R", f = (f1,...,fs) heifit in a € U € R™ total
differenzierbar (kurz: total diffbar), wenn es eine lineare Abbildung x — A-x, A €
IR™™, ¢ibt, so dass fiir den Fehler ¢, definiert durch

fla+x) = fla)+Ax + p(x)
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Abbildung 30.5. Ableitung als beste lineare Approximation.

die Bedingung

lim @ =0

=0 ||x]]
erfiilltist. A =: Df(a) =: ] ¢(a) heif$t dann die Jacobimatrix (oder das Differential)
von f in a.

Dass die Jacobimatrix tatsdchlich eindeutig ist, ist nicht schwierig nachzuwei-
sen. Im Eindimensionalen ist A einfach eine Zahl, und zwar die Ableitung an
der Stelle a, und es gilt: f(a + x) = f(a) + f'(a) - x + @(x).

Beispiel 30.24. Sei g: R" — R, g(x) = x'-C-x, C € R™" mit C = C' symme-
trisch. Sei ferner a € R". Dann gilt:

gx+a)=(x+a)'Cx+a)= a'Ca+2a"'Cx+ x'Cx.
——

——
q(a) P(x)
Auflerdem ist:
|l Cxll = [I¢x, Cx)ll < [l - ICxll < (ICI| - [l (30.1)
Hierbei ist ||C|| die sogenannte Matrixnorm von C, definiert duch
ICl|:= max [|Cx]|.
xeR”, |lx]|=1

Damit gilt ||C - x|| = [|C - & - Ixll]| < ICl - llxll, so dass (30.1) tatséchlich erfiillt
ist. Insgesamt folgt also:

lp(x)l

= <lel-llxll = 0
x—0

]l

und 24t C € R™" ist die Jacobimatrix.

Satz 30.25 (Kettenregel). Seien U C R" offen, f: U - R", f(U)c VCcR", V
offen, g: V. — RE. Ist f in a total diffbar und g im Punkt b = f(a) total diffbar, dann
ist die Komposition h = g o f: U — R¥ im Punkt a total diffbar und es gilt fiir das
Differential:

Dh(a) = Dg(b) - Df(a).

Siehe auch Abbildung 30.6.
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DF ¢a) ‘DJ“’)

—>>
Dh(a)=E Dy (&) DE ()
Abbildung 30.6. Die Kettenregel.

Beweis. Sei ¢ der Fehler fiir f und iy der Fehler fiir g. Dann: f(x +a) =
fla) + Ax + p(x), gy +b) = g(b) + By + Y(y) mit A = Dg(b) und B = Df(a).
Daraus folgt:

(8o fllx+a) =g+ Ax + p(x))

|
Y

= g(b) + B(Ax + @(x)) + Y(Ax + p(x))
= ¢+ BAx + Bp(x) + Y(Ax + ¢(x)).

1)
Es gilt weiterhin:
IBe@) llp@)ll
P < Bl ,
[l Il x—0
da f diffbar ist. AufSerdem gilt:
[P(Ax + ) [Ax + eIl ()
—— = (x) ————— < &(x) - (Al + 7=~) = 0,
llxll ( [l ® (” : [l )x—>0

wobei ¢(x) = I 0, da g diffbar.

Insgesamt folgt also, dass n(x) — 0 fiir x — 0. BA ist die Jacobimatrix von
g o f, weil das Produkt von Matrizen der Hintereinanderausf"hrung der
zugehorigen linearen Abbildungen Dg und Df entspricht. O

Korollar 30.26. Die Eintriige der Jacobimatrix A = D f(a) = (aj;) sind die partiellen
Ableitungen der Komponentenfunktionen: a;; = g—g(a). Also: J(a) = (g—){;(a)).

Beweis. Fiir ein festes Paar (i, j) betrachten wir:
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e:R— an/ Xi = (all' - Aic1,Xi, Aig1, - - ~/a‘rl)
S R" >R, (yi,...,Ym) = Yj-
Dies sind lineare Abbildungen. Es gilt daher: De = (0,...,1,...,0)' =: &' (1

an der i-ten Position) und Dg = (0,...,1,...,0) =: ¢; (1 an der j-ten Position).
Damit folgt nun mit der Kettenregel:

D(g o f o e)(@) = Dg(f(a)) - Df(a) - De(a;)
=¢;- J5(a) e = aj.

Andererseits ist go f oe eine Abbildung von R nach R, so dass die Jacobimatrix
nur einen Eintrag hat, ndmlich: (g o f o e)(x;) = fi(ay,...,ai-1,%;,...,a,); nach
x; ableiten liefert:

o

d
a—xi(g o foe)a)= a—xi(ﬂ)-

O

Beispiel 30.27 (Polarkoordinaten). Sei P: (7, p) — (r cos @, r sin ¢), wobei wir
P entweder als Abbildung P: R? — R? oder P: [0,27] X Rso — R? auffassen
(s. Abb. 30.7). Pljo2n[x0,.0[ ist injektiv. Es gilt:

_ _[cosp —rsing _
]P_DP_(sin(p rcosgo)’ det]p =r.

Seinun: g: R*> - R, g(x, y) = x*+y?,dannist Dg = (2x,2y) und h := goP = 12,
o ; | — T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 30.7. Polarkoordinaten.

d.h. % =2rund 3—(’; = 0.Nun: Dh = Dg(P((r, )))-DP(r, ) = (2r cos @, 2r sin @)-
DP = (2r,0), wie erhofft.
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Korollar 30.28 (aus Satz 30.25, Korollar 30.26 und Beweis). Seien U C R"
offen f: U — R", f(U) C V C R™ und V offen sowie g: V — R, und h := g o f.
Die Koordinaten in U bezeichnen wir mit x;, jene in V mit y;. Dann gilt:

oh o dg of;
0 = ; a—%(fl(x),...,fm(x)) . a—é(x).

Bemerkung 30.29. Der Zusammenhang zwischen den Diffbarkeitsbegriffen
ist wie folgt:

= partiell diffbar

stetig partiell diffbar = total diffbar = stetig.

Weitere Implikationen gelten nicht (hier nicht bewiesen).

Wir mochten nun auch Ableitungen in Richtungen definieren, die nicht den
Koordinatenrichtungen entsprechen:

Definition 30.30. Seien U C R" offen und f: U — R, a € U und v € R* mit

lloll = 1.
fla+h-v) - f(a)
h

(D.a) = lim
heifit Richtungsableitung von f in Richtung v.
Satz 30.31. Sei f: U — R, U € R" offen, total diffbar in a. Dann gilt:

D, f(a) = ((grad f)(a), v).

Insbesondere gilt: Fiir v € S"! := {v € R" | ||[v|| = 1} ist die Richtungsableitung
maximal genau dann, wenn der Gradient grad f(a) in die gleiche Richtung wie v
zeigt.

Beweis. Kettenregel und Geometrie der orthogonalen Projektion auf Rv. De-
tails, s. [ . O

30.3.3 Taylorformel

In einer Variablen ist die Formel

4 1 4
fta)=f@)+ f@)-x+5f (@) - + p(x)
nur der erste Fall der Taylorformel (siehe Abb. 30.8).

Wir mochten dies fiir Funktionen f: U — R, U C R" offen, verallgemeinern.
Wir werden f durch Polynome in xy,...,x, approximieren. Wie man ver-
mutlich erwartet, wird sich dabei herausstellen, dass f’(a) durch die Jacobi-
Matrix ersetzt wird und die Hesse-Matrix in @(x) auftaucht. Mit geschickter
Indexnotation ist die Formel am Ende genauso einfach wie in einer Variablen.
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Abbildung 30.8. Approximation des Sinus in einer Variablen x an der Stelle 4 durch
das Taylorpolynom zweiten Grades in a.

Notation 30.32. o = (a1, ..., a,) € IN" nennen wir einen Multiindex. |a| = oy +

“++ + a, heifit Totalgrad von a. Wir setzen x* := x{" - -+ - x,,". Dann bezeichnet

Jlel ¢ Jel ¢
ax“ = (axl )011 ..... (axn)“n

die a-te (partielle) Ableitung und a! := a!- - - a,. Filr |a|-mal steig partiell diffbare
Funktionen kommt es auf die Reihenfolge des partiellen Ableitens nicht an.

Df .=

Definition 30.33. Sei U C R" offen, a € U. Sei ferner f: U — R k-mal stetig
partiell diffbar. Dann heifit das Polynom

Jal f
(dx)a @)

(@-a)

a!

<k

das k-te Taylorpolynom von f in a. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom,
welches die gleichen Werte fiir die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k an der
Stelle a hat wie f.

Satz 30.34 (Taylorformel). Sei f: U — R (k+1)-mal stetig partiell diffbar. Dann
Qibt es fiir jedes x € IR", das so klein ist, dass die Strecke {a + tx |t € [-1,1]} c U
ist, ein 9 € [0, 1], so dass:

fla+x)= Z %xa + Z @(u + 9-x)x“.
lal<k ’ la|=k+1 :

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(t) = f(a + t-x) in einer Variablen, die
Taylorformel dort und die Identitét

d'g _ Df(a+tx)
W(t) = k';CTX ,

welche mit Induktion nach k aus der Kettenregel (der Fall k = 1) folgt. O
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Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung, siehe die Literatur. Hier nur ein Beispiel:

Beispiel 30.35. Wir betrachten einen konkreten und einen etwas allgemeine-
ren Fall:

1. f(x,y) = e* - e¥ = ¢"*¥. Das zweite Taylorpolynom in (0, 0) berechnet sich
folgendermafien:

Die Multiindizes o mit |a| < 2 sind (0, 0), (1,0), (0, 1), (1,1), (2,0), (0,2).

Wir miissen also die entsprechende partiellen Ableitungen an der Stelle
a = (0,0) auswerten. Da §—£ = g—/; = e*e¥ = f ist, sind alle auch hohreren

partiellen Ableitungen identisch:

Do f(a) f(a) = % = 1.

D(l’o)f(a) = g—ic(a) =% = 1.

Die in der Taylorformel auftretenden Fakultitensind 0! =1,1! =1,2! =2
und die Potenzen von v := (x,y) sind "0 = x%4° =1, o0 =x1yP = x, ...,
02 = X012 = 2, ol = 21yl = .

Damit ist das zweite Taylorpolynom in (0, 0) (siehe auch Abb. 30.9):

D DO0) D©0.2) D(l,l)
Z f( ) a f(lZ)UO’O 4o f(ll) f
al 0!0! 012! 11!

(a)vl,l

lal<2

S VSOV S S
BT R A
+ 2

=1+x+y+(x 2}/) .

2.5ei f: U— R, U C R" offen, f zweimal stetig partiell diffbar. Wie sieht
das zweite Taylorpolynom in a = 0 € U in diesem allgemeinen Fall aus?
Es ldsst sich sehr komprimiert schreiben als:

£(0) + (grad f(0), x) + %xt Hess(f)(0)x.

Fiir x = (xy,...,%,) gilt namlich: f(O) x10-0) 4L ‘9f 7-(0) - xO-0D =
(grad f(0), x). Dle Aussage iiber den Term mit Hess( f ) Zelgt man analog
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Abbildung 30.9. Eine Approximation von exp(x + y) durch das Taylorpolynom zwei-
ten Grades im Punkt (0, 0).

30.3.4 Extremalstellen

Viele praktische Probleme fiihren auf Optimierungsaufgaben. Auch in der
Situation, dass hierbei mehrere Variablen auftreten, gibt es einen Kalkiil,
dhnlich der Kurvendiskussion im univariaten Fall, um diese anzugehen.

Definition 30.36. Sei f: U — R eine Funktion, U Cc R". f hat in a ein lokales
Maximum (lokales Minimum), wenn ein Ball B,(a) C U existiert, so dass flg.()
in a das Maximum (Minimum) hat. f hat in a ein lokales Extremum, wenn einer
der beiden Fiille eintritt.

In 26.15 haben wir definiert, wann eine Matrix A positiv definit heifst, ge-
schrieben A > 0, ndmlich wenn alle Eigenwerte von A strikt positiv sind,
d.h. wenn ZtAz > 0 Vz € K"\ {0}. Anschlielend haben wir in Satz 26.16
das Hurwitz—Kriterium dafiir bewiesen. Um ein hinreichendes Kriterium
fur Extremstellen geben zu kénnen, benétigen wir nun auch die folgenden
verwandten Begriffe:

Definition 30.37. Eine hermitesche Matrix A € C™" (symmetrisch tiber R) heif3t
positiv semi—definit, wenn alle Eigenwerte von A grifier oder gleich 0 sind.

A heift negativ definit bzw. negativ semi—definit (in Zeichen: A < 0 bzw. A < 0),
wenn —A positiv definit bzw. positiv semi—definit ist.

A heif$t indefinit, wenn keiner der vorigen Fiille eintritt.

Es gibt auch fiir die negative Definitheit ein Kriterium im Stil des Hurwitz—-
Kriteriums; dieses ist aber ein wenig komplizierter zu formulieren, als man
denken konnte. Insbesondere ist die Negativitit aller linken oberen Minoren
kein Kriterium fiir die negative Definitheit einer Matrix. Am Einfachsten ist
es daher wohl meist, die Eigenwerte zu berechnen.

Satz 30.38. Sei U c R" offen, f: U — R zweimal stetig partiell diffbar.
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1. Notwendig dafiir, dass f in a € U ein lokales Extremum hat, ist, dass

of _  _of
E(a)_m_t?xn

(a) =0.

2. Ist die notwendige Bedingung erfiillt, dann ist hinreichend fiir ein lokales Mi-
nimum, dass die Matrix A = Hess(f)(a) = (%(0))1‘]‘ positiv definit ist. Ist A
negativ definit, dann liegt ein lokales Maximum vor. Ist A indefinit, dann ist a
kein lokales Extremum.

Diese Aussage verallgemeinert offenbar direkt die entsprechenden Resultate
aus dem univariaten Fall, ndmlich Satz 10.2 und Satz 10.10. Bevor wir diesen
Satz auf Seite 451 beweisen, zundchst einige Beispiele:

Beispiel 30.39. 1. f(x,y) = x> + v?, g—ﬁ =2x =0, 3—; = 2y = 0. Somit ist
a = (0,0) der einzige Kandidat fiir ein lokales Extremum. Es gilt:

Hess(f)(@) = (é g) >0,

Also hat f in (0, 0) ein lokales Minimum (Abb. 30.10).

Abbildung 30.10. Ein lokales Minimum.

2. f(x,y) = x*> — y*. Wieder ist der Nullpunkt der einzige Kandidat fiir ein
lokales Extremum. Es gilt:

Hess(f)(a) = (é _02)

Dies ist eine indefinite Matrix. Der Ursprung ist hier also ein sogenannter
Sattelpunkt (Abb. 30.11).
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Abbildung 30.11. Ein Sattelpunkt. Es ist auch die Niveaulinie f(x,y) = x2 — y* =
(x = y) - (x + y) = 0 eingezeichnet.

3.Sei f(x,y) = x> + y°. Hier ist ebenfalls a = (0,0) der einzige Kandidat.

Dann ist % =2x, % =3y und

Hess(f)(a) = (g g) (positiv semidefinit).

Der Satz macht fiir diese Situation keine Aussage. Der einzige Kandidat
fuir ein lokales Extremum, der Ursprung, ist aber keines, da fl=0: R —
R, y — 1 kein Extremum hat (s. auch Abb. 30.12).

Abbildung 30.12. Die gewdhnliche Spitze f(x,y) = x? + 1/° als Funktion. Es ist auch
die Niveaulinie f(x, y) = 0 eingezeichnet.

4. Fiir f(x,y) = x* + y* erhalten wir ebenfalls a = (0, 0) als einzigen Kandi-
daten und wieder

Hess(f)(a) = (g 8) (positiv semidefinit).

Auch hier macht der Satz keine Aussage. In diesem Fall ist 2 aber offen-
sichtlich ein Minimum (s. auch Abb. 30.13), denn f(x, y) > 0 V(x,y) € R?
und f(0,0) = 0.
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Abbildung 30.13. Die Funktion f(x, y) = x> + y*.

Dies ist analog zum Fall einer Variablen, wo die Funktion f(x) = x* zwar
eine verschwindende zweite Ableitung, aber trotzdem ein Minimum in
x = 0 besitzt. Wir werden hier aber keine analogen Kriterien fiir hohere
Ableitungen aufstellen.

5. Fiir f(x,y) = x* erhalten wir ebenfalls a = (0,v) fiir jedes y € R als
Kandidaten und wieder ist

Hess(f)(a) = (é 8) (positiv semidefinit).

In diesem Fall ist jeder Punkt der Geraden {(0,y) | y € R} ein lokales
Minimum. Allerdings sind dies keine isolierten Minima, in dem Sinn,
dass es keine Umgebung der Punkte gibt, in der die Punkte jeweils das
einzige Minimum sind. Analog kann man isolierte Maxima definieren.

Zum Satz 8.10 iiber die Existenz von Maximum und Minimum stetiger Funk-
tionen auf einem abgeschlossenen (d.h. kompakten) Intervall gibt es folgende
Verallgemeinerung:

Satz 30.40 (Maximum und Minimum auf einem Kompaktum). Seien K C IR"
eine kompakte Menge und f: K — IR eine stetige Funktion. Dann nimmt f ein
Maximum und ein Minimum auf K an (s. Abb. 30.14).

Beweis. Sei M := sup{ f(x) | x € K} € ] — o0, 00]. Dann existiert eine Folge
(")ven, so dass lim,, f(x") = M. Die Folgen der Komponenten (x}) c R
sind jeweils beschrankt. Nach Bolzano-Weierstrass 5.33 existiert daher eine
Teilfolge (x*)ien, die konvergiert. Der Grenzwert y = limy_,. x"* € K, da
K abgeschlossen ist (siehe Aufgabe ??). Fiir die Funktionswerte gilt: f(y) =
limy_,o f(x*) = M wegen des Folgenkriteriums fiir Stetigkeit (Satz 8.5), da f
stetig ist. In y € K nimmt f daher ein Maximum an. Der Fall des Minimums
ist analog. O

Nun zum notwendigen und zum hinreichenden Kriterium fiir Extremstellen:
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Abbildung 30.14.
angenommen. Hier
Inneren des Kompaktums angenommen,
dem Rand.

den auf einer kompakten Menge
ert und werden im
ie unendlich vielen Minima dagegen auf

Beweis (von Satz 30.38).
1. Hat f in a ein lokales Extremum, dann hat die Funktion

8it t— gz(t) = f(a + eit),

wobei ¢; der i-te Einheitsvektor ist, eines in ¢ = 0. Der entsprechende Satz
10.2 in einer Variablen liefert nun ¢/(0) = 0, d.h.:

d i Kettenregel 0
0=5/0) = Si0) <2 L)

2. Es sei (grad f)(@) = 0 und zundchst einmal A = Hess(f)(@) > 0. Die
Taylorformel erster Ordnung fiir f nahe a ergibt, da ¥, %x“ =

f(a) + (grad f(a), x): Es existiert 9 € [0, 1], so dass

?*f
ox; 0x;

fx+a) = f(a) + (grad f(a), x) + %xt(

(a+ S-x))x
= f(a) + %xtAx + %xtB(x)x,

wobei B(x) e 0 € R™", da f zweimal stetig diffbar ist. Sei nun
x—

. 1Av
T]:_ min =

= min
veR\{0} |[U][2  weR?, Jlofl=1

A,

das wegen des obigen Satzes 30.40 auch existiert, da die 1-Sphére dB1(0)
kompakt ist. Es gilt > 0, da A positiv definit ist. Mit ¢ := 7 folgt:

346 >0, sodass ||[B(x)|| < & Yx mit ||x]| < 6.

Wir zeigen, dass a das Minimum von f|g;( ist:
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flx+a)—fa) = %(xtAx + xtB(x)x)
1 2 nN_N—¢ 2
> > (P = elldlP) = = IxlP 2 0
und Gleichheit gilt genau dann, wenn x = 0.

Die anderen Fille gehen analog. Im indefiniten Fall schrankt man f auf
a + Eig(A, A) mit A positiv bzw. negativ ein.

O

Beispiel 30.41. Wir betrachten f(x,y) = x> — > + x> (Abb. 30.15) und suchen
mogliche Extrema.

F/

‘? x

2 s A s 0 i 15 2 2s
-0.5
_—

\

Abbildung 30.15. Der Newtonsche Knoten R?> — R, (x,y) — f(x,y) = x> —y* +x>: Die
linke Abbildung zeigt einige Niveaulinien, die rechte die Funktion gemeinsam mit
einigen eingezeichneten Niveaulinien.

Zunichst berechnen wir dafiir die eine partielle Ableitung:

d |
—f:2x+3x2i0, also:x:Ooderx:—g,
ox 3

Die andere partielle Ableitung liefert:

of _ 2y= 0=y =0
3y = W =0=y=0

Insgesamt folgt: 2 = (0,0) und a = (—%,0) kommen als lokale Extrema in
Frage. Um Genaueres herauszufinden, betrachten wir die Hesse-Matrix

Hess(f) = (69((;‘ 2 _02)

an diesen Stellen:
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Hess(£)(0, 0) = (g _02) (indefinit),

Hess( f)(—§,0) = (_02 _02) (negativ definit).

Also ist (—%, 0) ein lokales Maximum und (0, 0) kein Extremum.

Aufgaben

Aufgabe 30.1 (Offene Mengen). Zeigen Sie:

1. U; ¢ R", i € ] eine Familie von offenen Mengen = | J;; U; offen.
2. U, U, € R" offen = U; N U, offen.
3. R" und 0 sind offen.

Aufgabe 30.2 (Abgeschlossene Mengen). Im Folgenden bezeichne ||.|| die
euklidische Norm auf IR”. Wir sagen, dass eine Folge (x,),en im R” zu einem
Punkt p € R" konvergiert (in Zeichen: lim, .« x, = p), falls gilt: Zujedem ¢ > 0
gibt es ein vy € IN, so dass fiir alle v > v gilt: ||x, — pll < €.

1. Zeigen Sie, dass eine Folge (x,),en genau dann gegen p konvergiert, wenn
firjedes j € {1,..., n} die Folge der j-ten Komponente, (x,;),en, gegen die
entsprechende Komponente p; von p konvergiert, d.h.:

limx, =p & (Vlggoxvjzijjzl,...,n).

V—00

2. Zeigen Sie: A C IR" ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konver-
gente Folge (x,)ven C A gilt: lim, . x, € A.

Aufgabe 30.3 (Kompakte Mengen). Sei (x,),en eine Folge im IR”. Eine Teilfolge
ist eine Folge (a,(y))ven, wobei k : IN — IN, v = «(v) eine injektive Abbildung
ist.

Zeigen Sie: Eine Menge K c R" ist genau dann kompakt, wenn jede Folge
(xn)nenw mit Werten in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 30.4 (Jacobimatrix). In welchen Punkten ist die Jacobi-Matrix der
Abbildung

f: R - R? (x,y,2) & (4y, 3x* — 25sin(yz), 2yz)

nicht invertierbar?
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Aufgabe 30.5 (Definitheit). Bestimmen Sie, ob die folgenden Matrizen posi-
tiv definit, negativ definit oder indefinit sind:

610-1 2 3 -4-5 1

102171 eac128 16| s

A=117152) B=|l5 86 s5|R
2-1-2 11 1 16 5-35

Aufgabe 30.6 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter
Ordnung im Punkt (1,1) von:

fiR, =R, fx,y) =",

Aufgabe 30.7 (Taylorpolynom). Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter
Ordnung im Punkt (1, 1) von:

x—y

X+y

f: R.o X Rso, f(x/]/) =

Aufgabe 30.8 (Extremstellen). Berechnen Sie alle Extremstellen der Funktion

[iRE SR, flry) = X+ (> - 1),

finden Sie heraus, ob die lokale Minima oder Maxima sind und skizzieren
Sie den Graph von f.

Hinweis: Sie diirfen auch ein geeignetes Computer-Algebra-Programm ein-
setzen.

Aufgabe 30.9 (Ausgleichsgerade).

1. Seien (xx, yx) € R?, k = 1,...,n Punkte in der Ebene. Bestimmen Sie die
Koeffizienten a,b € R der Gerade y = ax + b, so dass

Z(axk +b-— yk)2
k=1

minimal wird. Diese erhaltene Gerade heifit Ausgleichsgerade.

2. Bestimmen Sie zu folgenden Punkten die Ausgleichgerade und skizzieren
Sie die Punkte sowie die Ausgleichsgerade.

012345
y[0.92.65.1628389

Aufgabe 30.10 (Extremwerte). Bestimmen Sie Lage und Art der lokalen Ex-
trema der Funktion

fiR? >R, (x,y) = (1 —x— ).
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Hyperflichen und der Satz iiber implizite
Funktionen

Wir haben schon in der linearen Algebra Beispiele von Flachen kennenge-
lernt, die als Nullstellenmenge von Funktionen in mehreren Variablen defi-
niert sind, ndmlich die Quadriken. In der geometrischen Modellierung und
Visualisierung werden in letzter Zeit aber auch immer mehr Flichen im
R? verwendet, die sich zwar immer noch als Nullstellenmenge von Funk-
tionen schreiben lassen, wobei diese Funktionen aber nicht unbedingt nur
quadratisch, sondern komplizierter sind. In diesem Abschnitt gehen wir auf
Moglichkeiten ein, wie man die Geometrie solcher Flachen, zumindest lokal,
untersuchen und oft recht gut beschreiben kann.

31.1 Defintion und Hauptsatz

Definition 31.1. Sei f: R" — R eine (diffbare) Funktion. Dann heifit ihre Null-
stellenmenge

N(f) :=No(f) ={aeR"| f(a) =0}
die durch f definierte Hyperfliche.

Beispiel 31.2. Neben den bereits genannten Quadriken im R” (siehe Ab-
schnitt 25.2) — z.B. x> + y* — 2> = 0, ein Doppelkegel, x* + y> +z2 -1 = 0,
eine Kugel - sind Hyperebenen und Niveaumengen Beispiele fiir Hyper-
flachen, die wir bereits kennengelernt haben. Auflerdem ist jeder Graph
Xps1 = f(x1,...,x,) eine Hyperfliche, da seine Gleichung umgeschrieben
werden kann zu x,41 — f(x1,...,%,) = 0.

Sogar, wenn wir uns auf polynomielle Funktionen beschranken, konnen Hy-
perflichen aber eine sehr komplexe Geometrie aufweisen. Etwa der sog.
Whitney Umbrella (Abb. 31.1), bei dem eine Halbgerade aus der Flidche
herausschaut.
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Abbildung 31.1. Der Whitney Umbrella.

Definition 31.3. Sei X = N(f), f stetig diffbar, eine Hyperfliche und a € X. Ist
fl) = fla) + Zn; g_i;(a)(xj —aj) +o(|lx —al))
=
die erste Taylorformel (zum Landau—Symbol o(.) siehe Abschnitt 5.3), so heifSt
T,X = {x eR” | Zn: g—g(a)(xj —aj) = 0}
j=1

der Tangentialraum von X im Punkt a (s. Abb. 31.2).

Abbildung 31.2. Tangentialraum und Gradient in einem glatten Punkt einer Fldche.

T, X ist der um a verschobene Untervektorraum

{x € R" | (grad f(a),x) = 0}.

Ist grad f(a) # 0, so ist T,X eine Hyperebene und X heifSt glatt in a. Andernfalls
ist T,X der ganze Raum und X heifStsinguldr in a.
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Beispiel 31.4. 1.Sei E = {(x,y) € R*> | x2 + 2y* = 3} = N(f), d.h. f(x,y) =
x? + 2y? — 3 (Abb. 31.3). Einsetzen zeigt, dass (1,1) € E. Der Gradient
grad f = (2x,4y) ist in diesem Punkt grad f(1,1) = (2,4). Die Hyperfldche
E ist daher glatt im Punkt (1, 1).

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1

Abbildung 31.3. Tangentialraum und Gradient in einem glatten Punkt einer ebenen
Kurve.

2. Der Tangentialraum an einer Hyperfliche im R® beriihrt die Hyperfliche
in der Umgebung eines glatten Punktes nicht unbedingt nur in einem
einzigen Punkt. Dies liegt daran, wie die Flache gekriimmtist. Wir konnen
darauf hier nicht weiter eingehen, sondern zeigen nur ein Beispiel: Der
einschalige Hyperboloid x? + y* — z2 = 1 im Punkt (1,0, 0) (Abb. 31.4).

Abbildung 31.4. Eine Tangentialebene an einen einschaligen Hyperboloiden. Auf
unserer Webseite gibt es dazu eine Animation: GIF-Format, SWF-Format. Genau wie
das Bild wurde die Animation mit unserer Software surfex [H1.M05] erstellt.

3. Ist f(x,y) = y* —x°, soist grad f = (—3x2,2y) im Ursprung (0, 0). Der Tan-
gentialraum ist dort also der ganze Raum IR?, obwohl man anschaulich
eine eindeutige Tangente im Ursprung erkennen kann. Diese ldsst sich
aber nur durch Betrachtung hoherer Ableitungen berechnen.


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/hyperboloid_one_sheet_tangsp.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/hyperboloid_one_sheet_tangsp.swf
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Y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Abbildung 31.5. Eine singulédre Kurve.

Der Tangentialraum ist in glatten Punkten eine oft akzeptable Anndherung
an die Hyperfldche.

Frage 31.5. Gegeben seien X = N(f) und a € X ein glatter Punkt. Konnen wir X
nahe a besser darstellen?

Antwort. Ja, wenn wir die Gleichung f(x1,...,x,) = 0 nach einer Variablen
auflosen konnen. Etwa nach x,,; dann suchen wir eine Funktion g(x1, . .., X,-1),
so dass

flx, .o, x0-1,8(x1, .., Xp-1)) = 0.

Beispiel 31.6. Wir betrachten nochmals das Beispiel 31.4: E = {(x,y) € R? |
x?+2y?-3 = 0}. Die Gleichung kénnen wir nach y auflésen. Fiir nicht negative
y erhalten wir (s. auch Abb. 31.6):

Dies beschreibt die Kurve fiir ¥ > 0 wesentlich genauer als der Tangential-
raum in einem der Punkte.

Abbildung 31.6. Eine lokal aufgeldste Kurvengleichung lasst sich sehr leicht visuali-
sieren, wo die Auflosung gilt. Die Tangente liefert dagegen meist nur in einem Punkt
eine gute Anndherung.
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Der folgende Satz besagt, dass ein solches Auflésen zumindest lokal in der
Umgebung eines Punktes oft moglich ist:

Satz 31.7 (iiber implizite Funktionen). Sei U C R", U offen, f: U — R k-mal
stetig diffbar und a = (ay,...,a,-1,a,) € N(f). Gilt %(a) # 0, dann existieren
offene Umgebungen V' C R von (ay,...,a,.1) = a’ und V" C Roon a, = a”
mit V' x V" C U (s. Abb. 31.7) und es existiert eine Funktion g: V' — V" C R
mit g(a’) = a”" und

1. f(x1, ..., Xn-1, 81, ., Xn-1)) =0 VX' = (xq,...,%4-1) € V' und

2.Y(,x") e (VV x V")NN(f) gilt: X" = x,, = g(x").

g ist k-mal stetig diffbar und

of
g ,_ x@
ﬂ( ) _j—f(a firi=1,2,...,n-1

Abbildung 31.7. V' und V” im Satz tiber implizite Funktionen.

Mit Hilfe von g wird die implizite Gleichung f = 0 also nach x” = x,, auf-
gelost und die partiellen Ableitungen von g in 4’ kénnen wir sogar explizit
ausrechnen. Natiirlich konnen wir nach anderen Variablen auflésen, indem
wir die Variablen umnumerieren und dann den Satz anwenden.

Beweis. Der vollstandige Beweis folgt spater fiir eine allgemeinere Version in
Satz 31.18. Nur die Formel fiir die partiellen Ableitungen zeigen wir sofort,
unter der Annahme, dass der Rest bereits bewiesen ist, also insbesondere
x" =x, = g(x’). Diese folgt aus der Kettenregel

d

0= &—xi<f<X1, cee s Xp-1, g(xll ce ’x”_l)))
= g—}];(xl,...,xn_1,g(x1,---,xn—1))
+;Tf(x1, .. .,xn_1,g(x1, .. 'rxn—1)> : %('xl’ o "x”_l)

durch Einsetzen vona’, da g(@’) =a” =a,. O
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Formeln fiir hohere Ableitungen von g bekommt man, indem man erneut
ableitet. In singuldren Punkten verschwinden alle partiellen Ableitungen, so
dass dort weder der Tangentialraum noch der Satz iiber implizite Funktionen
Auskunft geben. Selbst, wenn man sich auf singuldre Punkte von Hyperfla-
chen beschrénkt, die durch Polynome gegeben sind, ist dies ein sehr weites
und faszinierendes Gebiet, das zur sogenannten Singularititentheorie ge-
hort, auf die wir hier leider nicht genauer eingehen konnen.

31.2 Extrema mit Nebenbedingungen

Sei h: U —» R, U c R", eine diffbare Funktion. Wir mochten I unter der
Nebenbedingung f(x) = 0 maximieren, wobei f: U — R eine weitere diffbare
Funktion ist. In diesem Abschnitt werden die meisten Beispiele fiir diese Art
von Problem aus der Geometrie kommen, wie wir aber spater sehen werden
(Seite 542), hat diese Methode auch wichtige Anwendungen in der Statistik
und vielen anderen Bereichen der Wissenschaft.

Beispiel 31.8. Fiir alle Punkte auf dem Kreis f(x,y) = (x—1)*+y*—1 = 0 (Abb.
31.8) mochten wir den Abstand h(x, y) zum Ursprung maximieren. Offenbar
ist dies der Punkt des Kreises, der im Bild am weitesten rechts liegt, namlich
(1,0).

Abbildung 31.8. Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.

Satz/Definition 31.9. Sei f: U — R diffbar, a € N(f) = {x € U | f(x) = 0}
mit grad f(a) # 0. Sei h: U — R eine weitere Funktion. Notwendig dafiir, dass
hings) im Punkt a ein lokales Extremum hat, ist die Existenz eines A € R, so dass
grad h(a) = A grad f(a). Der Faktor A heifit Lagrangescher Multiplikator.

Bevor wir den Satz beweisen, ein Beispiel:

Beispiel 31.10. f(x,) = x* + 1y* — 1, h(x, y) = x + y (Abb. 31.9).
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grad

Abbildung 31.9. Eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.

Es gilt: gradh = (1,1), grad f = (2x, 2). Die notwendige Bedingung liefert

zwei Gleichungen:
1. 1.7
1=1-2x, 1=A >

Gemeinsam mit der Gleichung x? + > = 1 vom Anfang ergibt sich (das
sind insgesamt 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten): 1 = - = 2x =4 =0 =

2+ % —1 =5x2 — 1. Das liefert: x = i%\@,y: +44/5.

Da hy(r) ein Maximum und ein Minimum annimmt, weil hier N(f) kompakt
ist und da grad f(b) # 0 Vb € N(f), folgt: In (£ V5, £ V5) wird hly(s maximal
und in (—% \/5, —% \/5) wird kg 0 minimal.

Beweis (des Satzes 31.9). Da grad f(a) # 0, konnen wir wegen des Satzes

/X‘-" y
ﬂ/u}a.'

Abbildung 31.10. Zum Beweis des Satzes tiber Lagrangemultiplikatoren.

tiber implizite Funktionen die Gleichung nach einer der Variablen auflo-
sen, etwa nach x,. Der Satz liefert die Existenz einer Funktion g: R*™! >
U — R mit g@’) = a, und 0 = f(x1,...,x,-1,8(x")). Somit hat die Funktion
h(x1,...,%4-1,8(x1,...,Xy—1)) ina” = (ay,...,a,-1) ein lokales Extremum, weil
nach Voraussetzung / in a eines besitzt. Also:



462 31 Hyperfldchen und der Satz tiber implizite Funktionen

oz(éamwhnqaqguhnquMWv
oh

= (a_xk(xlw . -/x‘rl—llg(xlr- . -/x‘ﬂ—l))
oh d
+a_xn(x1/ e /xn—ll g(xl/ e /xn—l)) : a_i(xll e /xn—l) ) (ll’)

oh dh ag
= 8_xk(a) + 8_x,,(a) : &_xk(a )-

Andererseits liefert der Satz tiber implizite Funktionen:

98y _ 7
—(a = —
o 30

fuir jedes k. Insgesamt erhalten wir demnach durch Einsetzen in die vorige
Gleichung:
Jh
oh 5o@) o
50=| 5| e
k E(g) k

Der erste Faktor hingt dabei nicht mehr von k ab, so dass wir ihn mit A
bezeichnen koénnen und somit erhalten: grad h(a) = A - grad f(a). O

Bemerkung 31.11. Mit Hilfe der Rekursionsformel fiir hohere partielle Ab-
leitungen von g aus dem Satz iiber implizite Funktionen ladsst sich auch die
Hesse-Matrix von h(xy, ..., xu-1,§(x1,...,%,-1)) bestimmen, also ein hinrei-
chendes Kriterium angeben.

31.3 Der Umkehrsatz

Fiir differenzierbare Funktionen f: R — R ist uns bekannt, dass diese in
einer Umgebung eines Punkte a € R mit f’(a) # 0 lokal umkehrbar sind, weil
sie auf einer geeigneten Umgebung streng monoton und damit bijektiv sind.
Diese Aussage verallgemeinern wir nun.

Seien U c R" offen und f: U — R" eine diffbare Abbildung (s. Abb. 31.11);
wir sind hier also im Fall, dass sowohl U als auch f(U) Teilmengen des
gleichen Raumes R" sind. Wir schreiben nun b = f(a) fiir a € U. Existiert
eine offene Umgebung V von 4, so dass f|y bijektiv ist und ist ¢ = (fly)™
ebenfalls diffbar, dann ist (Dg)(b) o (Df)(a) = E, die n X n—Einheitsmatrix. Der
folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafiir, dass diese Situation
eintritt. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir dann eine allgemeinere Variante
des Satzes tiber implizite Funktionen herleiten konnen.



31.3 Der Umkehrsatz 463

“ih | EeE
L = e
///_\‘/ - ¥ |\@J |
@ &;E __/1/ |
Bk {ﬁx{r_)v ! |

Abbildung 31.11. Zum Umkehrsatz.

Satz 31.12 (Umkehrsatz). Seien U C R" offen und f: U — IR" eine k-mal stetig
diffbare Abbildung, a € U und b = f(a). Ist det(Df(a)) # 0, dann existieren
Umgebungen V und Wmita € V.C Uund b € W C R", so dass fly: V — W
bijektiv ist und ¢ = (fly)™': W — V C R" ebenfalls k-mal stetig diffbar ist mit
Jacobimatrix Dg(b) = (Df(a))™".

Zum Beweis werden wir einen Fixpunktsatz verwenden. Dazu benotigen wir
zundchst den Begriff des Fixpunktes:

Definition 31.13. Sei ¢: M — M eine Abbildung. & € M ist ein Fixpunkt von ¢,
wenn & = @(&).

Uber Fixpunkte gibt es viele interessante Sétze, beispielsweise gilt:

Satz 31.14 (von Brouwer). Sei ¢: B1(0) — B1(0) eine stetige Abbildung der

abgeschlossenen Kugel B1(0) C R" in sich selbst. Dann hat ¢ einen Fixpunkt.

Der Satz hat viele interessante Folgerungen, wie beispielsweise den Satz
vom Igel, der im Wesentlichen aussagt, dass ein Igel, der sich zu einer Kugel
zusammengerollt hat, nicht tiberall in die gleiche Richtung gekammt sein
kann. Wir kénnen den Satz von Brouwer hier zwar leider nicht beweisen
(siehe dazu beispielsweise [ ]); fiir gewisse Arten von Abbildungen ist
ein Nachweis aber nicht allzu schwierig.

In Dimension 1 ist der Satz von Brouwer aber sogar anschaulich sehr einsich-
tig: Fuir Fixpunkte x von ¢: [-1,1] — [-1,1] gilt ndmlich, dass (x, p(x)) auf
der ersten Winkelhalbierende liegt. Ist ¢(—1) # —1 und ¢(1) # 1, dann gibt
es wegen des Zwischenwertsatzes eine Stelle x zwischen —1 und 1, fiir die
(x, p(x)) auf der Winkelhalbierenden liegt (Abb. 31.12).

Fir kontrahierende Abbildung ist der Fixpunkt sogar eindeutig, wie wir
gleich sehen werden (Satz 31.16):

Definition 31.15. Sei B, C IR" eine abgeschlossene Kugel. Eine Abbildung ¢ B, —
B, heifit kontrahierend, wenn es ein A mit 0 < A < 1 gibt, so dass [|p(x) — p(y)|| <
Allx = yll Vx, y € B,.
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Ly

Abbildung 31.12. Satz von Brouwer in Dimension 1.

Man kann leicht nachweisen, dass kontrahierende Abbildungen stetig sind.
Wie schon angedeutet, konnen wir hier fiir solche Abbildungen einen Fix-
punktsatz beweisen; auierdem ist der Fixpunkt in diesem Fall sogar eindeu-
tig und wir konnen explizit angeben, wie wir diesen Fixpunkt erhalten. Dieser
speziellere Fixpunktsatz wird reichen, um den Umkehrsatz zu beweisen.

Satz 31.16 (Banachscher Fixpunktsatz). Seien B, C IR" eine abgeschlossene
Kugel und @: B, — B, eine kontrahierende Abbildung. Dann hat ¢ genau einen
Fixpunkt &. Genauer gilt: Fiir jeden Startpunkt x, € B, konvergiert die Folge (X )ren
mit xp1 = Q(xx) gegen &.

Beweis. Wegen der Kontraktionseigenschaft gibt es ein 0 < A < 1 mit:
1 = xull < Acllxm-1 = Xnoall < A" (Xm0 — Xoll < A"-2r Y > n.

Die Folge (x¢) ist also eine Cauchy-Folge und konvergiert daher. Fiir den

Grenzwert & := limy_. Xx € B, gilt mit dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit
(Satz 8.5):

¢ stetig | .
) =" lim @(x) = lim x4 = €.
k—oo k—oo0

P(&) = p(lim x
Also ist & ein Fixpunkt von ¢. Es ist der einzige, da fiir jeden weiteren Punkt
n € B, gilt:
llp(m) = &ll = llpm) — eIl < A-lin - &I
Wenn 7 ebenfalls ein Fixpunkt ist, folgt: [[n — &|| < A - |l — &]|. Dies ist aber nur
firn = é moglich,daA <1. O

Nach diesen Vorbereitungen nun zum Beweis des Umkehrsatzes:

Beweis (des Umkehrsatzes 31.12). Sei f: U — R" wie im Satz. Wir diirfena = 0
und b = f(a) = 0 annehmen (sonst betrachten wir f(x) = f(a+x)— f(a)). Ferner
sei L = (Df(0)): R" - R". Dann gilt fiir Lo f: D(L o )(0) = E,.
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Ohne Einschrankung sei also a = 0 = b, Df(0) = E. Wir wollen die Gleichung
y = f(x) fur y nahe b = 0 mit Hilfe einer Fixpunktabbildung l6sen. Dazu
betrachten wir ¢, (x) := y + x — f(x). Ist £ ein Fixpunkt von ¢,, dann gilt:

E=@y(&) =y +<&—f(&),alsoy = f(&). Siehe auch Abb. 31.13.

Abbildung 31.13. Zum Beweis des Umkehrsatzes.

Wir miissen zunéchst den Definitionsbereich von ¢, festlegen. Dazu wihlen

wir r > 0, so dass

Yx € By (0),

N~

D@y ()|l = [IE; = D)l <
wobei ||A|| wieder die Matrixnorm
|All = sup{||Av|| | v € R" mit ||| = 1}

bezeichnet. So ein r existiert, da f stetig diffbar ist und Df(0) = E,,.
Nach der Taylorformel 30.34 existiert daher ein 9 € [0, 1], so dass

I9u(c2) = Pyl < IEx = DAz + 803 = )ik =
< %.”xl —x|| V1, % € BZr(O)

Damit gilt fiir y mit [|y|| < r, weil ¢,(0) = y ist:

llpy (Il = llpy(x) = ¢, (0) + yll
< llpy(x) = @y O)II + Iyl < 3lIxll +r <7+ 7
= 2r Vx € By,(0).

(31.1)

(31.2)

Also: ¢y: By(0) — By,(0) nach (31.2). Nach (31.1) ist ¢, aufferdem kontra-
hierend. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz 31.16 hat ¢, also fiir jedes

y € B,(0) genau einen Fixpunkt

&(y) € B2 (0)

und fiir diesen gilt: f(£(y)) = y. Dieses &(y) ist also der einzige Urbildpunkt
von y in By,(0). Wir setzen W := B,(0) und V := f~}(W)N By,(0) und definieren

g: W — V durch y — Fixpunkt £(y) von @,
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Esbleibt zu zeigen, dass g stetig und diffbar ist. Zur Stetigkeit: Seien y1, y, € W
und x; = g(y1), 2 = g(y2). Dann ist: xp — x1 = @o(x2) — @o(x1) + f(x2) — f(x1),

also, mit der Dreiecksungleichung und (31.1):
llx2 = x| < llpo(x2) = pox)ll + Il f (x2) = fx)ll
1
< Sl =2l + I1f(x2) = fCxn)ll-

Es folgt [lx — x1ll < 2:[|f(x2) — f(x1)Il = 2:lly2 — y1ll und daher |Ig(y2) — g(y)Il =
[lx2 — x1]] < 2:|ly2 — y1]l. Die Abbildung g ist also stetig.

Nun zur Differenzierbarkeit von g. Zunéchst einmal ist Df(x) invertierbar
¥Yx € V, denn fiir v € R" gilt:

I(Ex — Df(x)) - oll < [|IEy — Df ()l - [loll < %-IIUII-

Andererseits ist Df(x) - v = 0; wir haben demnach:
1
lloll = I(Ex — Df(x)) - oll < Sl = v=0.

Df(x) hat also als Kern nur {0} und es folgt, dass Df(x) invertierbar ist.
Differenzierbarkeit von f in xo bedeutet aber:

f(x0) = f(x0) = Df(x0) - (x = x0) + o(llx — xoll).

Dies zeigt:

(Df(xo) " (f(x) = f(x0)) = x = X0 + (Df (x0)) " o(llx = xoll) -

o(lbe—=xoll)=o(lly=yol
Mit f(x) = y und f(xo) = yo folgt:
8(y) = 8(yo) = (D (x0)) ™' (¥ = yo) + 02lly = woll) -
———

o(lly=yoll

g ist also differenzierbar und

Dg(yo) = (Df(g(yo) ™"

Hohere Ablleitungen folgen mit der Kettenregel induktiv. O

Beispiel 31.17. Wir betrachten den Durchschnitt zweier Zylinder: x? + 22 = 1,
¥ + (z— 1> = 1. Kénnen wir diese Kurve, wenigstens nahe dem Punkt
a = (0,1,1), als eine Funktion von x darstellen? Siehe dazu Abbildung 31.14
und eine Animation auf unserer Webseite: GIF-Format, SWE-Format.


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_zyl_intersect.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_zyl_intersect.swf
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Abbildung 31.14. Durchschnitt zweier Zylinder.

Satz 31.18 (iiber implizite Funktionen, allgemeiner Fall). Sei U Cc R", f =
(fi,---, fm): U = R™, m < n, eine k-mal stetig diffoare Abbildung und a € U ein
Punkt mit f(a) = 0. Angenommen, der letzte Minor der Jacobimatrix erfiillt

h ... %
OXp_ms1 oxy
det| : © (@ #0.
afm . afm
axrl—rwrl a axn

Dann existiert fiir a = (a’,a”’) € R"™™ X R"™ eine Umgebunga € V' x V" c U C
R*™™ x IR™ und eine k-mal stetig diffbare Abbildung g: V' — V"' mit g(a’) = a”,
so dass

1. f(x', g(x")) =0,

2.YW,x") e V!X V" mit f(x',x") =0gilt: g(x') = x".

Bevor wir dies zeigen, zunédchst zurtick zum obigen Beispiel:

Beispiel 31.19. Entsprechend der Problemstellung in 31.17 setzen wir

x2+22—1)

fiR =R, (v, y,2) = f(x,y,2) = (y2+22 -2z

Fiir Punkte (x, y, z) auf der Schnittkurve ist dann f(x, y,z) = (0,0)". Dann ist

200 2 002
sz(g 2 ZZZ—Z)’ a1son(0,1,1)=(0 [2 0]).

Fiir den letzten Minor gilt demnach: det(.) # 0. Der Satz tiber implizite
Funktionen liefert nun die Existenz einer Abbildung: x - (y(x), z(x)) = g(x).
Tatsdchlich gilt:

z(x) = V1-22, y(x)= \/1—(V1—x2—1)2.
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Wir sehen am obigen Beispiel, dass der Satz zwar die Existenz sichert, dass die
konkrete Berechnung der Abbildung aber schwierig werden kann. Betrachten
wir noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel 31.20. Wir méchten die Schnittkurve von x? + y* + z2 = 1 (Kugel)
und (x — 1)? + y* = (3)* (Zylinder) im Punkt a = (1,0, 0) untersuchen, s. Abb.
31.15 und die Animationen auf unserer Webseite: GIF-Format, SWF-Format.
Wenn wir f analog zum vorigen Beispiel aufstellen, erhalten wir:

_ 2x 2y 2z _ (200
Df_(Z(x—%) 2y O),alson(l,O,O)—(loo).

Alle Minoren sind demnach null und wir konnen den Satz nicht anwenden.

Abbildung 31.15. Durchnitt einer it einem Zylinder. Der Punkt a = (1,0, 0),
in dem wir die Schnittkurve (weif8) untersuchen mochten, ist gelb markiert.

Dies liegt an der speziellen Wahl des Punktes (dies ist ndmlich ein singuldrer
Punkt der Kurve, genauer gesagt ist es ein Punkt, in dem sich die Kurve selbst
schneidet). Beispielsweise ist aber

Df(0,0,1) = (_01 X é)

so dass wir mit dem Satz nach Umnummerieren der Variablen tatsidchlich
die Existenz von Abbildungen x(y) und z(y) in der Umgebung von (0,0,1)
garantiert bekommen.

Nun schlieflich zum Beweis der allgemeinen Version des Satzes tiber im-
plizite Funktionen, der dann auch den oben nicht ausgefiihrten Beweis der
anderen Variante (31.7) dieses Satzes liefert. Mit dem Umkehrsatz ist dieser
Nachweis nun nicht mehr viel Arbeit:


http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_ball_intersect.gif
http://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/LEHRE/0910_MfI3/vorl/pics/zyl_ball_intersect.swf
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n-m

let (D) 20

Abbildung 31.16. Eine Anwendung des Umkehrsatzes.

Beweis (des Satzes 31.18 iiber implizite Funktionen). Sei f = (fi,..., fm) wie
im Satz. Wir betrachten die Abbildung F(x) = x1,..., Xu—m, fi(X), ..., fu(x)),
F: U — R". Dann ist DF wie in Abb. 31.16 angegeben.

Wir wenden den Umkehrsatz an (s. Abb. 31.16) und erhalten: AW = V' x V",
eine Umgebung von (4’,0), und G: W — U mit F o G = idw. Es folgt:

G(xll e Xp—m Y1000 ym) = (xll coe s Xp—my Gn—m+l(x/r y)/ ey Gn(x// y))/

da F o G = idw. Die Abbildung g: V' — V”, definiert durch g(x’) =
(Gpem+1(x,0),...,Gp(x’,0)), erfilllt dann: f(x’,g(x")) = 0, da Fo G = idw.
O

Damit haben wir zwar alle Aussagen dieses Abschnittes bewiesen, doch
leider mussten wir auch feststellen, dass die abstrakten Existenzaussagen
schon in einfach erscheinenden Beispielen auf schwierige Rechnungen fiih-
ren, wenn wir uns nicht auf eine reine Existenzaussage beschranken, sondern
explizite Ergebnisse erhalten mochten. Daran konnen wir im Rahmen dieser
Veranstaltung nichts dndern. In nicht zu komplizierten Beispielen ist es aber
doch noch recht haufig moglich, mit Hilfe von Computeralgebra Software
konkrete Formeln oder zumindest gute Anndherungen zu produzieren.

Aufgaben

Aufgabe 31.1 (Lokales Aufldsen). Zeigen Sie, dass sich
R >R, f(x,y) =1+x+xy—e”

in einer Umgebung von (0, 0) lokal nach y auflésen lasst, und berechnen Sie
die Taylorreihe der Auflosung y = g(x) bis zum Grad 2.
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Aufgabe 31.2 (Extremwerte unter Nebenbedingungen). Welcher Punkt der
1

Flache z = x? + 12 liegt dem Punkt p := [1] am néchsten?
1
2

Aufgabe 31.3 (Extremwerte unter Nebenbedingungen). Bestimme die loka-
len und globalen Extrema der Funktion f(x,y) = xy* auf dem Kreis x>+ = 1
mit Hilfe Lagrangescher Multiplikatoren.

Aufgabe 31.4. Wo ist die Kugelkoordinaten-Abbildung
V: R — R?, W(r,¢p,0) == (rcospcos0, rsingcos0, rsind)

nicht lokal umkehrbar?

Aufgabe 31.5 (Banachscher Fixpunktsatz). Zeigen Sie mit Hilfe des Banach-
schen Fixpunktsatzes, dass die Abbildung

f:[1,2]—>]R,x|—>%\/y_c—21—4x3—x+1

genau eine Nullstelle besitzt. Bestimmen Sie diese ndherungsweise mit Hilfe
von Maple.

Aufgabe 31.6 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Zeigen Sie, dass der Brouwer-
sche Fixpunktsatz fiir stetige Abbildungen

f : B1(0) = B1(0)

mit B1(0) =]-1, 1[C R, die also nur auf dem Inneren der Einheitskugel definiert
sind, im Allgemeinen falsch ist.



32

Ein Blick auf Differentialgleichungen

Die meisten physikalischen Naturgesetze lassen sich in der Form Es ist eine
bestimmte Differentialgleichung erfiillt formulieren. In der Informatik sind DGLs
nicht so wichtig, aufler etwa in der Bildverarbeitung. Daher geben wir hier
nur einen sehr knappen Uberblick.

32.1 Gewdohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 32.1. Eine DGL (Differentialgleichung, genauer: gewdohnliche Dif-
ferentialgleichung) erster Ordnung ist folgendermafien gegeben: U C R? offen,
f:U—> R x = f(t,x) (wobei hier x = x(t) und x’ = x'(t) die Ableitung nach t
bezeichnet). Eine Losung von x’ = f(t, x) ist eine diffbare Funktion ¢: I — R mit

1. (L) eUVtel,
2.9'(t) = f(t,pt) Vt€ L.

Oft werden Losungen gesucht, die einer Anfangsbedingung (t9) = xo geniigen.

Beispiel 32.2. Wir geben zunichst einige Fille an, in denen wir die Losung
direkt angeben konnen:

Exponentielles Wachstum: Wir betrachten die Gleichung: x” = cx, wobei c €
R eine Konstante ist, U € R?, f(t,x) = cx hangt nicht von t ab.
Losung: () = A-e, A=@(0) e R, denn ¢'(t) = A- e -c=c- ¢(t).

Anwendung: Wachstum proportional zum Bestand, z.B. fiir jeweils zwei
Kaninchen einer Population kommen vier in der nédchsten Generation
hinzu.
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=(2)

Abbildung 32.1. Radioaktiver Zerfall.

Radioaktiver Zerfall: Strahlung proportional zur radioaktiven Masse (s.
Abb. 32.1). ¥’ = —cx, ¢ > 0. x(t) = Ag - e=t=) x(t)) = Ay (Masse zum
Zeitpunkt ty). Einfacher: Ap - e = x(t). Dann heif}t t, = Halbwertszeit,
definiert durch

1 1 1 In2
x(ty) = Ex(O) & Ay-e = EAO ©5= e ooty =In2, b, = nT

Trennung der Variablen: Wir betrachten die DGL x’ = x - t.

Losung (Trennung der Variablen): Mit & = x’ = x - t erhalten wir formal
t-dt = &, d.h. Integrieren liefert:

ftdt+c=f1dx
X

fuir eine gewisse Konstante c € R. Es folgt:

1 2

—t-+c=1 .
c n |X|

Dies liefert |X| = e%tzﬂ. Eine Lf)SUl’lg unseres Problems ist also (p(t) =

¢ - e2” fiir eine gewisse Konstante ¢ > 0. Tatséchlich erfiillt dies die
urspriingliche Gleichung, denn:

qD’(t) =c . e%fz = qD(t) -t

Das angegebene Verfahren haben wir freilich nicht sauber untermauert.
Tatsdchlich ldsst es sich aber prizisieren, was wir hier aus Zeitgriinden
aber unterlassen werden.

Im Allgemeinen hat eine Differentialgleichung in getrennten Variablen
die Gestalt

X' = g(t) - h(x);
die rechte Seite lasst sich also in Produktform schreiben, wobei der eine
Faktor nur von ¢ und der andere nur von x abhédngt. Zur Losung formt
man diese in ﬁ = g(t) um und findet die Losung durch Integration
beider Seiten.
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Autonome DGLs: Man kann diese Methode auch anwenden, wenn die rech-
te Seite gar nicht von t abhédngt. In diesem Fall heifst die DGL autonom.

Ein Beispiel ist die sogenannte Explosionsgleichung x' = x2: Es folgt
dx — 2 d h. formal Z—f = dt. Integrieren ergibt:

dt
1
fx—zdxzfdt—c

fuir eine gewisse Konstante c € R, d.h. —% =t — c. Wir erhalten ¢(t) = ;.
In diesem Fall ist die Losung nur auf einem endlichen Zeitintervall [#o, c[
gegeben.

Abbildung 32.2. Die Explosionsgleichung.

Definition 32.3. Seien f: U — R, U C R? und x’ = f(t, x) eine DGL. Wir ordnen
jedem Punkt (t,x) den Vektor (1,x") = (1, f(t,x)) € R? zu. Dies heifit Richtungs-
feld. Zur Veranschaulichung zeichnet man die Vektoren, die ja die Steigung einer
Losung x(t) in einem gegebenen Punkt angeben, als Pfeile an die Punkte ein (s. Abb.
32.3). Eine Losung x(t) fiir einen gegebenen Anfangswert folgt dann den Pfeilen.

Abbildung 32.3. Ein Richtungsfeld.

Beispiel 32.4. Die logistische Gleichung x’ = x(1 — x) (Abb. 32.4). Es gilt:

dx 1 1 X
fdt+c—fx(1_x)—f(;+m)dx—1nx—ln(x—1)—lnx_1.
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X

t

Abbildung 32.4. Das Richtungsfeld der Logistischen Gleichung und einige Losungen
fiir verschiedene Anfangswerte.

Dabher ist, weil f dt +c=t+c: 25 = Ae' mit A = ¢°. Nach Umformung folgt:

_ _Ad
X(t) = Ze1 t—_>>oo 1.

Die konstante Funktion ¢(t) = 1 heifit Gleichgewichtslosung. Im Allgemei-
nen heiflen so die Nullstellen von f(x), weil an diesen Stellen die Ableitung
x’ verschwindet.

32.2 Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Definition 32.5 (DGL hdherer Ordnung). Sei U € R X R" offen, f: U — R.
Mit x% bezeichnen wir die i-te Ableitung einer Funktion R — R. Dann heif$t

X = f(t,x,x,...,x"D)

eine gewdhnliche DGL n-ter Ordnung. Eine Losung ist eine n-mal diffbare Funk-
tion ¢: I — R mit

1L (o), @' (t),..., " D) e UVt el,
2.9 = f(t, @), ..., " V().

Ein Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung ist gegeben durch U C RxIR”,
frU—-R,

xi = fl(trx)

X, = fu(t, x).

Losungen sind ¢: I — R", so dass ;(t) = fi(t, p(t),k=1,...,n.
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B N (conx, sx)

12

Abbildung 32.5. Das mathematische Pendel.

Beispiel 32.6. Das Mathematische Pendel: x/ = —sinx.

Der Harmonische Oszillator: " = —x. Losung: x(f) = acost + bsint.

Bemerkung 32.7. Jede DGL n-ter Ordnung ist dquivalent zu einem DGL-
System erster Ordnung, namlich:

X = f(t,x,.. ") = x=x, ..., 0 =%, X, = f(tx1,. . X).
Definition 32.8. Sei

=1 = fW)

eine autonome DGL. Dann nennen wir die Menge der Losungskurven t
(x1(#), ..., xn(t)) das Phasenportrait der DGL.

Beispiel 32.9. Riuber-Beute-Modell; s. Lotka-Volterra Modell: Ist x = eine
Population von Karpfen, y = Population von Hechten, so beschreiben
folgende Gleichungen die Entwicklungen der Populationen ndherungs-
weise:

X =kx—axy, y =-ly+bxy.
Die nichttriviale Gleichgewichtslosung (d.h. x # 0 # y) erfullt x’ = kx —
axy =0, v =-ly+bxy =0,dh. yt) = § und x(t) = é Man kann zeigen,
dass die anderen Losungen konzentrische Kreise um diesen Punkt, der

die Gleichgewichtslosung darstellt, beschreiben; s. Abb. 32.6.

Cimtrn Uagplen fr

y/Amme =)

il

Abbildung 32.6. Das Phasenportrait des Rauber-Beute-Modells.
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DGLs vom Typ x” = f(x): Das Phasenportrait besteht aus Kurven in der
(x, x")-Ebene.

Aus der Physik motiviert, setzen wir:
1 7\2
Egin == z(x ) Epot = —F(x),

wobei F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, also F(x) = f f(x) dx und
somit F'(x(t)) = f(x(t)) - x'(¢).

Mit dieser Notation folgt, dass Ey; := Eiy + Epo tatsdchlich konstant ist,
wie sich leicht nachrechnen lisst:

Eloy = X'() - x" () — f(x()) - x'(£) = x'(t) - ("' () = f(x(#))) = 0.
————
=0

Die Gleichung E;,; = c fiir eine Konstante c zeigt, dass jede Losungskurve

der Differentialgleichung, die wir im (x, y) := (x, x")-Koordinatensystem
einzeichnen wollen, eine Gleichung

1,
212 — E(x) =
SV —F=c
erfiillen muss, also eine Niveaulinie der Gesamtenergie
’ 1 2
Epor(x, x") = Etor(x, y) = E]/ — F(x)
ist.
Das Mathematische Pendel (x = —sin(x)): Beispielsweise besteht das Pha-

senportrait des mathematischen Pendels aus den Niveaukurven von:
1y? — cos(x) (s. Abb. 32.7).

Abbildung 32.7. Das Phasenportrait des mathematischen Pendels.
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Wir konnten hier nattirlich nur einige wenige Beispiele von DGLs und de-
ren Losungen vorstellen. Tatsdchlich kann man aber in vielen Féllen zeigen,
dass Losungen existieren miissen und sogar eindeutig sind, wenn man den
Anfangswert vorgibt:

Satz 32.10 (Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von DGLs). Sei U C
R xR" offen, f: U — R", x" = f(t,x) ein DGL-System. Ist f stetig partiell diffbar,
dann existiert ¥ (ty,a) € U ein Intervall I mit ty € I und eine Losung @: I — R" mit
@(ty) = aund

1. (t,e(t) eUVtel,
2.9'(t) = f(t,pt)) Vte L.

Abbildung 32.8. Skizze einer Losung einer DGL.

Ferner gilt: Zwei Losungen @: I — R, ¢: | — R" mit dem gleichen Anfangswert
@(to) = P(to) stimmen auf dem Durchschnitt I N | iiberein. Die Losung @ = @4
hingt stetig von dem Anfangswert ty, a und den “Koeffizienten” von f ab.

Im Rahmen dieser Veranstaltung konnen wir leider keinen Beweis hierfiir ge-
ben. Fiir die Existenz reicht Stetigkeit (Satz von Peano). Fiir die Eindeutigkeit
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 32.11. Fiir die in 0 nicht diffbare Funktion f(x) = 3x*° hat die DGL
x" = 3x*% als Losung z.B. x(t) = 3. Aber auch (wie man leicht nachrechnen
kann):
(t-t)3, t<t
o) =10, t1<t<t
(t—-t)%, <t

f(x) = 3x?/3 hat partielle Ableitung % = 2x~1/3; diese hat einen Pol bei x = 0.

32.3 Partielle DGL

Partielle DGLs (engl.: PDE) beschreiben Funktionen durch Bedingungen an
die partiellen Ableitungen. Im Folgenden betrachten wir Abbildungen der
Formu: G — R, wobei G C R" ein Gebiet ist, d.h. eine zusammenhéngende
offene Menge.
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Abbildung 32.9. Skizze von Losungen einer DGL.

32.3.1 Die Laplacegleichung bzw. die Potentialgleichung

Es seien G C IR" ein Gebiet und u: G — R zweimal stetig differenzierbar. Wir
betrachten

FuL 2Ty
ox] ox2
auf G. Mit dem Laplace—Operator
= oo o 2?
A: C*(G,R) = C*(G,R), A:E.,...._FE

schreibt sich dies sehr kurz: Au = 0. Solche u, die diese Laplacegleichung
(bzw. Potentialgleichung) erfiillen, heiflen harmonisch.

Die Webseite http://abel. math.upb.de/Beispiele/01/ zeigt ein nettes bebildertes
Beispiel hierzu.

32.3.2 Die Wellengleichung

Wir betrachten ]R2 X G C ]sz R" mit den Koordinaten ¢, x4, ..., x,. Mit der
Notation A, = ;7 + et %heiﬁt fur u: R X G — R die Gleichung
1 n
Pu
ot?
Wellengleichung. Siehe Abb. 32.10 und die schon eben zitierte Webseite

http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/. t wird meist als Zeit interpretiert; die
Webseite zeigt dementsprechend auch eine Animation.

=AU

32.3.3 Wirmeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung

Fir G € R" und R X G mit Koordinaten ¢, x bezeichnen wir eine Gleichung
der Form


http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/
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Abbildung 32.10. Skizze zur Wellengleichung.

du
ot

als Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung. Fiir Illustrationen
hierzu siehe wiederum http://abel.math.upb.de/Beispiele/01/. Neben der Mo-
dellierung von Wirmeleitung kann man die Gleichung auch verwenden,
um andere Ausgleichsprozesse, wie Diffusionsprozesse, zu beschreiben. u ist
hierbei die Konzentration bzw. Temperatur und ¢ die Zeit.

- AXX

In der Bildverarbeitung verwendet man Diffusionsprozesse zum Entrau-
schen (Diffusionsfilter). u beschreibt den Grauwert und die Diffusionszeit ¢
ist ein Maf fiir die Glattung.

Bemerkung 32.12. Alle in diesem Abschnitt vorgestellten partiellen Diffe-
rentialgleichungen sind durch Linearkombinationen von Differentialopera-
toren zweiter Ordnung 0% / dx;dx; beschreibbar. Analog zur Klassifikation
der Quadriken kann man diese dann in entartetete und nichtentartete ein-
teilen und, beispielsweise im Fall von zwei Variablen, die nichtentarteten in
elliptische (Poissiongleichung bzw. Laplacegleichung), parabolische (Wi-
remeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung) und hyperbolische (Wel-
lengleichung) Differentialgleichungen einteilen.

Aufgaben

Aufgabe 32.1 (Trennung der Variablen). Seien I ein Intervall, fi, f» : I = R
stetig und f, ohne Nullstellen. Dann heifst

,_ i)
£(y)
Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Schreiben wir formal nun

y = Z—Z, so erhalten wir die Gleichung f,(y)dy = fi(x)dx. Seien F; Stamm-
funktionen von f;,i = 1,2. Dann liefert die Gleichung F»(y) = F1(x) + C eine
Losung y = F,'(F1(x) + C) der Differentialgleichung.

’
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1. Zeigen Sie, dass dies tatsédchlich eine Losung der obigen Differentialglei-
chung ist.

2. Losen Sie mit dieser Methode die Differentialgleichung x + yy’ = 0 im
Allgemeinen.

3. Wir fordern nun zusitzlich die sogenannte Anfangsbedinung y(0) = 2.
Wie lautet die Losung der Aufgabe in diesem speziellen Fall?

Aufgabe 32.2 (Phasenportrait). Skizzieren Sie (ggf. mit Hilfe eines Compu-
teralgebrasystems) die Phasenportraits der Differentialgleichungen x” = "2—2

und x”" = cos(x).

Aufgabe 32.3 (Ein Anfangswertproblem). Losen Sie das Anfangswertpro-
blem i’ = &¥ sin(x) fiir Anfangswerte y(0) = yo < —log 2.
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Integration im R"

Zum Abschluss der kurzen Einfiihrung in die mehrdimensionale Analysis
gehen wir nun noch auf die Integration ein. Sie ist grundlegend fiir Vieles im
Abschnitt tiber Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Aus Zeitgriinden
miissen wir leider auch hier manche Resultate ohne Beweis akzeptieren, wie
beispielsweise den sogenannten Satz von Fubini.

33.1 Integrale iiber kompakten Mengen

Bemerkung/Definition 33.1. Seien K C IR" eine kompakte Teilmenge und
f: K — R eine stetige Funktion. Dann lasst sich das Integral von f tiber K,
geschrieben fK f dx, wie folgt definieren. Wir setzen f fort:

fR">S R, f(x)= {{)(,(x)’ i;i’

Sei Uil Qi 2 K eine endliche disjunkte Vereinigung von Quadern, die K iiber-
deckt (s. Abb. 33.1). Endliche Uberdeckungen von kompakten Teilmengen
des R" existieren immer; wir werden dies hier nicht formal beweisen, son-
dern verweisen dazu auf die Literatur, wie beispielsweise [ , §3] (siehe
Satz von Heine-Borel). Allerdings sollte dies anschaulich nicht wirklich er-
staunen, wenn man Abb. 33.1 betrachtet.

Wir setzen:
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i

Abbildung 33.1. Endliche Uberdeckung eines Kompaktums durch disjunkte Quader.

x N
fK fdx:inf{;max(ﬂ@)-vcﬂ(gi) | UQ,- uberdecktK},

Obersumme

N
f[@f dx = sup { ; min(f_lﬁ) - Vol(Q;) ( U Q; tiberdeckt K}

Untersumme

Es liegt nahe, dass im Fall stetiger Funktionen f auf einem Kompaktum beide
Grenzwerte {ibereinstimmen. Dies gilt tatsdchlich und wir kénnen daher

definieren: .
fo(x) dx:fk*f(x) dx ::fo(x) dx.

Bemerkung 33.2. 1. Der Integrationsbereich K wird bei obigem Prozess
ebenfalls approximiert (Quader am Rand von K spielen hierbei eine Rol-
le).

2. Fiir den Quader Q = [a1,b1] X --- X [ay, b,] gilt: Vol(Q) = IT, (b; — a;)
3. Vol(K) := fK 1 dx ist das Volumen des Kompaktums K.

Fiir praktische Zwecke ist das Folgende oft hilfreich (ohne Beweis):

Satz 33.3 (von Fubini). Sei f: K — R stetig, K C R" kompakt, etwa K C [a, b]".
Dann gilt (siehe auch Abb. 33.2):

b
fK F(x) dx = fK Fx) dxy - -dx, = ﬁ ( fK . F0) doxy -+ doxy 1) dxy.

Im inneren Integral ist x, ja eine feste, konstante Zahl, so dass wir damit
das Problem der Integralberechnung um eine Variable reduziert haben. Da-
mit kann man prinzipiell Rechnungen schrittweise bis auf Integrale in einer
Variablen zuriickfiihren:
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Ky‘ . (g

//?u A
Abbildung 33.2.

Beispiel 33.4. Wir verwenden den Satz, um einige Volumina auszurechnen:
1. Volumen der Kugel
K=B,(0)={(x,y,2) e R® | x* + y* + 22 < 1}

mit Radius r. Es gilt:

Vol(B,(0)) = fl dx dy dz
K

Fubini '
- Ir<meR2x{zl - dy) %

Fiir jedes feste z gilt aber x* + > = 2 —z2 und dies ist ein Kreis mit Radius
Vr?2 — 22, dessen Fliacheninhalt wir kennen. Also folgt:

Vol(B,(0)) = fr(n'(r2 - zz)) dz

T

= n-(rzz - 323) |r_r = n-(r3 - %r‘” —(-r) - %r‘”)
=i
37

2. Wir betrachten nun den halben Paraboloidenstumpf (Abb. 33.3), beschrie-
ben durch K = {(x,y,2) e R® | > + 22 <x < 1,z > 0}

SE

Abbildung 33.3. Skizze zur Volumenberechnung.

Fiir das Volumen ergibt sich, da offenbar auch z < 1 ist:
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Vol(K) = fkldxdydz
Fubini f1<fm(fl ldx) dy) dz
0 —V1-22 " Jy24z2
1 ~VI=Z2
L(I@(l—yz—ZZ)dy)dz
fol((y— 3 - ) e

= 2. (f:((l — 2232 %(1 - 22)3/2) dz)

Dies erscheint doch eine etwas komplizierte Rechnung zu werden. Einfa-
cher geht es, wenn wir die Integrationsreihenfolge vertauschen, weil sich
fiir jedes feste x als Schnitt von IR? X {x} mit K ein halber Kreis mit Radius

Vx ergibt:
1
volt) = [ dydzde= [ ( [ dyz) dx
K 0 " J{(y2)eR? | 2 +22<x,220)

1
_ T 2 _ MLl T
—L E(\/;) dx—Zx |0—Z.

Analog zur Substitutionsregel in einer Variablen ist die folgende Formel. Die
Ableitung wird dabei ersetzt durch die Determinante der Jacobi-Matrix:
Satz 33.5 (Transformationsformel). Sei K C R" eine kompakte Teilmenge, K C

U, U offen, F: U — R" sei stetig diffbar und auf dem Inneren K diffbar umkehrbar.
Sei ferner L = F(U) und f: L — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

f f(y)dy = f (F(F@)-| detDF(x)| ) dx.
L K —_———
Det. d. Jacobi-Matrix

r

Beweis (nur Idee). Wir tiberdecken L mit disjunkten Quadern Q;: UQi 2 L.
i=1
Dies liefert folgende Approximation:

[ fwdy~ Y maxts - Vol
i=1 "

Analog konnen wir die rechte Seite der Formel approximieren, indem wir K
durch disjunkte Quader P; tiberdecken:
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f (f o F)(x) - | det DF(x) | dx ~ Z max((f o F(x)- | det DF(x) | ) - Vol(P))
K b, x€P;
~ ) max(f(x)) - | det DF(p) | - Vol(P;),
P, T

wobei p € P; die linke untere Ecke ist (f ist ndmlich stetig, so dass wir einen
beliebigen festen Punkt wihlen diirfen, weil die P; klein sind). Es gilt:

| det DF(p) | - Vol(P;) = Vol(DF(p) - P)),

denn | det DF(p) | ist das Volumen des Parallelotops, das von den Spaltenvek-
toren der Matrix DF(p) aufgespannt wird (siehe dazu Abschnitt 22.1). Wenn
die Quader P; gerade die Urbilder der Q; unter F sind, ist dies aber gerade
Vol(Q), so dass sich die Behauptung ergibt. O

Ist F eine diffbare Abbildung einer Teilmenge des R" auf eine andere, so ist
| det DF(x) | also der Volumen—Verzerrungsfaktor in x.

Beispiel 33.6. Wieder berechnen wir einige Volumina:

1.Sei E = {;“—; + Z—z + i—; < 1} ein Ellipsoid (und 4, b, ¢ > 0). E ist das Bild der
Einheitskugel unter einer Abbildung F: E = F(B1(0)), wobei

X ax a00)(x a00
F:R >R, |y|—|by|=|0b0||y|= DF=|0b0|.
z cz 00c)\z 00c

Mit der Transformationsformel folgt:

Vol(E) = Ll dxdydz = L(O} abc dx dy dz = Vol B1(0) abc = Zérz abc.

2. Vol(Bgr(0): Wir beschreiben die Kugel mit sogenannten Kugelkoordinaten
(Abb. 33.4), d.h. ein Punkt im Raum wird durch einen Radius und zwei
Winkel beschrieben, genauer durch @: [0, R]x [0, 2r] X [-7t/2, /2] — R®,

O(r,@,v) = (rcos @ cosv, rsing cosv, rsinv).

Die Jacobi-Matrix ist:
COS@COSV —rsin@cosv —rcos@sinv

D(D(r,p,v)) =|sinpcosv rcos@cosv ~—rsingsinv|.
sinv 0 7 COSV

Man kann errechnen, dass: det(D(®D(r, ¢, v)) = r* cosv > 0. Also:
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S

Abbildung 33.4. Kugelkoordinaten.

Vol(Bg(0)) = f R( f 2n( f " r cosv dv) do) dr
0 0 —

/2
R 27
:j(; (fo Zrzd(p>dr
= [4n§]§ = §RR3

33.2 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur iiber kompakte Mengen integriert. Genauso wie im
univariaten Fall des ersten Semesters ist es aber oft nétig, dass wir Bereiche
betrachten, die sich ins Unendliche erstrecken. Beispielsweise existiert das
Integral J;OO 1 dx aber nicht, obwohl flw % dx bekanntlich existiert (siche dazu
Beispiel 14.2). Nach dem Integralkriterium (Satz 14.3) ist dies dquivalent dazu,
dass die entsprechenden Summen ¥ 7%, 1 bzw. Y72 1l2 konvergieren bzw. nicht
konvergieren. Eine analoge Problematik existiert im Mehrdimensionalen:

Definition 33.7. Sei f: R" — IR eine stetige Funktion. Wenn der Grenzwert
lim, 00 fB 0 |f(x)| dx existiert, dann heifit f uneigentlich integrierbar und wir
setzen

f(x) dx.

dx .= li dx =
f fodei=lim |00 d Z;

B,(0) \ By1(0)

Ist W,(0) der Wiirfel mit den Ecken (%7, ..., +r), dann existiert mit

lim [f(x)] dx auch lim

=% JB,(0) W,

|f(x)| dx
(0)

und es gilt:
f(x) dx = lim f(x) dx.
R )

= Jw o



33.2 Uneigentliche Integrale 487

Mit Hilfe von uneigentlichen Integralen in mehreren Variablen konnen wir
beispielsweise die Fliche unter der Funktion e berechnen, obwohl hier auf
den ersten Blick nur eine Variable auftaucht:

Satz 33.8. Es gilt: [~ e dx = /it (Abb. 33.5).

00
—00

Yy
2
/(l)—\x
-2 -1 0 1 2
-1

Abbildung 33.5. Graph von e,

Beweis. Wir berechnen [, e™®"*¥) dx dy auf zwei Weisen:

1. Mit dem Satz 33.3 von Fubini:

f e dxdy = lim e eV dxdy
R2? r—00 W,(O)

Fugini }Ln; fr<fr e—xze_yz dx) dy
= tim [ (e ([ d))ay
= lim( f o ax f 5 dy)
( f ) e dx)z.

2. Mit der Transformationsformel (33.5) und Polarkoordinaten:

cos @ —rsing

. ) = |detDF|=r.
sing rcos @

F(r,¢) = (rcos @, rsing), DF = (

Also erhalten wir:
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y s R 270 )
f ™) dy dy = lim f e rdedr
R2 R—eo Jo  Jo
1 R

= lim 27 - —56_72]0 = lim n-(l - e‘RZ)

R—c0 r—o0

= Tt.

Kombinieren wir die Ergebnisse der beiden Rechnungen, so ergibt sich:

f e dx = V.

0

O

Dieses Integral wird uns in der Wahrscheinlichkeitstheorie noch hédufiger be-
gegnen. Die sogenannte Dichte der Normalverteilung (siehe Beispiel 34.21)
mit Erwartungswert y = 0 und Standardabweichung o = 1 ist ndmlich
gerade

12

(x) — L -e 2
Po;1 \/2_71

und man kann unter Ausnutzung der Transformation x — %x leicht errech-

[ mwa=t

Wie wir sehen werden, ist dies die kontinuierliche Variante der Tatsache, dass
die Summe {iiber die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ausgénge eines
Experimentes 1 ist.

nen, dass:

Aufgaben

Aufgabe 33.1 (Kugeln). Sei B1(0) C R" eine Einheitskugel. Bestimmen Sie den

Radius r, so dass die Kugelschalen B1(0)\B,(0) und B,(0) gleiches Volumen
haben.

Aufgabe 33.2 (Archimedes). Betrachten Sie die Kegel, Halbkugel und Zylin-
der, deren Grundfldche jeweils ein Kreis mit Radius # > 0 und deren Hohe
ebenfalls r ist. Zeigen Sie: Die Volumina verhalten sich im Verhiltnis
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Aufgabe 33.3 (Rotationskorper). Sei f: [2,b] — R eine positive Funktion.
Leiten Sie die untenstehende Formel fiir das Volumen V des Rotationskor-
pers her, der durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht:

b
V=m- f (f(x))* dx.

Aufgabe 33.4 (Torus). Wir berechnen das Volumen eines idealisierten Do-
nuts:

1. Zeigen Sie, dass der Torus
2
Tr={(xy,2)| (x2 +yP+22 +R? - r2) = 4AR*(:* + y*))

durch
x = (R+rcosv)cosu,

y =R+ rcosv)sinu,
z =rsinv

u,v € [0, 2n], parametrisiert wird. Anschaulich ist hierbeir > 0 der Radius
des ,Rohres” und R > r der Abstand vom Mittelpunkt des , Loches” zu

einem Mittelpunkt des ,,Rohres”:

r R

2. Berechnen Sie das Volumen des Torus T .

Aufgabe 33.5 (Transformationsformel). Seien 0 < p < gund 0 < a < b.
Abschnitte der Parabeln y* = px, y* = gx, x> = ay und x> = by bilden ein
krummlinig berandetes Viereck V im R?.

1. Skizzieren Sie V fiir die Werte (p,q,a,b) = (%, 1, %, 1).

2. Berechnen Sie den Fldcheninhalt von V.






Teil V

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
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Einfiihrung

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik haben sehr viele Anwendungen.
Einige davon haben wir bereits in der Einfithrung zu diesem Semester (Seite
??) erwdhnt. Hier nochmals einige:

Warteschlangen: x Nutzer und Computeserver. P(x > k) die Wahrscheinlich-
keit, dass mehr als k Nutzer den Service benutzen wollen.

Probabilistische Algorithmen: Wir wollen die erwartete Laufzeit berechnen.
Datentibertragung mit Rauschen: Herausfiltern des Rauschens
Borsenkurse.

Uns ist kein Buch zur Mathematik fiir Informatiker bekannt, die die in diesem
Teil vorgestellten Inhalte vollstindig abdeckt. Allerdings gibt es ein gut les-
bares Buch, das sich nur diesem Thema widmet: [ ]. Dort werden auch

einige Resultate bewiesen, die wir im Rahmen dieser Vorlesung nur zitieren
konnen.
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Grundbegriffe

Zwar kennen viele Horer die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Statistik bereits aus der Schule, doch da dies erstens nicht vor-
ausgesetzt werden soll und zweitens sicher einige Notationen und Herange-
hensweisen in diesem Teil der Vorlesung anders gewihlt werden als in der
Schule, geben wir zunédchst eine ausfiihrliche Einfiihrung in das Thema.

Beispiel 34.1. Wir nehmen einen Wiirfel und wiirfeln n-mal. n; sei die Anzahl,
mitderie(1,2,...,6} aufgetreten ist.

n; - 1
n_ 6
ist korrekt fiir grofie nn, wenn der Wiirfel fair ist.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie gibt einen Rahmen, solche Aussagen zu be-
handeln und zu erkldren.

34.1 Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Definition 34.2. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (kurz W-Raum) ist ein Tupel
(Q, A, P), wobei Q eine Menge ist, der Ereignisraum ist A C 2% = P(Q), die
sogenannte boolesche Algebra von beobachtbaren Ereignissen; P ist ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl P: A — [0, 1]. Ein solches hat folgende Eigenschaften:

1. a) Aj,Aye A=A NAye Aund A1 UAy, € A,
b)AcA=0\AecA
0)0,QeA und: Aje Aie N= UL A € A

2. ) A\ BEA ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B).
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b) P@) =0, P(Q) =1, A € A : P(Q\A) = 1 — P(A),
0) A€ Ai € N, A; disjunkt, dann: P A) = .2, P(A)

Beispiel 34.3. Zwei Beispiele, die wir hdufiger aufgreifen werden, sind fol-
gende, die wohl jedem gelédufig sind:

1.

Wiirfelmodell: Q = {1,...,6}, A = 22, P(A) = 5 = 4.

Allgemeiner, das Laplace-Modell: Ist Q eine endliche Menge, A = 2.

Aus Symmetrie-Griinden ist klar, dass alle @ € Q mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit auftreten. Dann gilt: P(A) = % ist ein Wahrscheinlichkeits-

mafs, das die Situationen richtig modelliert.

. Lotto: Q = {w C {1,...,49} | w hat 6 Elemente |. Jeder Tipp hat die gleiche

Wahrscheinlichkeit. Um dies einzusehen, beschriften wir die Lottokugeln
zweifarbig, etwa:

scharz: 1 2 3 4 5 6
rot: 1011 20 29 30 49.

Also: P(Tipp) = (41—9)

Bemerkung 34.4. Die Bedingung 2.a") ist daftir verantwortlich, dass héufig
A + 22 gewidhlt werden muss.

Wir betrachten nun kontinuierliche W-Raume.

Definition 34.5. Sei Q = R, [a,b] € A ein abgeschlossenes Intervall. Ferner sei
f: R — Ry eine stetige Funktion mit f_o; f(x) dx = 1. Dann ist mit

b
P(la,b]) = f £ dx

ein WahrscheinlichsmafS ergeben. Hierbei heifst: f: R — Rso Dichte des Wahr-
scheinlichkeitsmafes.

Beispiel 34.6. Einige hdufig verwendete Verteilungen im kontinuierlichen
Fall sind die folgenden:

1.

Normalverteilung (auch Gauf$verteilung). Die Dichte ist (Abb. 34.1):

1 —p?
e 2202
oV27

Wir werden sehen, dass u € R der sogenannte Erwartungswert und

f(x) = goy;a(x) =
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] s
EE A S

Abbildung 34.1. Die Dichte der Normalverteilung.

0? € R, die sogenannte Varianz der Verteilung ist.
Wir zeigen nun, dass tatsdchlich 1 = f_ O:o f(x) dx gilt. Die Substitution

_ X4 _ _dx_1; .
t= o dt = N liefert:

1 0o e 1 0o —
f e 2 dxz—f e fdr= Y -1,
0 V21t J-oo Vi Jow VT

Diese Normalverteilung wird folgendermafien notiert: N(u,0?). Siehe
auch Abb. 34.2.

be [/(-&,/u&]’ oA

Abbildung 34.2. Die Normalverteilung.

2. Exponentialverteilung. Die Dichte ist f(x) = mit A > 0

(Abb. 34.3).

Ae™™, x>0
0 x<0

Abbildung 34.3. Die Dichte der Exponentialverteilung

Wir rechnen wieder nach, dass dies tatsdchlich eine Dichte ist:

f fx)dx = fo Ae ™M dx = —e ;0 =1
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Die Exponentialverteilung ist eine typische Lebensdauerverteilung. Bei-
spielsweise sind die Lebensdauer von elektronischen Bauelementen und
die Zerfallswahrscheinlichkeit beim radioaktiven Zerfall anndhernd ex-
ponentialverteilt.

3. Gleichverteilung auf dem Intervall [4, b] (Abb. 34.4). Die Dichte ist hier:

x € [a,b],
sonst.

1
= {5

Offenbar ist dies wirklich eine Dichte.

Abbildung 34.4. Die Dichte der Gleichverteilung.

Beispiel 34.7. Wir betrachten diskrete W-Raume, d.h. Q ist endlich oder ab-
zdhlbar. Fir w € Q sei P({w}) € [0,1] vorgegeben, so dass }, .o P({w}) = 1.
Dann ist: P(A) = Y ,c4 P{w}).

Anwendung 34.8. 1. Wir wiirfeln n Mal. P({k}) = Wahrscheinlichkeit, dass
genau k Mal die 6 auftritt. p = .

P({k}) = (’,Z) Pa-pt

heif3t B,, ,—Verteilung (Binomial-Verteilung ,im Fall n = 1 auch Bernoulli-
Verteilung genannt). Aus der binomischen Formel (Satz 2.7) folgt, dass
tatsdchlich gilt: Y, P({k}) = (p+ 1 —p))" = 1" = 1.

2. Eine Maschine produziert n Teile. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil
defekt produziert wird, sei p.

P(k) = (’,Z) P =pt

ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Teile defekt sind.

34.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 34.9. (Q, A, P) sei ein W-Raum. A > Ay U...UA, = Q,B e A,
B=BNA;U...UBN A,. Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit von
A € A unter der Annahme B, falls P(B) > 0:
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P(A N B)

Beispiel 34.10. Wir wiirfeln 2 Mal. A = wenigstens eine 6. B = Augensumme
> 7. Moglichkeiten fiir B:

erste zweite
1 6
2 5,6
3 45,6
4 3,4,5,6
5 2,34,5,6
6 1,2,34,5,6

PA) =2 =1-22=1-P(Q\A)und P(B) = &, P(ANB) = &.

P(A|B) = 353 = & > P(A) in diesem Fall.
Beispiel 34.11. Ein Krebstest ist mit 96% Sicherheit positiv, falls der Patient
Krebs hat, mit 94% Sicherheit negativ, falls der Patient kein Krebs hat. Bei
Patienten in der vorgegebenen Altersgruppe haben 0, 5% der Personen Krebs.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Patient tatsdchlich Krebs hat,
bei positivem Testergebnis? T: Test positiv, K: Krebs.

KNT _ 0,005 - 0,96
T~ 0,005-0,96 +0,995 - 0,06

PK|T) = ~ 0,074.

Dieser Wert erscheint vielen Lesern sicher erstaunlich niedrig.

Satz 34.12 (von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei O = U;Ai eine Partition
und B C Q. Dann:

P(B) = ) P(BI Ay)- P(A).
i=1

Beweis. Es ist: B = BN A; U...UBN A, eine disjunkte Vereinigung. Fiir
solche addieren sich die einzelnen Wahrscheinlichkeiten, also ergibt sich mit
der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit: P(B) = Y. P(B N A;) =
YL P(B|Aj)-P(A). O

Korollar 34.13 (Formel von Bayes). Sei P(B) > 0. A;U...UA, = Q. Dann gilt:

P(Ax) - P(B | Ay)
Y P(A))-P(B| A

P(Ax | B) =
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Beweis. Der Satz liefert:

P(BNA)
P(A |B)—P (Ak“B)_P (A) - Py _ P(Ay)-P(B| Ay
CUTOPB) T PB) T LLP(A)-PBIA)

a

Definition 34.14. Sei (Q, A, P) ein W-Raum, A,B € A. A und B heiflen unab-
hiingig, wenn
P(ANB) =P(A) - P(B).

Falls P(B) > 0, so ist dies dquivalent zu:

P(A | B) = P(A).
Beispiel 34.15. Wir betrachten Q = {1,2,...,6}? und wiirfeln 2 Mal.

1. A = { eine 3 im ersten Wurf }, B = { eine 5 im zweiten Wurf } sollten hof-
fentlich nach unserer Definition unabhingige Ereignisse sein. Tatsach-
lich ergibt sich: P(A) = %, P(B) = % und P(ANB) = % und daher
P(ANB) =P(A)- P(B).

2. Weniger offensichtlich ist es, ob die folgenden Ereignisse unabhingig
voneinander sind:

A = { mindestens eine 6 }, B = { Augensumme ist gerade }.
Mogliche Ausgénge fiir B sind die folgenden:

1. Wurf 2. Wurf

1 135
2 246
3 135
4 246
5 135
6 246

Also: P(A | B) = 15—8 und P(A) = 5'1;61'6 = %, P(B) = % A und B sind also
nicht unabhéngig.

34.3 Zufallsvariablen und deren Erwartungswert und Varianz

Definition 34.16. (Q, A, P) sei ein W-Raum. Eine Abbildung X: Q — R heifit
Zufallsvariable, wenn X~'(]—o0,a]) € Afiir jedesa € R. Esist: P(X~1(]—o0,a]) =
P(X < a).
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Die Verteilungsfunktion von X ist Fx: R — [0,1], Fx(a) = P(X < a). Fx ist
monoton steigend; ist Fx stetig diffbar, dann konnen wir

b
P(a <X <b) :fp;((t)dt

als Integral berechnen. Wir schreiben: fx := F} = 9 heifit Wahrscheinlichkeits-
dichte (kurz W-Dichte von) X.

Es gibt viele Zufalls-Variablen, die nur diskrete Werte annehmen, d.h. P(X =
x) > 0 fir hochstens abzdhlbar viele x € R.

Beispiel 34.17 (faire Miinze). Spieler A gewinnt bei Kopf 1 € und verliert bei
Zahl1 €. S, € Z ist der Gewinn nach # Spielen.

X =min{n|S, >0} € Nx;.

ne]Nzl

In diesem Fall ist X diskret verteilt und Fx ist Treppenfunktion (Abb. 34.5),
da P(X < a) = P(X < |a]) fiir jedes a. Einige Werte: P(X = 1) = %, PX=2)=
1

1.1_1
35 = 7, USW.

fig:FaireMuenzeFX

Abbildung 34.5. SKIZZE FEHLT!

Definition 34.18. 1. X sei eine diskrete Zufallsvariable mit endlich vielen Werten
xi € R, fiirdie P(X =x;) >0, i=1,2,...,n. In diesem Fall heifSt

E(X)=) xi-P(X=x)
i=1

der Erwartungswert von X.

2. Ist X eine diskrete (nicht notwendig endliche) Zufallsvariable mit Werten x;,i €
IN, dann sei
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0o

E(x) = Z xi- P(X = x;).

i=1

E(X) heifdt Erwartungswert, falls ¥ 72, |x;| - P(X = x;) < oo, d.h. falls die Reihe
absolut konvergiert.

3. Sei X kontinuierlich verteilte Zufallsvariable mit Dichte fx.

E(X) =f x - fx(x) dx

heifit Erwartungswert, falls f x| - fx(x) dx < oo.
Beispiel 34.19. 1. Zumindest fiir endliche Zufallsvariablen entspricht der

Erwartungswert unserer Intuition. Wl'jrfeln wir z.B. einmal mit einem

Wiirfel, so ergibt sich E(X) = Y0, i-1=1.8 =7

2. X sei binomialverteilt (B, ,), dh. P(X = k) = (} ")-pk-(1 = p)"*. Es gilt:

E(X) = Zk()p (1=p)y™* =np.

Die letzte Gleichheit werden wir erst spater zeigen (Beispiel 35.11).

Bemerkung 34.20 (Linearitit des Erwartungswerts). Fiir zwei Zufallsvaria-
blen X und Y und a, § € R gilt: E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y).

Beweis (Idee). Ausnutzen der Linearitit von ), f . O

Beispiel 34.21. X sei eine normal-verteilte Zufalls-Variable, N(u, 0?),d.h.

@) = —
o

Da [ fx(t) dt = 1, folgt:

0 —(x-u)?
E(X) =f j/c_ 4 (2‘,5) dx (Subst: t =x-u= dt = dx)

—c0 0 V21
L fw(t+ ). o5 dt
= . . @20
oV21t J- K

1 © -2 0 2
= . f t-ehzdt+f p-ezﬂdt)
oV2m —c0 oo

=0+u-1=upu.

Die 0 kann man hierbei leicht nachrechnen oder einfach mit Punktsymmetrie
argumentieren.
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Bemerkung 34.22. Sei X eine Zufallsvariable, ¢: R — RR eine stetige Funkti-
on. Y = ¢ o X ist ebenfalls eine Zufallsvariable mit E(Y) = Y ,cg @(x)- P(X = x)

im diskreten Fall bzw. E(Y) = f_ o:o @(x)- fx(x) dx im kontinuierlichen Fall. Es ist
hierbei nicht klar, dass diese E(Y) endlich sind, d.h. ob dies Erwartungswerte
sind.

Definition 34.23. ¢(t) = t*, X* = @(x). Hat X* einen Erwartungswert, dann heifit
E(X¥) k~tes Moment von X. Speziell ergibt sich mit der Notation u = E(X) wegen
der Linearitit des Erwartungswertes:

V(X) = E(X - w)?) = E(X*) =2 E(X) - p + i = E(X?) = 1%,

V(X) heif$t Varianz von X (falls die ersten beiden Momente existieren). 0 := /V(X)
heifit Standardabweichung oder Streuung von X.

Beispiel 34.24. Sei X der Gewinn auf dem Gliicksrad

W

Dann gilt: p = 1-2+1-3+
> VX)=0?=EX»)-u?=2

Beispiel 34.25. X sei N(u, 0%)-verteilt. Dann gilt: V(X) = o2,
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 34.26 (Eigenschaften der Varianz). Seien X eine reelle Zufalls-
variable und ¢, € R. Dann gilt:

1. V(aX) = a? - V(X),
2. V(X + ) = V(X).

Die Varianz ist also nicht linear.

Beweis. Ubung. O
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Aufgaben

Aufgabe 34.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten). Zwei Werke sind zu 60%
bzw. 40% an der Gesamtproduktion von Transistoren beteiligt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Transistor mindestens 2000 Stunden betriebsfahig
bleibt, ist fiir das erste Werk 0.8 und fiir das zweite 0.7.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleibt ein der Gesamtproduktion ent-
nommener Transistor mindestens 2000 Stunden betriebsfahig?

2. Ein beliebig ausgewahlter Transistor fiel nach 1200 Stunden aus. Wie grofs
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieser Transistor aus dem zweiten
Werk stammt?

Aufgabe 34.2 (Random Walk). Wir mochten einen eindimensionalen zufélli-
gen Gang simulieren, bei dem wir von 0 ausgehend in jedem Schritt zuféllig
entweder 1/2 nach oben oder unten gehen. Nach n Schritten sind wir dann
bei einem gewissen Wert w(n) angekommen. Offenbar ist fiir gerades n der
Wert w(n) € N und genauer w(n) € [ := {-n/2,-n/2+1,...,n/2} CN.

1. Benutzen Sie ein Computeralgebra-Programm, wie beispielsweise Maple,
um 15 solche Random Walks fiir # = 100 in einem gemeinsamen Koordi-
natensystem zu visualisieren.

2. Schreiben Sie eine Prozedur, die fiir N Random Walks, die jeweils n Schrit-
te haben, zdhlt, wie oft jeder mogliche Ausgang i € I aufgetreten ist und
die diese Anzahlen g; als Liste oder Array zuriickgibt.

3. Visualisieren Sie ein Ergebnis dieser Prozedur fiir n = 100 und N = 1000,
indem Sie die Werte i gegen 4; in einem Koordinatensystem auftragen.

4. Reskalieren Sie diese Visualisierung, indem Sie nun die Punkte

(i/(2Vn), 2a; Vn/N)

in ein Koordinatensystem einzeichnen und zeichnen Sie in das selbe Ko-
ordinatensystem die Dichte der Gaufischen Normalverteilung N(0, %) mit
ein. Was fallt auf und wie ldsst es sich erkldren?

Aufgabe 34.3 (Beim Arzt). Nehmen wir an, dass 1% der Bevolkerung Krank-
heit X haben. Weiter nehmen wir an, dass es einen Test auf Krankheit X
gibt, der in 5% der Félle als Ergebnis positiv liefert, obwohl der Patient die
Krankheit nicht hat und in 2% der Félle als Ergebnis negativ liefert, obwohl
der Patient die Krankheit hat.

Nehmen wir nun an, dass ein zufilliger Biirger, der getestet wird, sagen
wir Herr B, als Resultat positiv bekommt. Eine Konsequenz scheint zu sein,
dass der Biirger mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die Krankheit hat.
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Wie hoch ist diese Wahrscheinlichkeit wirklich? Wie hoch ist umgekehrt die
Wahrscheinlichkeit, dass ein negativ getesteter Biirger die Krankheit tatsach-
lich nicht hat?

Bemerkung: Wesentlicher Bestandteil der Berechnungen, die Sie anstellen, ist
die zuféllige Auswahl des Biirgers. Fiir einen Patienten, der schon in diver-
sen anderen Tests ein positives Ergebnis bekommen hatte, ist die Sachlage
natiirlich eine ganz andere.

Aufgabe 34.4 (Unabhingigkeit). Seien X und Y unabhingige, identisch ver-
teilte, kontinuierliche Zufallsvariablen. Wie grof$ ist P(X > Y)?

Aufgabe 34.5 (Varianz bei Gleichverteilung). Sei X in [a, b] gleichverteilt,
a,b € R, b > a. Bestimmen Sie die Varianz V(X).

Aufgabe 34.6 (Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung). Bei 4000 Ziehun-
gen im Zahlenlotto 6 aus 49 wurde die Zahlenreihe 15, 25,27, 30,42, 48 zwei-
mal gezogen: am 20.12.1986 und am 21.06.1995. Dies erregte unter Lotto-
spielern ziemliches Aufsehen. Rechnen Sie nach, wie (un)wahrscheinlich das
Ereignis, dass mindestens zwei Mal die gleiche Zahlenreihe gezogen wird,
wirklich war.

Aufgabe 34.7 (Ausfall von Bauteilen). Ein hochwertig gefertigtes Bauteil
hat eine konstante Ausfallrate. D.h. die Wahrscheinlichkeit, dass es innerhalb
eines Jahres kaputt geht, bleibt, unabhingig vom Alter des Bauteils, gleich.
Aus langjahrigen Versuchen ist bekannt, dass am Ende des ersten Jahres 10%
der Geréte ausgefallen sind. Wann ist die Halfte der Bauteile kaputt? Hinweis:
Treffen Sie eine sinnvolle Verteilungsannahme.

Aufgabe 34.8 (Falsche Ubertragung von Nachrichten). In einem Nachrich-
tenkanal wird ein Zeichen mit der Wahrscheinlichkeit p richtig tibertragen.
Eine Nachricht bestehe aus acht Zeichen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
werden hochstens zwei Zeichen falsch tibertragen? Rechnen Sie zuerst allge-
mein und dann fiir p = 0.9.


http://www.zahlenlotto.org/lottoziehung/samstag-20121986
http://www.zahlenlotto.org/lottoziehung/mittwoch-21061995
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Kombinatorik und Erzeugende Funktion

In Anwendungen muss man haufig Anzahlen von Moglichkeiten des Auf-
tretens gewisser Ereignisse abzidhlen. Die Kombinatorik liefert hierzu Metho-
den. Eine davon ist die sogenannte erzeugende Funktion. Wir werden sehen,
dass diese aber noch weitere Anwendungen im Bereich der Wahrscheinlich-
keitstheorie besitzt; beispielsweise werden wir mit ihr einige Erwartungs-
werte ausrechnen konnen.

Wir beginnen aber mit der Vorstellung zweier Modelle, anhand derer sich
viele kombinatorische Probleme erldutern und verstehen lassen, dem Urnen—
und dem Schubladenmodell.

35.1 Urnen- und Schubladenmodell

Beispiel 35.1. 1. Das Urnenmodell.
Aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln (Abb. 35.1) werden k
Kugeln gezogen. Dabei kann das Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen
erfolgen und die Reihenfolge eine oder keine Rolle spielen.

Abbildung 35.1. Das Urnenmodell.

2. Das Schubladenmodell (sieche Abb. 35.2). Dieses Modell ist dquivalent
zum Urnenmodell (Ubungsaufgabe!); der Zusammenhang ist dabei:
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Urnenmodell Schubladenmodell

mit/ohne Zuriicklegen mit/ohne Mehrfachbesetzung

mit/ohne Reihenfolge unterscheidbare/ununterscheidbare Objekte

o—\ /
o

= ) ik kg
. L/
s

Abbildung 35.2. Das Schubladenmodell.

3. Gegeben n Objekte, von denen wir k auswéhlen. Wieviele Moglichkeiten
gibt es? (Fiir das Schubladenmodell gelten selbstverstandlich die gleichen
Zahlen entsprechend.) Fiir jede der Kombinationen geben wir jeweils eine
Kurzschreibweise an, wobei in der Praxis oft nur der Binomialkoeffizient
wirklich verwendet wird.

ohne Zuriticklegen mit Zuriicklegen
geordnet|n(n—1)---(n —k+1) =: (n) 1k = (n)
= G = KO
n: n n n— n—
ungeordnet F'k)' =0 <k> =( nlik =( ;1+k)

Aufler der Anzahl unten rechts sind alle Anzahlen leicht einzusehen,
wenn man sich an den Binomialkoeffizienten aus Abschnitt 2.6 erinnert.
Die letzte Anzahl ergibt sich nun folgendermaflen: Sie ist gleich der An-
zahl von k-Tupeln (ay,...,a;) ganzer Zahlen 1 < a1 < ap < -+ < g <
n € Z. Das ist richtig, weil sie, ohne Beachtung ihrer Reihenfolge, so sor-
tiert sind, dass sie aufsteigend sind. Dies sind aber genauso viele wie die
n-Tupel
(bl, .. .,bk) = (Ell,az +1,a3+2,...,ar+ (k - 1)),

furdiel < by < b <--- < by <n—1+k gilt. Deren Anzahl ist aber gerade
die Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus einer (1—1+k)—elementigen
Menge ohne zuriicklegen auszuwéhlen.

Fiir Grenzwertbetrachtungen ist haufig der folgende Satz hilfreich, den wir
hier leider nicht beweisen kénnen (s. dazu [ D:

Satz 35.2 (Stirlingsche Formel, ohne Beweis).
n!'~ V2nrm - (E)n,
e

wobei e = exp(1) die Eulersche Zahl ist.
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Beispiel 35.3 (Fairer Miinzwurf). Kopf: +1 €, Zahl: —1 €. S,;: Gewinn nach n
Spielen.

~

2 212,
_G_ew o, MG L1

om0 T T (e © Nam o

35.2 Abzihlen mit erzeugenden Funktionen

Wir betrachten im Folgenden ein ldngeres Beispiel, anhand dessen die Ein-
fithrung des Begriffes der erzeugenden Funktion veranschaulicht und dessen
Niitzlichkeit demonstriert wird:

Beispiel 35.4 (Erste Wechselzeit). Gleiches Spiel, d.h. Kopf: +1 €, Zahl: -1 €.
Strategie: Spieler stoppt das Spiel, wenn zum ersten Mal S,, = (Gewinn nach
n Wiirfen) positiv ist (s. Abb. 35.3). f, = P(5; £0,...,5,.1 £0,5, =1) =?
Einige Werte sind Klar: fo =0, fi = 3, =0 = fo, fiirn € N.

"
@/ A b n-4

Abbildung 35.3. Skizze zum Spiel der ersten Wechselzeit.

Wir driicken nun f,, durch f; aus, fiir die i < n gilt (s. Abb. 35.3); offenbar
muss wenn S; = 0 ist, vorher S;_; = —1 gewesen sein, da der Spieler sonst das
Spiel schon abgebrochen hitte. Damit ist einsichtig:

fn = P(an 2-ter Stelle zum ersten Mal wieder 0 ) - f,,—»
+ .-+ P(an (n — 1)-ter Stelle zum ersten Mal wieder 0) - f;

iy

n—

P(S, <-1,...,51£-1,5/=0) fusi

T
N

n—

: Z “fit fui-

1
=2

N =

Um nun weiterrechnen zu kénnen, fiihren wir zunichst einen hilfreichen
Begriff ein:
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Definition 35.5. Sei (f,)q0 eine Folge. Dann heifst

F(x) = i fux"
n=0

erzeugende Funktion oder erzeugende Potenzreihe von (f,); diese ist nicht not-
wendig konvergent. Die Folge (f,)-x (oder manchmal (f,)-z) heifSt erzeugende Va-
riable oder Zihlvariable.

Beispiel 35.6. Zurtick zu obigem Beispiel. Die erzeugende Funktion ist:

NS szn =)

n=2

F(x) ==+

I\.)IF—‘

X
an" 5+

NI &R

NIH M8

x-F(x)?.

NIR

Um dies einzusehen, berechnen wir zunichst:

F(x)* = Z Zf]xf = i ﬁf]-xn‘l.

Den Laufindex der inneren Summe kénnen wir zu j = n—(i+1) umschreiben,
so dass diese sich als Y./ fi fu_+1)X" ! schreiben l4sst. Schlielich folgt also:

Flx) = ’2—6(1 LR = F = EVIEX .x1—x2

Da F(0) = 0 ist, folgt: F(x) = 1_ﬂ (fir + ergibt sich 5 2 = oo und fiir — erhalt
man 3, muss also eine Grenzwertbetrachtung Vornehmen) Mit dem binomi-
schen Satz (d.h. die Verallgemeinerung der binomischen Formel 2.7 auf reelle
Exponenten; nach Isaac Newton ist namlich };2, ({)x* die Taylorreihe von

(1 + x)*) gilt aber:

Vi-x2=(1-x%:

o 1
2. (_1)k . ka.
X

Hierbei ist der Binomialkoeffizient (;) fiir reelle Zahlen r € R in Analogie
zum Binomialkoeffizienten fiir natiirliche Zahlen definiert:

r\ r-(r=1)---(r—(k- 1))
k] k!

Damit konnen wir F(x) nun hinschreiben:
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1 1 1
Fx)=2]-x—[2]- 2 +[?]-F°—....
1 2 3

Schliefilich folgt:
fo () (=Dt firn =2k -1,
0 fiir n = 2k.

Kann der Spieler erwarten, etwas zu gewinnen? Wie lange erwartet Spieler
A zu spielen, bis er Gewinn macht?

Wir fithren dazu eine neue diskrete Zufallsvariable ein: X = min{n | S, > 1}.
Damit gilt: P(X = n) = f,. Wir erhalten

Es gilt: F(z) = Yo fuz", zF'(z) = Yo nfx2". Durch Einsetzen von 1 ergibt
sich damit::
E(X) = (zF")

Dafiir benstigen wir also die Ableitung von F:

z=1"

, 1_1/1_Z2 Z'%'—\/%—(l— Vl—Zz)
F(z) = - = =
Z2-(V1-22-(1-2%)) 1-+V1-22
z2V1 -2 2Vi-2

1-V1-22 1-(1-2%

= zF' (z) = =
zV1 - 22 zVI-22(1+ V1-22)
z
2 Vi-2 1+ V1 —z2).
Letztendlich ergibt sich also: E(X) = zl—"’(z)|Z:1 = oo. Der Erwartungswert

existiert also nicht und der Spieler muss erwarten, in endlicher Zeit das Spiel
nicht zu beenden.

Wir haben im obigen Beispiel gesehen, dass erzeugende Funktionen hilfreich
sein konnen. Auch bei der Berechnung der Anzahl der Moglichkeiten, Ku-
geln unter gewissen Nebenbedingungen auf Schubficher aufzuteilen, sind
erzeugende Funktionen hilfreich:

Beispiel 35.7 (Anzahl der Méglichkeiten der Verteilung von Kugeln auf
Schubficher).
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1.

35 Kombinatorik und Erzeugende Funktion

Wir betrachten die konstante Folge: f, =1 Vn :
2 k 1
I4+z+z"+--+z +---)=E. (35.1)

Dies ist korrekt, weil (1 +z+2z2+---)(1—z)=1+z—z+2z>—2*>--- eine
Teleskopreihe ist.

. Potenzieren beider Seiten der Gleichung (35.1) liefert:

A+z+22+-- ) =(1-2)™"

Was sind die Koeffizienten? Wir betrachten dazu das Schubladenmodell:
Wir wollen k identische Kugeln (die k Faktoren von z¥) auf n Schubfacher
(die n Faktoren von (1 + z + z? + ---)") verteilen. Um die Koeffizienten
zu verstehen, stellen wir uns nun vor, dass wir das Produkt (1 + z + z% +
--+)" nach und nach ausmultiplizieren. Dazu miissen wir aus dem ersten
Faktor (1+z+z%+---) eine gewisse Potenz z" von z auswéhlen, dann aus
dem zweiten Faktor usw. Im Schubladenmodell heifst dies: Wir legen k;
Kugeln ins erste Fach, . . ., k, Kugeln ins n-te Fach mitk; + ko +-- - +k, = k:
Zh . Zk .z = 2k Zahlen wir alle diese Moglichkeiten zusammen, so
ergibt sich der Koeffizient vor z¥ im Produkt. Dieser Koeffizient ist dabei
die Anzahl der Moglichkeiten, k identische Kugeln auf n Schubladen zu
verteilen; nach der Tabelle in Beispiel 35.1 ist dies gerade (”;:rk) Also
folgt:

(1+z+z2+-.-)”=(1—z)—"=i(”:1rk)-z". (35.2)
k=0

. Die Anzahl der Moglichkeiten, k identische Kugeln in n Schubladen zu

verteilen, so dass jedes nicht leere Schubfach wenigstens 2 Kugeln enthilt,
ist der k-te Koeffizient der Potenzreihe

» 3 1 "
1+22+ +...”_—( _)
1+z°+z ) 15 2

=), (’7)~<—z)"-<1 — 2y,
im0 \!

weil wir in der Erlduterung des vorigen Beispiels 35.7.2 immer k; # 1
fordern. Wegen der Formel (35.2) folgt:
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w1\, i N (n—iti-1)
A+ +2+0) _Z(i)(—l)z-Z( o )z]

=0
—_———

it
_(n x-;-/ )

oo (min(nk) An\(n+k-2i-1
2 v ey | B

)
(3-8

=15-3-4+3-1-0=6.

4. k identische Kugeln auf n Schubficher, in jedem Fall aber hochstens d.
In der Notation des obigen Beispiels (2.) entspricht dies der Forderung:
k; = 0 fiir i > d. Die Potenzreihe, deren Koeffizienten das zdhlen, ist also
(1+z+22+---+z%)". Da sich wegen (35.1) durch Durchmultiplizieren mit

Zd+1
(Zd+1 +Zd+2+zd+3+~'-) — Zd+1
1-2"
ergibt, folgt:
1 Zd+1 n 1_Zd+1 "
2 dyn _ _ —
A+z+z2+---+2% _(1—z 1—2) _( T )

5. Ein Fach mit hochstens 2, eines mit hochstens 3 und ein Fach mit einer
geraden Anzahl:

_(1-2)1-z (1-2)(1+7P)

C(1-22(1-2) (1-z2?

(1+z+2)(1+z+22+2) A +22+24+- )

Einige weitere Beispiele fiir das Abzidhlen mit erzeugenden Funktionen:

Beispiel 35.8. Mit d; = bezeichnen wir die Anzahl der Moglichkeiten, k als
Summe von strikt positiven paarweise verschiedenen ganzen Zahlen darzu-
stellen. Ein Beispiel: k =5 =5 =4 +1 = 3 + 2, d5 = 3. Folgende erzeugende
Funktion zdhlt dies:
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D(z) = dez = (1+2)(1+2%) H(1+z

Beispiel 35.9. P, = Anzahl der Partitionen von k in einer Summe positiver
ganzer Zahlen:5 = 4+1 = 3+2 = 3+1+1 = 2+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1.

szl{zr:k,‘, hzk2- 2k >0l

i=1

(e 00 1
P(z):Zszk:(1+z+zz+zg’+--~)-(1+zz+z4+---)~-~-=H —.

Erklarungsversuch: Der Summand aus dem ersten Faktor zdhlt, wie oft wir
1 in Partition nehmen (z'), der Summand aus dem zweiten Faktor (z?)’ sagt,
dass wir 2 i-mal nehmen usw. z* = 211222 ... 2% wobei I; = |{i | k; = j}I.

35.3 Manipulation erzeugender Funktionen

Wir geben eine knappe Ubersicht iiber mdgliche Operationen auf Folgen und
den entsprechenden Operationen auf den erzeugenden Funktionen:

Eigenschaft Folge Erzeugende Funktion
Definition (f) F(z) =Y. fiz
Summe (afy +bgy) aF(z) + bG(z)
Faltung h, = Y 1o fiQn—k H(z) = F(z) - G(z)
Definition 35.10. Seien (f,), () Folgen, dann heifit (f,) * = (hy,) die Faltung
der beiden Folgen.

Weitere Manipulationen:

Eigenschaft Folge Erzeugende Funktion

Skalierung: geometrisch fa' F(az)
linear ifi zF'(z)
faktoriell (lj—',(), fi ZKF®)(z)
harmonisch %,i >1 foz F(t)dt
Summation: kumulativ Zj‘:o fi %
vollstandig ~ Y.;°) fi F(1)
alternierend Y2 (-1) f; F(-1)
Sequenzwerte: Anfang fo F(0)
k-ter Term fr F il =(0)

Grenzwert  limy_,o fk hmzﬁl( - 2)F(z).
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Die meisten Aussagen sind klar durch gliedweises Differenzieren bzw. Inte-
grieren in der Reihe. Nur die Ausssagen iiber die Summationen sind nicht
unmittelbar einsichtig und die Grenzwertaussage. Wir zeigen hier nur diese
letzte: Es gilt: (1 - 2)F(z) = fo + (i — fo)z + (fa — f1)z> + - --. Fiir z — 1 ergibt
dies eine Teleskopreihe.

35.4 Anwendung auf eine Erwartungswertberechnung

Mit erzeugenden Funktionen koénnen wir nicht nur abzéhlen, sondern auch
in einigen Fillen Erwartungswerte berechnen:

Beispiel 35.11. Wir berechnen den Erwartungswert einer B, ,~verteilten Zu-
fallsvariablen X. Es gilt: P(X = k) = (})-p*-(1 - p)"* und daher:

n

E(X) = Z k'(Z)-pk-(l —pyt,

k=0
Sei G(z) := Gx(z) die erzeugende Funktion der Folge (P(X = k))ken, d.h.:

G =) (Z)-p"-(l —p)' T =1 -p+p2)

k=0

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert von X:
E(X) = (2G@)|,_, =(z-n-A=p+p2)" " -p)l_, =n-p,
wie wir bereits in Bsp. 34.19 erwahnt haben.

Damit ist es nicht allzu schwierig, die Varianz zu ermitteln, die ja auch ein
Erwartungswert ist:

Beispiel 35.12. X sei B, verteilt. Dann gilt: V(X) = np(1 - p).

Beweis. Ubung. O

35.5 Lineare Rekursion

Sei (f,) eine rekursiv definierte Folge der Form

fn+1 = afn + bfn—lr

wobei fy und fi; vorgegeben sind. Bereits in der linearen Algebra (Abschnitt
24.4.2) haben wir Methoden kennengelernt, um fiir solche lineare Rekursio-
nen explizite Formeln fiir die f, zu berechnen. Erzeugende Funktionen sind
hierzu auch ein probates Mittel, wie wir im Folgenden sehen werden:
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Beispiel 35.13. Wir betrachten den Falla =2, b =1und f; =0, fi = 1, also:
for1 =2fu + fu1, dh. (fy) =(0,1,2,5,12,29,...).

Die erzeugende Funktionist: F(z) = Y. fiz'. Wegen der Rekursionsgleichung
ergibt sich:

Fiz)-(1—az-bz%) = ifnz”(l —az — bz?)
n=0

:ifnz _Zafzn+1 bezn+2

n=0 n=0
= if z" —iafn_lz —ben 57
n=0 n=1

= fo+ hz—afoz+ ) (fa—afi1—bfu2) 2"
n=2
=fo+(fi-afo)z =0
Also folgt: F(z)(1 — az — bz%) = ¢+ dz mitc = fy,d = fi — afo, also:

F(z) =

1—az—bz?
Partialbruchzerlegung (siehe dazu Beispiel 13.27) liefertnun a, 8, A, B, so dass
c+dz A B

= + .
1-az-bz2 1-az 1-pz

Koeffizientenvergleich im Nenner liefert die Bedingung 2 — a — b = 0 und
aus Symmetriegriinden auch a® —aa — b = 0. Es sind also @ und B gerade die
Nullstellen von #? — at — b. Damit kénnen wir nun im Zahler durch Koeffizi-
entenvergleich auch A und B berechnen, was wir hier aber nicht allgemein,
sondern nur unten an einem Beispiel vorfithren.

Damit folgt nun, da ﬁ = Yoo @"'z" (geometrische Reihe oder formal nach-

rechnen):
Fiz)=A- Za”z”+B Zﬁ
n=0
Somit erhalten wir:
fo =Aa" + Bp".
Wir haben also eine Moglichkeit gefunden, explizite Formeln fiir Werte von
rekursiv definierten Folgen zu berechnen.

Beispiel 35.14. In unserem Beispiel von eben:a =2,b = 1 af=1xV1+1=
1+ V2, also: ¢ = 0,d = 1. Somit folgt: =4+ B

T = Tom Da die Nenner auf

1ﬁz
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beiden Seiten gleich sind, folgt: z = A(1-pz) + B(1—az) = (A+B)—(BA+aB)z.
Koeffizientenvergleich liefertnun: A+B=0= B = -Aund 1 = —(BA+aB) =
A=1 V2, also:

fu= 3 V314 V3) - Va1~ VB

35.6 Exkurs: Formale Potenzreihen

Da wir in diesem Kapitel recht intensiv mit erzeugenden Funktionen gear-
beitet haben, mochten wir es abschlielen mit einigen weiteren Hintergrund-
informationen dazu. Eine erzeugende Funktion ist in folgendem Sinn eine
formale Potenzreihe:

Definition 35.15. Sei K ein beliebiger Korper und sei (f,)nen eine Folge mit Ele-
menten aus K. Dann heifSt

eine formale Potenzreihe.

Bemerkung/Definition 35.16. Die Menge der formalen Potenzreihen notiert
man

Kl ={ ) fiz" | fue K},
n=0

Diese tragt die Struktur eines Ringes (siehe Abschnitt 4.2). Die Addition ist
folgendermafien definiert:

(O £+ (Y 0) = Y+ g
n=0 n=0 n=0

Offenbar ist das Negative einer formalen Potenzreihe gerade gegeben durch
die Potenzreihe mit den negativen Koeffizienten. Die Multiplikation ist dann

naheliegend:
(5 ) (B o) = S

wobeih, = Y i_ fu-kSk- Das neutrale Element bzgl. der Mutliplikation ist also
1= " penz" miteg=1,¢,=0VYi>0.

Proposition 35.17. Ein Element f(z) = Y,,_ fu2" hat ein Inverses genau dann,
wenn fy # 0.
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Beweis. Die Notwendigkeit dafiir ist klar, denn es muss hy = 22:0 fo-kSk =
fogo = 1 gelten, was fiir fy = 0 nicht moglich ist.

Betrachten wir fiir die andere Implikation ein Produkt, fiir das gilt:

(L) (L) =1

Dann muss ebenfalls gelten: fogo = 1. Nach Voraussetzung gilt aber f; € K\{0};
es gibt also ein Inverses gy von fo, da K ein Korper ist.

Wir miissen nun noch beweisen, dass die Terme hoheren Grades in z durch
geeignete Wahl von g, verschwinden. Diese g, finden wir, indem wir schritt-
weise das folgende unendliche Gleichunssystem losen:

fogo=1 = go=%el<
f0g1+f1g0:0 = glz%,...

fogn++-+ fug0 =0 =

Dazu ist nur notwendig, dass fy # 0, was ja vorausgesetzt war. O

Aufgaben

Aufgabe 35.1 (Erzeugende Funktion). Sei f; die Anzahl der Moglichkeiten,
i als Summe von verschiedenen posititven ganzen Zahlen darzustellen. Sei
gi die Anzahl der Moglichkeiten, i als Summe ungerader positiver ganzer
Zahlen darzustellen. Bsp: f5 = 3, namlich 5,4 + 1, 3 + 2; g5 = 3, ndmlich 5,
3+1+1,1+1+1+1+1. Euler entdeckte, dass f; = g; Vi. Zeigen Sie:

1. Die erzeugende Funktion von (fi)ien ist F(x) = (1 + x)(1 + x*)(1 + x°) - -+
2. Die erzeugende Funktion von (g;)ien ist G(x) = W

3. Verwenden Sie die Identitit (1 +x)(1 - x') = (1 —x%), um F = G zu zeigen.
Aufgabe 35.2 (Kombinatorik). In einer Urne befinden sich 20 Kugeln, 9 rote,
3 gelbe und 8 blaue. Wir wihlen drei davon zuféllig aus. Bestimmen Sie die
Wabhrscheinlichkeit, dass:

1. alle drei gelb sind,

2. mindestens eine gelb ist,

3. eine von jeder Farbe dabei ist.
Aufgabe 35.3 (Lineare Rekursion). Seiap :=0, a1 := 1, 4,41 == ’W% Berech-

nen Sie eine nicht-rekursive Formel fiir 2, mit Hilfe von erzeugenden Funktio-
nen und Partialbruchzerlegung und ermitteln Sie den Grenzwert lim,,_,« 4.



36

Summen von Zufallsvariablen

Wir hatten bereits erwidhnt, dass aus der Linearitit des Summenzeichnens
bzw. des Integralzeichens die Linearitdat des Erwartungswertes, also insbe-
sondere E(X + Y) = E(X) + E(Y) folgt (Bemerkung 34.20). Es wird sich her-
ausstellen, dass eine analoge Aussage flir die Varianz nur fiir unabhédngige
Zufallsvariablen gilt. Dies werden wir nutzen, um als ein Maf fiir die Un-
abhingigkeit von Zufallsvariablen die sogenannte Kovarianz und damit den
Begriff der Korrelation zu motivieren.

Um Summen von Zufallsvariablen zu untersuchen, werden wir Verteilungs-
funktionen verwenden (Definition 34.16): Fx: R — [0,1], Fx(a) = P(X < a).
Dies sind, wie wir oben gesehen haben, monoton wachsende Funktionen, im
diskreten Fall monoton wachsende Treppenfunktionen. Fiir zwei Zufallsva-
riablen ergibt sich folgender Begriff:

36.1 Gemeinsame Verteilung und Dichte von Summen

Definition 36.1. Seien X, Y zwei Zufallsvariablen auf Q. Die gemeinsame Vertei-
lung ist
Fxy: R*> = [0,1], Fxy(a,b) = P(X < a,Y <b).

Im kontinuierlichen Fall sagen wir, dass sie eine gemeinsame Dichte fxy hat, wenn
fxy: R? > Ry existiert, so dass

b
P(X<aY<Db) = f f Fiy(s, b) dt ds.

Bemerkung 36.2. Ist fxy die Dichte des Paares X, Y, dann gilt

fX(S):I fxy(s,t) dt.

0
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Beweis. Es gilt:

ffx(s) ds=P(X<a)=P(X<a,y€R) =f (f fxy(s, t) dt) ds Va.
Die Behauptung folgt, da daher

fab fx(s) ds = fab([: fxx(s,t) dt) ds

gilt, durch Grenzwertbildung b — 4, da L ! fx(s) ds = (b — a) fx(s) usw. (siehe
auch Abb. 36.1). O

fig:Pab

Abbildung 36.1. SKIZZE FEHLT!

Den Begriff der Unabhingigkeit von Ereignissen konnen wir in naheliegender
Weise auf Zufallsvariablen tibertragen:

Definition 36.3. X und Y seien zwei Zufallsvariablen.

1. X und Y heiflen unabhingig, wenn
PX<a,Y<b)=P(X<a)-P(Y<b) YabelR

2. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von X < a unter der Annahme Y < b, ist
P(X<a,Y<Db)
PY<b) 7

falls der Nenner > Q ist. Offenbar folgt aus der Unabhingigkeit von X und Y
sofort P(X <a|Y <b) =P(X <a).

3. Sind X und Y kontinuierlich verteilt, so lisst sich die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(X < a | Y = b) durch die analoge Formel nicht definieren, da
P(Y = b) = 0. Die richtige Definition ist folgende:

[ fr(s by ds
f_O:o fxx(s,b)ds’

P(X<alY<b):=

PX<alY=b):
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Lemma 36.4. X, Y seien kontinuierlich verteilte Zufallsvariablen. Dann sind X und
Y unabhiingig genau dann, wenn

fxx(s,t) = fx(s) - fr(t)
fiir die Dichten gilt.

Beweis. Unabhéngigkeit ist, wie sich recht leicht nachrechnen ldsst, dquiva-
lent zu der Bedingung

P(ﬂl SXSaz,bl SYSb2)=P(a1 SXSﬂz)'P(lh SYsz).

Dies ist aber dquivalent zu:

by pap 2 by
L f fX,y(S, i’) ds dt = f fx(S) ds - \ fy(i’) dt.

1 1 . . . B .
el und Limes-Bildung limg, _,, », b, ergibt:

fxy(az, by) = fx(a2) - fr(b2).
Umgekehrt: fxy(s,t) = fx(s) - fr(t) = Unabhéngigkeit ist klar. O

Multiplizieren mit

Satz 36.5. Seien X,Y kontinuierlich verteilte unabhingige Zufallsvariablen mit
Dichten f = fx und g = fy. Dann hat die Zufallsvariable Z = X + Y die Dichte

h: R — Rso, h(x) = f flx=y)g(y) dy.

Beweis. Wir berechnen (siehe auch Abb. 36.2):

fig:StreifenInt

Abbildung 36.2. SKIZZE FEHLT!
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P(ay < Z < ap) = Pla < X+ Y <ap)

fffX’Y(S’t) ds dt

Streifen

o H—t
= f f fxy(s, t)ds dt
—oo Jaj—t
) o —t

Unabhéi:ngigkeit f f(s)g(t) ds dt
—oo Jaj—t

Subst:=u=s+t fm fﬂz f(u—t)g(t) du dt
= fz (foof(u—t)g(t) dt) du.

=h(u)

Es folgt also: fz(u) = h(u). O

Definition 36.6. Seien f und g Funktionen R — IR. Dann heif$t

f*8R-R, (f+9)(x) = f flx—y)g(y) dy

die Faltung der Funktionen f und g (sofern alle Integrale existieren).

fig:FaltungAlsFaltung

Abbildung 36.3. SKIZZE FEHLT!

Bemerkung 36.7. 1. Die Faltung von Funktionen ist das kontinuierliche
Analogon zur Faltung von Folgen (siehe Definition 35.10).

2. Seien X, Y unabhédngige Zufallsvariablen, beide diskret oder beide kon-
tinuierlich mit (diskreten) Dichten f; = P(x = i), g = P(Y = j) bzw.
kontinuierlichen Dichten f(s) = fx(s), g(t) = fy(t). Dann wird die Zufalls-
variable Z = X + Y durch die Dichte f * ¢ beschrieben.
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Bemerkung 36.8. X, Y seien diskret mit Werten Z, und unabhéngig; die
erzeugenden Funktionen der Zufallsvariablen X bzw. Y seien

Gx(z) = Zﬁzi, Gy(z) = Z gjzj.
i=0 j=0

Dann gilt:
Gx(2)Gy(2) = ) i,
k=0
wobei hk = Zli(:() fk—igi‘
Also: Faltung von diskreten Dichten entspricht der Multiplikation der Erzeu-

genden Funktionen. Im unabhingigen Fall entspricht dies der erzeugenden
Funktion der Summe X + Y.

Beispiel 36.9. X sei eine B, ,- und Y eine B,, ,~verteilte Zufallsvariable. X
und Y seien unabhéngig. X + Y ist dann By, 1, ,—verteilt.

Beweis. Gx(z) = X1 ("p'(1 —p)y" 'z = (1 - p + pz)™, Gy(z) = (1 —p + p2)™.
Also ist:

Gxav(@) = (1 —p+px)" - (L-p+p2)™ = (L-p+p2)"™™.

36.2 Kovarianz und Korrelation

Die Untersuchung der Varianz einer Summe von Zufallsvariablen wird uns
auf die Begriffe der Kovarianz und der Korrelation fiihren, die in vielen Be-
reichen der Anwendung von Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle
spielen.

Bemerkung 36.10. 1. X, Y seien unabhidngige Zufallsvariablen. Dann gilt:
E(X-Y)=EX)-E®Y),

denn (wir zeigen hier nur den kontinuierlichen Fall):

E(X-Y):I Is-t~fx(5)-fy(t) ds dt:I s-fx(s) ds I tfy(t) dt.
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2. X,Y seien Zufallsvariablen. Dann gilt, da V(X) = E(X?) — E(X)? und da
E(E(X)) = E(X) nach Definition der Varianz:
VX +Y) = E([X+Y-EX+Y)]) =
= E(X? + E(X)? + Y2 + E(Y)? + 2XY + 2E(X)E(Y)
—2XE(X) - 2YE(Y) - 2XE(Y) - 2YE(X))
= E(X?) - (E(X))* + E(Y?) = (E(Y))? + 2E(XY) — 2E(X)E(Y)
= V(X) + V() +2(E(X - Y) - E(X) - E(Y)).

Aus den beiden obigen Bemerkungen folgt unmittelbar:

Korollar 36.11. Sind X und Y unabhiingige Zufallsvariablen, dann gilt:

VX +Y)=V(X)+ V(Y).
Dies motiviert die Einfiihrung des folgenden Begriffes:

Definition 36.12. Seien X, Y Zufallsvariablen. Dann heifit
Cov(X,Y) :=E(X-Y)—-EX)-E(Y)

die Kovarianz von X und Y.

Bemerkung 36.13. 1. Es gilt: Cov(X, X) = E(X?) — E(X)? = V(X).

2. Nach dem obigen Beispiel gilt: X, Y unabhingig = Cov(X, Y) = 0. Deshalb
betrachten wir Cov(X, Y) als ein Maf fiir die Unabhingigkeit von X und
Y. Warnung! Aus Cov(X,Y) = 0 folgt im allgemeinen nicht, dass X, Y
unabhéngig sind! Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 36.14. Sei X eine Laplace-verteilte Zufallsvariable mit Werten -1,0, 1,
also je mit Wahrscheinlichkeit 1. Es gilt: E(X) = =1-2+0- 1 +1-1 = 0. Die
Zufallsvariable Y = |X] ist determiniert durch X. Mit dieser Definition ergibt
sich: E(X-Y)=-1-1-140-0-4+1-1- 1 =0und E(Y) =1-§+0-3+1-1 = 3.
Also: E(X - Y) = 0 = E(X) - E(Y), aber die beiden Zufallsvariablen X, Y sind
(offensichtlich) nicht unabhingig.

Definition 36.15. Die Matrix

o - (CovX,X) Cov(X, Y))_( V(X)  Cov(X, Y))

“\Cov(y,X) Cov(y,Y)) " lCov(X ) V(Y)

heif$t Kovarianzmatrix.
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Bemerkung 36.16. C ist positiv semi—definit, denn

(a,p)-C- (‘g) = a?V(X) +2aBCov(X, Y) + B*V(Y) = V(aX +BY) 2 0Va, f € R.

Definition 36.17. Der Korrelationskoeffizient von X, Y ist

o(X,Y) = Cov(X,Y)

VR VYY)

In gewissem Sinne misst dieser Wert also den Grad des Zusammenhangs zwi-
schen zwei Zufallsvariablen. Die folgenden Definitheits—Aussagen zeigen,
dass alle auftretenden Eigenwerte nicht nur reell (wegen der offensichtlichen
Symmetrie der Matrizen), sondern auflerdem nicht negativ sind:

Satz/Definition 36.18. Die Korrelationsmatrix

[ 1 pXY)
P=loxy) 1

ist positiv semi-definit und es gilt: p(X,Y) € [-1,1].

Beweis. Man kann sofort nach rechnen, dass sich die Kovarianzmatrix C
schreiben ldsst als folgendes Produkt:

Cz(w/V(X) 0 )( 1 p(X,Y)).(w/V(X) 0 )
0 V() \pXY) 1 0 V()

Da wir oben (36.16) gesehen haben, dass C positiv semi—definit ist, und da
das Konjugieren einer Matrix ihre Eigenwerte nicht dndert, ist p ebenfalls

positiv semi-definit (weil die linke Matrix bis auf den Faktor /V(X)V(Y) die
Inverse der rechten ist).

Es folgt, da die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist:
det(p) = 1= (p(X, Y))> = 0
also: p(X,Y) e [-1,1]. O
Dies gilt auch allgemeiner:
Satz 36.19. Seien Xy, ..., X, Zufallsvariablen. Dann sind die Kovarianzmatrix C =

(Cov(X;, Y)) € R™" und die Korrelationsmatrix p = (p(X;, X;)) € [-1,1]™"
positiv semi—definit.
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Beweis. Die positive Semi-Definitheit der Kovarianzmatrix C ergibt sich ge-
nauso wie vorher:

ay
(ar,...,a0) C-| * | =V(@ Xy +---+a,X,) 2 0.
n

Ebenfalls wie vorher folgt die Aussage iiber die Korrelationsmatrix. 0O

Eigenwerte der Korrelationsmatrix dicht bei 0 legen nahe, dass einige der Zu-
fallsvariablen sehr stark korrelieren, also wieviele fast kollineare Beziehungen
es zwischen den Zufallsvariablen gibt. In der Praxis kann ein Eigenwert nahe
0 also bedeuten, dass man eine GesetzmafSigkeit entdeckt hat, die einen Zu-
sammenhang zwischen Zufallsvariablen beschreibt. Man kann einen solchen
Eigenwert nahe bei 0 auch oft interpretieren als Redundanz in den Daten und
daraus folgern, dass man die Anzahl der untersuchten Variablen reduzieren
kann, ohne grofie Informationsverluste befiirchten zu miissen. Andererseits
legt die Existenz eines dominanten Eigenwertes nahe, dass eine der Unter-
suchungsrichtungen — die sogenannte Hauptkomponente in Richtung des
zugehorigen Eigenvektors — vorherrschend ist.

Beispiel 36.20. 1. Zur Reduktion des Rauschens in Bildern kann man bei-
spielsweise untersuchen, ob es eine oder wenige Hauptrichtungen des
Rauschens gibt und dann orthogonal dazu projizieren.

2. Zur Untersuchung eines Zusammenhangs verschiedener Kompotenzen
im Rahmen der PISA-Studie kann man feststellen, dass zwei Eigenwerte
klar grofer sind als die anderen, namlich jene, die zur Mathematik und
zum Lesen zugeordnet werden konnen. Im Gegensatz dazu erscheinen
die Naturwissenschaften kein klarer weiterer eigener Einflussfaktor zu
sein, sondern eher eine Mischung aus den anderen. Eine solche Untersu-
chung von Daten bezeichnet man als Faktorenanalyse.

Aufgaben

Aufgabe 36.1 (Differenz). Seien X und Y zwei zufillig gewéahlte Punkte im
Intervall [0, 1]. Bestimmen Sie die Verteilung der Differenz.

Aufgabe 36.2 (Korrelation). Die Zufallsgrofien X;, i = 1,2, 3 seien unabhén-
gig und identisch verteilt. Bekannt sind: E(X;) = 4, V(X;) = 1. Es seien
Y, = %(Xl + Xz) und Y3 = %(Xl + X5 + X3)

Berechnen Sie die Erwartungswerte und die Varianzen der Zufallsgrofien Y,
und Y3 sowie die Kovarianz und den Korrelationskoeffizienten zwischen Y>,
und Y3.
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Fundamentale Ungleichungen, Gesetz der grofien
Zahl

Eine der zentralen Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie istjene, dass sich
bei der Wiederholung eines Experiments nach vielen Versuchen im Wesent-
lichen das arithmetische Mittel der auftretenden Werte dem Erwartungswert
anndhert — das sogenannte Gesetz der grofien Zahl. Wenn wir haufig genug
wilrfeln, wird sich also tatsdchlich im Mittel = 3,5 ergeben.

Wir werden in diesem Kapitel die Aussage des Gesetzes prézisieren und
(die sogenannte schwache Variante davon) beweisen. Dafiir benttigen wir
zunéchst einige Ungleichungen, die allerdings auch unabhéngig von dieser
Anwendung auf das Gesetz hiufig interessant sind.

37.1 Einige Ungleichungen

Die erste Ungleichung, die wir vorstellen, ist die Basis fiir die weiteren: deren
Beweise werden jeweils direkte Anwendungen dieser ersten Ungleichung
sein.

Satz 37.1 (Markov-Ungleichung). X sei eine Zufallsvariable, h: R — Ry sei
eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt:
E(n(X))

h(t)

PX>1) <

Beweis. h(X) ist eine neue Zufallsvariable. Wir zeigen die Ungleichung nur
im kontinuierlichen Fall:
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00

Eh(X) = f h(s)-fus) ds
El " s)-fils) s,

t

h monoton

h(t) f fx(s) ds
t

= h(t)-P(X > 1)
O

Korollar 37.2 (Chebychev-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable, deren Er-
wartungswert E(X) und Varianz V(X) existieren. Dann gilt:

PIX-EX)| = t) < @

Beweis. Wir betrachten die Zufallsvariable Y = (X — E(X))?>. Dann ist Y > 0
sicher und der Erwartungswert E(Y) = V(X). Mit h(t) = #* (diese ist monoton
und > 0, so dass wir die Markov Ungleichung anwenden diirfen) erhalten

WIr:
E((X = ECQ) _ E(Y) _ EQ) _ V().

h(t) 2 2 2

P(X - EX)| >t <
O

Wesentlich bessere Abschdtzungen bekommt man, wenn alle Momente E(X¥)
von X existieren.

Definition 37.3. Sei X kontinuierlich verteilt, so dass alle E(X¥) existieren. Dann
heifst

Mx(6) := E(e%%) = f ) % fx(s) ds

62 0°
= 1+EX)0+ E(XZ)-E + E(X3)-§ o

Momenterzeugende Funktion von X.

Bemerkung 37.4. 1. Ist X diskret mit P(X € Z5p) = 1, dann ist
E@™) =) P(X =k)- % = Gx(e"),
k=0

denn Gx(z) = Y10y P(X = k) - 2.

Also: Ist X diskret, dann ist Gx(z) = Mx(In z). Die Funktionen My und Gy
kodieren somit die gleiche Information. Mx verallgemeiert Gx auf den
kontinuierlichen Fall.
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2. f: R — C sei eine komplexwertige, absolut integrierbare Funktion, d.h.
f]R |fl dx < co. Dann ist ihre Fouriertransformierte:

“RoC A0 = ——. [ i
fTR->C, f(0) \/z_nfme f(s) ds.

f nennt man auch das kontinuierliche Spektrum von f. Man kann zei-
gen, dass:
2 1 0 _ito A
fio=—=- [ _e"ferao=so.

Fouriertransformationen verwendet man beispielsweise bei der Bildver-
arbeitung und beim Losen von partiellen Differentialgleichungen.

Satz 37.5 (Chernov-Schranke). X sei eine Zufallsvariable, fiir die alle Momente
existieren, und sei die Momenterzeugende Funktion Mx(0) eine konvergente Po-
tenzreihe. Dann gilt:

P(X>t) < g;g (e - Mx(0)).

Beweis. Wir setzen h(t) = ¢%. Dies ist eine monoton wachsende Funktion mit
h(t) > 0. Die Markov-Ungleichung liefert daher:

E 0.4
P(X >t) < % = e % . Mx(6) V0.

O

Bei der Chernov-Schranke werden sehr starke Voraussetzungen gestellt. Um
zu sehen, was dies bringen kann, vergleichen wir die Giite der verschiedenen
Abschitzungen an einem Beispiel:

Beispiel 37.6. Miinzwurf: Y3, ..., Y, seien unabhéngige B; 1 -verteilte Zufalls-
variablen. Es gilt:

E(Yi)=0~%+1-%=%, V(YZ-):E((YI-—%)2):(—%)2-%+(%)2-%:31.

Mit X, = Y.iiq Y gilt: E(X,) = § und V(X,) = nV(Y1) = §. Ferner:

1 1
Gr(2) = 5 + 52 Gx,(2) = (

1+z

)n,MXn(Q) _ (1 -;69)11‘

Wir schétzen P(X,, > an) mit den verschiedenen Ungleichungen ab:
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Markov: h(t) = max(t, 0). Es gilt:

E(X,) 1
> < = —,
P(Xy 2 an) < an 20

Dies liefert nur dann eine nicht-triviale Aussage, wenn « > 1. Wir be-

trachten daher im Folgenden nur noch « €]3, 1[.

Chebychev: Auf P(X, > an) konnen wir diese Ungleichung nicht sofort an-
wenden. Mit an = % + (o — 1) - n folgt aber, da E(X,,) = 4:

P(X, > an) = P(X,, — g > (a - %)n)
und hierauf kénnen wir die Chebychev-Ungleichung anwenden:
1 1
P(Xn - g > (a — E)n) < P(|Xn - g| > (a - E)n)

VX,)  _n 1 B 1
T (@-hm? A (a-1rer an(a- 12

Fiir grofie n ist dies deutlich besser als die zuvor gefundene Abschitzung.

Chernov: Es gilt:
P(X, > an) < inf (e‘g"‘” . (ﬂ)n)
n = = 0 2 .
| —
:(%.(E—SLV+36(1—A)))n

Wir suchen also das Minimum von g(6) = e~% + ¢%0-%)_ Eine kurze Rech-
nung ergibt: 01 = In(72;) ist optimal. Es gilt:

1

— .= 1-a
8(61) = (o

1-a

Damit folgt:

_1 Y n
P(X, > an) < [ 20-0) ] - (2(1 —a)- (1 i‘a)“) =,

o
_a
()

wobei a
B =In(2(1-a)) +aln<1 = a) > 0.
1 v
>3
>12
>0 T/
>

Fiir n = 100 ergibt sich die folgende Tabelle, die offenbart, wie stark sich die
gefundenen Schranken voneinander unterscheiden:
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o ‘ 0.55 0.6 0.8
Markov 09 0.83 0.62
Chebychev | 0.1 0.025 0.002

Chernov | 0.006 1.8-107? 1.9-107%

37.2 Das Gesetz der grofien Zahl

Satz 37.7 (Schwaches Gesetz der grofien Zahl). Seien X;,1 < i < n, unabhiin-
gige identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = E(X) < oo, V(X) < oo. Dann
gilt fiir S,y = Yy Xi = Xy + -+ + X,y und fiir ¢ > 0: E(£S,,) = E(X) und

lim P( |%5,1 ~EX)| 2 ¢)=0.

n—o0

Beweis. Da tatsichlich E(1S,) = L-n-E(X) = EX)und V(LS,) = L-(n- V(X)) =
@, liefert die Chebychev-Ungleichung:

_ VO o
2 ez

P( |%sn ~EX)| 2 ¢) <
O

Dies prézisiert nun endlich die Anschauung, dass das arithmetischen Mittel
mehrerer Wiirfe eines Wiirfels irgendwann im Wesentlichen = 3, 5 ergeben.

Das schwache Gesetz der grofien Zahl gilt tibrigens auch ohne die Annah-
me tiber die Varianz. Dies konnen wir mit unseren Mitteln hier aber nicht
beweisen.

Da wir vorher gesehen haben, dass man wesentlich bessere Abschidtzungen
als jene mit der Chebychev-Ungleichung erhalten kann, sollte es nicht erstau-
nen, dass man auch das obigen schwache Gesetz der grofien Zahl verschirfen
kann. Dies ist tatsdchlich der Fall, auch wenn wir dies hier nicht beweisen
konnen:

Satz 37.8 (Starkes Gesetz der grofien Zahl). Sei X; eine Folge von unabhingigen
identisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert. Dann gilt fiir die Folge
Su=Yi  Xi=Xi++ Xy:

P( lim sup (%Sn - E(X)) > e) =0.

Mit anderen Worten: Die Folge (1S,) konvergiert fast sicher gegen E(X). In
[ , §12] ist auch ausgefiihrt, warum dies eine stirkere Aussage als das
von uns bewiesene schwache Gesetz der grofSen Zahl ist.
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37.3 Die Momenterzeugende Funktion

Nachdem wir eben mit dem Gesetz der grofSen Zahl sicherlich eine der wichti-
geren Anwendungen der Chebychev-Ungleichung gegeben haben, mochten
wir nun noch einmal etwas detaillierter auf die Momenterzeugende Funkti-
on eingehen, die bei der Chernov-Ungleichung zentral eingeht. Wir haben
daran bereits gesehen, wie niitzlich die Kenntnis aller Momente sein kann.
Und tatsdchlich werden wir sehen, dass dies sogar die Verteilung der Zufalls-
variablen bereits bestimmt:

Satz 37.9 (Eigenschaften der Momenterzeugenden Funktion).
1. X sei eine Zufallsvariable mit allen Momenten. Dann gilt:

Mx+(0) = e Mx(a - 6).

2. X, Y seien unabhiingige Zufallsvariablen mit allen Momenten. Dann gilt:

Mx.y(0) = Mx(0) - My(0).

3. X, Y seien Zufallsvariablen, deren Momente alle existieren und fiir die gilt:
Mx(6), My(6) haben Konvergenzradien > 0 und Mx(6) und My(0) stimmen
auf dem gemeinsamen Definitionsbereich iiberein. Dann folgt: X und Y haben
die gleiche Verteilung.

Beweis. 1. M,x.p(0) = E(e@X*00) = b0 . E(e°X0) = b0 . My(a - 6).
2. Mit X und Y sind auch ¢?% und ¢?Y unabhingig fiir alle 0. Es folgt mit
Bemerkung 36.10:
Mixiv(6) = E(e7%) = E(e%% - ") = E(e™) - E(e”") = Mx(6) - My(6).

3. Fiir den letzten Teil des Satzes konnen wir hier keinen Beweis geben.
Ohne die Voraussetzung der Konvergenz, etwa nur E(X") = E(Y") Vn
folgt noch nicht, dass X und Y die gleiche Verteilung haben.

a

Definition 37.10. X, Y seien Zufallsvariablen. Sie heiflen stochastisch gleich (in
Zeichen: X = Y), wenn
S,

Fx(t) = P(X < t) = Fy(t) Vt € R.

Bemerkung 37.11. Warnung! Aus X; = Y7 und X, = Y, folgt im allgemeinen
El El
nicht: X7 + X, = Y1 + Y>. Dies zeigt das folgende Beispiel.
S
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Beispiel 37.12. X, Y seien zwei unabhingige B, 1-verteilte Zufallsvariablen.
Es gilt also

P(X=O)=P(Y=0)=%, P(X=1)=P(Y=1)=%

und Fx = Fy (Abb. 37.1),dh. X = Y.
S

X:‘\\
~H

Abbildung 37.1. Summe identisch verteilter Zufallsvariablen (1).

X +Yist BZ,%-Verteilt (Abb. 37.2):

k |
PX+Y=k)|

Abbildung 37.2. Summe gleichverteilter Zufallsvariablen (2).

Andererseits sieht dies fiir 2X folgendermafien aus:

ko Jo[1]2
PEX =k)| 1oL

Also gilt: X = Y, aber X +Y 7’; 2X.
s S

Aufgaben

Aufgabe 37.1 (Vergleich der Ungleichungen). Eine unfaire Miinze falle mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1/3 auf Kopf und mit einer Wahrscheinlichkeit
von 2/3 auf Zahl. Bestimmen Sie obere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass die Miinze von n Wiirfen mehr als die Hélfte Mal Kopf zeigt; einmal
mit Hilfe der Chebychev-Ungleichung und einmal mit Hilfe der Chernov-
Ungleichung. Berechnen Sie konkrete Schranken fiir n = 5 und n = 20.
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Aufgabe 37.2 (Momente erzeugende Funktion). Eine Zufallsvariable heifst
Poisson—verteilt zum Parameter A, wenn
AR

P(Y=K) =75

1. Zeigen Sie, dass die Momente erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung

zum Parameter A die Funktion G(6) = e~*e™” ist.

2. Zeigen Sie damit, dass gilt: G”(6) = Ae(G(6) + G'(0)).

3. Zeigen Sie, dass Erwartungswert und Varianz den Wert A haben, dass
also gilt: 0 = u = A.
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Der zentrale Grenzwertsatz

Definition 38.1. Seien (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen und X eine weitere
Zufallsvariable. X,, konvergiert in Verteilung gegen X,

x, 53X,
(Verteilung heif$t auch Distribution, daher der Buchstabe D), wenn
lim Fy, (£) = Fx(t)
fiir alle t, in denen Fy stetig ist.

Beispiel 38.2. 1. X, sei eine Zufallsvariable, die sicher den Wert % annimmt,
d.h. P(X, = %) = 1 (Abb. 38.1, oben). X sei eine Zufallsvariable mit

P(X = 0) = 1 (Abb. 38.1, unten). Dann gilt: X, > X.

Achtung: Da Fx, (0) = 0 Vn, aber Fx(0) = 1, miissen wir diese Sprungstelle
herausnehmen.

—
7
—_— XW
1%,
P
%
—

Abbildung 38.1. Ein Beispiel zum zentralen Grenzwertsatz.

2. X, sei eine Folge unabhingiger gleichverteilter Zufallsvariablen mit
E(X) < oo. Dann ist %Sy, — E(X) eine neue Folge von Zufallsvariablen.
Das starke Gesetz der grofsen Zahl zeigt:

(%sn - E(X)) By
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wobei P(Y =0) = 1.

3. X, sei eine Folge von B, , -verteilten Zufallsvariablen, die alle den glei-

chen Erwartungswert np, = A haben. Es gilt also: p, = 4. Wir berechnen
lim 0o P(Xy, = k):

Px=h = (G 0-3"
! AK An ANk
= (n_nwg( -2)(-3)
n—oo Ak A
— 1- o et -1

Der Grenzwert des letzten Faktors ist hierbei klar. Die Grenzwerte des
ersten und des vorletzten Faktors, 1 und ¢4, sind Resultate, die man als
Ubungsaufgabe mit Mitteln aus dem Abschnitt iber die Analysis einer
Verdanderlichen 16sen kann. Insgesamt folgt also:

X, 3,

wobei Y eine Zufallsvariable mit P(Y = k) = ’,‘(—,k e~ ist.

Definition 38.3. Eine Zufallsvariable heifit Poisson—verteilt zum Parameter A,
wenn

Siehe auch Abb. 38.2.

v

3
S

Abbildung 38.2. Die Poisson—Verteilung.

Tatsdchlich gilt

ZP(Y:k):e/‘zﬁzeA'e/‘:l
k=0 k=0
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und daher auch P(Y € Zy) = 1.

Nachdem wir nun einige Beispiele der Konvergenz in Verteilung betrachtet
haben, kommen wir zu folgendem wichtigen Resultat:

Satz 38.4 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei X,, eine Folge unabhingiger, identisch
verteilter Zufallsvariablen mit E(X), V(X) < co. Wir setzen: S, = X1 + -+ + X,,.
Dann gilt:

Vi - (%s - E(X)) 2 N, V(X)).

Beweis (Beweisskizze unter zusitzlichen Voraussetzungen). Zusatzlich nehmen
wir an, dass alle Momente existieren, d.h. E(X") < oo, und dass Mx(6) einen
Konvergenzradius > 0 hat. Wir setzen: Z,, := \/E(%sn — E(X)). Dann gilt:

My, (0) = ¢~ VE00 MX(%)” = exp(n- (ln(MX(%)) ~E(X)- %))-

=9

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir: ¢, = i und

Pu(0) = n - (In(Mx(en)) - E(X) - £,),
also Mz, (0) = exp(y,(0)).
Es reicht demnach, lim,,_,« 1,,(0) zu bestimmen. Wir formen zunéchst um:
In(Mx(en)) — E(X)en
(en)? ‘

Mit n — oo gilt nach Definition ¢, — 0 und daher auch In(Mx(¢e,)) —
In(Mx(0)) = In(e®) = 0. Wir diirfen also den Satz von L'Hospital anwenden:

l,bn(e) = 62 :

Mi(er)
Mx(en)
2-€,

Da M’ (0) = E(X) und, wie schon erwéhnt, Mx(0) = 1, kénnen wir den Satz
nochmals anwenden:

E(X
,}g{}o Yu(0) = Slil}lo Pu(0) = 6% - ( )

. T 2 MX(Sn)'Mgé(gn)_(M;((gn))z
M ya(6) = lim 9u(6) =67 2 Mo
» 1-E(X) - (E(X)? _ 6*-V(X)

' 2 -2

n—oo
H 6

Also:
0% - V(X) )

2

Andererseits ist die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 be-
kanntlich

lim Mz, (0) = exp(
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1 2

- e 2”2/

fne2)(x) =
oV2m

so dass wir fiir eine Zufallsvariable Y mit dieser Dichte erhalten:

1 0 2
My(0) = @) = —— - f e
o V21 —co

1 0 2o
= . e 22 (dt
oV2t J-o

1 0 (=00 2.2
= . ( e 2R dt) -e 2
—00

oV2n
02.V(X)
=1.e7 2

Tatsdchlich gilt demnach lim,_. Mz, (0) = My(6). Im (von uns nicht bewie-
senen) Satz 37.9 hatten wir aber gesehen, dass zwei Zufallsvariablen bereits
tibereinstimmen, wenn sie die gleiche Momenterzeugende Funktion besitzen
und diese einen positiven Konvergenzradius hat. Die letzte Bedingung hat-
ten wir aber zusétzlich oben gefordert, so dass die Behauptung im von uns
gewdhlten Spezialfall bewiesen ist. O

Wir haben fiir den Beweis den von uns nicht gezeigten Satz 37.9 verwendet.
In [ , §12] findet man eine Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes,
die zwar langer, aber dafiir elementarer ist und auf Kersting zurtickgeht.

Der zentrale Grenzwertsatz sagt, kurz gesagt, aus, dass das zentrierte arith-
metische Mittel identisch verteilter Zufallsvariablen ndherungsweise normal-
verteilt ist, unabhédngig von der Ausgangsverteilung der Zufallsvariablen.
Dieses Resultat ist von fundamentaler Bedeutung. Bei sehr vielen Problemen
lasst sich die Verteilung der interessierenden Zufallsvariablen nicht oder nur
mit sehr grolem Aufwand bestimmen. Mit Hilfe des Satzes (oder Varianten
davon) kann man in solchen Situationen dann oft wenigstens asymptotische
Aussagen machen, die fiir praktische Anwendungen auch hiufig ausreichend
sind. Beispielsweises kann man recht leicht aus dem Satz folgern:

Satz 38.5 (Moivre/Laplace). Die Binomialverteilung B(n,p) fiir 0 < p < 1 kann
niherungsweise durch die Normalverteilung N (np, np(1 — p)) beschrieben werden.

Zum zentralen Grenzwertsatz nun Zahlen aus einem tatsdchlich durchge-
fithrten Experiment:

Beispiel 38.6. Lange von Piniennadeln (das Beispiel stammt von der Websei-
tehttp://web.neuestatistik.de/demo/Demo_DE/MOD_100238/html/comp_100459.
html). Es wurden 3000 Durchschnittswerte der Langen von Piniennadeln er-
mittelt, wobei jeder Durchschnittswert auf jeweils 250 Messungen beruht
(genaue Verteilung siehe Webseite). Dieser Datensatz gibt uns die Moglich-
keit, zu tiberpriifen, ob der Stichprobenumfang schon grof§ genug ist, um in


http://web.neuestatistik.de/demo/Demo_DE/MOD_100238/html/comp_100459.html
http://web.neuestatistik.de/demo/Demo_DE/MOD_100238/html/comp_100459.html
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diesem Fall die arithmetischen Mittel als normalverteilt ansehen zu konnen.
Wie die Graphik 38.3 zeigt, ist die Naherung schon gar nicht so schlecht.

Durchschnittliche Laenge von Piniennadeln

15

). 1(x)
10

5

310 315 320 325

Abbildung 38.3. Der zentrale Grenzwertsatz am Beispiel einer Piniennadelmessung.

Aufgaben

Aufgabe 38.1 (Poissionverteilung). Auf der Erde gibt es pro Jahr im Mittel
ein Erdbeben der Stiarke 8 oder mehr auf der Richterskala. Wir nehmen an,
die Zahl solcher Erdbeben pro Jahr folge der Poisson-Verteilung. Wir gehen
davon aus, dass die Anzahlen solcher Erdbeben in den einzelnen Jahren
unabhéngig voneinander sind.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es im nédchsten Jahr mehr als ein
solches Erdbeben?

2. Wir bezeichen mit Y die Anzahl der Jahre im Zeitraum von 2006 bis
2105 in denen mehr als zwei Erdbeben der Stiarke 8 oder mehr auf der
Richterskala stattfinden. Welche Verteilung hat Y? Wieviele Jahre mit
mehr als zwei Erdbeben solcher Stiarke konnen wir in diesem Zeitraum
erwarten?

Aufgabe 38.2 (Flugiiberbuchung). Ausjahrelanger Erfahrung weifs ein Flug-
unternehmen, dass im Mittel 7% der Personen, die ein Flugticket gekauft
haben, nicht bzw. zu spat zum Abflug erscheinen. Um die Zahl der somit
ungenutzten Pldtze nicht zu grofs werden zu lassen, werden daher fiir einen
Flug, bei dem 240 Plidtze zur Verfiigung stehen, mehr als 240 Tickets verkauft.

Wieviele Flugscheine diirfen hochstens verkauft werden, dass mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens 0.99 alle zum Abflug erschienenen Personen, die
ein Flugticket haben, auch einen Platz im Flugzeug bekommen?
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Zur Modellierung betrachten wir unabhéingige B p-verteilte Zufallsvariablen
Xi,..., Xy, wobei X; = 1 genau dann gelte, wenn die Person, die das i-te Ticket
gekauft hat, tatsichlich mitfliegt. n ist hierbei die Anzahl der verkauften
Tickets und P(X; =1) =p =1-0.07.

Approximieren Sie zur Beantwortung obiger Frage die Verteilung von
% Y.ii1(X; — E(X1)) durch die Normalverteilung N(0, V(X71)).

Aufgabe 38.3 (Salatbar). An der Salatbar einer Mensa kostet der Salat 1 EUR/100 g.
Der Salat wird gewogen und der Betrag zwecks leichterer Bezahlbarkeit auf

ein Vielfaches von 50 Cent auf- oder abgerundet. Wie hoch ist das Risiko, dass

der Student nach 192 maligem Salatessen durch die Rundung einen Nachteil

von mehr als 3 EUR hat, wenn er das Salatgewicht nicht vorher abschéatzt?
(Treffen Sie sinnvolle Annahmen bzgl. der Verteilungen der eingefiihrten
Zufallsgrofien).

Aufgabe 38.4 (Serverperformance). Ein wichtiges Kriterium fiir die Perfor-
mance eines Webserves ist die schnelle Bearbeitung von Rechneranfragen.
Im folgenden soll die daher die Verteilung von Zeitabstinden zwischen An-
fragen von Rechnern an den Server untersucht werden. In einem einfachen
Modell soll der Server in einem Zeitraum T genau N unabhéngige Anfragen
erhalten.

e Benutzen Sie ein Computeralgebrasystem (z.B. MAPLE) zur Simulation
von N = 100.000 Anfragen in T = 1h = 3.600.000ms. Plotten Sie die
Verteilung der Zeitdifferenzen von zwei zeitlich aufeinanderfolgenden
Anfragen und berechnen Sie den Mittelwert dieser Differenzen (in ms).

e Konnen Sie die Verteilung der Differenzen erraten?

e Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Anfragen mit weniger als
2 ms Differenzeintreffen? Berechnen Sie den Wert aus der Simulation in
(38.4) und mit Hilfe der Verteilung aus (38.4).
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Statistik

In vielen Anwendungen mochte man Aussagen tiberpriifen, Parameter von
Verteilungen schédtzen u.d. Solche Téatigkeiten gehoren in den Bereich der
Statistik.

39.1 Testen von Hypothesen

Eine Maschine produziert Teile mit behaupteten Ausschussanteil p. Wir
mochten dies tiberpriifen und nehmen dafiir eine Stichprobe von n Teilen.
Wir modellieren dies mit Zufallsvariablen X;, die By p-verteilt sind, d.h. wenn

wir k defekte Teile ziehen, so ist £ ~ p.

Wir kénnen nun verschiedene Hypothesen aufstellen, beispielsweise:

e Hy:p <po, gegen Hi: p > po (einseitiger Test). Wir werden uns dann fiir
Hy entscheiden, wenn £ —py < c fiir ein gewisses c ist und gegen Hy, wenn
k . .
+ = po > c fiir ein gewisses c.

e Hy:p>po, gegen Hy: p < po (einseitiger Test). Wir werden uns dann fiir
Hj entscheiden, wenn % —po = c fiir ein gewisses ¢ ist und gegen Hp, wenn
k . .
& — Po < c fiir ein gewisses c.

e Hy:p = po, gegen Hy: p # po (zweiseitiger Test). Wir werden uns dann
fiir Hy entscheiden, wenn If — pol < c fiir ein gewisses ¢ ist und gegen H,
wenn IE — pol > c fiir ein gewisses c.

Da wir nicht sicher sein konnen, was die Wahrheit ist, versuchen wir, den Feh-
ler, den wir bei einer solchen Entscheidung machen, einzugrenzen. Mogliche
Fehlerkategorien werden dabei klassischerweise folgendermafien eingeteilt:
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Entscheidung \ Fakt H, H;
Hy okay Fehler 2. Art
Hy Fehler 1. Art|  okay

Hierbei wird allerdings ein nicht zu unterschdtzender Fehler vergessen, der
manchmal als Fehler 3. Art bezeichnet wird: das Modell ist komplett falsch.
Dieses ist, wie man sieht, ein besonders heimtiickischer Fehler.

Das Problem bei unserer Entscheidung ist, dass wir leider nicht den Fehler 1.
Artund den Fehler 2. Art gleichzeitig klein halten konnen. Daher beschranken
wir den Fehler 1. Art auf einen relativ kleinen Wert und minimieren unter
dieser Nebenbedingung den Fehler 2. Art.

Wenn wir uns also in einem konkreten Beispiel zunédchst entscheiden miis-
sen, welche der drei Nullhypothesen Hy wir verwenden, sollten wir dies
so machen, dass der Fehler 1. Art der schlimmere der beiden Fehler ist, da
wir die Wahrscheinlichkeit, dass dieser eintritt, ja auf einen beliebig kleinen
Wert, etwa 5% oder 1%, beschrédnken konnen (im Gegensatz zum Fehler 2.
Art). Insbesondere sollten wir die Entscheidung, welche Nullhypothese wir
wahlen, nicht von den Daten, die ermittelt wurden, abhdngig machen.

Beispiel 39.1. Wie konnen wir als Finanzminister feststellen, ob eine geplante
Vereinfachung des Steuerrechts zu Mindereinnahmen des Staates fiihrt oder
nicht?

Wir bilden fiir n Biirger zunichst die Differenzen x; = Steuer des Biirgers i
bei neuen Recht — Steuer des Biirgers i bei altem Recht. Ist hierbei x; > 0, so
erhélt der Staat bei Biirger i nach neuen Recht mehr Geld als bei altem.

Welche der moglichen Null-Hypothesen tiber den wahren Erwartungswert
u der Einnahmen sollten wir also verwenden? Hy: p < 0, da ndmlich dann
der Fehler 1. Art folgender Fall ist: zwar fiihrt die Steuerreform in Wahrheit
zu Mindereinnahmen, wir entscheiden uns aber in unserem Test dafiir, dass
sie zu Mehreinnahmen fiihrt (und fithren die Reform also durch). Dieser Fall
ist fiir uns als Finanzminister klarerweise der schlimmere Fall.

Beispiel 39.2. Wir betrachten eine Stichprobe x;,...,x, von Bj,-verteilten
Zufallsvariablen. Das Stichprobenmittel ist £ = 1 ) x;.

Wir testen die Hypothese Hy: p < po gegen Hy : p > po. Falls X < ¢, so nehmen
wir Hy an, sonst lehnen wir Hy ab. Wie bestimmen wir ¢?

Die Vorgehensweise ist folgende: Sei 9 = E(X) = E(X) (p ist unbekannt). Wir
suchen nun ¢, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art durch «
beschrankt ist, d.h. .

PX>c|9<py)<a,

etwa o = 0,05 oder 0, 01. Unter dieser Nebenbedingung minimieren wir den
Fehler 2. Art, d.h.
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min(P(X < ¢ | 9 > po)).
c

Wegen der Positivitat der Dichten ist die Losung dieser Minimierungsaufgabe
das ¢ mit P(X > ¢ | 9 = pg) = a. Fiir gewisse Verteilungen kénnen wir
fiir einige a die entsprechenden Werte fiir ¢ aus Tabellen ablesen oder mit
Computeralgebra—Programmen berechnen.

Es ist sogar moglich, Hypothesen "ber die Zufélligkeit einer Stichprobe zu
testen:

Beispiel 39.3 (Zufall und Intuition). Die Horer bekommen die Aufgabe, eine
Sequenz ay, ..., 4100 von 0—en und 1-en auszudenken, die moglichst zufallig
sein soll. Auflerdem soll eine weitere Sequenz by, ..., big0 durch Wurf einer
Miinze wirklich zuféllig erzeugt werden. Wir zeigen der Illustration halber
nur eine Sequenz der Lange 30:

000101110011011010000110110001

Ublicherweise kann man recht leicht entscheiden, welche der Folgen wirk-
lich zufallig erzeugt wurde, weil die menschliche Intuition fiir den Zufall in
solchen Fillen meist versagt. Beispielsweise werden von vielen Leuten zu
wenige Sequenzen aufeinanderfolgender gleicher Ziffern aufgeschrieben.

Um in der Praxis zu entscheiden, welche der Folgen wirklich zuféllig erzeugt
wurde, reicht daher folgende Uberlegung meist aus: Wir bezeichnen mit
einem Run der Linge ! (kurz [-Run) eine maximale Abfolge a;,...,a;; von
gleichen Ziffern in einer Sequenz, d.h. mit der Eigenschaft ;.1 # a; und
81141 # a;41. Beispielsweise hat obige Folge nur einen 4-Run, aber drei 3-
Runs.

Eine zufillige Ziffernreihe mit N Stellen hat dann ungefahr % Runs, weil
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Wechsel 1 betrdgt. Von diesen Runs sind

wiederum etwa die Hilfte, also % aller Runs, 2-Runs, davon wieder die

Hilfte, also 3, sind 3-Runs. Allgemein sollten etwa 57 der Runs die Linge |
haben. Diese Information reicht meist schon aus, um zu entscheiden, welche
der Folgen wirklich zuféllig war, weil wenige Menschen in der Lage sind,
dies dhnlich gut zu realisieren wie ein wirklich zufalliger Prozess, wie etwa

das Werfen einer Miinze.

39.2 Schitzen von Parametern

Definition 39.4. Sei X eine Zufallsvariable. Wir nehmen eine Stichprobe xy, . . ., x,.
Das Stichprobenmittel ist



544 39 Statistik

Die Stichprobenvarianz ist

1 n
2 _ _ =2
s _”_1kE_1(Xk X)~.

Warum dividieren wir bei der Varianz durch n — 1 und nicht, wie beim Mittel,
durch n? Um diese Frage beantworten zu kénnen, fithren wir den folgenden
Begriff ein:

Definition 39.5. Sei X eine Zufallsvariable, welche von einem Parameter a« € R

abhingt. Eine Abbildung h: R" — R heif$t konsistenter Schiitzer fiir a, wenn fiir

unabhiingige Zufallsvariablen X; mit X; = X der Erwartungswert der Zufallsvaria-
S

blen (X1, ..., Xy) gerade o ist:

E((Xy, ..., X)) = a.

Beispiel 39.6. 1. X = 1 ¥'i1 X ist ein konsistenter Schitzer fiir a = E(X). Es
gilt ndmlich:

E(% sz X;) = % kZ; E(Xy) = ZE(X) - E(X).

2. Wir suchen nun einen konsistenten Schatzer fiir die Varianz. Wegen der
Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X; gilt E(X;Xx) = E(X;)-E(Xy) fur
i # k und daher:
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E(;(Xk ~X)7) = E(; X?) - ZE(; XX) + nE(X)

- E(n-X?) - %E(Z Y X))+ %E((Z x))
k=1 i=1 i=1

e =23 Y B+ 23 Y )

n k=1 i=1,i#k n k=1 k#i

—% Y ECR) + 1 Y ECD)
k=1 k=1
= n-E(X?) - % Z Z E(X)E(X;) — 2E(X?) + E(X?)
k=1 k#i

n-E(X?) - %.(n2 —n)-E(X)* - E(X?)

(n—1)- (E(X*) - E(X)?)
=(n-1)-V(X).

Das Ergebnis der beiden Beispiele fassen wir in einem Satz zusammen:

Satz 39.7. Das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz sind konsistente
Schiitzer fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz von X.

39.3 Parametrisierte Statistik, Konfidenzintervalle

Sei X eine N(u, 0%)-verteilte Zufallsvariable. Wir nehmen eine unabhéngige
Stichprobe x3, ..., x, fiir X. Dann schétzt

den Mittelwert . Wir suchen eine Zahl a > 0, so dass y mit einer Wahrschein-
lichkeit von y = 95% in dem Intervall [a1,4,] = [x — a,X + a] liegt.

Genauer: Liegt i € [a1,a2], dann ist die Wahrscheinlichkeit
P(Y ¢lm,m])<a=1-y

fiir die Wahl von Stichproben xi,...,x,. Das so bestimmte Intervall heift
Konfidenzintervall fiir .

Bei der Bestimmung eines Konfidenzintervalles gibt es zwei Fille: Entweder
ist die Standardabweichung ¢ bekannt oder nicht.
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39.3.1 o bekannt

Wir betrachten zunidchst den einfachen Fall, dass o bekannt ist. Dann ist
X= %(Xl +--- + X,,) ebenfalls eine normalverteilte Zufallsvariable, und zwar

mit Erwartungswert EX) = EX) = p und der Varianz V(X) = %V(X) = %2,
wie man leicht nachrechnen kann.

Wir setzen U = x — C\'—%, W=x+ C'—‘;, wobei ¢ € R so bestimmt ist, dass

1 fc 2
= e zdx=y=1-a.
V27Z —c 7/

Es gibt, beispielsweise im Internet, viele Tabellen, aus denen man fiir be-
stimmte o die entsprechenden c ablesen kann. Einige Werte sind:

)/\ 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995
c‘1.282 1.645 1.960 2.326 2.576

Dannist, da X N(u, 0?)-verteilt ist, die Zufallsvariable Y = %ﬁ()_(— w) N(,1)-
verteilt und es gilt: ~c<Y<ce U=X- f/—(% <u<X+ E=W.

‘/“
Also:
y=P(-c<Y<c)=PU<Lu<W).

Also setzen wir X in die Formel fiir U und W ein.

Beispiel 39.8. y = 0.95, 0 = 0.03 sei bekannt. Wir nehmen an, dass folgende
Stichprobe x1, ..., xg vorliegt (n = 8):

1.21 1.15 1.18 1.23 1.24 1.19 1.18 1.20.

Esist:x = 1.1975, ¢ = 1.960 und U = 1.176, W = 1.218. Mit 95% Wahrschein-
lichkeit liegt u also im Intervall [1.176;1.218].

Bemerkung 39.9. Mochte man u genauer wissen, so muss man n vergrofiern,
denn der Durchmesser des Intervalles ist ZC\‘/—%.

39.3.2 ¢ unbekannt

Wir sind jetzt in der Situation, dass X N(u, o?)-verteilt ist, dass wir o? aber
nicht kennen.

Wieder haben wir eine unabhédngige Stichprobe xi, ..., x,. Wir ersetzen das
bekannte ¢ in der Formel des vorigen Abschnitts durch den Schitzer
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5= Jn:;(xi—z)z

=-S5 W=7x4 &8
Also: U=%x =, X+

Wieder miissen wir ¢ geeignet bestimmen, aber wie? Wir diirfen jetzt nicht
mehr die Normalverteilungstabelle verwenden, da wir die Varianz ja nicht
kennen. Statt dessen miissen wir die sogenannte ¢,,_;-Verteilungstabelle (siehe
beispielsweise nip://de.uikipedia.ora/miki /studentscre_t-verteirung) benutzen. Es gilt ndmlich der
folgende Satz (Beweisidee folgt gleich):

Satz/Definition 39.10. Die Zufallsvariable Z = %ﬁ(? — u) ist eine t,_1-verteilte

Zufallsvariable (auch t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden genannt), d.h. Z
hat die Dichte: ;

1 ' I'(z) ‘(1+ x2 )—%

- (%5 '

Bemerkung/Definition 39.11. 1. Im obigen Satz bezeichnet I' die Gamma-
Funktion:

I''Rso— R, I'(x) = f et dt.
0

Mit partieller Integration kann man einsehen, dass gilt: I'(x + 1) = x - I'(x)
ftir x > 0. Insbesondere ist, da offenbar I'(1) = fow etdt=1:

I'n+1)=n! farnelN,

d.h. die Gamma-Funktion interpoliert die Funktion n — (1 — 1)! (siehe
Abb. 39.1).

r(x)

Abbildung 39.1. Die I-Funktion im Bereich [0,8]. Da I'(n) = (n — 1)! fir n € N,
wundert es nicht, dass sie ab x = 2 sehr steil ansteigt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Studentsche_t-Verteilung

548 39 Statistik

2. Die t,—Verteilung ist, wie die Normalverteilung, symmetrisch zur y-
Achse. Es gilt: to = N(0,1). Auflerdem ist die t-Verteilung, genauso
wie die Normalverteilung, tabelliert; in der Praxis verwendet man haufig
schon ab etwa r > 25 die Normalverteilung. Abb. 39.2 zeigt die Dichte
t3—Verteilung gemeinsam mit der Dichte der Standard—-Normalverteilung
in einem Graphen.

o(x)

ft(x)

Abbildung 39.2. Die Dichte der t;—Verteilung gemeinsam mit der Dichte ¢(x) der
Standard-Normalverteilung.

Beispiel 39.12. Wir greifen das Beispiel 39.8 von oben wieder auf. Nun sei o
aber nicht bekannt. Wir miissen daher die ¢,_;—Verteilung fiir n = 8 verwen-
den,

0,995
3,499

0,990
2,998

0,900
1,415’

y=1l-a
c:Fp(c)=y

0,975] 0,95
2,365|1,895

und o schétzen: Da weiterhin x = 1.1975, ergibt sich
2_1 2 2 _ 1
=5 ((1.21 - 1.1975)% + --- + (1.20 — 1.1975) ) =7 -0.00595.

Damitist s =~ 0,2915 und ¢ = 1,895 (< 1,960), so dass das Konfidenzintervall
etwas grofler wird, was nicht erstaunt, da wir die Varianz ja nur geschétzt
haben und daher die Unsicherheit tiber unsere Aussage grofer wird: U =
1,00199, W =~ 1.39301.

Beweis (des Satzes 39.10, nur die Idee!). Wir setzen Y = %(X — ). Diese neue
Zufallsvariable ist N(0, 1)-verteilt. Damit gilt:

Vi S N T

i - .
’ \/,,171 Vi (Xi = X)? \/ﬁ i (Y- Y)2

(X-p) =
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Die Yi,...,Y, sind hierbei N(0, 1)-verteilt mit (wie man zeigen kann) ge-

meinsamer Dichte
[
e | e =2 dyr .. dy,.
(V2n) Yoo
1

Wir wihlen eine Orthonormalbasis des R" mit ap = (%,...,%@) und

am,...,4,-1 € R". Damit setzen wir:

Yl Yl
To=ap- ZW'Y,...,T,'ZW' P PR
Y, Yn

Dann sind auch Ty, ... T,—1 N(0, 1)-verteilt, da die gemeinsame Dichte rotati-
onsinvariant ist. Mit diesen neuen Zufallsvariablen schreibt sich Z, wie man
leicht nachrechnen kann, als

Ty

1 n=1 g7
i1 Lia T

7 =

Wir setzen nun:

F(Z,tl,...,tn,l) = <Z .

-1

1 n

n— 1 : Ztl.z,tl,...,tn,‘l) = (tOItll-"/tnfl)-
i=1

Die Jacobi-Matrix dieser Abbildung ist

Lorge | .
DF = 0 10
0 0 1

Die Transformationsformel liefert jetzt:

Dichte = konst. - f...fe—isz dty -+ dt,1

-1
2 vnt oy 1 N
= konst. - (e—m PIED Wi t?) . . Z tiz dzdt, ... dt,q.
=1

n—-1

Wihlen wir nun Kugelkoordinaten fiir ¢4, ..., t,-1, so ergibt sich mit etwas
Rechnung:
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0 -2
— konst_ . f (e_(”“j"‘l)rz) . 1’”_1 d}".
0

n-2 .

Partielle Integration liefert, da r"~! = r r:

o0 2
z2 \-1 2
.-+ = konst - f 3. (1 + ) " gy
0 n-—1

= ~~:konst-(1+ nzjl)_%'

Man kann berechnen, dass dies in der Tat die behauptete Konstante ist. O

Weif$ man, dass ¢; - f(x) und c; - f(x) beides Dichten sind, so folgt, da das
Integral tiber beide genau 1 ergeben muss, dass die konstanten Vorfaktoren
tibereinstimmen: ¢; = ¢. So muss man beispielsweise im vorigen Beweis
die Konstante nicht genau ausrechnen, wenn man nur nachpriift, dass die
behauptete Formel eine Dichte liefert.

39.4 Tests auf den Erwartungswert

Leider konnen wir nur verniinftige Tests durchfiihren, wenn wir gewisse
Annahmen tiber die Verteilung der gegebenen Daten machen. Eine relativ
naheliegende Annahme ist oft, dass die Daten unabhéingig identisch normal-
verteilt sind (in der englischen Literatur wird unabhidngig identisch verteilt
mit independent and identically distributed tibersetzt und haufig mit i.i.d.
abgekiirzt), entweder mit einer bekannten Varianz oder (meist realistischer)
mit einer unbekannten Varianz.

39.4.1 Zweiseitiger Test

Sei also X eine N(u, 0%)-verteilte Zufallsvariable. Wir nehmen unabhéngige
Stichproben xi,...,x, zum Testen der Hypothese Hy: u = po, Hi: p # po
(zweiseitiger Test) mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « fiir den Fehler
1. Art und betrachten

wobei entweder 01 = ¢ eine bekannte Streuung oder o1 = s die Stichproben-
streuung (also ein Schitzer fiir die Streuung) ist. Wir nehmen Hj an, wenn
U < x < W gilt. Dabei bestimmen wir ¢ als sogenanntes 5—Quantil, entweder
von der N(0, 1)- oder von der t,_;—Verteilung, je nachdem ob ¢ bekannt ist
oder nicht.
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Dies bedeutet Folgendes: Wir nehmen Hj an, wenn

x

~ o
| <lel,
01

i

sonst lehnen wir Hy ab. Dass dies die richtige Wahl von c ist wird klar, wenn
wir uns die (symmetrische!) Dichte der Normalverteilung ansehen (Abb.
34.1): Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art ist nach Definition die
Flache unter den Kurvenbereichen, die einen Abstand von mehr als ¢ von u
haben. Notieren wir die Fliache von —oo bis ¢ mit @(c), so ist dies wegen der

o(x)

N

05 1 1s

Abbildung 39.3. Der Fehler 1. Art beim zweiseitigen Test.

Symmetrie der Dichte der Normalverteilung gerade 2d(c). Wir wollen diese
Fldache nun auf a beschranken; wir bestimmen c also so, dass 2®(c) = a bzw.
D(c) = ¢ gilt.

39.4.2 Einseitiger Test

Auf dhnliche Weise konnen wir auch die einseitigen Tests behandeln. Be-
trachten wir zunéchst den ersten Fall: Hy: u < po gegen Hy: p > po. Wir
bilden dazu die Testgrofie

t= \/ﬁ'x_luol

01

wobei 01 wie weiter oben ist (d.h. entweder ¢ oder s).

Wir nehmen Hj an, wenn t < ¢, wobei ¢ das a—Quantil (siehe Abb. 39.4) der
entsprechenden Verteilung (N(0, 1) oder #,-1) ist. Andernfalls lehnen wir Hy
ab.

Im umgekehrten Fall, Hy: u > po gegen Hy: u < o, ergibt sich Folgen-
des: Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn t > d fiir ein gewisses d. Im
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Abbildung 39.4. Der Fehler 1. Art beim einseitigen Test.

Normalverteilungs—Fall ist es gerade das d, fiir das gilt: O(d) = a. Wegen der
Symmetrie der Dichte ist dieses aber gerade d = —c, da

Od)=a & 1-Od) =1-a= ().

Das (1 — @)-Quantil der Standard-Normalverteilung ist also gerade das Ne-
gative des a—Quantils der Standard-Normalverteilung.

Da die t,_;—Verteilung die gleiche Symmetrieeigenschaft wie die Standard-
Normalverteilung hat, ldsst sich die obige Argumentation genauso anwen-
den, wenn die Varianz nicht als bekannt angenommen wird.

Wollen wir eine Hypothese der Form Hy: = o gegen Hy: u > g testen (wir
interessieren uns also gar nicht fiir die Moglichkeit p1 < ), so konnen wir
identisch zu den obigen einseitigen Tests vorgehen. Ein Test wird ndmlich
festgelegt durch seinen Ablehnungsbereich; und dieser ist, wie man sieht, in
diesem neuen Test identisch mit dem oben besprochenen.

Beispiel 39.13. ...

39.5 x*-Test auf die Varianz

Wieder nehmen wir an, X sei eine N(y, o?)-verteilte Zufallsvariable. Dann
sei x1,...,x, eine unabhingige Stichprobe. Wir betrachten die Hypothesen
Hp: 0 =00 gegen H;: 0 > 0y.

Wir nehmen Hjy zum Niveau y = 1 — @ an, wenn die Testgrofle

21 1 - _

=" 'E(Xi—x)2
2 2

o5 o5 -1 &=

die Ungleichung Z < c erfiillt, wobei ¢ das a—Fraktil der sogenannten x2
Verteilung (auch: y’>-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden genannt) ist; ein
a—Fraktil ist das (1 — @)-Quantil.

Z =
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Die Dichte von x? auf Ry ist (siehe auch Abb. 39.5):
1
fo() = 2T(% )

Auch diese Verteilung ist fiir verschiedene Werte von r und « tabelliert; siehe

%71 . 67%.

Z.B. http://de wikibooks.org/wiki/Mathenatik:_Statistik:_Tabelle_der_Chi-Quadrat-Verteilung.

/\%ﬂf |
I

c

Abbildung 39.5. Das a-Fraktil der y’>~Verteilung

Bemerkung 39.14. Unter der Annahme Hj ist *== X eine N (0, 1)—verteilte Zu-
fallsvariable. Wegen der Abhangigkeit 21:1(3‘: ) 0 ist die Summe

Zn: (xi — X)?
2
=1 %0

also eine Summe von n — 1 Quadraten von unabhéngigen N(0, 1)—verteilten
Zufallsvariablen.

Lemma 39.15. Seien Uy, ..., U, unabhingige N(0,1)—verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist .
y=) u?
i=1

eine Xﬁ_l—verteilte Zufallsvariable.

Beweis (nur die Idee!). Der Beweis verlduft dhnlich wie bei der t~Verteilung.
Wir beginnen mit der gemeinsamen Dichte von (Uj, ..., U,):

2 2

(_1 )}/1.6_71 .e_%...e_é
V21 .
Fiir M c R" ist die Wahrscheinlichkeit

P((ULy, ..., Uy) € M) = e )ff f”*%zt - dt,

Der weitere Beweis verlduft dhnlich wie bei der t—Verteilung; insbesondere
gehen hier wiederum Kugelkoordinaten und damit die Transformationsfor-
mel essentiell ein. O

Beispiel 39.16. ...


http://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik:_Statistik:_Tabelle_der_Chi-Quadrat-Verteilung
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39.6 x>-Verteilungstest

Jetzt mochten wir {iberpriifen, ob eine Zufallsvariable tatsdchlich eine ver-
mutete Verteilung hat. Wir beschréanken uns also hier nicht mehr nur auf die
Normalverteilung.

Sei dazu X zunichst eine Zufallsvariable mit nur endlich vielen Werten €
,..., k.
H(): P(X = 1) = pi-

Wir wollen Hy testen mit einem Fehler 1. Art < a. Wir nehmen dafiir eine
Stichprobe Xj, ..., X, (unabhédngige Zufallsvariablen) fiir X und setzen

Zi=|{jett,... np1X;=il.
Dann gilt: E(Z;) = n-p;, V(Z;) = n-p;i(1 - p;), da Z; eine B, ;,—verteilte Zufalls-

variable ist. Wir bilden ;
y = Z (Zi - nPi)z.
i1 hpi
(Zi=npi)?

Fiir grofse n ist unter der Hypothese Hy die Zufallsvariable p - an-

ndhernd N(0, 1)-verteilt, nach dem zentralen Grenzwertsatz. Genauer: Die
Approximation ist recht gut, falls np; > 5 Vi.

Lemma 39.17. Y ist annihernd xi_ —verteilt.
Beweis. Obiges Lemma 39.15 zusammen mit Bemerkung 39.14. O

Wir lehnen Hj also ab, wenn fiir die Testgrofie Y gilt: Y > ¢, wobei c das
a-Fraktil der x7  —Verteilung ist.

Beispiel 39.18. Test auf einen fairen Wiirfel. X sei eine Zufallsvariable mit
Wertenin {1,2,...,6}. Hy: P(X=i)=1,i=1,...,6.
Wir machen einen Versuch mit 1020 Wiirfen:
Augenzah1‘1‘2‘3‘4‘5‘6
Anzahl|195|151|148|189]189] 154

Unter Hy ist E(Z;) = np; = % = 170. Damit ergibt sich:

y o (195170 + - + (154 ~ 170)?

~13.2.
1020- ¢ -2

Nach dem obigen Lemma miissen wir dies mit dem a-Fraktil von x? verglei-
chen:
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7]0,995]0,990]0,975| 0,95 | 0,900
Fe(q) =7]1675]15.0912.83[11.07| 9.24 -

Fir a = 5% ist ¢ = 11.07 < 13.2 (wir lehnen Hj also ab); fiir « = 1% ist
¢ = 15.09 > 13.2 (wir nehmen Hj also an).

39.7 x*-Test auf Unabhingigkeit

X, Y seinen Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} (d.h. man teilt die Werte der
Zufallsvariablen in zwei Kategorien ein). Wir testen diese auf Unabhéngig-
keit. Gegeben sei dazu eine unabhingige Stichprobe (xi, yx), k =1,...,n. Wir
setzen Z;; :=| {k | xx =i, yx = j} |, i = 0,1, und die Testgrofie

W e n - (ZooZn — Zo1Z1p)?
" (Zoo + Zo)(Zoo + Z10)(Z11 + Zon )(Za1 + Zao)”

Man kann zeigen, dass dann W fiir grofie n etwa yj-verteilt ist; einige Werte
dazu:

0,995
7,879

0,990
6,635

0,975] 0,95
5,02413,841

0,900
2,706°

Y
q:Felq) =y

Dies konnen wir benutzen, um zu testen.

Beispiel 39.19. Wir teilen die Menschheit unter zwei unterschiedlichen Aspek-
ten jeweils in zwei Kategorien ein: Geschlecht (ménnlich/weiblich), Rauch-
gewohnheit (Raucher/Nichtraucher).

Gegeben seien die folgenden Daten:

Raucher | Nichtraucher| Y,
ménnlich| 113 137 250
weiblich 77 73 150
Y| 190 210 400

Es ergibt sich:

Wy = 400- (11373 - 77137
T 7 190-210-250 - 150

~ 1.4142.

Ist W < ¢, so konnen wir die Hypothese Hy der Unabhéangigkeit der Merkmale
Rauchverhalten und Geschlecht nicht ablehnen. Fiir die Signifikanzniveau
a = 5%, also y = 95%, ist dies der Fall, weil 1.4142 < 3.841.

Fiir eine andere Stichprobe hat sich folgendes ergeben:
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Raucher | Nichtraucher| Y,
ménnlich 98 152 250
weiblich 77 73 150
Y 175 225 400

In diesem Fall ist

_400-(98-73 - 77 - 152)2
= T 175-225-250 - 150

so dass wir die Nullhypothese der Unabhédngigkeit ablehnen miissten, da
5.608 > 3.841.

~ 5.608,

Man kann den Test auf Unabhéngigkeit auch fiir beliebig viele Kategorien
durchfiihren, etwa, wenn X in #n und Y in r Kategorien eingeteilt werden.
Dann wird die Formel fiir W komplizierter und W ist )(%m_l)(r_l)—verteilt. Dies
fithren wir hier im Detail aber nicht vor. Ein ausfiihrlicheres Beispiel ist auf
http://de.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Test zu finden.

Aufgaben

Aufgabe 39.1 (Bolzenmaschine testen). Ein Drehautomat fertigt Bolzen. Es
ist bekannt, dass der Durchmesser der von dem Automaten gefertigten Bol-
zen (in mm) normalverteilt ist mit Varianz ¢ = 0,26. Eine Stichprobe von
500 Bolzen ergab einen mittleren Durchmesser von x = 54, 03 mm. Testen Sie
mit diesen Daten die Nullhypothese Hy : u = 54 auf dem Signifikanzniveau
a=1%.

Aufgabe 39.2 (Tablettengewicht testen). Wir wiegen 8 Tabletten und erhal-
ten die folgenden Massen in Gramm:

1.19,1.23,1.18,1.21,1.27,1.17,1.15, 1.14.

1. Testen Sie die Hypothese, dass das Durchschnittsgewicht der Tabletten
1.2 g betrédgt, zur Irrtums- wahrscheinlichkeit 5%.

2. Es wird vermutet, dass die Tabletten im Mittel weniger als 1.2 g wiegen.
Testen Sie auch diese Hypothese zur Irrtumswahrscheinlichkeit 5%.

Aufgabe 39.3 (Test auf Verteilung bei Kreuzungen). Wir kreuzen weifs- und
rot-blithende Erbsen, so dass sich rosa-blithende Pflanzen ergeben. Kreuzen
wir weiter nun rosa-blithende miteinander, so sollten sich nach den Mendel-
schen Regeln der Genetik rot-, rosa- und weifsblithende Erbsen im Verhéltnis
1:2:1 ergeben. Unsere 200 Tests ergaben die Haufigkeiten: 52, 107, 41.
Liegen die Abweichungen bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% im
Zufallsbereich?


http://de.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Test
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Robuste Statistik

Wir betrachten eine Zufallsvariable X, der Form X, = X + ¢, wobei z.B. X
N(u, 0?)—verteilt ist und ¢ irgendwie verteilt ist. Dieses ¢ ist typischerweise
ein seltener grofier Fehler, der bei der Datenerhebung entstehen kann. Wie
schitzt man y in diesem Fall?

Wir nehmen eine Stichprobe xy, ..., x,. Der Mittelwert (arithmetisches Mit-
tel) x = 2 Y, x;, der empfindlich auf einzelne grofSe Fehler reagiert, ist nicht
robust.

Beispiel 40.1. 29 Schiiler mochten die Temperatur der Saar an einer Stelle
moglichst genau ermitteln. Alle messen. Bei der Auswertung im Klassenraum
stellt sich heraus, dass 26 der Schiiler eine Temperatur in der Gegend von 7°
ermittelt haben, aber drei Schiiler Temperaturen um 17° gemessen haben.

Das arithmetische Mittel aus allen 29 Werten wiirde durch die drei wohl
falsch gemessenen Werte recht weit vom realen Wert entfernt liegen.

Gibt es einen Mittelwert, der weniger stark oder gar nicht auf solche Ausreifler
reagiert?

Die robuste Version des Mittelwertes ist der Median:

Definition 40.2. Sind x1,...,x, € R, so ist der Median folgendermafSen definiert:

Aus1, n ungerade,
Median(xy, ..., x,) =

an+an q
22 n gerade,

wobei a; < --- < ay, die der Grofie nach sortierten Werte x1,. .., x, sind.

Wir kénnen hier nicht beweisen, dass dies manchmal ein sinnvollerer Mittel-
wert ist als das altbekannte arithmetische Mittel; es hdangt selbstverstandlich
auch von der gegebenen Situation ab. Daher verdeutlichen wir dies im Fol-
genden nur an einigen Beispielen.
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Beispiel 40.3. Wir geben jeweils ein Beispiel mit gerade und mit ungerade
vielen Werten:

e Ein Beispiel mit einem Ausreifser bei fiinf Werten:
Median(9, 14,10, 12, 20) = Median(9, 10,12, 14, 20)
=12
= Median(9, 14, 10, 12, 40).

Der Median ist also unabhangig vom hochsten Wert der Stichprobe (20
bzw. 40). Ganz im Gegensatz zum arithmetischen Mittel:

9+14+10+12+20 9+14+10+12+40

5 * 5
e Ein Beispiel mit einem Ausreifier bei sechs Werten:
Median(9,9, 14, 10,12,20) = Median(9,9, 10,12, 14, 20) = -0+ 12
=11

_10+12
)

= Median(9, 9, 14, 10, 12, 40),

aber
9+9+14+10+12+20 ¢9+9+14+10+12+4O

6 6

Beispiel 40.4. Bei der Studiendauer beriicksichtigt der Mittelwert Langzeit-
studenten. Der Median ignoriert diese Ausreifser, was die Studiensituation
besser beschreibt (falls es wirklich nur einige wenige Ausreifier sind ;-) ).
Genauer gesagt: es ist beim Median egal, wie lang die Studiendauer der
Langzeitstudenten ist, d.h. ob sie beispielsweise 15, 20 oder 50 Semester be-
tragt.

Um etwas mehr Informationen auf einen Blick zu geben als nur einen Mit-
telwert und um auch tiber die Streuung der Werte grob Auskunft zu geben,
wurde der sogenannte Boxplot entwickelt:

Beispiel/Definition 40.5. Abb. 40.1 zeigt eine iibliche Visualisierungsmog-
lichkeit, den sogenannten Boxplot, zu den Zahlen aus Beispiel 40.3. Dieser
zeigt eine Strecke vom Minimum der aufgetretenen Werte bis zum Maxi-
mum der aufgetretenen Werte sowie eine Box zwischen unteren Quartil
und oberen Quartil, d.h. der Stellen, fiir die jeweils 25% der Werte < bzw. >
diesen Werten sind. AuSerdem wird der Median markiert.

Ein Boxplot hat mehrere Vorteile: Er informiert einerseits tiber einen robusten
Mittelwert, andererseits aber auch iiber die extremsten AusreifSer und auch
dariiber, in welchem Bereich die Halfte der Messwerte lag. Zwar sind Medi-
an und Boxplot inzwischen Bestandteil des Schulstoffes, in der 6ffentlichen
Diskussion werden sie allerdings erstaunlich selten verwendet.
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Abbildung 40.1. Der Median ignoriert AusreifSer.

Wir sehen also: Je nach gegebener Situation muss entschieden werden, ob
das arithmetische Mittel oder der Median ein sinnvollerer Mittelwert ist.

Aufgaben

Aufgabe 40.1 (Robuste Statistik).

1. Gegeben sei folgende Situation: Eine Gruppe von 6 Studierenden mochte
herausfinden, zu welcher Uhrzeit der typische Studierende den Nebenjob
beginnt. Es ergeben sich folgende Anfangszeiten:

9.00 10.00 8.00 9.00 10.00 22.00

Ist eher das arithmetische Mittel oder der Median geeignet, die typische
Anfangszeit zu ermitteln? Wieso?

2. Zeichnen Sie einen Boxplot fiir die vorige Situation und beschreiben Sie
die wesentlichen Eigenschaften des Datensatzes schriftlich.
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Stochastische Prozesse

Stochastische Prozesse sind grob gesagt Prozesse, die sich zuféllig entwickeln.
Dabei hingen die Zustdnde eines Prozesses oft von einem oder mehreren Vor-
zustdnden ab. Wir werden uns fast nur mit Prozessen beschiftigen, bei denen
ein Zustand nur vom vorigen Zustand abhéngt, sogenannten Markovketten.

Definition 41.1. Ein stochastischer Prozess (X;) ist eine Familie von reellen Zu-
fallsvariablen, die von einem Parameter t € R oder t € IN abhiingt. Wir denken dabei
bei t an die Zeit, die kontinuierliche oder diskrete Zeittakte hat. Die Menge der Werte,
die die X; annehmen, heifit die Menge der Zustinde des Prozesses.

Beispiel 41.2. Y} sei B, —verteilt, z.B.: Y} = Y, wobei Y B, %—Verteﬂt ist. Wir
S ,

setzen X, = Y;_; Yi. Dann ist (X,),en ein stochastischer Prozess.

41.1 Markovketten und Stochastische Matrizen

Definition 41.3. Eine Markovkette (oder Markovscher Prozess) ist ein diskreter
stochastischer Prozess (Xy), der fiir alle by, . .., b,—1 und c erfiillt:

PXy=c| Xy = by1,..., X1 = bl) =PX,=c| Xy = bn—l)-

Bei einer Markovkette hingt die Wahrscheinlichkeit also immer hochstens
vom vorigen Schritt ab. Die wichtigste Klasse sind solche Markovketten (X,,),
bei denen alle X, nur endlich viele Werte (1,...,k} (genannt Zustdnde) an-
nehmen, so dass also P(X,, € {1,...,k}) =1 Vn gilt.

Beispiel/Definition 41.4. Ein Prozessor bearbeitet pro Zeittakt eine Aufgabe.
In jedem Zeitschritt kommen Aufgaben hinzu. In den Cache passen < 2
Aufgaben, bei 2 vorliegenden Auftrdgen wird also ein weiterer ignoriert.
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A, sei die Anzahl der zusatzlichen Anfragen im Zeitschritt #n. Wir nehmen
an, dass A, = A, wobei A eine geometrisch verteilte Zufallsvariable ist, d.h.
S

PA=0)=1-p, PA=1)=p-(1-p)

und allgemein:
P(A =k =p"-1-p).

Es gilt dann
PAz1)=01-p)-) p'=1-(1-p=p,
i=1

so dass tatsdchlich P(A € Z) = 1 —p +p = 1 erfiillt ist. Es ist leicht, andere
Werte auszurechnen, z.B.: P(A > 2) = p?.

Wir mochten den Erwartungswert von A bestimmen. Wir haben bereits ge-
sehen, dass gilt: E(A) = (xF/,(x))x=1. Um dies zu berechnen benétigen wir:

[oe] 1_
FA =Y (1-p)p o2t = g
k=0

7

wegen der geometrischen Reihe. Damit folgt:

'—(1—P)'(—P))| _a-ppr_p
(I—-xp? /=t (1-pR  1-p

Im Mittel fallen also in einem Zeitschritt zusitzlich ~ 1%} Anfragen an. Nur

E(A) = (x

fiir p <  ist die erwartete Anzahl neuer Anfragen pro Zeittakt also kleiner
als 1, so dass der Prozessor Chancen hat, die Anfragen zu bearbeiten.

Beispiel 41.5. Manchmal ist ein graphisches Modell hilfreich. Beispielsweise
eines wie in Abb. 41.1.

Abbildung 41.1. Graphisches Modell einer Markovkette.
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Definition 41.6. Seien X, € {1,2,...,k} Zustinde einer Markovkette. Wir schrei-
ben fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pji = P(Xy, = j | Xy-1 = i). Die Matrix

Mn — (p?]) e ]kak

heifit dann die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten im n—ten Schritt.
Hiingt M, nicht von n ab, so heifit (X,,) zeitschrittunabhingige Markovkette.

Beispiel 41.7. Zum Beispiel 41.5 von eben ist die Ubergangsmatrix

1-p 1-p O
M = p(lzp) p(lgp) I-p|
p p p
Ist nun 71 = (n, 7}, 19)" eine Verteillung fiir Xo. Dann hat X; die Verteilung
Mn®, X, die Verteilung M*1° usw.

Ist nun allgemeiner (X,) ein zeitschrittunabhingiger Markovscher Prozess
mit k Zustinden, so notieren wir mit M die Matrix der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten und mit t° = (n‘l), e, 7'(2)t die Anfangsverteilung auf den k
Zustanden.

Frage 41.8. 1. Konvergiert die Folge von Vektoren M"i° gegen eine Grenzvertei-
lung
lim M"n® = * € R" ?

n—oo

2. Gilt
M" = (1®,..., ™) e RP*

fiir einen gewissen Vektor n* € RF ?

Klar ist, dass aus einem Bejahen der zweiten Frage auch ein Bejahen der
ersten Frage folgt und dass dann auBerdem der Grenzwert 7 = lim M" 7’
nicht von der Ausgangsverteilung 7t° abhéngt.

Beispiel 41.9. Abb. 41.2 zeigt einen Graphen, der einen endlichen Mar-
kovschen Prozess beschreibt, mit Zustinden, die unterschiedliche Eigen-
schaften besitzen und die wir nachfolgend definieren werden.

Definition 41.10. Sei (X,,) eine Markouvkette.
1. Ein Zustand i heif$t rekurrent, wenn
P(X, =i fiir co vielen) =1,

andernfalls transient. Eine markovsche Kette heift rekurrent bzw. transient,
wenn jeder Zustand diese Eigenschaft hat.
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fig:EndIMarkProz

Abbildung 41.2. SKIZZE FEHLT!

2. Eine Teilmenge I der Zustiinde heifit absorbierend, wenn fiir jedes n gilt:

P(Xp €| X, €)= 1.

3. Ein Zustand i heifst periodisch mit Periode (oder Periode der Linge) | > 0,
wenn fiir jedes n gilt:
PXyu =1 Xy =0) =1

Definition 41.11. Eine Matrix M = (p;j) € R°* mit p;; € [0,1] und YE, pij =1
fiir jedes j heifit stochastische Matrix.

Die Summe der Eintrdge einer Spalte einer solchen Matrix ist also 1. Sie
beschreibt einen endlichen zeitschrittunabhdngigen Markovschen Prozess.

Satz 41.12. Sei M = (p;;) eine stochastische Matrix. Dann gilt:

1. A = 1 st ein Eigenwert von M.
2. |Al £ 1 fiir alle Eigenwerte von M.

3. Ist d = min;(p;;) > 0, dann sind alle Eigenwerte von M in dem Kreis
{zeC | |z—d|§1—d}

enthalten (Abb. 41.3). Insbesondere ist in diesem Fall A = 1der einzige Eigenwert
A mit|Al =1.

4. Ist A ein Eigenwert mit |A| = 1, dann haben alle Jordankistchen von M zu A die
Grofie 1 und daher ist dim Eig(M, A) = mult,(det(M — tE;)), wobei E; € R™®
eine Einheitsmatrix und s = dim Eig(M, A) = mult(xum, A) die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes A ist (xp = det(M — tE) ist das charakteristische
Polynom von M).

5. Ist A € C ein Eigenwert mit |A| = 1, so existiert ein m, so dass A™ =1, d.h. A ist
eine sogenannte m—te Einheitswurzel.

Um diesen Satz beweisen zu konnen, miissen wir zunédchst noch einige Ei-
genwertabschédtzungen herleiten.
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@

Abbildung 41.3. Die Eigenwerte einer stochastischen Matrix.

W

41.2 Einschub: Matrixnormen und Eigenwertabschitzungen

Wir mochten Eigenwerte mit moglichst geringem Aufwand abschétzen. Dazu
bendtigen wir zunéchst einiges Wissen tiber Matrixnormen.

41.2.1 Matrixnormen

Wir haben bereits in der mehrdimensionalen Analysis Matrixnormen ver-
wendet, etwa in Beispiel 30.24. Hier geben wir nun einen detaillierteren Ein-
blick, da wir dies fiir die folgenden Eigenwertabschiatzungen benétigen.

Definition 41.13. Unter einer Matrixnorm verstehen wir eine Abbildung
LI: R - R
mit folgenden Eigenschaften:

1. J|All > 0 VA € R™" und es gilt ||A =0 & A =0,
2. IAAll = IAlAII VA € R, VA € R™",

3. 114+ Bl < [IAll + IB]| YA, B € R™,

4. |A- Bl < llAll - Bl YA, B € R™" YA, B € R™",

Einige hadufig verwendete Matrixnormen sind folgende:
Beispiel/Definition 41.14. Sei A = (a;;) € R™".

1. Die Gesamtnorm: [|Allg = 7 - max; j{la;jl}.
2. Die Zeilensummennorm: [|All; = max;{Y 7, lajl).

3. Die Spaltensummennorm: ||Alls = max;{}i_; la;;l}.
1
4. Die Frobeniusnorm: ||A||r = (Zijl afj)z

5. Die Spektralnorm: ||Al|; = (max EW(AtA))E, wobei EW(A' A) die Menge
der Eigenwerte von A' A bezeichnet.
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Matrixnormen betrachtet man meist im Zusammenhang mit Vektornormen
auf R". Beide Normen miissen aber zueinander passen:

Definition 41.15. Sei||.||y: R" — R eine Norm. Die Matrixnorm ||.||p: R™”" - R
heif$t mit der Vektornorm ||.|ly vertriglich, wenn

lAxlly < [|Allm - [Ixlly Vx € R", YA € R

Beispiel/Definition 41.16. Zu den p-Normen, p € [1, 0], auf R", d.h.

(S, b)Y, pellol,

max|x, p=oo,

llxlly =

sind folgende Matrixnormen vertraglich:

1. ||Allg und ||Alls sind zur Betragssummennorm ||x||; (= Y |x;|) vertrdglich.

2. ||Allg, lAllF und ||All, sind zur euklidischen Norm ||x||, vertraglich (||x||, =
VI [xi?).

3. lAllg, llAllz sind zur Maximumnorm [x|. = max; |x;| vertrdglich.

Beweis. Wir zeigen nur: ||Allg und ||x|| sind vertraglich:

7

n
lAx[|lo = maX|Zai]‘Xj
1
=

A-Ungl.

n
< max(}_ lay - I
i =

IA

n

Y max|ag| - max|x|

= i,j i

= n-max|a,| - max|x|
1,j i

= JAlle - Il

Die anderen Fille sind dhnlich zu beweisen. O

Satz 41.17. Sei ||.||m eine Matrixnorm, die zu einer Vektornorm vertriglich ist. Dann
gilt fiir die Eigenwerte A einer Matrix A € R™":

IAL < (1Al

Beweis. ||x||v seidie Vektornorm, x # 0 sei ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert
A, also: Ax = Ax = ||Ax|ly < [|Allm - lIxllv. Da [|A - x|ly = |A] - [|x]lv ist, folgt:
Al < lAllp. O
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Definition 41.18. Sei ||.||y eine Vektornorm auf R". Dann heif$t die Matrixnorm

lAll = max [|Ax[ly

X€R",||xlly=1

die zu ||.||y gehorige Matrixnorm.

Bemerkung 41.19. Man kann zeigen, dass dies die kleinste Matrixnorm ist,
die zu |||l vertrédglich ist.

Beispiel 41.20. Wir geben einige Vektornormen und deren zugehorige Ma-
trixnorm an, ohne dies nachzupriifen:

Vektornorm | zugehorige Matrixnorm
Betragssummennorm ||x||; Spaltensummennorm ||A||4
euklidische Norm ||x||» Spektralnorm ||A|l;
Supremumsnorm |[|x[|e Zeilensummennorm ||A||z

41.2.2 Eigenwertabschitzung

Fiir jede mit einer Vektornorm vertragliche Matrixnorm ||.||: R™" — R und
jeden Eigenwert A von A € R™" gilt: |A| < ||A|l. Wir werden sehen, dass es
noch bessere Abschdtzungen fiir A gibt.

Beispiel 41.21. Wir betrachten die Matrix
1 01-01
A= 0 2 04|.
-02 0 3
Es gilt:
lAllc = 3max|a;j| =9,

IAllz = max{}_ layl} = max(1.2, 24, 3.2} =32,
i =)

n
IAlls = max{} " la;jl} = max(1.2, 2.1, 3.5} = 35.
J=

Je nach Norm geben sich also sehr unterschiedliche Abschédtzungen fiir A.

Geometrisch liefert jede Matrixnorm die Information, dass A in einem Kreis
um den Ursprung mit Radius ||A|| liegt. Eine dhnliche, meist bessere, Ab-
schitzung ist folgende:
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Satz 41.22 (Gerschgorin). Sei A = (a;;) € R™".

1. Die Vereinigung der Kreisscheiben (sogenannte Gerschgorin—Kreise)

n

Ki:{peC | | —aiil < Z Iﬂz‘jl}

j=Lj#i

enthilt simtliche Eigenwerte von A.

2. Jede Zusammenhangskomponente der Vereinigung von genau k dieser Kreise
enthiilt genau k Eigenwerte, gezithlt mit Vielfachheit.

Beweis. Siehe beispielsweise [ ] oder [ , Theorem 6.9.4]. Als Ubungs—
aufgabe zeigen wir eine Variante des Satzes. O

Beispiel 41.23 (zu Bsp. 41.21). Die Gerschgorin—Kreise sind:

Ky ={ueCllu-1<02},
Ky ={ueC|lu—21<04},
Ks={upeCllu-3/<0.2}.

In jedem der Kreise befindet sich genau ein Eigenwert (s. Abb. 41.4).

7 J"&'- ler bebdeh stk con €L/

Abbildung 41.4. Drei Gerschgorin-Kreise.

Korollar/Definition 41.24 (Invertierbarkeit von strikt diagonaldominanten
Matrizen). Ist A € R™" eine Matrix mit der Eigenschaft

n

la;| > Z lag| fiiri=1,2,...,n,

k=1,k#i

dann ist A invertierbar. Solche Matrizen heiflen strikt diagonaldominant.

Beweis. Die 0 ist nach Voraussetzung in keinem der Gerschgorin—Kreise ent-
halten. O
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41.3 Markovketten und Stochastische Matrizen (Teil 2)

Wir sind mit den Vorbereitungen des letzten Abschnittes nun in der Lage,
Satz 41.12 tiber die stochastischen Matrizen zu beweisen.

Beweis (zu Satz 41.12).

1. A = 1 ist Eigenwert, da (1,...,1)! € RF ein Eigenvektor zum Eigenwert
A = 1 ist, weil ndmlich nach Definition einer stochastischen Matrix die
Spaltensummen von M jeweils 1 sind.

2. Esgilt ||[M]||s = 1 nach Definition. Daraus folgt die Behauptung.
3. Gerschgorins Satz liefert, da Z]’LL j=iPij = 1+ pii, dass die Eigenwerte A in
der Vereinigung der Kreise
{H ‘ | = pil < 1—Pii}

liegen. Der grofite dieser Kreise ist offenbar jener mit d = min;(p;;) (Abb.

415).

Abbildung 41.5. Der Eigenwert A = 1.

Insbesondere ist A = 1 der einzige Eigenwert mit |A| = 1, da wir oben
schon gezeigt haben, dass |A| < 1 fiir jeden Eigenwert gilt.

4. Sei M € R**. Dann existiert nach Satz 24.24 iiber die Jordansche Normal-
form eine invertierbare Matrix T € GL(n, C), so dass

() 0 AT
TMT'=]= - , wobei [,(A) = L , eC™.
0 Jr.(As) 0 A

Esgilt: [N = (T-M- TN = T-MN - T~1. Sei nun B ein Jordankéstchen
von | zum Eigenwert A. Dann gilt:

AZ24 1 0
A} . 0 AZ24 1
B= , =B’ = IERETRE
’ U270
0 A 0 12
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Allgemeiner ist:

AN NAN- 0
AN NANA
BN =
NAN-1
0 AN

Falls nun |A| = 1, so gilt INAN71|+ |AN] = N+ 1 und daher N+ 1 < ||BN||s <
I/]ls. Es folgt:

N+1<|INs
= ITMNT Y5 = | Tlls - IMIEY - IT~YIs
= ITMNT Y5 = ITlls - 1N - IT ls = ITlls - IT s
=1.

Dies ist aber ein Widerspruch, wenn nicht B = (A) eine 1 X 1-Matrix und
damit BN = (AN) ist. Alle Jordanblocke haben also Grofle 1 und es gilt

dim Eig(M, A) = mult,(det(M — tE))

fiir alle A mit [A| = 1.

. Fiir diesen Beweis benotigen wir einige Notationen. Essei K = 1,2, ..., 6}.

Fiir j € K sei My(j) = {i | pij > 0} die Menge der von j in einem Schritt
erreichbaren Zustdnde.

Fir Ky C K sei

M;(Ko) = U M;(j)

jEK@

die von der Knotenmenge Kj in einem Schritt erreichbare Knotenmenge.
Rekursiv definieren wir nun

Mt(KO) =M (Mt—l(KO))

als die Menge, der in genau ¢ Schritten von Ky erreichbaren Knoten.

Seijetzt A ein Eigenwert mit|A| = 1und seix' = (x1, ..., x) ein zugehoriger
Eigenvektor von M'. Seien ferner y = max{|x;|} und Ko = {j | |x;| = y} C
{1,...,k}. Dann gilt fiir j € Ko:

k k k
y=lxjl=lxj- Al = |in‘Pij| < Z|xi| “pij < y'ZPi/‘ =Y
i-1 izl i-1

so dass tiberall Gleichheit gelten muss. Insbesondere ist
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k k
D i pil = )bl
i=1 i=1

und daher sind fiir i,k € Mi({j}) (d.h. pi # 0 # pj,) die Zahlen x;, x;,
komplexe Zahlen, die in die gleiche Richtung zeigen. Also: x; = x;, Vi,h €
M;(j). Genauer:

xj-A:

k
i=1

k
Xi*Pij = Xk ) Pij = Xn-
i=1
Es sei jetzt fiir j € Ko fest gewdhlt. Es gilt: R = {k | xx = x;} # 0. Dann
ist Mi(R) # 0 und x;, = Ax; Yh € My(R). Fir i € My(R) # 0 gilt x; =
Axjt. Da alle My(R) # 0 und in K enthalten sind, kann die Vereinigung
M;i(R) U - -+ U Mi(R) nicht disjunkt sein. Also existieren Indizes s, ¢, s # ¢,
so dass
0 # Ms(R) N My(R).
Firi € My(R) N My(R) gilt: x; = A" xj = A°-x; = A5 =1
O

Im Allgemeinen konvergiert die Folge (MM)yen nicht. In jedem Fall stellt
sich heraus, dass & Y, M* konvergiert. Dies ist Gegenstand des folgenden
Satzes.

Satz 41.25 (Ergodensatz). Sei M eine stochastische Matrix.

1. Dann existiert der Grenzwert

und es gilt: Q* = Q = QM = MQ.

2. Der Rang s = rang Q ist die Dimension dim Eig(M, 1). Q beschreibt die Pro-
jektion auf diesen Eigenraum.

3. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |A| = 1, dann gilt: Q = lim,, . M".

4. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit |A| = 1 und gilt dim Eig(M, 1) =1,
s0 ist
Z1 ... 21

Q=1lmM"=
n—oo
Zk e Zk
mitz = (z1,...,zk)" eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Zustandsmenge
{1,2,...,k}. z ist dabei der eindeutig bestimmte Eigenvektor zum Eigenwert

A=1mit Y z =1
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Liegt der letzte Fall vor, so nennt man M eigenwerteinfach und der Markovsche
Prozess konvergiert fiir jede beliebige Anfangsverteilung m = (my, . .., Ti)t gegen die
Verteilung z.

Beweis. 1. Sei]=T-M-T~!die Jordansche Normalform von M. Dann gilt:

1 i _ 1 i -1
~) J=o T (ZM) T
i=0 i=0
Wir betrachten daher die Folge 1 - Yo T Sei dazu
Al 0
- .
0 A

ein Jordankéstchen von J. Wegen der Struktur der Jordanmatrix gentigt
es namlich offenbar, die Konvergenz von

,}E’&; ZB’

zu untersuchen: Wir wissen bereits, dass |A| < 1, da M stochastisch ist, und
betrachten zundchst den Fall [A| = 1. Dann ist B = (A1) eine 1 X 1 Matrix
nach Teil 4 von Satz 41.12. Im Fall A = 1 ergibt sich daher: 1 Z LA =1,
Ist aber A eine andere m—te Einheitswurzel, also A # 1, A™ = 1 so ist

m—1 /\, /\m _ o

i=0
und daher
1 n—-1 1 m—l 2m— m—1
|—Z/\i| = Z +Z)U)<— o+ Z | < .
n i=0 1’l z=0 i=m i=.. =n-m n

Die obige Summe konvergiert also gegen 0 fiir n — oo.

Wir haben nun noch den letzten Fall |A| < 1 zu untersuchen. Es gilt:

2
A1 0 vl o
B=| . | B= R
.1 .
0 1 . 2A
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und allgemein:

01 0
SRR N
B'=(AE, + " ),
0 0
also:
01 0 01 0
. !
-1 -2
AME, + 1A 1 +(2)A 1
0 0 0 0
01 0y
l I—r ". ".
+~-+(r)/\ 1
0 0

SchliefSlich ergibt sich:

(i)/\l—l (é)/\l—z (ril)Al_H—l

0 Al

Nun gilt fiir einen der Eintrége, z.B. einen auf der j—ten Nebendiagonalen:

()| 20

1=0 1=0
1 a1
<Z( )|A|l ] ]'@(1—x)]x:|)\| = LJEC

(da X = 1+x+--+x'+-- und somit £ (L) = - +1(1=1) - (1= j+1)x ).
Diese Summe ist also beschrankt und es folgt:

M

Letztlich ergibt sich somit im Grenzwert also nur fiir A = 1 eine Matrix,
die nicht die Nullmatrix ist:

1 ]'—>0.

n—00
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1%, (E0
JE&;;]‘(OO'

wobei s = dim Eig(M, 1) und E; die s X s-Einheitsmatrix ist. Damit gilt:

2 _ -1 Es 0 -1 Es 0
Q=T (0 olTT g o7
2
1 (EsOV o 1 (Es O\
=T loo) T=T |00)T=9
Schliefilich ergibt sich fiir QM:
n-1

n—1 1
OM = hm(1 Lim MM = lim — ) M"™*!

n—oo\n =0

1
n—>oon+1(ZMl) - Q

= lim

Die vorletzte Gleichheit folgt dabei aus lim,, .« ;17 = 1und lim;, e %MO =

0. Die umgekehrte Richtung MQ = Q lasst sich analog zeigen.

rang Q = dimEig(M,1) = s ist klar. MQ = Q besagt, dass die Spal-
ten Eigenvektoren von M zum Eigenwert A = 1 sind. Insbesondere ist
also Bild Q C Eig(M,1) und es gilt Gleichheit, da wir ja wissen, dass
dim Bild Q = rang Q = dim Eig(M, 1).

. Ist A = 1 der einzige Eigenwert von M mit [A| = 1, so haben wir B" — 0

fiir alle Jordanblocke zu Eigenwerten A, A # 1, wie wir bereits im 1. Teil
dieses Beweises gesehen haben. Daher gilt: M" — Q.

. Da M eine stochastische Matrix ist, istauch M! fiir jedes  eine stochastische

Matrix, also auch der Mittelwert 1 17y M und der Grenzwert Q. Ist nun
A =1 der einzige Eigenwert mit |[A| = 1 und dim Eig(M, 1) = 1, dann sind
wegen QM = Q < M'Q' = Q' die Zeilen von Q Eigenvektoren von
M' zum Eigenwert 1. Dies sind aber Vielfache von (1,...,1)!, denn

1 k
(maj, ..., mgj) - | =Zmij=s~1,
1 i=1

weil die Spaltensummen von M bekanntlich 1 ergeben, so dass insgesamt

1 1
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Damit folgt:

Z1 ... 21

Q=

Zk .o Zk
Nattirlich gilt auflerdem Zle zi = 1. Also ist z = (z1,...,2)" ein Eigen-
vektor von M zum Eigenwert A = 1 von M und somit auch die stationére
Limesverteilung auf dem Zustandsraum.

O

Der Ergodensatz liefert gemeinsam mit dem vorigen Satz ein recht gutes
Verstdndnis des Verhaltens von Markovketten. Als Illustration betrachten
wir zum Abschluss der Behandlung dieses Themas noch ein Beispiel:

Beispiel 41.26. Wir betrachten das graphische Modell in Abb. 41.6.

2/3 1/3 3/4
2/3

Abbildung 41.6. Eine Markovkette, die durch ein graphisches Modell gegeben ist.

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist:

0
M=

O W= WIN
N Y (6%
®IN O wi=

Es ist leicht nachzurechnen, dass M nur einen Eigenwert A mit |[A| = 1 hat,
auch wenn Multiplizitidten gezdhlt werden, und zwar den Eigenwert 1.

Nach dem Ergodensatz hat demnach lim,_,., M" die Gestalt (z,z,z), wobei
z = (21,22, 23)" der eindeutige Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, fiir den z; +
z +z3 = 1 gilt. Eine kurze Rechnung liefert fiir den Eigenraum:

Eig(M,1) = {(01,02,03) | o1=03 02 = %vl}.

Die Bedingung z; + z; + z3 = 1 ergibt damit: %zl = 1, fiir die Grenzverteilung
erhalten wir also schliefslich:

(21/22,23)t = (i/ i, i)t
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Aufgaben
Aufgabe 41.1 (Matrixnormen). Zeigen Sie, dass die zur Supremumsnorm

gehorige Matrixnorm die Zeilensummennorm ist, also dass fiir alle A € R™"
gilt:
n
max |[|Ax|lc = max E |aijl.
xeR" ||x]|0=1 i=1,2,..,n 4 7
]:

Aufgabe 41.2 (Labyrinth). Betrachten Sie das folgende Labyrinth, in dem
sich eine Maus bewegt:

1‘2‘3
4‘5‘6

Befindet sich die Maus in Kammer j, so bleibt sie mit Wahrscheinlichkeit
% dort und wechselt mit Wahrscheinlichkeit %}) in die Kammer i, falls von

Kammer j genau w; Tiiren abgehen und eine davon in Kammer i fiihrt. Stellen
Sie die Ubergangsmatrix A = (ai})ij=102,.6 auf, zeigen Sie, dass der Grenzwert
limy_,e A existiert und bestimmen Sie diesen.

Aufgabe 41.3 (Markovketten). In einer Fabrik arbeiten 5 Maschinen des glei-
chen Typs. Intakte Maschinen fallen pro Tag mit Wahrscheinlichkeit p aus.
Maschinen, die am Anfang eines Tages defekt waren, sind bis zum nichsten
Tag wieder repariert. Wir beschreiben das System durch die Anzahl x der zu
Beginn eines Tages intakten Maschinen. Stellen Sie die Ubergangsmatrix A
zwischen den moglichen Zustinden des Systems auf, zeigen Sie die Existenz
des Grenzwertes limy_,, A¥ und berechnen Sie diesen.

Aufgabe 41.4 (Grenzverteilung von Markovketten). Wir betrachten eine
Markovkette mit der folgenden Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten:

M = (pij) =

XN O W=
O Wi WIN
QW= O wWIN

Zeigen Sie, dass eine eindeutige Grenzverteilung existiert und bestimmen Sie
diese.

Aufgabe 41.5 (Zum Satz von Gerschgorin).
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1. Zeigen Sie die folgende Version des Satzes von Gerschgorin: Sei A = (a;;) €
C™" und sei b ein Eigenwert von A mit Eigenvektor ‘(vy,...,v,). Sei iy
der Index, fiir den |v;| maximal wird. Dann gilt: [b — a;; | < Z}Ll,j#io |aiyil,
d.h. der Eigenwert b liegt in einem sog. Gerschgorin-Kreis um a;,;, mit
Radius Z’]/l:l,]¢10 |ﬂ,0]|.

Hinweis: Betrachten Sie |v;,| - [b — aj,i, |-

2. Benutzen Sie ein Computer Algebra System (z.B. Maple), um die Eigen-
werte und Eigenvektoren der Matrix

-5 -0.1 -4
0 2 01
0.1-085 3

zu berechnen. Zeichnen Sie die Gerschgorin-Kreise und die Eigenwerte
in ein gemeinsames Koordinatensystem.
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Hidden Markov Models

Hidden Markov Models (versteckte Markov Modelle) sind beispielsweise
wichtig in der Bioinformatik, der Sprach- und Mustererkennung, maschinel-
lem Lernen, Spamfilter, Gestenerkennung sowie Schrifterkennung.

Mit Hilfe der Theorie aus dem Abschnitt tiber Markovketten werden wir
u.a. nach der wahrscheinlichsten Zustandsfolge suchen, die eine gegebene
Beobachtung hervorgerufen haben konnte.

42.1 Grundlegende Fragen

Definition 42.1. Ein Hidden Markov Model (kurz HMM) ist ein Tupel
A=(M,B,m,V)

aus einer stochastischen (k X k)-Matrix M = (p;;) der Ubergangswahrscheinlich-
keiten zwischen den Zustinden z € {1,2,...,k}, einem sogenannten Alphabet V
mit v Zeichen, einer (k X v)-Matrix B = (bi) mit byy > 0 und Y.;_; biy = 1 (den
sogenannten Emissionswahrscheinlichkeiten) und einer Anfangsverteilung m,
einem k x 1-Vektor.

Der stochastische Prozess startet, indem wir gemdfs t einen Anfangszustand zufillig
withlen und weiter zufillig gemdifs M eine Folge von Zustinden generieren. Fiir insge-
samt T Schritte ergeben sich somit Zustinde z1, . .., zr. In jedem Zustand z; schreibt
das Markovmodell einen Buchstaben S; € V und zwar den x—ten Buchstaben mit
der Wahrscheinlichkeit biy, falls z; = i. Fiir den Beobachter ist nur die Zeichenfolge
S1,..., St sichtbar (darauf bezieht sich das Attribut versteckt im Namen).

Bzgl. Hidden Markov Models gibt es einige besonders interessante Fragen:

Frage 42.2 (Die grundlegenden Fragen bei Hidden Markov Models).
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1. Das Modell A = (M, B, i, V) sei bekannt. Wie konnen wir zu einem gegebenen
S =54,...,Sy die Wahrscheinlichkeit P(S | A) berechnen?

2. Gegeben S und A. Welches ist die Folge von Zustinden zi,...,zr, die am
wahrscheinlichsten diese Zeichenkette generiert hat?

3. Gegeben seien nur S und lediglich einige grundlegende Annahmen iiber das
Modell, etwa die Anzahl der Zustinde oder der Graph. Welches ist das Modell
(M, B, n, V), das S am wahrscheinlichsten generiert hat?

In den folgenden Abschnitten geben wir algorithmische Losungen fiir all
diese Probleme.

Beispiel 42.3. Ein Spieler besitzt eine faire und eine gezinkte Miinze, bei der
Zahl wahrscheinlicher ist. Er setzt sie allerdings nur manchmal ein, damit es
nicht zu sehr auffallt.

e Das Alphabeth ist V = {0, 1} (0: Kopf, 1: Zahl).
e Esgibt k = 2 Zustdnde (1: faire Miinze, 2: gezinkte Miinze).

o M= (pj)= (8? 8;), die Ubergangsmatrix zwischen den Zustinden.

11
e B=(by) = (? ;), Matrix der Emissionswahrscheinlichkeiten (erste Zeile

11
fur die faire Miinze, zweite fiir die gezinkte).

e 71 =(},1) (zu Anfang wihlt der Spieler die Miinzen mit gleicher Wahr-

scheinlichkeit).

Die vom Spieler tatsdchlich verwendete Miinzfolge ist z = (zy, ..., zr); sie ist
dem Beobachter nicht bekannt. Er sieht nur die tatsdchlichen Ergebnisse S;
der Wiirfe.

42.2 Die Vorwirtsmethode

Fiir einen Zeitpunkt f € {1,2,...,T} und einen Zustand i € {1,2, ..., k} setzen
wir:
(i) := P(Sq1,...,S5,zi = 1| A).

Dann gilt nach Definition zunéchst a1(i) = P(S1,z1 =i | A) = 7; - B(i, $1) und
weiterhin

k
apa(i) = ) B, Sua) - pij - ()
j=1
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furte{1,2,...,T -1}, da die Markovschritte und die Zeichenwahl unabhin-
gig voneinander sind. SchliefSlich ergibt sich:

P(S|A) =

1

k
ar(i).
=1

Wir verdeutlichen dieses Verfahren an einem Beispiel, dhnlich dem einfach
zu durchschauenden Miinzwurf-Problem von oben:

Beispiel 42.4. Wir betrachten ein Wiirfelspiel im Casino mit einem gelegent-
lich verwendeten unfairen Wiirfel (Abb. 42.1). Es gibt also genau zwei Zu-
stinde: entweder verwenden wir den fairen (z = 1) oder den unfairen (z = 2)
Wiirfel.

EL T O,

Abbildung 42.1. Wiirfelspiel mit einem gelegentlich verwendeten unfairen Wiirfel.

Die Anfangsverteilung sei: 7 = (1,0)". Ferner nehmen wir an, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustinden der folgenden Matrix

geniigen:
[ p 1-g) (0905
M_(l—p q )‘(0.10.5 '
Eine Moglichkeit, einen unfairen Wiirfel zu basteln, ist es, einfach statt der 6
eine 1 aufzudrucken. Dies fiihrt zu den Wahrscheinlichkeiten:

|1]2[3]4[5]6
111111
ar O = (3 111
66656860

unfair 2) | 2|2 ||1]1]0

Dies ist allerdings etwas offensichtlich. Ein zwar schwieriger herzustellender,
aber nicht so leicht zu enttarnender Wiirfel ist der folgende:

Fiir die nachfolgende Beispielrechnung nehmen wir an, dass der Croupier
entweder den fairen Wiirfel oder aber den zweiten (schwierig zu bauenden)
unfairen Wiirfel verwendet. Er wiirfelt drei Mal und erhilt die Zahlen 1, 2, 6.
Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Ausgang (S = 126) ist: P(126 | A). Nach
obigem Verfahren miissen wir, um diese zu ermitteln, die a;(i) berechnen:
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al)=1-1=1, @ =0-1=0,
m1)=1-09-140=2,  wm@)=}-01-1=1
Daraus erhalten wir
as(1) = %'0'9'06;294-%.0'5'% = % ~ 0.00403,
as(2) = 11—0 -0.1- (;—29 + 11—0 -0.5- % = 1857562 ~ 0.000417
und damit letztendlich:
P(126 | A) = a3(1) + a3(2) = 48 ! = L ~ 0.0044.

10565 5232 225

Diese sogenannte Vorwartsmethode beantwortet die erste Frage aus 42.2. Wir
werden sehen, dass die a;(i) aber auSerdem fiir weitere Rechnungen niitzlich
sind.

42.3 Riickwartsmethode

Eine andere Moglichkeit zur Berechnung der gleichen Wahrscheinlichkeit
P(S | A) ist die Riickwédrtsmethode.

Wir setzen dazu furie€ {1,2,...,k}und t € {1,2,..., T —1}:
Bi(@) := P(S¢41,...,S1,z¢ =i | A) und Br(i) :=1.

Diese konnen wir rekursiv fiirt € {T - 1,...,2,1} durch

k
Bi(i) = Y B(j,St1) - pji - Bra(j)
=1
berechnen und erhalten schliefSlich P(S | A) = Z};ﬂ B(j, S1) - 7tj - pa(j)

Fiir das Beispiel von oben ergibt sich natiirlich auch mit dieser Methode das
gleiche Ergebnis: P(126 | A) = 5=.

Die Rechnung verlauft wie folgt:

ps(1) =1, ps(2) =1,
Bo(1) =2-09-1+%-01-1=28  B2)=1-05-1+:-05-1=25,
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Daraus ergibt sich:

1 96 1 8 432+ 4.8 2
P) =095 +5 015 =T a0 ~ 723
1 96 1 8 8
Fi2) =505 5 +5:05 55 = 5510
Schlief$lich erhalten wir:
1
PA261A)= 2 1-fi() +0-piD) = 555 32 = 55z ~ 0.0044,

was wir mit der Vorwéartsmethode ja bereits berechnet hatten.

42.4 Raten der Zustandsfolge

Gegeben seien Sy, ..., St und A. Wir wollen die Zustandsfolge zy, . . ., zr raten,
die mit grofiter Wahrscheinlichkeit zu Sy, ..., St geftihrt hat. In den obigen
Beispielen entspricht das der Suche nach den Zeitpunkten, zu denen der
Spieler den falschen Wiirfel bzw. die falsche Miinze eingesetzt hat.

Dazu setzen wir
yi(i) = P(z; = 1] 5,2)
= P(Zt =i|51,...,St,/\)-P(Z,g :i|st+1,...,ST,A).

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zustandsfolge zy, . . ., zr im Zeitpunkt
tim Zustand i war, unter der Annahme des Modells /A und der Beobachtung

S.DaP(A|B) = P(AOB) lasst sich dieser Ausdruck wie folgt schreiben:

P(B)
y (1) — P(Zt = ilsll"'lst IA) . P(ZL‘ = i,St+1,...,ST |A) — af(l)ﬁf(l)
! P(S1,...,5¢ | A) P(Sis1,...,57 | /) P(S|A) -

Mit Hilfe der Werte (i), B(i) aus der Vorwérts- und der Riickwartsmethode
konnen wir also die y;(i) berechnen. Ein Ansatz, um daraus die wahrschein-
lichste Zustandsfolge zy, . .., zr zu erhalten, ist nun folgender: Wir wihlen z;
so, dass y¢(z) = max;(y4(j)).

Beispiel 42.5. . ..

Die beschriebene Methode zum Raten der Zustandsfolge ist nur eine ,lo-
kale Optimierung”. Sie kann sogar Zustandsfolgen zi, ..., zr auswéhlen, die
unmoglich sind, d.h. fiir die p,,,,,, = 0 fiir ein ¢ gilt. Es ist also noch keine
perfekte Antwort auf die zweite Frage aus 42.2.
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Eine Alternative ist der Viterbi-Algorithmus, der im Allgemeinen algorith-
misch weniger aufwendig ist und der in der Praxis sehr hédufig eingesetzt
wird. Beispielsweise kann man mit seiner Hilfe ndmlich den Optimalemp-
fanger fur verzerrte und gestorte Kandle berechnen.

Der Viterbi-Algorithmus wird daher heutzutage in Handys und Wireless
LANSs zur Entzerrung oder Fehlerkorrektur der Funkiibertragung verwen-
det. Siehe auch [ , S. 57] fiir eine originelle Sichtweise auf den Algorith-
mus. Im Internet gibt es ebenfalls viele Informationen dartiber. Auch in der
Geometrie kann man den Viterbi-Algorithmus einsetzen, beispielsweise bei
der Entstorung von Punkten, die beim Einscannen mit einem 3d-Scanner
anfallen.

42.5 Baum—Welch: Verbessern des Modells

Wir mochten jetzt die dritte Frage aus 42.2 angehen. Gegeben sei dazu ein
Modell A = (M, B, 7, V) und eine Zeichenkette S. Wir wollen die Parameter
des Modells verbessern, so dass S mit grofierer Wahrscheinlichkeit ausge-
geben wird (,,aus Beobachtungen lernen”). Der dafiir verwendete Baum-
Welch-Algorithmus ist ein Spezialfall des EM-Algorithmus (Expectation—
Maximation), siehe [ , Theorem 1.15, S. 19].

Expectation Step:

Zunichst bestimmen wir mit der Vorwirts—Riickwirts—-Methode die Wahr-
scheinlichkeiten a;(i) und (i) dafiir, dass die verborgene Zustandsfolge
Z1,...,2z7 im t—ten Schritt im Zustand i war, unter der Annahme, dass das
Modell A ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, im t—ten Schritt vom Zustand
jin den Zustand i zu wechseln durch

&, ) = Pzt = jyzts1 =11 5, A)

_ Bra()) - B, St11) - pij - ()
h P(S|A)

gegeben. Nach Definition gilt: y(j) = P(z; =i | S, A) = 25:1 &, §).
Maximation Step:

Wir verwenden die Wahrscheinlichkeiten aus dem Expectation Step, um aus
der Beobachtung S die Parameter des zugrunde liegenden Modells A zu
schitzen. Das wahrscheinlichste Modell A = (Z\_/L B,7, V) fiir die Beobachtung
S hat, unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeiten &(i, j) und y(j)
zutreffen, die Parameter:
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D Winp L&) g Yiso () _ .
. B , :— ;= .
b= TG YT g Y

Fiir das intuitive Verstdndnis dieser Formeln mag es helfen, Zghler und Nen-
ner jeweils als Mittelwerte zu sehen, z.B.:

5= 1 Z Et(l])
TOT-1 Ly L)

Nach Theorem 1.15 aus | ] gilt tatsdchlich, dass sich das Modell hierbei
hochstens verbessert hat:

P(S|A) = P(S| A).

Mit dem verbesserten Modell A kénnen wir zuriick in den Expectation Step
gehen und das Verfahren so iterieren.

Aufgaben

Aufgabe 42.1 (Wettervorhersage). Wir betrachten eine etwas vereinfachte
Klassifikation des Wetters in die drei Zustdnde S; = regnerisch, S, =bewélkt,
S; = sonnig. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustinden
seien bekannt und durch die folgende Matrix gegeben:

040201
03060.1].

0.30.20.8

Diese Matrix ist so zu verstehen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen
regnerischen Tag ein sonniger folgt, 0.3 ist. Tag 0 sei sonnig. Wie grofs ist die
Wahrscheinlichkeit, dass an den Tagen 1,2,...,7 das Wetter sonnig, sonnig,
regnerisch, regnerisch, sonnig, bewolkt, sonnig auftritt?

Aufgabe 42.2 (Wettervorhersage). Wir betrachten das Wetter-Modell aus der
vorigen Aufgabe. Was ist, falls Tag 0 bewolkt ist, das wahrscheinlichste Wetter
fur die Folge der Tage 1,2, ...,4 bzw. fiir die Folge der Tage 1,2,...,5?

Aufgabe 42.3 (Baum-Welch-Algorithmus). Ein Hidden-Markov-Modell mit
3 Zustanden und 3 Buchstaben hat die folgenden Sequenzen der Lange 20
erzeugt:
(a,a,a,b,b,b,b,b,b,b,b,c,c,a,b,b,b,b,b,b)
b,b,c,c,c,c,a,a,a,b,b,c,ca,a,a,b,c.c a)
(a,b,c,c,a,b,b,b,b,b,b,c,c,c,a,ab,ccc)
(b,b,b,c,c,a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,a,a,a,b)
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Finden Sie mit Hilfe des Baum-Welch-Algorithmus ein Hidden-Markov-
Modell, das diese Sequenzen mit moglichst grofser Wahrscheinlichkeit re-
produziert.



43

Pseudozufallszahlen und
Monte—-Carlo-Simulation

Es gibt viele Situationen, in denen probabilistische (das heifst von Zuféllen
abhédngige) Algorithmen wesentlich besser geeignet sind, ein Problem zu
behandeln, als deterministische.

Hierfiir benotigt man allerdings Zufallszahlen; da Computer heutzutage tib-
licherweise aber deterministisch arbeiten, muss man auf sogenannte Pseudo-
zufallszahlen ausweichen. Tatsdchlich gibt es deterministische Algorithmen,
die Zahlenfolgen liefern, die recht zuféllig aussehen und in vielen Anwen-
dungsbereichen auch gut an Stelle von Zufallszahlen verwendet werden kon-
nen.

In sicherheitsrelevanten Situationen muss man allerdings oft auf tatsdchlich
zufallige Zahlen zuriickgreifen, wie sie beispielsweise bei Signalrauschen
auftreten: z.B. thermisches Rauschen von Widerstanden (in Serie auf Intels
i810 Chipsatz). Solche Hardware-Losungen besprechen wir hier allerdings
nicht.

43.1 Lineare Kongruenzgeneratoren

Definition 43.1. Eine Folge von Pseudozufallszahlen ist eine Folge von Zahlen,
die zwar mit einem deterministischen Algorithmus generiert werden, die aber zu-
fiillig aussehen. Hierbei ist zufdllig aussehen nicht exakt definiert, sondern meint
nur, dass es moglichst wenig Tests geben soll, die die Determiniertheit der Folge
erkennen.

Ein erstes Kriterium fiir einen guten Pseudozufallszahlengenerator ist sicher-
lich, dass die auftretenden Zahlen gleichverteilt sind. Dieses erfiillt schon der
einfache lineare Kongruenzgenerator: Wir wéahlen Zahlen a,c, M € IN, sowie
eine Anfangszahl (auch Saat, engl. seed, genannt) xo € {0,1,...,M — 1}. Die



588 43 Pseudozufallszahlen und Monte—Carlo-Simulation

weiteren Pseudozufallszahlen x; € {0,1, ..., M} werden nun folgendermaflen
berechnet:
Xiy1 =a-x;+c mod M,

d.h. Rest der Division der Zahl a - x; + ¢ durch M (siehe dazu Abschnitt 3.2).

Es ist klar, dass sich die Folge spétestens nach M Schritten wiederholt, da es
ja hochstens M verschiedene x; gibt. Die Anzahl der Iterationen, nach denen
sich eine Wiederholung einstellt, heifst Periode des Pseudozufallszahlen-
generators (manchmal auch Periodenldnge genannt). Offenbar mochte man
diese moglichst groff machen, wenn man gute Pseudozufallszahlen haben
mochte. Auf einem 32-Bit-System wird man M daher moglichst nahe an 2%
wihlen, allerdings unter Beachtung der Tatsache, dass die erzeugte Folge
moglichst zuféllig erscheint.

Beispiel 43.2. 1969 wurde fiir das IBM System/360 ein Zufallsgenerator ent-
wickelt (der sogenannte minimal standard), fir den M =23 - 1,4 = 7° =
16807, c = 0 gilt; dies ist eine recht brauchbare Wahl. Im Taschenrechner TI-59
wird a = 24298, ¢ = 99991, M = 199017 verwendet.

Bei der Wahl der Parameter ist Vorsicht geboten; so sollten beispielsweise a
und c im Verhéltnis zu M nicht zu klein gewé&hlt werden, weil dann immer
lange aufsteigende Sequenzen von Zahlen erzeugt werden. Doch es gibt
auch weniger offensichtliche Fehlerquellen, die ein unbedachter Einsatz der
Algorithmen durch den Menschen hervorrufen kann:

Beispiel 43.3. Zwecks einer schnellen Laufzeit wurde in den 70er Jahren fiir
einen IBM—-Rechner der sogenannte RANDU Algorithmus verwendet, fiir
den M = 23 und a = 2'° + 3 gilt. Teilt man die davon erzeugten Zahlen in
3—er-Blocke ein und fasst die Zahlen als Punkte im Dreidimensionalen auf,
so liegen alle auf nur 15 Ebenen, sind also gar nicht zuféllig verteilt.

43.2 Der Mersenne-Twister

Der Mersenne-Twister ist ein Pseudozufallszahlengenerator, der 1997 von
Matsumoto und Nishimura entwickelt wurde. Die verbreitetste Variante ist
der MT 19937, der eine Periodenldnge von 2197 — 1 aufweist (das ist eine
sogenannte Mersenne-Primzahl, d.h. eine Primzahl der Form M¥ -1 mitM €
IN und p prim, daher der Name des Generators). Er ist sehr schnell und liefert
sehr gleichverteilte Zahlenfolgen. AuSerdem sind alle Bits fiir sich genommen
gleichverteilt. Dieser Pseudozufallszahlengenerator ist also in nahezu jeder
Hinsicht besser als die Kongruenzgeneratoren. Recht detaillierte Information
dazu finden sich beispielsweise auf der Webseite uep: /ae.uikipeaia.oro it rersenne-ruister.


http://de.wikipedia.org/wiki/Mersenne-Twister
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43.3 Testen von Zufallsfolgen

Im Laufe der Jahre wurden verschiedene Tests entwickelt, um fiir eine gege-
bene Folge von Zahlen zu tiberpriifen, ob sie zufillig aussieht oder nicht.

43.3.1 x*-Test

Mit dem x*-Test kénnen wir bekanntlich die Gleichverteilung einer Menge
von Zahlen x; {iberpriifen (siehe Abschnitt 39.6). Wir teilen die Zahlen dazu
wieder in k Kategorien ein, und zwar indem wir sagen, dass x; zur Kategorie
s gehort, wenn

s—1 <8

<X

Die Zahlen Z;, j = 1,2,...,k geben dann an, wieviele Zahlen zu welcher
Kategorie gehoren. Die Zufallsvariable

k
v (Zi—np)?
Y = ; T

ist dann wieder anndhernd )(i_l—verteilt, wobei n die Anzahl der Zufallszah-
len und p; = £ fiir jedes j ist.
Leider ist der x?>-Test auf Gleichverteilung kein Test, aus dem man unbedingt

auf die gute Qualitdt des Pseudozufallszahlengenerators schlieffen konnte,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 43.4. Fur M = 5,a = 1, ¢ = 1, also xi41 = x; + 1 mod 5, sind die
erzeugten Zahlen perfekt gleichverteilt, doch sicherlich keine guten Pseudo-
zufallszahlen.

43.3.2 Run-Test

Mit einem Run-Test kann man die erzeugten Zahlen x; auf Unabhéngigkeit
priifen. Ein Run ist eine Teilsequenz aufeinanderfolgender Zahlen, die gewis-
se Eigenschaften erfiillen. Oft verwendet man hierfiir den Run-Up-Test und
den Run-Down-Test; fiir den Run-Up-Test verwendet man die Bedingung

Xiy1 = Xi

und fiir den Run—-Down-Test
Xiv1 < Xj.

Beispielsweise beginnt die Folge
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(3,3,6,7,8,3,2,1)
mit einem Run-Up der Lange 5 und endet mit einem Run-Down der Lange

4.

Fiir die Auftrittswahrscheinlichkeit von Runs der Lange | > 2 innerhalb einer
Folge von gleichverteilten Zahlen in einem festen Bereich gilt nun

I

P(Run der Lange /) = T

weil, falls bereits [ — 1 Zahlen aus dem Bereich gewéahlt wurden, nur noch
etwa } der Zahlen existieren, die grofer als die grofite bzw. kleiner als die
kleinste Zahl sind und schliefSlich l%l der Zahlen den Run beenden konnen.
Beispielsweise beenden bei bereits zwei gewéhlten Zahlen etwa 3 der Zahlen

den Run, so dass P(2 — Run) ~ 3 gilt.

Wendet man diesen Test auf die triviale Folge aus Beispiel 43.4 ein, so zeigt
sich die mangelnde Qualitét sofort, da es nur aufsteigende Runs der Lange 5
gibt.

Eine Variante dieses Tests ist der in Beispiel 39.3 verwendete, wo wir in einer
0-1-Folge Runs betrachtet haben, die nur aus gleichen Ziffern bestanden.

43.3.3 Spektraltest

Der Spektraltest liefert als Ergebnis, wie viele aufeinanderfolgende Zahlen
noch als unabhingig gelten konnen und wie gut sie unabhingig sind. Eine
moglichst grofle Zahl ist hier also giinstig. Das geschieht durch Zahlen

Vo,V3,...,

die fiir jeweils 2, 3, ... aufeinander folgende Pseudozufallszahlen deren Qua-
litat angeben.

Beispiel 43.5. Der Spektraltest liefert fiir den schlechten Generator 43.3 auch
schlechte Werte:

Vo = 23171,1/3 ~ 10,1/4 ==V = 10.

Leider konnen wir diesen Test, der derzeit wohl einer der besten Tests ist, aus
Zeitgriinden nicht im Detail beschreiben und verweisen daher auf Literatur,
wie [ 1.
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43.4 Fehlerquelle Mensch

Wie so oft in der Informatik ist auch bei der Verwendung von Pseudozufalls-
zahlengeneratoren durch den Menschen Vorsicht geboten.

Beispiel 43.6 (Online-Casino geknackt). Beispielsweise wurde bei einem
Online—Casino die Anzahl der Millisekunden seit Mitternacht zum Zeitpunkt
des Einloggens des Spielers als Startwert fiir einen Zufallszahlengenerator
verwendet, dessen Algorithmus veroffentlicht wurde. Eine Gruppe von Ma-
thematikern hat es mit dieser Information geschafft, die Kartenfolge bei einem
Kartenspiel vorherzusagen, nachdem sie nur die ersten wenigen Karten ge-
sehen hatten, weil sie sich einfach moglichst Punkt Mitternacht einloggten
und daher nur wenige Pseudozufallsfolgen moglich waren.

Ein anderer Fall ist ebenfalls sehr amiisant:

Beispiel 43.7 (Systemuhr blieb stehen). Bei einem Gliicksspiel, dessen Gliicks-
zahlen ebenfalls von einem Pseudozufallszahlengenerator erzeugt wurden,
und dessen Startwert die aktuelle Systemzeit des Computers war, blieb eben
diese Uhr unbemerkt stehen. Dementsprechend war die Zufallsfolge am
nichsten Tag wieder exakt die gleiche wie am Vortag. Dieses (ohne den
Systemfehler) sehr unwahrscheinliche Ereignis fiihrte dazu, dass einige Ma-
thematiker errieten, dass obiges Uhr—Problem vorlag, und die daher genau
die gleiche Zufallsfolge am folgenden Tag wieder tippten. Tatséchlich hatten
die Gliicksspiel-Betreiber das Problem nicht realisiert und daher die System-
zeit des Computers nicht verdndert, so dass auch an diesem Tag die gleiche
Zahlenfolge erschien (jetzt schon bei drei aufeinander folgenden Ziehungen!).
Erst dann wurde das Phianomen geklért.

43.5 Anwendungen

Im Gegensatz zu einem deterministischen Algorithmus verwendet ein pro-
babilistischer oder randomisierter Algorithmus Zufallszahlen (oder Pseu-
dozufallszahlen), um den Ablauf zu steuern. Solche probabilistischen Algo-
rithmen, die eher den Charakter einer Simulation haben und nicht zwingend
zu einem korrekten Ergebnis fithren sollen, werden oft auch Monte—Carlo-
Simulationen genannt.

43.5.1 Quicksort

Damit beim Sortier—Algorithmus Quicksort der Worst Case moglichst nicht
auftritt, ist es sinnvoll, auch hier die zu sortierende Liste von Zahlen an einer
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pseudozufilligen Stelle in zwei Teillisten aufzuteilen und diese dann wie-
derum rekursiv mit Quicksort zu sortieren. Dies ergibt eine mittlere Laufzeit
von O(nlogn).

43.5.2 Buffons Nadelexperiment

Eine der geschichtlich ersten Anwendungen einer Monte-Carlo-Methode ist
Buffons Nadelexperiment aus dem 18. Jahrhundert: Ldsst man eine Nadel
der Lange 1 (idealerweise mit Dicke 0 und ohne Kopf) auf ein liniertes Blatt
Papier mit Linienabstand 1 fallen, so schneidet die Nadel eine Linie oder
auch nicht.

Es gibt dabei zwei Variablen: den Winkel 0, in dem die Nadel féllt, und den
Abstand d des Mittelpunktes der Nadel von der nédchsten Linie (Abb. 43.1).

d{ s= 1sin0

M
Nadel

Abbildung 43.1. Bei Buffons Nadelexperiment wird eine Nadel der Lange 1 auf ein
liniertes Blatt Papier mit Linienabstand 1 geworfen. Hier sind zwei der Linien gezeigt.

6 kann zwischen 0° und 180° (bzw. 0 und 7 im Bogenmaf3) variieren und
d kann nicht mehr als die Halfte des Linienabstandes betragen. Die Nadel
schneidet die Linie, falls

1
d< Esin@.

Wie oft wird dies auftreten? Abbildung 43.2 zeigt den Graph von 1 sin 0
gemeinsam mit einem umrandenden Rechteck. Punkte auf oder unter der
Kurve bedeuten, dass die Nadel die Linie trifft. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist das Verhiltnis der Fldche unter dem Graphen zu der Flache des Rechtecks.
Die Flache unter der Kurve ist

fon %sin@ do = %[— cos 0] = %-(—(—1) -(-D)=1,

wihrend die Fliche des Rechtecks 17 betrégt. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Nadel eine Linie schneidet, ist also
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Abbildung 43.2. Zu Buffons Nadelexperiment.

P( Nadel schneidet eine Linie ) = ~ 0.63662.

AN

NI
—
sy

Demnach ist
2 - Anzahl der Nadelwtiirfe

Anzahl der Linienschneidungen ~

nach dem Gesetz der grofien Zahl. Auf einigen Webseiten kann man dieses
Experiment simulieren, z.B. neep://mste.i11inois.ecu/reese/mutson/pusiava.nent. Dabed stellt man
fest, dass man fiir eine gute Anndherung der Kreiszahl meist doch mehrere
tausend Nadelwiirfe benétigt, was Buffon (freilich ohne Computereinsatz)
wohl nicht allzu hédufig ausprobiert haben diirfte.

43.5.3 Numerische Integration

Die Kreiszahl 7 kann man mit einem Computer auch folgendermafien anna-
hern: Wir wihlen pseudozufillig Punkte

P=(x,y) e[-1,1] x[-1,1]

im Quadrat mit Seitenldnge 2 und dem Ursprung als Mittelpunkt. Dann
tiberpriifen wir jeweils, ob P im Einheitskreis enthalten ist, ob also x> + > < 1
gilt. Da fiir die Wahrscheinlichkeit

. .. Kreisfliche =
P(Punkt im Kreis ) = OQuadratflache ~ 4
gilt, ist
Anzahl der Punkte innerhalb des Kreises
Anzahl der gewéhlten Punkte insgesamt

eine Anndherung fiir . Wir kénnen mit gentigend Punkten 7 also néhe-
rungsweise berechnen.


http://mste.illinois.edu/reese/buffon/bufjava.html
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Dieses Beispiel zur Bestimmung von 7t liefert eine Methode zur ndherungs-
weisen Berechnung eines Fldchenintegrals. Man kann analog auch Integrale
hoherdimensionaler Funktionen berechnen. Dies kann, insbesondere in hohe-
ren Dimensionen, tatsdchlich eine praktikable Methode zur ndherungsweisen
Berechnung des Integrals sein.

Aufgaben

Aufgabe 43.1 (Ndherungsweise Integralberechnung). Benutzen Sie ein ge-
eignetes Computeralgebra—Programm oder eine geeignete Programmier-
sprache, um mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulation das Integral

f 1 e dx
32

ndherungsweise zu berechnen. Den dafiir vom benutzten System bereitge-
stellten Pseudozufallszahlengenerator diirfen Sie hierbei verwenden.
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Einfiihrung

Numerische Methoden werden es uns schlieSlich erlauben, einige der in
den vorigen Kapiteln vorgestellten Methoden tatsdchlich am Rechner umzu-
setzen — unter Berticksichtigung moglicher Rundungsfehler, die durch die
Darstellung von Zahlen im Computer hervorgerufen werden. Beispielsweise
sind die Methoden, die im Abschnitt zur linearen Algebra zur Diagonalisie-
rung symmetrischer Matrizen gegeben wurden, nicht wirklich praktikabel
und wir geben hier eine gute Alternative.

Wegen der mangelnden Zeit konnen wir freilich nicht auf alle Aspekte ein-
gehen. Fiir wesentlich detaillierte Informationen sei daher auf die Literatur
verwiesen, wie beispielsweise [ 11 ]. Trotzdem werden wir zumin-
dest einige wesentliche Bereiche beleuchten, insbesondere jene, die mit der
Berechnung von Eigenwerten zu tun haben, was eines der grundlegenden
Problem fiir viele Algorithmen ist.

Nicht diskutieren werden wir leider die immer zentraler werdende Tatsache,
dass Parallelisierbarkeit von Algorithmen eine immer grofiere Rolle spielt.
Prozessoren mit vier Kernen sind derzeit schon selbstverstandlich und Gra-
phikprozessoren mit sogar 256 Kernen wegen des grofSen Spielemarktes na-
hezu flichendeckend im Einsatz. Da diese allerdings nur mit einer Rechenge-
nauigkeit von sehr wenigen Ziffern arbeiten kénnen (z.B. 7 oder 12), ist hierfiir
eine genaue Analyse der auftretenden Rundungsfehler besonders wichtig.
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Rundungsfehler und grundlegende Algorithmen

Bei einer Verwendung von FlieSkommazahlen sind Rundungsfehler unver-
meidlich. Wir werden an einigen Beispielen sehen, wo Rundungsfehler auf-
treten und wie man sie, wenn moglich, vermeiden kann. Aufierdem gehen
wir schon auf erste wesentliche Algorithmen ein. Fiir wesentlich mehr Details
zum Thema Numerik als wir sie hier liefertn konnen, siehe [ 11 ].

44.1 Der Gauflalgorithmus mit Spaltenpivotierung

Wir beginnen unsere Untersuchungen zu Rundungsfehlern mit einem Bei-
spiel aus der linearen Algebra. Da sich sehr viele algorithmische Probleme
letztendlich auf lineare Gleichungssysteme reduzieren lassen, ist dies ein
typisches Problem:

Beispiel 44.1. Wir nehmen an, dass wir nur mit einer Rechengenauigkeit von
3 Dezimalstellen arbeiten. Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem:

1.00-107* 1.00) (x1) _ (1.00
1.00  1.00/ {xp)  12.00/°
Die exakte Losung (auf 5 Stellen genau) ist
x1 = 1.0001, xp = 0.9999.

Auf 3 Stellen gerundet ergibt sich:

X1 = 1.00, Xy = 1.00.

Gewohnlicher Gauflalgorithmus: Welches Ergebnis liefert der gewo6hnliche
Gaufsalgorithmus? Wir stellen die erweiterte Matrix
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1.00-107* 1.00 | 1.00
1.00 1.00 | 2.00

auf und eliminieren die linke untere Position, indem wir das (1.00 - 104)~!
fache, also das 10*-fache, der oberen Zeile von der unteren abziehen. Exakt

wiirde sich hierbei

1.00-10™* 1.00 1.00
0 -9999 | —9998

ergeben, doch, da wir mit nur 3 Stellen Genauigkeit arbeiten, erhalten wir:

1.00-107* 1.00
0 -1.00 - 10*

1.00
-1.00-10% )

Hieraus ergibt sich als Losung x, = 1.00 und damit x; -1.00- 1074 +1.00 = 1.00,
d.h. x; - 1.00 - 10~* = 0.00, also x; = 0.00, was stark von der oben berechneten
tatsdchlichen Losung abweicht.

GaufSalgorithmus mit Zeilenvertauschung: Hatten wir allerdings vorher die
beiden Zeilen der erweiterten Matrix vertauscht, so hitten wir

1.00  1.00 | 2.00
1.00-10~* 1.00 | 1.00

und daraus

1.00 1.00 | 2.00
0.00 1.00 | 1.00

erhalten, da 1.00 — 1.00 - 10 = 0.9999 auf drei Stellen wieder 1.00 ergibt
genauso wie 1.00 — 2.00 - 10™* = 0.9998. Damit finden wir x, = 1.00 und
x1 = 1.00, was die richtige Losung ist.

Dieses Beispiel suggeriert, dass ein geschicktes Vertauschen der Zeilen nume-
risch wesentlich stabiliere Ergebnisse liefern kann. Dies hatten wir im Kapitel
zur Linearen Algebra zwar schon kurz erwdhnt; nun formalisieren wir dies
aber:

Algorithmus 44.2 (Gauflalgorithmus mit Spaltenpivotierung).

Input: Ein Gleichungssystem Ax = b, wobei A € R™" eine quadratische Matrix
und b € R" ein Vektor ist.

Output: Ein idquivalentes Gleichungssystem Rx = b, wobei R € R™" eine rechte

obere Dreiecksmatrix und b € R" ein Vektor ist.

Wir setzen A =: AD .= (afjl.)) und berechnen schrittweise A®D aus A® durch
Elimination nach geschickter Zeilenvertauschung:
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1. Wiihle im k—ten Eliminationsschritt A® — A®D einp € |k, ..., n}, so dass

)a;m > )112.? Vi=k... n

2. Vertausche die p—te und die k—te Zeile. Dann heifSt das neue Element in der
p—ten Spalte der k—ten Zeile Pivotelement.
3. Eliminiere die Elemente unterhalb des k—ten Eintrags in der k—ten Spalte durch

Zeilenoperationen.

Die Zeilenvertauschung im k—ten Schritt wird hierbei realisiert durch Multiplikation
von links mit der Permutationsmatrix

1 0
1
0 - .- 01
01 0
Pk= E ". E 7
0 1
10 «++ «-- 0
1
0 1

die von der Einheitsmatrix nur dadurch abweicht, dass in den Spalten k und p die 1
jeweils in der p—ten bzw. k—ten Zeile steht.

Die Elimination kann realisiert werden durch die Multiplikation von links mit der
linken unteren Dreiecksmatrix

1 0
1
Ly = ey 1 ,
o
0 Ly 0. 01

wobei |I;j| < 1 ist, weil im ersten Schritt des Algorithmus ja der grofite Wert in der
Spalte als Pivotelement ausgewihlt wurde.

Insgesamt erhalten wir also die Matrix im (k + 1)—ten Schritt wie folgt:

A®D Z P A®).
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Wie im Beispiel vorher wird also in k-ten Schritt die aktuelle Zeile mit jener
vertauscht, die in der k-ten Spalte unterhalb der k-ten Zeile den betragsmifSig
grofsten Eintrag enthilt.

44.2 Matrix-Zerlegungen

Fiir mehrfach auftretende Rechnungen mit Matrizen ist es oft hilfreich, diese
vorher in eine geeignete Form zu bringen. Ein Beispiel hierfiir ist die Zerle-
gung einer Matrix in ein Produkt aus Matrizen mit speziellen Eigenschaften,
wie etwa oberen Dreiecks-Matrizen oder Diagonalmatrizen.

Lemma 44.3. Wir verwenden die Notationen aus dem vorigen Algorithmus 44.2:
Fiir j < k gilt

Pe-Lj-Pr=1;
wobei sich Lj von L; nur durch die Anordnung der Elemente in der j—ten Spalte
unterscheidet.

Beweis. Einfaches Nachrechnen. 0O

Als Folgerung aus dem obigen Gauflalgorithmus erhalten wir die Existenz
einer Zerlegung einer gegebenen invertierbaren Matrix in eine linke untere
und eine rechte obere Dreiecksmatrix, genauer:

Korollar 44.4 (LR-Zerlegung). Sei A € GL(n,R) eine invertierbare Matrix.
Dann existiert eine Permutationsmatrix P, eine unipotente untere Dreiecksmatrix
L (d.h. mit 1-en auf der Diagonalen),

1 0

mit |l;j| < 1, sowie eine obere Dreiecksmatrix

11 - T
R = :
0 T

so dass
L-R=P-A.
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Beweis. Nach dem Gauflalgorithmus mit Spaltenpivotierung 44.2 ergibt sich
im n—ten Eliminationsschritt eine rechte obere Dreiecksmatrix R = A™ mit

A" = Ly 4Py qLyaPya - LiP1A.

Setzen wir . )
Ly1:=Ly1, Lg:=Py1- Pro1liPrsr - Py,

so sind die [ nach dem Lemma fast wieder die Ly (es sind nur zwei Werte in
der k—ten Spalte vertauscht) und es gilt:

Ly Pyt Pry1 = Py -+ Praa - Ly,

daja (P;)! = P;. Damit kénnen wir R = A™ schrittweise umformen:

R=A" =1, 4P, 1L, 2Py -+ L1P1A
= Ly1Ly2Py1PysLys -+ L1P1A
= er—lin—Zin—3Pn—lPn—ZPn—3Ln—4 ~-L1P1A
= Ly1Ly—a -+ LiPyoq - - PoP1A.
Setzen wir nun L := L,.1L,—p---L1 und P := P,_q---PyP;, so ergibt sich

R=L-P-AundmitL := (L) schlieflich
L-R=P-A,

wie behauptet war. O

Gibt es eine solche Zerlegung, fiir die P die Einheitsmatrix ist, so sagt man,
A besitzt eine LR-Zerlegung. Ein Vorteil einer existierenden LR-Zerlegung
einer Matrix ist beispielsweise, dass das Invertieren der Dreiecksmatrizen
einfacher ist als das Invertieren der urspriinglichen Matrix A.

Wie wir im folgenden Satz sehen werden, besitzen symmetrische positiv
definite Matrizen eine LR-Zerlegung. Doch nicht nur das; sie ist sogar sym-
metrisch:

Satz 44.5 (Cholesky Zerlegung). Sei A > 0, A € GL(n, R), eine symmetrische
positiv definite Matrix.

1. Dann exisitert eine unipotente untere Dreiecksmatrix L und eine Diagonalmatrix
D mit positiven Eintrigen, so dass

A=L-D-L'.
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2. Setzen wir

Vi1

dnn
und L = LND, so gilt:

A=L-I'

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten. Wir beweisen also
nur diese erste. Man kann zeigen, dass eine positiv definite Matrix A = (a;;)
positive Diagonaleintrage besitzt, d.h. a; > 0 fiir alle i. Fiir solch eine Matrix
A gilt ndmlich nach Definition v*Av > 0 fiir alle Vektoren 0 # v € R”,
insbesondere also auch fiir v = ¢;, den i-ten Einheitsvektor. Fiir diesen ergibt
sich: 0 < e,-t Aei = eit(al,-, . ,Ilm‘)t = dajj.

Elimination der anderen Eintrage der ersten Spalte von A wird realisiert von
einer Matrix L. Mit z := (asy, .. .,4,1)! schreibt sich

ot
A

und
a2t 1 0
0 _m
L1 A= . mit L1 = 1,1”
. * : ..
0 — 1

an
Die oberste Zeile konnen wir wegen der Symmetrie von A ebenfalls mit L,
eliminieren:
a1 0
Li-A-L! X
1 1 = A ’
0
wobei, wie man zeigen kann, A wieder symmetrisch und positiv definit ist.
So kénnen wir fortfahren und erhalten damit die Behauptung. O

44.3 Fehleranalyse

Die numerische Behandlung eines Problems besteht in drei Schritten aus:
Eingabe — Algorithmus — Ausgabe.

Fehler im Resultat konnen drei Ursachen haben
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Fehler in Eingabe — Fehler im Algorithmus — Fehler in Ausgabe.

Wie stark der Fehler bei exaktem Algorithmus von den Eingabefehlern ab-
héngt, misst die Kondition des Problems. Fehler, die sich wegen der Rea-
lisierungen eines Algorithmus ergeben oder fortsetzen, werden durch die
Stabilitat gemessen.

Fiir eine Zahl x € R hat ihre FlieBkommadarstellung (auch Gleitkomma-
darstellung genannt) fI(x) einen relativen Fehler

- flel _d™*t
il < 5 eps,

wenn wir auf k Ziffern im d-adischen System genau rechnen. Meist ist d = 2
oder d = 10. Es ist

k
Fl(x) = +a - d° mita = Z ad™, 0<a <d.
i=0

a ist eine d—-adische Zahl mit einer Vorkomma- und k Nachkommaziffern und
fiir den Exponentenegilte € {eyin, . .., €mar} C Z.Jenach Compiler ist das oben
definierte eps ~ 10~ oder auch kleiner. Alternativ kénnte man freilich auch
Fixkommazahlen einsetzen, bei denen also die Anzahl der Nachkommas-
tellen fest gehalten wird und nicht die Genauigkeit. Oft kommen allerdings
FlieBkommazahlen nach dem IEEE 754 Standard zum Einsatz.

44.3.1 Kondition eines Problems

Wir fassen einen Algorithmus als eine Realisierung einer Abbildung
frE—>R,

von einer Eingabemenge E C RN in eine Resultatmenge R ¢ RM auf.

Definition 44.6. Die absolute Kondition eines Problems f: E — R im Eingabe-
punkt x € E C RN ist die kleinste Zahl

Kaps = 0,
so dass fiir ¥ — x gilt:

If(X) = FOOIl < Kaps - 1% — xl| + o(]|X - x]]).

Die relative Kondition «,, eines Problems f: E — R ist die kleinste Zahl k., > 0,
so dass fiir ¥ — x:

If(®) = Ol [I% — x| 1% — x|
ILf ol SKM.( [l )+0( ]l )
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Offenbar sollte die relative Kondition moglichst klein sein. Bei Werten, die
viel grofier als 1 sind, spricht man von einer schlechten Kondition und bei
Problemen, fiir die die Kondition oo ist, von schlecht gestellten Problemen.

Bemerkung 44.7. Ist f total diffbar in x, so gilt nach Definition des Differen-
tials als beste lineare Approximation von f:

Kaps = ”Df(x)”/
die Matrixnorm des Differentials D f(x), und

[l
Krel = 77— - [[Df ().
Tl
Beispiel 44.8 (Kondition der Addition). Wir betrachten die Addition:
RS R, f(a,by=a+b.

f ist diffbar mit (Df)(a, b) = (1,1). Verwenden wir im IR? die Betragssummen-
norm und fiir Df die induzierte Matrixnorm (d.h. die Spaltensummennorm),
so ergibt sich demnach

_ lal + 16| _ |a| + |b|
la + b la+b|"

Kabs = “(1/ 1)” =1 und Krel

Falls a = —b ist, ist also x;; > 1; man spricht daher bei der Subtraktion fast
gleich grofier Zahlen von Ausléschung; diese sollte man vermeiden.

Betrachten wir beispielsweise © = 3.14159265358 . .. und 3.141 bei einer Flief3-
kommarechnung auf 4 Stellen genau: Die Subtraktion 7t — 3.141 liefert nicht
0.0005927 = 5.927-107%, sondern 3.142 — 3.141 = 1.000 - 1073, was fast doppelt
so viel ist wie das erhoffte Ergebnis.

Bemerkung 44.9. Wir haben schon im einfiihrenden Beispiel gesehen, dass
bei der Addition von FlieSkommazahlen weitere Gesetze der tiblichen Arith-
metik nicht mehr gelten. Beispielsweise dndern die Addition oder Subtrak-
tion einer betragsméafiig viel kleineren Zahl eine gegebene Zahl gar nicht
(dieses Phanomen heifdt auch Absorption):

1.000 - 10 + 1.000 - 10~3 = 1.000 - 10% + 0.000010 - 10?
=1.000 - 10? + 0.000 - 10%> = 1.000 - 10>.

Ebenso gelten im Allgemeinen weder das Assoziativgesetz noch das Distri-
butivgesetz.
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Beispiel 44.10 (Losung quadratischer Gleichungen). Wir betrachten die
quadratische Gleichung in x:

P +px+g=0

mit p, g € R. Bekanntlich hat sie wegen 0 = x> +px+q = (x+5)? = (§)*+9 <

x+b=x, /(5)2 — g die beiden Losungen

X1,2 >

Ist eine der Losungen nahe bei Null, also p ~ + +/p? — 4, so gibt diese Formel
keine guten Ergebnisse.

Eine bessere Formel erhilt man folgendermafien: Zunachst ist

o = PZSiEn®) - VP-4
2

eine ausldoschungsfreie Formel fiir x;. Wegen
(x = x)(x —x2) = x* = (x1 + X2) - X + X1 X2

liefert eine Koeffizientenvergleich mit x> + px + g die Identititen: p = —(x; +x2)
und g = x1x. Diese Eigenschaft heifit auch Satz von Vieta; mit ihr konnen
wir nun x, ebenfalls ausloschungsfrei berechnen:

Xy = i
X1
Beispiel 44.11 (Kondition eines quadratischen linearen Gleichungssys-
tems). Wir betrachten Ax = b, wobei A eine invertierbare quadratische Matrix
ist. Es gibt zwei Félle:

A fest, b variabel: f: R" — R", b — A~'b = x. Diese Abbildung ist linear und
daher diffbar mit Df = A7, also ks = [|A7}] und Ky = - - |A7Y| =

sl lA=1ol|
X] -1
IET] : ||A ”

b fest, A variabel: Die Abbildung ist nun R™" ¢ GL(n,R) - R", A — A1y,
zusammensetzbar aus A —» A~! — A~!b. Die Differenzierbarkeit des
ersten Teils ist hier aber nicht klar.

Lemma 44.12. Die Abbildung ¢: GL(n,R) — GL(1, R) € R™" = R"”, A > A™!
ist diffbar mit Differential

Dg: R” — R”,(Dg)(C) = ~A~'CA™..
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Beweis. ... 0O
Direkt ergibt sich daraus:

Proposition 44.13. Die Abbildung f: GL(n,R) — R", f(A) = A~'b, hat das
Differential Df(C) = —A~'C(A™'b) = —A~Cx.

Fiir A € GL(n,R) ¢ R” gilt daher

-1 -1
Kaps = sup [|A7Cxl| < [JAT] - [Ix]],
licl=1

also:

1Al A - -
el = = [Kassll < T= - AT - [l = AT - (LA
llxll llxll

Deshalb definieren wir:

Definition 44.14. Die Kondition einer invertierbaren Matrix A € GL(n, R) ist

K(A) = Al A7

Bemerkung 44.15. 1. Insbesondere gilt nach dem Vorgehenden fiir A €
GL(n, R):
Krel < K(A) € [1r00[

2. Nach Definition der zugehorigen Matrixnorm ist fiir A € GL(n, R):

lAll = max||Ax]|.
llxll=1

Man kann zeigen (siehe Aufgabe 44.4), dass

1
A7 = max||[A7 ]| = ————.
4710 = max A7l = e
Bemerkung 44.16. Die zugrundeliegende Vektornorm sei die euklidische
Norm ||.|| = [|.|lo. Die zugehorige Matrixnorm ist also die Spektralnorm.

1. Es gilt:
K(A)=1 < A=AB

fir gewisse A € R* und B € O(n). Mit anderen Worten: Genau die ortho-
gonalen Matrizen (also jene mit BB' = E) sind optimal konditioniert, d.h.
die Kondition ist die der Einheitsmatrix, also 1.
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2. Ist A € GL(n, R) symmetrisch, so ist

Amax
K(A) =,

min

wobei

Amax = Al = max{|A| | A Eigenwert von A},
Apin 2= JA7Y] = minf|A] | A Eigenwert von A}.

Beweis. 1. Es gilt wegen Bemerkung 44.15:

x(A) =1 & max||Ax|]| = min ||Ax|| =: A
[IxllI=1 [Ix|=1

— B:= %A erfullt ||Bx|| = 1 Vx mit ||x]| = 1
& B e O(n).

Die letzte Aquivalenz ergibt sich, weil die vorletzte Bedingung bedeutet,
dass die Lange aller Vektoren unter B gleich bleibt (weil ||B:x|| = |k|-|[Bx|| =
|lx|| fiir jedes k € R gilt und jeder beliebiger Vektor v ein Vielfaches eines
Vektors mit Norm 1 ist), aber solche Matrizen sind gerade die orthogo-
nalen, siehe S. 3.

2. Klar mit Bemerkung 44.15.
O

44.3.2 Stabilitdt eines Algorithmus

Wir betrachten eine Gleitkommarealisierung

f:E->R

eines Algorithmus f: E — R. Wir messen die Stabilitdt der Realisierung f
im Punkt ¥ € E dadurch, in wieweit er bei einem unvermeidlichen Eingabe-
fehler eps den unvermeidlichen Ausgabefehler «,,; - eps noch verschéarft. Im
Folgenden schreiben wir der Kiirze halber « := .

Der Stabilititsindex

Definition 44.17. Der Stabilititsindex o von f in X ist die kleinste Zahl ¢ > 0,
so dass

IF® - f@I_
.

0 -k -eps +o(eps) fiireps > ¥ —x — 0.
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Lemma/Definition 44.18. Fiir eine Elementaroperation o € {+,—,-, -} und ihre
Gleitkommarealisierung & € {¥,=,~, %} gilt:

o-k<1.

Beweis. & € {¥,=,%,%}. Dann gilt wegen der Definition von eps:
adb=(aob)-(1+¢)
fur ein e mit 0 < || < eps. Also:

adb—-aob
aob

_l1+e) @ob)~(@ob)
B |a o bl

= |e| < eps.

Damit folgt, weil dies ¢ ja die kleinste Zahl ist, so dass dies < okeps, ist, dass
fur den Vorfaktor gilt: -« <1. O

Beispiel 44.19. Fiir die Subtraktion fast gleich grofier Zahlen gilt x > 0, also,
nach dem Lemma, 0 < 1.

Zusammengesetzte Algorithmen

Bei der Vorwiértsanalyse eines Algorithmus f: E — R zerlegt man den Algo-
rithmus héufig in Schritte:

f=goh: R LR 5 R

Lemma 44.20. Sei f = i o § eine Gleitkommarealisierung des zusammengesetzten
Algorithmus f = h o g. Dann gilt:

Of Kf S 0p-Kp+0g- Kg - Kpe
Beweis. ... O

Folgerung 44.21. Unvermeidliche Subtraktionen moglichst an den Anfang eines
Algorithmus stellen.

Beispiel 44.22 (Summation). Wir setzen
S: R" > R, (x1,...,%,) — in.

Dies berechnen wir rekursiv durch s,, = s,,-1 © «;;, wobei

A R" = R, (xq,...,0,) = (X1 4 X2,X3,. .., Xp).
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Kondition und Stabilititsindex von a,, stimmen mit denen der Addition iiber-
ein: Ko, = K+, 04, = 04. Wir schreiben «; := x5, 0; := 05;. Damit ist

OpKpy < (Gn—l + K+G+)Kn—1 < (1 + Gn—l)Kn—l

wegen Lemma 44.20 und Lemma 44.18. Auf der anderen Seite ist nach der
Definition der relativen Kondition und der Dreiecksungleichung:

o = 21‘11 |xi|
=
|Z?:1 xil

Damit folgt mit der Ungleichung weiter oben:

b+ xa] + Xisg il
-1>1 und %, = = <k,

| Xy xil h

on < (1+0y-1).

Auflerdem ist, wieder wegen 44.18, 0, = 04+ < 1 <1 (wegen [x,| > 1).

Ky
Induktiv erhalten wir also:
o, <n—1.

Definition 44.23. Eine Gleitkommarealisierung f eines Algorithmus f heifit nu-
merisch stabil, wenn o < n, wobei n die Anzahl der Elementaroperationen im
Algorithmus ist.

Beispiel 44.24. Summation ist numerisch stabil (siehe Beispiel 44.22).

Fiir Funktionen in einer Variablen lésst sich die Abschitzung fiir o fiir zu-
sammengesetzte f, die in Lemma 44.20 gegeben wurde, verbessern:

Bemerkung 44.25. Ist f: R 5RLR zusammengesetzt und diffbar, so gilt:
or<ig
f=% 8

Beweis. Nach Definition der relativen Kondition ist

_ _ - IR - 18" ()l
K= Fay 1P (0O
_ lg@)l- g I - Ig" ()
lh(g(x))I gl
=Kp- Kg.

Einsetzen in Lemma 44.20 liefert die Behauptung. O

Beispiel 44.26 (Auswertung trigonometrischer Polynome). Wir betrachten
sogenannte trigonometrische Polynome:
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n

flx) = Z(ak cos(kx) + by sin(kx)).

k=1
Wir verwenden die Rekursionsformeln:
cos((k + 1)x) = 2 cos(x) - cos(kx) — cos((k — 1)x),

die aus den Additionstheoremen 7.25 fiir den Cosinus folgen, weil danach
cos((k + 1)x) = cos(kx + x) = cos(kx) cos(x) — sin(kx) sin(x), etc. Um den Stabi-
litatsindex fiir die Auswertung von f in x abschédtzen zu konnen, betrachten
wir wegen der Bemerkung den Kehrwert der Kondition « fiir g(x) = cos(x).
Per Definition der relativen Kondition ist dies:

l_lcos(x)l_ 1 _‘ 1 |
Kg Y [sin(x)]

— 00,
xtanx' x—0
Im Gegensatz dazu erhalten wir fiir folgende rekursive Formel eine wesent-
lich bessere Abschétzung: ...

Fiir |x| < 1 ist dies tatsdchlich besser: Mit 3(x) = sinz(g) ist §'(x) = sin 7 -cos 5
und daher:

s 2

sin 1

1 X X -
)sm 5+ COS 2|

X
tan 5

NI=

1
N
X X x—0 2

1
Kg

Aufgabe 44.1 (Gaufi-Algorithmus mit Pivotierung). Gegeben sei das Glei-

chungssystem
1200} (100
11 )71

1. Bestimmen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems.

2. Rechnen Sie nun mit 2 signifikanten Dezimalstellen. Bestimmen Sie die
Losung ohne Pivotsuche und mit vollstandiger Pivotsuche.

Aufgabe 44.2 (Cholesky—Zerlegung). Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung

der Matrix
6 -22
A=|-250
2 07

Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das lineare Gleichungssystem Ax = b
fiir b = (3,-4,13).

Aufgabe 44.3 (LR-Zerlegung). Berechnen Sie mit vollstindiger Pivotsuche
die LR-Zerlegung der Matrix
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A=

-2 7 =2
0 2-1].
-415 0

Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das Gleichungssystem Ax = b fiir b =
(1,2,1).

Aufgabe 44.4 (Konditionszahl). Es sei A € R™" eine invertierbare Matrix.
Zeigen Sie:
maXxyer: Jixj=1 |AX]|

K(A) =

Minyegn =1 [Ax|"






45

Iterationsverfahren fiir Eigenwerte und Rang

... schneller, genauer, einfach besser als die eher theoretischen Methoden aus
dem Abschnitt tiber lineare Algebra. . .

45.1 Die QR-Zerlegung

Grundlegend fiir viele der folgenden Verfahren ist die Zerlegung einer Matrix
in eine spezielle orthogonale Matrix Q und eine rechte obere Dreiecksmatrix
R. Der QR-Algorithmus ist ein Verfahren, eine solche zu berechnen.

Definition 45.1. Eine orthogonale Matrix der Gestalt

€ SO(n)

mit ¢ + d* = 1 heif$t Givensrotation.

Satz/Definition 45.2 (QR-Zerlegung). Sei A € R™". Dann existiert ein Produkt
Q von (3) Givensrotationen, so dass

A=Q-R,

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Dieses Produkt heifst auch QR—Zerlegung.
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Anwendung 45.3. Mochten wir Ax = b 16sen, so betrachten wir
Rx=Q'

(da Q € SO(n) ist Q7! = QY. Fiir Q € O(n) sind optimal konditioniert. Die
Gleichung Rx = Q' b ldsst sich dann durch riickwirts einsetzen 1sen.

Beweis (von Satz 45.2). Wir betrachten zunachst 2x2-Matrizen: Um (g, b)! € R?
auf ein Vielfaches von (1,0)t zu drehen, ... 0O

Statt Rotationen kann man auch Spiegelungen verwenden. Householder hat
dies als erster in der Numerik eingefiihrt:

Definition 45.4. Sei v # 0 € R" ein Vektor. Die Abbildung

(v, ) ’

(v,0)

Q:R'->R", y—y-2

heifit Householder—Reflexion (an der Hyperebene H, = {y € R" | {v,y) = 0},
siehe dazu auch Abschnitt 17.3).

Die Matrix der Householder—Reflexion ist durch
v-ot

vto

szEn_z

gegeben, da (v, y) = v' -y und daher Q,(y) = (E, — 2%: .

Wir wissen aus der linearen Algebra:

1. Die Matrix Q, ist symmetrisch.
2. Q2=E.
3. Q' = Q, = Q,! ist eine orthogonale Matrix.

Sei nun A € R"™" mit m > n. Analog zu vorher gehen wir rekursiv vor und
bezeichnen die Spalten von A mit a; € R™. Wir suchen Q; := Q,, so dass:

Da Q; € O(n)\ SO(n) und orthogonale Abbildungen Langen nicht &ndern, ist
ar = %||afz.

Ferner soll fiir die erste Spalte dieses Produktes gelten:
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aq

01, v-ot v,a
a-ep=| . :Q1~a1:(En—Zm)-al:a1—2<vt_;>-v.

0

Der gesuchte Vektor v liegt wegen dieser linearen Abhingigkeit also in der
von e; und a; aufgespannten Ebene des IR".

Man kann leicht nachrechnen, dass tatsachlich v = a; — aje; die gewtinschte
Eigenschaft hat:

(0,0) = -
= 2a1(av1 —an)

und

(Ul ﬂ1>

aa -2 U= ...
(v,0)
= x1€1.

Numerisch ist es hier am Giinstigstens, a1 = —sign(a11) - [la1|| zu wahlen, um

inv; = a; — aje; Ausloschung zu vermeiden.

Nach diesem Schritt haben wir mit Q; - A das Problem auf eine Matrix A, €
RO*=1Dx(=1) reduziert. Rekursiv fortgesetzt liefert dies:

Satz 45.5. Mit n — 1 Householder—Reflexionen lisst sich eine Matrix A € R™"
QR-—zerlegen: A = Q- R.

Bemerkung 45.6. Um aus A die Matrizen Q und R zu berechnen, benétigt
man nur unwesentlich mehr Speicherplatz also fiir A alleine, denn: . ..

Bemerkung 45.7 (Eindeutigkeit der QR-Zerlegung). Sei A € GL(n, R) und
seien A = QR = QR zwei QR-Zerlegungen. Dann gibt es ¢; € {+1}, so dass

fiir die Matrix
&1 0

0 En
gilt: o
e-R=R, Q'Q=c¢.

Beweis. Wir beginnen mit ¢ := R - R™! und bezeichnen die Spalten von ¢ mit

(g1, - .. ,qn). Da wir aus der Konstruktion wissen, dass der linke obere Eintrag

von R und R jeweils £||ai], ist und da beides rechte obere Dreiecksmatrizen

sind, ist g1 = +e;. Analog hat g, € qf = e; die Gestalt +e, usw. Tatsdchlich

kann man nachpriifen, dass diese auch die Eigenschaften mit den Qs erfiillen.
[}
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45.2 Das QR-Verfahren

Oft ist man in Anwendungen an den Eigenwerten von Matrizen interessiert,
die spezielle Struktur aufweisen. Beispielsweise kommt es héufig vor, dass
solche Matrizen symmetrisch sind. In diesem Fall kann man die Eigenwerte
mit dem QR-Verfahren recht schnell und numerisch stabil berechnen.

Fiir eine symmetrische Matrix A € R existiert nach Satz 25.4 tiber die
Hauptachsentransformation eine orthogonale Matrix S € O(n), so dass

M 0
StAS=D= )
0 A
eine Diagonalmatrix ist. Um diese mit den Methoden aus dem Kapitel tiber
lineare Algebra zu bestimmen, berechnet man zunéchst

xa(t) = det(tE — A) € R[#]

und eine Nullstelle A; € R. Dann 16st man Ax = A;x, um einen Eigenvektor
v; mit |[o1]] = 1 zu erhalten und geht induktiv zu H; = (vy), dem zu v
orthogonalen Untervektorraum, tiber.

Hierbei hat man das ernsthafte Problem, dass man eine Nullstelle eines Po-
lynoms berechnen muss, das moglicherweise grofien Grad hat. Zwar haben
wir in der Analysis das Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen
(Abschnitt 10.3) kennengelernt, doch dies ist leider nur ein lokales Verfahren,
das nur unter gewissen Voraussetzungen eine Nullstelle liefert.

Schneller, numerisch stabiler und ohne das Problem der Nullstellenberech-
nung kommt das folgende Verfahren aus, das wegen seiner Struktur auch als
Iterationsverfahren bezeichnet wird:

Algorithmus 45.8 (QR-Verfahren). Sei A € R™" symmetrisch. Wir berechnen
induktiv eine Folge (Ax) von n X n—Matrizen durch

1. A = A,
2. Ay := QkRy, wobei dies eine QR—Zerlegung von Ay sei.
3. Ars1 == RiQk.

Bemerkung 45.9. Wegen A1 = RyQx und Ry = Qi' Ax (weil die Qk orthogo-
nal sind, also Q' = Q;* gilt) folgt:

A1 = Qi Ak Q.

Alle Matrizen Ay sind also zu A mit orthogonalen Matrizen konjugiert und
daher auch symmetrisch.
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Satz 45.10. Sei A € R™" symmetrisch mit n vom Betrag her verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., Ay, die betraglich der GrdfSe nach sortiert sind, d.h.

A1l > [Ag] > -+ > [A,] > 0.

Dann konvergiert die Folge (Ax) aus dem QR—Verfahren gegen eine Diagonalmatrix
mit Eintrigen A1, ..., Ay, die in der Regel der Grife nach sortiert sind. Ist Letzteres

der Fall, so gilt fiir die anderen Eintriige von Ay = (ag‘)):

al(.;.() — 0 und ag.f) € 0(|%|k)fﬁr k — cound j>i.

Bemerkung 45.11. Man kann zeigen, dass bei mehrfachen Eigenwerten, etwa
Ak = Ags1, auchnoch Konvergenz vorliegt. Bei Ay = —A441 konnen 2x2-Blocke
stehen bleiben.

Beweis (von Satz 45.10). Wir zeigen zundchst fiir die Potenzen von A:

AF=Q;--QRe-- Ry
———— ——
:ZPk =:Uk
mit Induktion nach k. Fiir k = 1 ist nichts zu zeigen: A = Q1R;.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir Ay.1: Wegen Bemerkung 45.9 ist

A1 = Qrs1Rir1 = ReQx
= Qk' Ax Qk
= Q' Qe Q' AQL -
=PtA P
Damit folgt mit der Induktionsvoraussetzung;:
AR = AL AR AP = PP A P L
= PrArn Uk = PrQrs1Rir1 Uy = Prra Ugesa.

Die Aussage iiber die Potenzen A* ist damit bewiesen.

Wir mochten nun noch eine weitere QR-Zerlegung von A* herleiten und
betrachten dazu eine Diagonalisierung von A:

SDS'=A

mit S € O(n) und D die Diagonalmatrix mit A4, ..., A, auf der Diagonalen. Da
StS = E, erhalten wir eine weitere Darstellung von A*:

AF=(SDSYHY =sDkst.
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Nehmen wir nun an, dass S* eine LR-Zerlegung hat, dass also insbesondere
St = LR (andernfalls miissen wir eine Permutation der Zeilen von S vorneh-
men, was zu einer Permutation der Diagonalelemente A4, ..., A, fiihrt), so
folgt:
A¥=SD'LR=SD'LD*D'R.
Da aber L = (l;;) eine linke untere Dreiecksmatrix ist, gilt:
Ak /\ k
k kY. _ _ e
(D LD )i]‘—l,‘]"A—%—l,‘]"(A—;) furz>].

Somit gilt, da |A;| < |A;| fiiri > j und da die Diagonalelemente offenbar 1 sind
(weil L unipotent ist):

DfLD™* = E+F.— E (alsoFc—0).
Wir erhalten also:
A* =S (E+F) DR

Ist E+ F; = ékﬁk eine QR-Zerlegung von E + F;, wobei ﬁk strikt positive
Diagonalelemente hat (die Vorzeichen kann man in Qj unterbringen), so ist

A = S (QiRy) DFR) = (S Q1) - (R D* R)

eine weitere QR-Zerlegung von Ak,

Wir hatten zuvor gezeigt, dass AF = P.U, ebenfalls eine solche ist — bis
auf Vorzeichen (die wir leicht &ndern konnten) ist eine QR-Zerlegung nach
Bemerkung 45.7 aber eindeutig, so dass folgt:

SQ = Py und Uy = ReD'R.
Wegen E + F;, — E fiir k — oo gilt aber
ék — Eundﬁk — Efiirk — oo,
so dass folgt:
Qi =Pii' Pr=0Q1' S' SQ=Qit' Ot — E,
Ri = U U}y = Re D'RRT DR =Ry DR, — D.

Schliefilich folgt:
Ax = QiR — ED = D.

Die genauere Ausssage tiber das Konvergenzverhalten ergibt sich aus dem
von D¥ L. D™ — E. Dies fiihren wir hier aber nicht aus. O
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45.3 Vektoriteration

Fiir symmetrische Matrizen gibt es auch ein iteratives Verfahren, bei dem
nicht Folgen von Matrizen, sondern Folgen von Vektoren berechnet werden.
Leider liefert es nur den grofiten Eigenwert der Matrix; doch manchmal ist
dies genau die benétigte Information.

Satz 45.12 (Vektoriteration). Sei A € R™" eine symmetrische Matrix mit Eigen-
werten A;, fiir die |A1] > |Ao| > |As] > -+ > |A,| gilt. Ist xo & Eig(A, A1)*, also nicht
senkrecht zum Eigenraum zu Ay, so konvergiert die Folge von Vektoren

Axk
X = — € n
T A T

falls Ay > Qist, gegen einen normierten Eigenvektor zu A1. Ist A1 < 0, so konvergiert
die Teilfolge (xox) gegen einen normierten Eigenvektor zu Ay.

Beweis. Seivy, ..., v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A4, ..., A,
(die nach Satz 25.4 tiber die Hauptachsentransformation existiert). Dann ldsst
sich xp schreiben als

Xo = 101 + -+ + @0y

fiir gewisse a; € R und es gilt a; # 0 nach Voraussetzung. Dann ist auch

A x|l = | Lity aidfovill # 0 (da v1 L (v, ...,v,)) und wir kénnen A*xg nor-
mieren:
AkX()
X = .
[lAK x|

Da aufierdem nach Voraussetzung |A;] > |A,] fiir i > 1 ist, gilt

n n

AkXQ = ; ai~/\§‘-v,- = Ucl-AII'("Ul + ;(//\\—;)kz—ivl),
[ —

—0 fiir k—oo

so dass sich fiir x; ergibt:

k
k n Ai w;
a7 - /\1 . (Z’l + 2 ; 2(_) ._1.17i)

1

X = :
lag |- IAK] - [[or + Z;;z(i;) e
n(A\a,
= Sign(al) : Sign()\l) . Gt Z‘”:2(//\\1 )k a1‘ Ui
o+ (1) 5ol
o sign(az) - sign(A1) - IIZ_lll = sign(ay) - sign(A) - v,
—00 1

da v; bereits normiert war. 0O
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Bemerkung 45.13. Der Nachteil der Vektoriteration ist, dass wir nur den
grofiten Eigenwert bestimmen konnen. Eine Variante liefert auch Eigenwerte
in der Mitte: Ist A symmetrisch, A; ein einfacher Eigenwert und ist A ~ A,
eine Approximation. Dann ist (A — AE) fast singuldr und (A; — A)~! der grofite
Eigenwert von (A — AE)~!. Fiir einen allgemeinen Vektor x, konvergiert daher
die durch

(A= AE)yi = Xpo1, % =

llyll
iterative definerte Folge x; bis auf ein Vorzeichen gegen einen Eigenvektor
von A zu A;. Dieses Verfahren heifst inverse Vektoriteration.

Wir lgemerkgen dazu noch, dass wir, um (A—AE) Yk = Xr—1 zul6sen, die Ma’Erix
(A—=AE) nur einmal LR- oder QR-zerlegen miissen und dass, obwohl (A—AE)
fast singuldr ist, die inverse Vektoriteration numerisch stabil ist.

45.4 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

Wir haben bereits erwdhnt, dass viele Probleme auf (partielle) Differential-
gleichungen fiihren. Auch diese mochte man numerisch losen.

Beispiel 45.14. . ..

noch konkreter:

Beispiel 45.15. Millimeterpapier fiir 1m?, d.h. 10° - 10° = 10° Stiitzstel-
len. .. Laufzeit. . .

diinn besetzt (engl. sparse). . . sparse solver. ..

45.5 Allgemeine Iterationsverfahren
Bisher haben wir nur Iterationsverfahren fiir symmetrische Matrizen betrach-

tet, doch auch im allgemeinen Fall sind solche Verfahren einsetzbar.

Satz 45.16 (Konvergenzkriterium fiir Iterationsverfahren). . ..

Beispiel 45.17. 1. Q=E:...
2. Das Jacobiverfahren: Q = D, wobei A =L+ D +R...
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Satz 45.18 (Konvergenz des Jacobiverfahrens). Das [acobiverfahren konver-

giert fiir A = L + D + R fiir jeden Startwert xo gegen die Losung von Ax = b,
wenn die Matrix A strikt diagonaldominant ist, d.h.

|ai| > Z lail, i=1,...,n.

ji
Beispiel 45.19. ... von oben. ..

Satz 45.20 (Gaufl-Seidel-Verfahren). Sei A = L + D + R symmetrisch zerlegt
wie oben. Dann konvergiert die Folge

X1 =—L+D) P Roxe+(D+L)7L b

fiir jeden Startwert gegen die Losung Ax = b, falls A positiv definit ist.

Beispiel 45.21. . ..

45.6 Numerischer Rang und Singuldrwertzerlegung

Bis jetzt haben wir numerische Methoden beschrieben, lineare Gleichungs-
systeme zu losen oder Eigenwerte zu berechnen. In vielen Problemstellungen
interessiert aber nur der Rang einer Matrix oder eine Approximation eines
Problems durch eine Matrix von kleinerem Rang. Solche kann die Singular-
wertzerlegung liefern.

45.6.1 Einleitung

In Kapitel 28 tiber die Singuldrwertzerlegung haben wir bereits gesehen,
dass es fiir jede Matrix A € R™" sogenannte Singuldarwerte oy, ..., 0, € Rmit
01220, 2 0sowie U € O(m) und V € O(n) gibt, so dass

01 0

wAav=x:=|0 |

Die Quadrate o7 der Singularwerte sind die Eigenwerte von A' A. Auflerdem
ist rang(A) = #{ Singularwert von A # 0}.
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Wir werden sehen, dass diese Aussage iiber den Rang auch fiir die Nume-
rik Auswirkungen hat. Den Rang kann man prinzipiell freilich auch an der
Jordanschen Normalform ablesen, doch dies ist nicht numerisch stabil und
die Eigenwerte alleine reichen (auch, wenn man exakt arbeitet) nicht aus, um
den Rang zu berechnen:

Beispiel 45.22. Offenbar gilt

00 -0 01 _1
rang| o] =0, rang|, 4| = 1.

Die beiden Eigenwerte sind in beiden Fillen jeweils 0, 0. Die Singuldrwerte
sind dagegen 0,0 bzw. 0,1, so dass sich nach der obigen Formel tatsachlich
die Rénge ergeben.

Wie im zitierten Satz ist also im Beispiel tatsdchlich die Anzahl der von 0
verschiedenen Singuldrwerte gerade der Rang. Die Eigenwerte lassen keine
solche Aussage zu. Man weifs nur, dass der Rang genau dann voll ist, wenn
kein Eigenwert verschwindet.

Auch wenn die Eintrdge der Matrix fehlerbehaftet sind, bestatigt sich dies:

A=)

Da xa(t) = t* — ¢ ist, sind die Eigenwerte + /.

Beispiel 45.23. Wir betrachten

Die Singuldarwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte von

2
ot (€0
B—AA—(O 1),

alsoo; =1,0, = €.

Eine naheliegende Idee ist es nun, sehr kleine Singuldrwerte als 0 anzusehen
und damit einen numerisch sinnvollen Rang zu definieren.

Ubrigens: Schon an diesem einfachen Beispiel sieht man, dass es beim Rech-
nen mit einer festen Stellenanzahl passieren kann, dass die Eigenwerte von
A'A zwar numerisch 0 sind, die Singuldrwerte es aber nicht sind. Auch aus
anderen Griinden ist es meist wesentlich besser, die Singuldrwerte auf ande-
rem Weg direkt zu berechnen und nicht iiber die Eigenwerte von A' A.

45.6.2 Berechnung der Singuldrwerte

Golub und Reinsch haben 1971 einen schnellen und stabilen Algorithmus
angegeben. Er ist ebenfalls ein iteratives Verfahren und ist eng mit der QR-
Methode verwandt. Siehe [ ,S. 377ff] oder [ , S. 452ff] fiir eine detail-
lierte Ausfiithrung.
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45.6.3 Zum grofiten Singuldrwert

Zur Vorbereitung auf das Hauptresultat dieses Abschnittes tiber die Appro-
ximation von Matrizen durch solche von kleinerem Rang benétigen wir noch
ein paar Hilfsmittel.

Wir haben bereits gesehen, dass fiir symmetrische Matrizen

lAx]|

[|A]] := max = Amax = max{|A| | A Eigenwert von A}.

x20  ||x]|

Fiir solche Matrizen sind die Eigenwerte gerade die Singuldrwerte: A; = o;.
Ein allgemeineres Resultat ist daher:

Satz 45.24. Es gilt:

lAx] _ _
X ——— = Opmax = 01,
x20 ||«
lAx _ _
min = Omin = Gp.
20 x|

Beweis. Die Matrix B = A' A ist symmetrisch. Also exisitiert mit der Haupt-
achsentransformation U € O(n), so dass

A
UAU=D= )
An
mit Ay > --- > A,. Fiir x € R" ist daher:

XBx  (U)(UBU)(U'x)  y'Dy YAy B Yihy?

- = = < = A5
xtx () (U'x) vy Yiy? riy?
Speziell fiir einen Eigenvektor x von B zu A ist x;?x" = A4, also:
xt Bx xtAYA x
A1 = max = max —————,
0+x xtx 0#x xtx

wie behauptet. Das Minimum ergibt sich dhnlich. O

Satz 45.25. Sei A = (a;j) € R™", 0yqx 1= 01 = max{o | o Singuldrwert von A},
Dann gilt:
|aij| < Omax-
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Beweis. Zunéchst zeigt man fiir [;; = e; - e]-t, dass oyuax(lij) = 1; dies fithren wir
hier nicht aus, es ist nicht schwierig.

Damit gﬂt Ii]'AIi]' = aijlij und
llaiiLill = lag| - LI = lasjl-

Also:
laijl = llaiLill = 1AL < AN - 117 = IAI = Omax.

45.6.4 Optimale Rang k Approximation

Wir mochten A € R™" durch eine Matrix A € R™" vom Rang k approxi-
mieren. Dazu betrachten wir die Singuldrwertzerlegung A = UXV" mit den

Singuldrwerten o1 > 03 > -+ 0, > 0r41 = -+ - = 0, = 0. Wir setzen:
01
Ok
Zk = 0 . e R™™"
0
0
und
Ak = UZkVt.

Satz 45.26 (Rang k Approximation von Matrizen). Es gilt:

min  ||A - B|| = [|A - Al = o)1
B: rang(B)=k

Beweis. Siehe auch [ , S. 73]. Zunichst ist

A-Ar=UZ -V, Z-5 = Okt

On
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und daher: [|A — Ag|| = 041 nach Satz 45.24.

Wir miissen also noch sehen, dass alle anderen B mindestens diesen Abstand
besitzen. Dazu schreiben wir U(uy, ..., uy), V = (v1,...,v,) und damit:

Ist nun B € R™" eine beliebige Matrix vom Rang rang(B) = k, so ist
dim(ker(B)) = n—k. Da die Spalten v; linear unabhangig sind, ist dim(Spann(vy,
k+1, so dass ein

z € ker(B) N Spann(vy, ..., Uks1) # 0

existiert. Wir betrachten einen solchen Vektor z mit ||z|| = 1. Dieser lisst sich
schreiben als
z= Z /\ﬂ),’
i=1

fiir gewisse A; mit Y171 A2 = 1.
Nach Definition von z ist Bz = 0 und daher:

n k+1 k+1

Az = (Z oiuivit) . (Z Ajvj) = Z oiAiu;,
=)

i=1 i=1
weil ja v;'v; = 1, falls i = jund 0 sonst. Es folgt:

k+1 ) k+1
1A = BI? 2 (A - Bzl = 1Az2)P = || oidui|” = ) (0300
=1 i=1
k+1 k+1
2 Z(Gk“)\i)z = U%H ' Z )\z2 = Gl%+1‘
i=1 i=1

Hierbei gilt (), weil die u; orthonormal zueinander stehen. O

Die Matrix Ay besitzt also unter allen Matrizen mit Rang k den kleinsten
Abstand von A.

Bemerkung 45.27. Auch beziiglich der Frobeniusnorm
MAle= [} a2 (= Juatd))
1

ist Ay die beste Rang k Approximation:

.. .,'Uk+1)) =
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min A= Bllr = 4~ Adl = IZ - Zille = | ), o2
B: rang(B)=k Py

Dies ist auch nicht schwer zu zeigen; es findet sich bereits 1936 bei Eckart
und Young sowie 1965 wieder bei Golub und Kahan.

Daher definieren wir:

Definition 45.28. Fiir eine Schranke ¢ > 0 ist der numerische Rang numrang(A)
einer Matrix A € R™" die Zahl

numrang(A) := #{i | 0; > €}.

Wie bereits erwdhnt, kann man nach Golub und Reinsch den numerischen
Rang schnell und stabil berechnen.

Beispiel 45.29. Sei ¢ > Ound A = (g (1)) . Dann gilt:
2
ot (€0
B=A'A= (O 1),

so dass ¢* und 1 die Eigenwerte von B und damit ¢ und 1 die Singuldrwerte
von A sind. Demnach ist numrang(A) = 1, falls ¢ klein genug ist.

Ein etwas komplizierteres Beispiel ist folgendes:

Beispiel 45.30. Siehe Abschnitt 9.e) in
http://epub.ub.uni-muenchen.de/4400/5/tr031.pdf.

45.6.5 Anwendungen der optimalen Rang k Approximation
Statistik

Gegeben sei eine Datenmatrix A € R"™", wobei m die Anzahl der Beobach-
tungen und n die Anzahl der Variablen sei.

Kennt man die Werte a;; nur auf drei Stellen genau, so kann man sich fragen,
ob eine Matrix A € R™" existiert mit ||A — A|| < 0.001 und rang(A) < rang(A).
Ein solches A beschreibt die Situation moglicherweise wesentlich besser.


http://epub.ub.uni-muenchen.de/4400/5/tr031.pdf
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Computeralgebra und Geometrie

Auch bei algebraischen und geometrischen Berechnungen am Computer hat
die Approximation durch eine Matrix von kleinerem Rang viele Anwendun-
gen. Einige Beispiele:

e Nullstellen eines Polynoms berechnen, bei dem die Koeffizienten nur
ungefdhr bekannt sind,

¢ Nullstellen von polynomiellen Gleichungssystemen berechnen; insbeson-
dere solche, bei denen die Koeffizienten nur ungefahr bekannt sind,

o fastsingulidre Punkte geometrischer Objekte bestimmen (siehe dazu Abb.
??); insbesondere solcher, die durch Gleichungen beschrieben werden,
die mit Fehlern behaftet sind. Fiir eine ebene Kurve f(x,y) = 0 sind fast
singuldre Punkte beispielsweise Punkte, fiir die gilt:

%(x, y)| <e.

Tyl <e,

lf(x, yl <e,

Auch die Berechnung des numerischen Ranges hat viele Anwendungen. Bei-
spielsweise in den ebne erwédhnten Kontexten:

e Berechnung der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms, bei dem die Ko-
effizienten nur ungefidhr bekannt sind,

e Berechnung der Anzahl der fast singuldren Punkte bestimmen.

All dies sind Anwendungen der Singuldrwertzerleung, die zur aktuellen For-

schung gehoren. In den meisten Fallen ist es noch nicht klar, welche Herange-

hensweise an ein Problem sich letztendlich durchsetzen wird. Singuldrwerte
sind hier nur eine Moglichkeit.

Aufgabe 45.1 (...). ...
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Al’.].

A<0
A<0
M|

A>0
arcsin
arctan

Bild A
Bild f
()

C
Clz]
XA
xa(t)
X5(t)
cos
cot

deg(p)
detA

Potenzmenge, 13

Abbildung von M nach N, 29

Addition von Vektoren, 208

a ist aquivalent zu b bzgl. einer Aquivalenzrelation, 38
Aquivalenz, 8

Exponentiation zu einer beliebigen Basis, 156

Eine gewisse Unterdeterminante von A., 311

Eine gewisse Unterdeterminante von A., 312
Negative Definitheit einer Matrix., 445

Negative Semi-Definitheit einer Matrix., 445

Anzahl der Elemente einer Menge M, 13

Positive Definitheit einer Matrix., 373

Arcussinus, Umkehrfunktion von Sinus sin, 161
Arcustangens, Umkehrfunktion von Tangens tan, 160

Bild einer Matrix A., 309
Bild eines Homomorphismus., 253
Binomialkoeffizient mit reeelem Eintrag, 508

komplexe Zahlen, 110

Menge aller Polynome in z mit Koeffizienten in C, 114
charakteristische Funktion, 29

Charakteristisches Polynom einer Matrix A, 327
Charakteristisches Polynom einer linearen Abbildung f, 329
Cosinus, 109

Cotangens cot = cos / sin, 160

Grad des Polynoms p, 114
Determinante einer Matrix A., 298
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d(H,q) Abstand eines Punktes von einer Hyperebene., 216
Af Differenzfunktion, 15

v Disjunkte Vereinigung, 13

d(Ly,Ly) Abstand zweier Geraden., 217

d(L,q) Abstand von Punkt zu Gerade., 215

) Durchschnitt zweier Mengen, 22

Mier Durchnitt aller Mengen einer Familie, 34
d(x,y) Abstand zweier Punkte, 209

e Eulersche Zahl, 119

Eig(A, A) Eigenraum von A zum Eigenwert A., 327
q0| 0 Einschrankung von ¢ auf Q, 82

aeM a ist ein Element der Menge M, 22

a¢ M a ist kein Element der Menge M, 22

M>a M enthalt das Element a, 22

E(X) Erwartungswert, 499, 500

exp Exponentialfunktion, 109

exp komplexe Exponentialfunktion, 118

e komplexe Exponentialfunktion, 119

(Adier Familie von Mengen, indiziert durch I, 34
’é rationale Funktion, 128

fn n—te Fibonacci-Zahl, 17

f:D->R reellwertige Funktion, 125

1 Umkehrfunktion von f, 131

(Fty Ableitung der Umkehrfunktion von f, 139
f~4(B) Urbild von B unter f, 30

(a,) eine Folge mit Gliedern ay,ay,...,71
(@an)nen eine Folge mit Gliedern ay,ay,...,71

f Fouriertransformierte von f, 527

f'(x) Ableitung der Funktion f, 135

Fx Verteilungsfunktion von X, 498

I'(x) Die Gamma-Funktion., 545

[x] entier, ganzzahliger Anteil von x, 29

(a,b) geordnetes Paar zweier Elemente, 26

Gy Graph der Funktion f, 125

Gy Graph der Funktion f, 29

(D) Gruppe, die von einem Element g erzeugt wird., 288
Gx(2) Erzeugende Funktion der Folge (P(X = k))ien, 513

Hess(f) Hesse-Matrix der Funktion f., 438



Hom(V, W)

i

JIm(z)

im f

=

fa ’ f(x) dx

fa :O f(x) dx

[ flx) dx
f(x) dx

K

f_* . f(x) dx

[

e

[ fdx

Jo f

J(A, k)

AXB
Ker f

A

C

X, 3 X
K[z]
K[Z]Sn
K[[z]]

A
AXX
0

lim, 0 f(x) =c
liminf, . (b,)
limy, f(x) = o0
Lim, 00 f(x) = 00

limn—wo %

limsup,_, . (bn)

lim,—,—o f(x)
lim,_,, f(x)
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Menge aller Vektorraumhomomorphismen von V nach W,
251

imaginare Einheit, 110

Imaginarteil einer komplexen Zahl, 111
Bild eines Homomorphismus., 253
Implikation, 8

Integral auf halboffenem Intervall, 188
uneigentliches Integral, 187

Integral einer bschrankten Funktion, 172
Integral uber ein Kompaktum., 480
uneigentliches Integral, 188

Oberintegral, 172

Integral einer Treppenfunktion, 172
Unbestimmtes Integral, 180

Unterintegral, 172
Jordankastchen der Grose k zum Eigenwert A, 338

kartesisches Produkt von A und B, 25
Kern eines Homomorphismus., 253
Die zu A komplementare Matrix., 311
Menge der komplexen Zahlen, 22

X konvergiert in Verteilung nach Y., 533

Menge aller Polynome in z mit Koeffizienten in K, 114
Polynome vom Grad < n, 114

Ring der formalen Potenzreihen., 515

Der Laplace-Operator., 476

Der Laplace—Operator., 476

die leere Menge, 13

Limes endlich fur x gegen oo, 164
Limes Inferior einer Folge, 116

Limes oo fur x von rechts gegen a, 165
Limes oo fur x gegen oo, 165

Der Grenzwert lim,,_,., 4/n = 1., 200
Limes Superior einer Folge, 116
Limes fur x gegen —oo, 165
Grenzwert einer Funktion fur x gegen 4, 131

lim, ~, f(x) = —oco Limes fur x von links gegen b, 165

In

naturlicher Logarithmus, 155
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-A
AVB
ANB

maXye,p] f(X)
{...}
A

{._.. | ...}

A

NM

minyepgp f(x)
a mod d
m(P, A)

A-x
Mx(0)

N

N(f)
N(f)

n'!
N(u,a%)

n—-n+1

4
!

O()

o(.)
fe0
feo(®
O(n)
ord(g)
ord(G)
uJ_

UJ_

P(A | B)
Pf(to, ety
TC
PM)

k=1

logische Negation, 8
logisches oder, 7
logisches und, 7

Maximum einer stetigen Funktion, 130

Menge, spezifiziert durch Aufzahlen der Elemente, 21
Differenzmenge von A und B, 24

Differenzmenge von A und B, 24

Die Menge der Elemente ... mit der Eigenschaft..., 21
Komplement einer Menge, 22

Menge aller Abbildungen von der Menge M in die Menge N,
32

Minimum einer stetigen Funktion, 130

a modulo d, der Rest der Division von a durch d, 38
Vielfachheit von A als Nullstelle von P, 331
Multiplikation eines Vektors x mit einem Skalar A, 208
Momenterzeugende Funktion von X, 526

Menge der naturlichen Zahlen, 11

Niveaumengen der Funktion f zum Niveau c., 433
Nullstellenmenge (oder Hyperflache) einer Funktion., 453

n Fakultat, 14

Normalverteilung mit Erwartungswert u und Standardab-
weichung o., 495

Induktionsschritt, 12

Allgemeine Definition einer Norm auf einem VR, 376

n—-te Wurzel, 101

Binomialkoeffizient, n uber k, 26

O-Notation fur Folgen, 76

o—Notation fur Folgen, 77

fliegt in gros O von g, 166

fliegt in klein 0 von g, 166

Orthogonale Gruppe, 276

Ordnung eines Elementes g, 288

Ordnung der Gruppe G, 288

Zu U orthogonaler Untervektorraum., 382

Zuv € V orthogonaler Untervektorraum von V., 343

Bedingte Wahrscheinlichkeit, 496

Lange des Polygonzugs zu einer Unterteilung, 420
Kreiszahl 7, 159

Potenzmenge, 13

endliches Produkt, 14



PX<alY<Db)

Q
N

R

[~

(m,az,...,a,)
Tx(]f
T f

Jn f2) dx

Symbolverzeichnis

Bedingte Wahrscheinlichkeit, 518

Menge der rationalen Zahlen, 15, 40
Quadratwurzel aus einer positiven reellen Zahl., 83

Konvergenzradius einer Potenzreihe, 115
Menge der reellen Zahlen, 13

Realteil einer komplexen Zahl, 111
Korrelationskoeffizient von X und Y., 523
Der dreidimensionale reelle Raum., 207
Der n—dimensionale reelle Raum., 207

Stichprobenvarianz, 542

Standardabweichung oder Streuung, 501

Sinus, 109

Skalarprodukt zweier Vektoren, 209

Skalarprodukt zweier Vektoren, 209

Skalarprodukt zu einer hermiteschen Matrix A., 370
Die spezielle reelle orthogonale Gruppe., 301

Die Menge der speziellen orthogonalen Matrizen., 276
Die Spur der Matrix A., 331

k—te Wurzel, 140

Stabilisator eines Elementes m., 286

Stabilitatsindex, 609

Auswertung einer Stammfunktion an den Grenzen., 179
Stichprobenmittel, 540

Die Zufallsvariablen X, Y sind stochastisch gleich., 530

endliche Summe, 13
Potenzreihe, 109

Tangens tan = sin / cos, 159

ist Teilmenge von, 12, 22

ist Teilmenge von, 12

ist echte Teilmenge von, 12, 22

ist keine Teilmenge von, 22

Die Spur (engl. trace) der Matrix A., 331
Tupel, Punkt, 207

Taylorreihe von f, 194

n-tes Taylorpolynom von f, 191

Ein uneigentliches Integral., 484

Vereinigung zweier Mengen, 22
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Uie[
gof
Vol(K)
V(X)

Vo

X

Z

c(2)
C(n)
()

(i1 ... ix)

Vereinigung aller Mengen einer Familie, 34
g verknupft mit f, g nach f, 33

Volumen eines Kompaktums, 480

Varianz der Zufallsvariable X, 501

Quadratwurzel aus einer positiven reellen Zahl., 83
Stichprobenmittel, 541

Menge der ganzen Zahlen, 15

Die Riemannsche Zeta—Funktion fur n = 2, 396

Die Riemannsche Zeta—Funktion fur naturliche Zahlen, 396
Riemannsche Zetafunktion, 188

konjugiert komplexe Zahl zu z, 111

Zykelschreibweise fur eine Permutation, 279
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2n—periodisch, 383 ahnlich, 41, 327
LR-Zerlegung besitzen, 603 algebraische Flachen, 361
O- und o- Notation fur Funktionen, 166 algebraische Vielfachheit, 335
QR—Zerlegung, 615 alternierend, 301
d-adische Zahl, 605 Alternierende Gruppe, 286
alternierende harmonische Reihe, 102
Abbildung, 29 alternierende Quersumme, 45
identische, 267 alternierende Reihe, 97
orthogonal, 278 Ay, 286
abelsch, 263, 277 Anfangsbedingung, 471
abelsche Gruppe, 224 Anfangsverteilung, 579
Abelscher Grenzwertsatz, 203 angeordneter Korper, 65
abgeschlossen, 437 Ansatz, 183
abgeschlossener Ball, 437 Anzahl der Elemente, 13
Ableitung, 135 Approximationssatz, 386
Ableitung der Umkehrfunktion, 139 aquidistanten Unterteilung, 173
Abschluss, 437 aquivalent, 38
absolut konvergent, 103 Aquivalenz, 8
absolute Extrema, 143 Aquivalenzklasse, 39
absolute Kondition, 605 Aquivalenzrelation, 38
Absolute Maxima, 143 archimedisch angeordneter Korper, 67
Absolute Minima, 143 arcsin, 161
absorbierend, 564 arctan, 160
Absorption, 606 Arcuscosinus, 162
Abstand Arcussinus, 161
Gerade / Gerade, 219, 220 Arcustangens, 160
Punkt / Gerade, 217 Argument, 120
Punkt / Punkt, 211 arithmetische Mittel, 386
abzahlbar, 89 arithmetisches Mittel, 557
Additionstheoreme fur Sinus und assoziativ, 33
Cosinus, 120, 122 Assoziativgesetze, 10, 24
Additivitat, 366, 370 aufgespannten Untervektorraum, 231

affinen Koordinatenwechsels, 185 Aufpunkt
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einer Geraden, 215
aufsteigende Kette, 233
ausere Summe, 272
Ausgleichsgerade, 454
Ausloschung, 606
ausloschungsfreie Formel, 607
Austauschsatz von Steinitz, 237
Auswahlaxiom, 91
Auswahlpostulats, 91
autonom, 473
Autonome DGLs, 473

Bézoutkoeffizienten, 48
Bahn einer Gruppenoperation, 287
Bahnenraum, 289
Banachraum, 379, 380
Banachscher Fixpunktsatz, 464
Basis, 233, 234
Basiserganzungssatz, 238
Basiswechselmatrizen, 267
Baum-Welch-Algorithmus, 584
Baum-Welch-Algorithmus, 584
Bayessche Formel, 499
bedingte Wahrscheinlichkeit, 498
bedingte Wahrscheinlichkeit, 520
Bernoulli-Verteilung, 498
beschrankt, 78, 437
Besselsche Ungleichung, 399
Betrag, 67, 111, 211
Betragssummennorm, 566
Bewegung, 348
Bewegungen, 295
bijektiv, 30
Bild, 30
eines Gruppenhomomorphismus, 286
eines Homomorphismus, 255
Bildverarbeitung, 404
Binarstellen, 157
Binomial-Verteilung, 498
Erwartungswert, 502, 515
Varianz, 515
Binomialkoeffizient, 26, 194
mit reellem Eintrag, 510
Binomische Formel, 28
Binomische Reihe, 195
binomischer Satz
mit reellem Exponenten, 510
Binormalenvektor, 430
Blockmatrizen, 313

B, ,—Verteilung
Erwartungswert, 502, 515
Varianz, 515

B, ,-Verteilung, 498

Bogenlange, 422

Bolzano-Weierstrass, 87

boolesche Algebra, 495

Boxplot, 558

Brennpunkte, 353

Brouwerscher Fixpunktsatz, 463

Buffons Nadelexperiment, 592

Cantors zweites Diagonalargument, 90
Cauchy-Folge, 78
Cauchy—Kriterium, 78
Cauchy-Kriterium fur Reihen, 96
Cauchy-Produkt von Reihen, 103
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung, 212
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 380
Charakteristik, 66
charakteristische Funktion, 30
charakteristische Kurve einer Kurve, 430
charakteristisches Polynom, 329
charakteristisches Polynom () eines
Endomorphismus, 331

Chebychev-Ungleichung, 528
Chernov-Schranke, 529
x2-Verteilung, 552

mit # — 1 Freiheitsgraden, 552
Chinesischer Restsatz, 51
Cholesky Zerlegung, 603
Code, 228
Codewort, 228
Cosinus, 109
Cotangens, 160
Cramersche Regel, 317

de Morgansches Gesetz, 10
Dedekindscher Schnitt, 86
Definitionsbereich, 125
Definitionsmenge, 29
Deformation, 357
Determinante, 221, 300
Cramersche Regel, 317
eines Endomorphismus, 323
Entwicklungssatz von Laplace, 315
Gaus-Algorithmus, 306
Multiplikativitat, 311
Determinanten-Multiplikationssatz, 311



Determinanten—Satz, 302
Dezimalbruchentwicklung, 96
Dezimalzahlen, 61
DGL, 471

n-ter Ordnung, 474
DGL n-ter Ordnung, 474
diagonaldominant

strikt, 568
Diagonalgestalt, 329
diagonalisierbar, 335
Diagonalisierbarkeits—Kriterium, 335
Diagonalmatrix, 329
Diagramm

kommutierendes, 259
Dichte, 371, 488
Dichte des Wahrscheinlichkeitsmases,

496

Diedergruppe, 281
diffbar, 135, 417

partiell auf offener Menge, 439

partiell nach x;, 438
Differential, 441
Differentialgleichung, 159, 471

n-ter Ordnung, 474
Differentialgleichungssystem 1-ter

Ordnung, 474

Differentialoperatoren, 479
Differenzenquotient, 135
Differenzfunktion, 15
differenzierbar, 135
Differenzmenge, 24
differnzierbar, 417
Diffusionsfilter, 479
Diffusionsgleichung, 479
Dimension, 235
Dimensionsformel, 269
Dimensionsformeln, 273
diophantische Gleichung, 47
direkte Summe, 272
disjunkt, 25
disjunkte Vereinigung, 13
disjunkten Zyklen, 282
Disjunktion, 8
disjunktive Normalform, 9
diskrete, 498
diskrete Fouriertransformation, 405
diskrete Werte, 501
Distribution, 535
Distributivgesetze, 10, 24
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divergent, 99
Division mit Rest, 166
D,, 281
Doppelkegel, 357
Doppelte Verneinung, 10
dot-product, 211
Dreiecksmatrix

linke untere, 601

obere, 303

rechte obere, 600
Dreiecksungleichung, 213
dunn besetzt, 622
Durchschnitt, 22, 34

Ebene, 215
ebene Kurve
Vorzeichen der Krummung, 429

echt machtiger als, 91

echte Teilmenge, 12, 22

Echtzeit-Visualisierung algebraischer
Flachen, 361

Eigenraum, 329

Eigenschaften des hermiteschen
Skalarproduktes, 366

Eigenvalue, 328

Eigenvector, 328

Eigenvektor, 328

Eigenwert, 328

eigenwerteinfach, 572

Eindeutigkeit der Determinante, 307

eingeschrankt auf, 82

eingeschrankt auf, 82

Einheitsmatrix, 262

Einheitsquadrat, 302

Einheitssphare, 444

Einheitswurfel, 302

Einheitswurzel, 564

einschaliger Hyperboloid, 357

Einschrankung, 82

einseitiger Test, 551

einseitiger Test, 541

elementare Zeilenoperation, 243

elementaren Funktionen, 183

Elementarmatrizen, 310

Elementaroperation, 610

Elemente, 21

elementfremden Zyklen, 282

Ellipsoid, 356

elliptische DGL, 479
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elliptischen Paraboloiden, 358
elliptischen Zylinder, 358
EM-Algorithmus, 584
Emissionswahrscheinlichkeiten, 579
Endliche Uberdeckungen, 481
Endomorphismus, 323
entgegengesetzt orientiert, 324
entier, 29
Entrauschen, 479
Entwicklung, 315
Entwicklungspunkt, 194
Entwicklungssatz von Laplace, 315
Entzerrung, 584
Epimorphismus, 255, 284
Ereignisraum, 495
erfullbar, 9
Ergodensatz, 571
Erwartungswert, 488, 496, 501, 502
erweiterter euklidischer Algorithmus, 48
erzeugen, 231
erzeugende Funktion, 510
erzeugende Funktion einer diskreten
Zufallsvariablen, 515
erzeugende Potenzreihe, 510
erzeugende Variable, 510
Erzeugendensystem, 231
euklidische Bewegung, 348
euklidische Norm, 211, 379, 566
euklidischer Algorithmus, 48
euklidischer Vektorraum, 380
euklidisches Skalarprodukt, 211
Euler, 104
Eulersche ¢-Funktion, 46
Eulersche Zahl, 120
Existenz von Maximum und Minimum
stetiger Funktionen, 130
Explosionsgleichung, 473
Exponentialfunktion, 109
Exponentialverteilung, 497
Exponentiation zu einer beliebigen
Basis, 156
Exponentielles Wachstum, 471

Faktorenanalyse, 526
Fakultat, 14

Faltung, 514

Faltung der Funktionen, 522
Familie von Teilmengen, 34
Fast Fourier Transform, 405

fast sicher, 531

fast singulare Punkte, 629

Fehlerkorrektur, 584

Feinheit, 422

Fermats letzter Satz, 47

FFT, 405

Fibonacci-Zahlen, 17, 72, 339

field, 61

Fixkommazahlen, 605

Fixpunkt, 463

Fixpunktsatz von Brouwer, 463

Flieskommadarstellung, 605

Folge, 71

Folgenglied, 71

Folgenkriterium fur Stetigkeit, 127

formale Potenzreihe, 517

Formel fur die Determinante, 307

Formel fur die Inverse, 316

Formel von Bayes, 499

Formel von Cauchy-Hadamard, 116

Fourierkoeffizienten, 392

Fourierreihe, 392

Fourierreihen, 100

Fouriertransformierte, 529

Fraktil, 552

Fresnelsches Dreibein, 430

Frobeniusnorm, 565

Fundamentalsatz der Algebra, 114, 336

Fundamentalsatz der Arithmetik, 53

Funktionalgleichung der Exponential-
funktion, 118

Fuspunkt, 217

Gamma-Funktion, 547

ganzen Zahlen, 15

ganzzahlige Anteil, 29

Gaus-Seidel-Verfahren, 623

Gaus-Algorithmus fur Determinanten,
306

Gausalgorithmus, 245

zur Berechnung der inversen Matrix,

265

Gausalgorithmus mit Spaltenpivotie-
rung, 600

Gausverteilung, 496

ged, 44

Gebiet, 477

gemeinsame Dichte, 519

gemeinsame Verteilung, 519



geometrisch verteilte Zufallsvariable,
562

Geometrische Reihe, 98
geometrische Verteilung, 562
geometrische Vielfachheit, 335
geordneten Paare, 26
Geraden, 215

parallel, 217, 219

windschief, 219
Gerschgorin—Kreise, 568
Gesamtnorm, 565
geschlossene Formel, 338
geschlossenes Intervall),, 73
Geschwindigkeit, 419
Geschwindigkeitsvektor, 419
Gesetz vom doppelten Komplement, 25
Gesetze von de Morgan, 10, 24
gewohnliche DGL n-ter Ordnung, 474
gewohnliche Differentialgleichung, 471
ggT, 44
Givensrotation, 615
glatt, 456
gleich orientiert, 324
Gleichgewichtslosung, 474
gleichmachtig, 91
gleichmasig stetig, 174
gleichmasige Konvergenz, 200
Gleichmasiger Limes stetiger Funktio-

nen, 200

Gleichverteilung, 498
Gleitkommadarstellung, 605
globale Extrema, 143
globale Maxima, 143
globale Minima, 143
Grad, 15, 114, 232
Gradient, 439
Gram-Schmidt-Verfahren, 373
Graph, 125, 293, 435

isomorph, 293

schleifenfrei, 293

ungerichtet, 293
Graph der Abbildung, 29
Grenzfunktion, 199, 200
Grenzwert, 72, 131
Groser Umordnungssatz, 103, 117
groster gemeinsamer Teiler, 44
Gruppe, 262

abelsch, 224, 226, 263

unitare, 368
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Gruppe der Permutationen, 280
Gruppenhomomorphismus, 284
gut gewahlter, 86

halboffenes Intervall, 73
Halbwertszeit, 472
Hamming Code, 240
Hammingdistanz, 227
harmonisch, 478
Harmonische Oszillator, 475
harmonische Reihe, 99
Hauptachsentransformation, 343
Hauptkomponente, 526
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, 179
Hermitesch, 367, 370
hermitesche Skalarprodukt, 366
Hesse-Matrix, 440
Hidden Markov Model, 579
Hilbertraum, 380, 381
hinreichendes Kriterium fur Extrema,
146

Hintereinanderausfuhrung, 33
HMM, 579
Hochpunkt, 79
homogenes Gleichungssystem, 270
Homomorphismus, 253

von Gruppen, 284
Householder-Reflexion, 616
Hurwitz—Kriterium, 377
hyperbolische DGL, 479
hyperbolischen Paraboloiden, 358
hyperbolischen Zylinder, 358
Hyperboloid

einschalig, 357

zweischalig, 357
Hyperebene, 215
Hyperflache, 455

ii.d., 550

Idempotenzgesetze, 10

identische Abbildungen, 267

Identitatsgesetze, 10, 24

imaginare Einheit, 111

Imaginarteil, 111

Implikation, 8

indefinit, 447

independent and identically distributed,
550
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Index

einer Untergruppe, 290
Induktionsanfang, 12
Induktionsschritt, 12
Induktionsvoraussetzung, 12
induzierte Norm, 367
Infimum, 88
inhomogenen Gleichungssystems, 270
injektiv, 30, 41
inkommensurabel, 68
inner product, 211
Innere, 437
innere Ableitung, 139
innere Punkte, 437
Integral der beschrankten Funktion, 172
Integral einer Treppenfunktion, 172
Integralkriterium fur Reihen, 187
integrierbar, 172
Integrierbarkeit stetiger Funktionen, 174
Intervalle, 73
Intervallhalbierungsalgorithmus, 129
invariant, 330
Inverse, 262

Matrix, 262
inverse Vektoriteration, 622
Inverses, 43, 62
invertierbar, 261
Invertierbarkeit von diagonaldominan-

ten Matrizen, 568

irrational, 68, 87
isolierte Maxima, 450
isolierten Extremum, 143
isolierten Minima, 450
isomorph, 255
Isomorphismus, 255, 261, 284
Isomorphismus von Gruppen, 155
Iterationsverfahren, 148, 618

Jacobimatrix, 441
Jacobiverfahren, 622
Jordankastchen, 340
Jordansche Normalform, 340

k—te Wurzel, 140

kanonische Aquivalenzklassenabbil-
dung, 39

Kanten, 293

K, 429

Karatsuba, 77

kartesisch, 209
kartesische Produkt, 26
Kastchenform, 313
Kastchensatz, 313
Kategorien, 555
Kegel, 357
Kegelschnitte, 353
Kern
eines Gruppenhomomorphismus, 286
eines Homomorphismus, 255
Kette
aufsteigende, 233
Kettenregel, 139, 441
Klassifikation von Quadriken in
Dimensionen n, 348
Klassifikationssatz von linearen
Abbildungen, 268
kleiner Satz von Fermat, 46
Kleiner Umordnungssatz, 103
kleinste gemeinsame Vielfache, 54
kleinsten gemeinsamen Vielfaches, 51
Knoten, 293
Koch-Kurve, 137
Kodierungstheorie, 227
Koeffizienten, 232
eines Polynoms, 232
Korper, 61, 223
kommensurabel, 68
kommutativ, 263
kommutativer Ring mit 1, 224
Kommutativgesetz, 10
Kommutativgesetze, 24
kommutieren, 259
kommutiert, 251
kompakt, 437
Komplement, 24
komplementare Matrix, 313
komplexe Exponentialfunktion, 118
komplexe Konjugation, 111, 365
komplexen Zahlen, 110
Komposition, 33
Kondition
absolute, 605
relative, 605
Kondition der Addition, 606
Kondition des Problems, 605
Kondition einer invertierbaren Matrix,
608
Konfidenzintervall, 545



kongruent modulo, 38
Konjugation

Operation durch, 327
Konjugationsklasse, 297, 327
konjugiert, 327
konjugiert komplexe, 111
Konjunktion, 8
konjunktive Normalform, 9
konkav, 147
konsistenter Schatzer, 544
konstante Folge, 73
kontinuierlich, 126
kontinuierliche Spektrum, 529
kontrahierend, 463
Kontraposition, 10
konvergent, 72, 95, 104, 187, 199
Konvergenzkriterium fur Iterationsver-

fahren, 622

Konvergenzradius, 115
konvergiert, 113
konvergiert gleichmasig, 200
konvergiert im quadratischen Mittel, 400
konvergiert in Verteilung, 535
konvex, 147
Koordinaten, 209, 331
Koordinatensystems, 209
Korrelationskoeffizient, 525
Korrelationsmatrix, 525
Kovarianz, 524
Kovarianzmatrix, 524
Kreiszahl, 159
Kreiszylinder, 359
Kreuzprodukt, 430
Kroneckersymbol, 262
Krummung, 429

Vorzeichen bei ebener Kurve, 429
Krummungskreis, 429
Kugelkoordinaten, 485
Kurve, 417
Kurvendiskussion, 148
Kurvenzweige, 420
k X k-Minor, 319

I-Run, 543
Lagrangeform des Restglieds, 192
Lagrangescher Multiplikator, 460
Landau-Symbole, 76
Lange, 564

eines Vektors, 211
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Laplace-Operator, 478

Laplace-Modell, 496

Laplacegleichung, 478

Lebensdauer, 498

leere Menge, 13, 22

leere Summe, 14

Leibnizkriterium, 97

Leibnizregel, 137

liegt in gros O von, 166

liegt in klein 0 von, 166

Limes, 72

Limes Inferior, 116

Limes Superior, 116

linear abhangig, 231

linear in jeder Zeile, 300

linear unabhangig, 231

lineare Abbildung, 253

lineare Kongruenzgenerator, 587

lineare Rekursion, 338, 515

lineares Gleichungssystem, 221

Linearfaktoren, 114, 333

Linearitat, 211

Linearitat des Erwartungswerts, 502

Linearitat des Integrals, 176

Linearkombination, 230

linken unteren Dreiecksmatrix, 601

Links-Nebenklasse, 289

linkshandigen Koordinatensystemen,
325

Linksmodul, 226

Linksoperation, 289

logarithmische Reihe, 202

logarithmische Spirale, 420

logische Aussage, 7

logische Formeln, 7

logische Operatoren, 7

logische Tautologie, 9

logische Variablen, 8

lokal auflosbar, 459

lokales Extremum, 143, 447

lokales Maximum, 143, 447

lokales Minimum, 143, 447

Losungsmenge, 347

Lot, 217

Lotto, 496

LR—Zerlegung, 602

Majorante, 100
Majorantenkriterium, 100
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Markov-Ungleichung, 527
Markovkette, 561
zeitschrittunabhangig, 563
Markovscher Prozess, 561
Mathematische Pendel, 475, 476
Matrix, 242
Einheits-, 262
hermitesch, 367
inverse, 262
speziell unitar, 368
strikt diagonaldominant, 568
symmetrisch, 344
Matrix der Ubergangswahrscheinlich-
keiten, 563
Matrixdarstellung, 257
Matrixnorm, 441, 565, Vektornorm
vertraglich566
zugehorige, 567
Matrixschreibweise, 221
Maximum, 130
lokales, 447, 450
Maximum der aufgetretenen Werte, 558
Maximum-Norm, 379
Maximumnorm, 566
Median, 557
Menge, 21
Menge der Aquivalenzklassen, 39
Menge der formalen Potenzreihen, 517
Mengen und ihr Komplement, 24
Mengenlehre, 21
Mersenne-Primzahl, 588
Mersenne-Twister, 588
minimal standard, 588
Minimaldistanz, 228
Minimum, 130
lokales, 447, 450
Minimum der aufgetretenen Werte, 558
Minor, 319
Minorante, 100
Minorenkriterium fur den Rang, 319
mit der Eigenschaft, 22
Mittelwert, 557
Mittelwertsatz, 144
Mittelwertsatz der Integralrechnung,
177
Modul, 226
Links-, 226
modulo, 38
Moment, k—tes, 503

Momenterzeugende Funktion, 528
Monomorphismus, 255, 284
monoton fallend, 78, 131

monoton steigend, 78, 131
monoton wachsend, 78, 131
monotone, 78

Monotonie der Quadratwurzel, 85
Monotonie des Integrals, 176
Monte—-Carlo-Simulationen, 591
Multiindex, 445

Multiplikativitat der Determinante, 311
MWS, 144

nach, 33
nach oben beschrankt, 78, 88
nach unten beschrankt, 78
nach unten beschrankte, 88
naturliche Logarithmus, 155
naturliche Zahl, 12
Nebenklasse

Links-, 289
Negation, 8
negativ definit, 447
negativ gekrummt, 429
negativ semi-definit, 447
Negatives, 62
Neilsche Parabel, 419
Nenner, 40
neutrales Element der Addition, 62
neutrales Element der Multiplikation, 62
Newtonsche Knoten, 419
Newtonverfahren, 148
nicht—triviale lineare Relation, 233
Niveau, 436
Niveauflache, 436
Niveaulinie, 436
Niveaumenge, 436
Norm, 378

Eigenschaften, 212

euklidisch, 379

euklidische, 211

induzierte, 367

Maximum-, 379

p-, 379

00-, 379

zugehorige, 367, 370
Normalenvektor, 429

einer Hyperebene, 215
Normalform einer Quadrik, 348



Normalverteilung, 488, 496
normiert, 219, 301
normierter, 367

normierter Vektorraum, 379
n—te Wurzel, 101, 116
Nullfolge, 85, 92
Nullpolynom, 15
Nullstelle, 114
Nullstellenmenge, 347, 455
Nullvektor, 210

numerisch stabil, 611
numerische Rang, 628

O-Notation, 76

o-Notation, 76

o.E., 54

obere Dreiecksmatrix, 303

obere Schranke, 88

oberen Quartil, 558

Oberintegral, 172

offen, 437

offener Ball, 437

offenes Intervall),, 73

offentlichen Verschlusselungsverfahren,
46

offentlicher Kryptosysteme, 46

ohne Einschrankung, 54

Operation, 287

Operation von links, 289

Operation von rechts, 289

optimal konditioniert, 608

Ordnung

einer Gruppe, 290
eines Elementes einer Gruppe, 290

orientierungstreu, 324

orthogonal, 213, 278

Orthogonalbasis, 383

orthogonale Abbildung, 278

Orthogonale Gruppe, 278

orthogonale Matrizen, 278

orthogonale Projektion auf den
Untervektorraum, 385

orthogonale Projektion auf die
Hyperebene, 218

orthogonale Untervektorraum, 384

orthogonales Komplement, 384

Orthogonalsystem, 382

Orthonormalbasis, 374, 383

Orthonormalsystem, 373, 382
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p-Norm, 379
parabolische DGL, 479
parabolischer Zylinder, 359
Paraboloid
elliptisch, 358
hyperbolisch, 358
parallel
Geraden, 217, 219
Parallelenaxiom, 214
Parallelepiped, 299
Parallelogrammgleichung, 211
Parallelotop, 299
Parameterwechsel, 427
Parametrisierung nach Bogenlange, 428
Parity Check, 239
Parsevalsche Gleichung, 399
Partialbruchzerlegung, 183, 516
Partialsummen, 95
partiell differenzierbar, 438
partielle Ableitung, 438
hohere, 439
Partielle DGLs, 477
Partielle Integration, 181
Partition, 297
PDE, 477
Peanokurven, 427
Periode, 159, 564
Periode des Pseudozufallszahlengenera-
tors, 588
Periodenlange, 588
periodisch, 564
periodische Funktionen, 159
Permutation, 280
Permutationsmatrizen, 303
Phasenportrait, 475
Pivotelement, 601
Pivotierung, 247, 601
Pivotwahl, 247
Platonischer Korper, 297
Poisson—verteilt, 534, 536
Polstellen, 138
Polynom, 15, 114
Koeffizient, 232
positiv definit, 376
Positiv Definitheit, 367, 370
positiv gekrummt, 429
positiv semi-definit, 447
Potentialgleichung, 478
Potenzmenge, 13
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Potenzreihe, 109

formale, 517
Pra—Hilbertraum, 380
Primzahlen, 11
probabilistischer Algorithmus, 591
Produktregel, 137, 140
Produktzeichen, 14
Projektion

orthogonal, auf Hyperebene, 218
Projektion von V auf U, 385
Pseudoinverse, 410
Pseudozufallszahlen, 587
Punkt, 209
punktweise invariant, 330
punktweise konvergent, 199

quadratisch konvergiert, 149
quadratische Gleichung, 168
quadratischer Erganzung, 362
quadratischer Konvergenz, 85
Quadratwurzel, 82

Quadrik, 347

Quantil, 550

Quersumme, 45

Quicksort, 591
Quotientenkriterium, 101
Quotientenregel, 138

R3, 209

Radioaktiver Zerfall, 472

Rand, 437

randomisierter Algorithmus, 591

RANDU, 588

Rang, 311, 318

Rang k Approximation von Matrizen,
626

Rationale Funktionen, 128

rationalen Zahlen, 15, 40

Realisierung einer Abbildung, 605

Realteil, 111

Rechengenauigkeit, 599

Rechenregeln fur Ableitungen, 137

Rechenregeln fur Grenzwerte, 73

Rechenregeln fur komplexe Zahlen, 111

Rechenregeln fur Mengen, 24

Rechenregeln fur stetige Funktionen, 128

Rechenschieber, 156

rechte obere Dreiecksmatrix, 600

Rechts-Nebenklassen, 289

rechtshandigen Koordinatensystemen,
325
Rechtsoperationen, 289
reelle Zahlen, 14, 61
reellwertige Funktion, 125
Reflexivitat, 38
Regel von L'Hospital, 163
Regel von Sarrus, 308
Reihe, 95
rein imaginaren, 119
rektifizierbar, 422
rekurrent, 563
rekursiv, 14
Relation, 37
relative Kondition, 605
relativen Fehler, 84, 605
Reprasentant, 39
Restgliedabschatzung der Exponential-
reihe, 153

Richtungsableitung, 444
Richtungsfeld, 473
Richtungsvektor

einer Geraden, 215
Riemann-integrierbar, 172
Riemannsche Zetafunktion, 188
Riemannschen Zeta—Funktion, 398
Riemmannsche Summe, 172
Ring, 63

kommutitiv mit 1, 224
R", 209, 417
robuste Statistik, 557
Rotationskorpers, 489
RSA, 46
Ruckwartsmethode, 582
Run, 543, 589

Saat, 587
Sattelpunkt, 147, 448
Satz
Banachscher Fixpunktsatz, 464
uber implizite Funktionen, allgemei-
ner Fall, 467
Umbkehrsatz, 463
von Brouwer, 463
von Cartan, 430
von der totalen Wahrscheinlichkeit,
499
von Fubini, 482
von Gerschgorin, 568



Satz des Pythagoras, 68, 211
Satz uber die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen von DGLs, 477
Satz uber implizite Funktionen, 459
Satz uber Maximum und Minimum auf
einem Kompaktum, 450
Satz vom ausgeschlossenen Dritten, 10
Satz vom Igel, 463
Satz vom Widerspruch, 10
Satz von Cayley—Hamilton, 333
Satz von Liouville, 183
Satz von Pythagoras, 32
Satz von Rolle, 144
Satz von Vieta, 607
Satz von Wiles, 47
schlecht gestellten Problemen, 606
schlecht gewahlt, 87
schlechten Kondition, 606
Schnittpunkt, 216
Gerade / Hyperebene, 216
Schonhage-Strassen, 77
Schranke, 78
Schraubenlinie, 418
Schubladenmodell, 507
Schwaches Gesetz der grosen Zahl, 531
seed, 587
Sekante, 135
Selbstuberschneidungen, 420
senkrecht, 213, 367
Sesquilinearitat, 366, 370
sign
einer Permutation, 283
Signalverarbeitung, 404
Signum
einer Permutation, 283
singular, 456
singular value decomposition, 407
Singularitatentheorie, 460
Singularwerte, 407
Singularwertzerlegung, 407
Sinus, 109
Skalar, 210
Skalare, 226
Skalarprodukt, 211, 369
Eigenschaften, 211
hermitesch, 366
Skalarprodukt zur hermiteschen Matrix,
372
S,, 280
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nicht abelsch, 280
Ordnung, 280
SO(n), 278
Spaltenrang, 318
Spaltensummennorm, 565
Spaltenvektoren, 209
Spann, 231
sparse, 622
sparse solver, 622
Spektralnorm, 565
Spektraltest, 590
Spezielle Orthogonale Gruppe, 278
Sphare, 444
Spur, 333
Stabilisator, 288
Stabilitat, 605
Stabilitatsindex, 609
Stammfunktion, 178
Standard-Skalarprodukt, 211
Standardabweichung, 488, 503
Starkes Gesetz der grosen Zahl, 531
stetig, 438
stetig auf, 125
stetig diffbar, 137
stetig differenzierbar, 137
stetig in, 125
Stichprobe, 542, 543
Stichprobenmittel, 542, 543
Stichprobenstreuung, 550
Stichprobenvarianz, 544
Stirlingsche Formel, 508
stochastisch gleich, 532
stochastische Matrix, 564
stochastischer Prozess, 561
strebt gegen c, 165
streng monoton, 78, 131
streng monoton fallend, 78, 131
streng monoton steigend, 131
streng monoton wachsend, 78, 131
Streuung, 503
strikt diagonaldominant, 568
Struktursatz von linearen Abbildungen,
268
SU(n), 368
Substitutionsregel, 180
Summenzeichen, 14
Supremum, 88, 115
surfex, 457
surjektiv, 30, 41
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SVD, 407 Ungleichung
Symmetrie, 38, 211 Cauchy-Schwarz’sche, 212
Symmetriegruppe A- oder Dreiecks-, 213

des regularen n-Ecks, 281 unipotente, 602

unitar, 368

t-Verteilung unitarer Vektorraum, 380

mit # — 1 Freiheitsgraden, 547 unteren Quartil, 558
Tangens, 160 Untergruppe, 285
Tangente, 419 Unterintegral, 172
Tangentialraum, 456 Untervektorraum, 228
Tangentialvektor einer Kurve, 429 aufgespannt, 231
Taylorformel, 445 Urbild, 30
Taylorpolynom, 191, 445 Urnenmodell, 507
Taylorreihe, 194 Ursprung des Koordinatensystems, 210
Taylorsche Formel, 192 UVR, 228
Teilfolge, 79
Teilmatrix, 319 Vandermondsche Matrix, 275
Teilmenge, 12, 22 Varianten der Regel von L'Hospital, 165
teilt, 49 Varianz, 503
Teleskopreihen, 96 Vektor, 209
Torsion einer Kurve im R3, 431 Lange, 211
Torus, 489 normiert, 367
total diffbar, 440 Spalten-, 209
total differenzierbar, 440 Zeilen-, 209
Totalgrad, 445 Vektoren, 226
trace, 333 Vektoriteration, 621
Transformationsformel, 484 Vektorraum, 225
transient, 563 normiert, 379
Transitivitat, 38 Vektorraumhomomorphismus, 253
Transitivitat der Implikation, 10 Venn-Diagrammen, 22
transponierte Matrix, 278 Vereinigung, 24, 34
Transposition, 282 verknupft mit, 33
Trennung der Variablen, 472 Verknupfungstafel, 225
Treppenfunktion, 172 Verknupfungstafeln, 62
trigonometrische Polynome, 611 Verteilungsfunktion, 501
trigonometrisches Polynom, 393 vertraglich, 566
Tupel, 209 Vielfachheit, 333
Typ einer Quadrik, 361 Viterbi-Algorithmus, 584

vollstandig, 113

uberabzahlbar, 90 vollstandige Induktion, 12
Ubergangswahrscheinlichkeiten, 579 Vollstandigkeitsaxiom, 67, 77, 78
Umkehrfunktion, 131 Vollstandigkeitsrelation, 400
Umbkehrsatz, 463 Volumen
unabhangig, 500, 520 der Einheitskugel, 483
unabhangig identisch verteilt, 550 einer Kugel, 485
unbestimmte Integral, 180 eines Ellipsoided, 485
uneigentlich integrierbar, 187, 188, 486 eines Paraboloidenstumpfes, 483
co—Norm, 379 Volumen des Kompaktums, 482

unendliche Produkt, 104 Volumen des Parallelotops, 299



Volumen-Verzerrungsfaktor, 485
Vorwartsmethode, 582
VR, 225

W-Raum, 495
W-Dichte, 501
Wahrheitstafel, 8
Wahrscheinlichkeitsdichte, 501
Wahrscheinlichkeitsmas, 495
Wahrscheinlichkeitsraum, 495
Warmeleitungsgleichung, 479
Wavelets, 405
Wellengleichung, 478
Wendepunkt, 147
wenigstens so machtig wie, 91
wesentlich groser, 48
wesentlich kleiner, 48
Whitney Umbrella, 455
Widerspruchsbeweis, 10
windschief

Geraden, 219
Winkel

zwischen zwei Kurven, 419

zwischen zwei Vektoren, 214
wohldefinierte, 40
Wort

eines Codes, 228
Wurfelmodell, 496
Wurzelkriterium, 101

Zackenfunktion, 200, 201, 394
Zahler, 40
Zahlvariable, 510
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Zeilenoperation
elementare, 243
Zeilenrang, 318
Zeilenstufenform, 245
Zeilensummennorm, 565
Zeilenumformung
elementare, 243
Zeilenvektoren, 209
zeitschrittunabhangige Markovkette,
563
Zentraler Grenzwertsatz, 537
Zerfallswahrscheinlichkeit, 498
zerfallt, 333
Zielmenge, 29
zufallig aussehen, 587
Zufallsvariable, 500
zugehorige Matrixnorm, 567
zugehorige homogene Gleichungssys-
tem, 270
zugehorige Norm, 367, 370
Zusammenhang zwischen der kom-
plexen Exponentialfunktion und
Sinus und Cosinus, 120
zusammenhangend, 293
Zustand, 561
zweischaligen Hyperboloiden, 357
zweiseitiger Test, 541, 550
zwischen, 129
Zwischenwertsatz, 129
Zykel, 281
Zylinder, 358
elliptisch, 358
hyperbolisch, 358
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