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Stochastische Matrizen, Normierte Raume

Die Themen heute sind
» Hauptsatz tiber stochastische Matrizen

» Satz von Perron

v

Beweis des Ergodensatz

v

Skalarprodukte auf C-Vektorraumen

» Normierte Raume

v

Orthonormalsysteme

Am Freitag hatten wir den Hauptsatz uber stochastische Matrizen
formuliert und mit dem Beweis begonnen. Er wird uns noch eine
Weile beschaftigen.

Das zweite Thema heute sind Skalarprodukte auf C-Vektorraumen
und normierten Raumen



Hauptsatz uber stochastische Matrizen
Satz. Sei P € R"*" eine stochastische Matrix.
1. P hat den Eigenwert \1 = 1.
2. Jede stationare Verteilung wy, ist ein Eigenvektor zu A1 = 1.
3. Alle komplexen Eigenwerte \;j von P haben Betrag |\;| < 1.
4. Sind fiir ein k > 0 alle Eintrage von Pk nicht Null, dann ist
A1 = 1 der einzige Eigenwert vom Betrag 1 und

dimEig(P,1) =1 = m(xp(t),1).
5. (Ergodensatz) Unter der Vioraussetzung von 4. gilt

lim PK = (Woowes ... i) € R™7
k—o0

Ohne weitere Voraussetzungen gilt:
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lim —ZP = (WopoWep - - . Wep)
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Satz von Perron

Satz. Sei A = (ajj) € R™" < C"*" eine quadratische Matrix mit
nur positiven Eintragen: aj; > 0Vi,j. Dann hat das
charakteristische Polynom x a(t) eine einfache reelle Nullstelle X,

welche
A > |)\j|

fiir jede andere Nullstelle \; von x a(t) erfiillt. Ferner existiert ein
Eigenvektor x € R" zu dem Eigenwert A mit ausschlieBlich positven
Eintragen x; > 0.

Wir konnen diesen Satz auf stochastische Matrizen P = (p;;) mit
positiven Eintragen p; > 0 anwenden. Da nach dem Satz von
Gerschgorin A = 1 der betragsmaBig groBte Eigenwert von P ist,
stimmt er mit dem X\ im Satz von Perron iiberein.



Korollar. Sei P = (pjj) eine stochastische Matrix mit positven
Eintragen pj > 0. Dann ist A\ = 1 der betragsmaBig groBte
Eigenwert, und xp(t) hat eine einfache Nullstelle in 1. Alle
anderen Eigenwerte \; haben einen Betrag |\j| < 1. Der
1-dimensionale Eigenraum Eig(P,1) wird von einem Vektor x € R"
mit positiven Komponenten x; > 0 erzeugt.

X1

1
Z?:l Xi

WOO =
Xn
ist die einzige stationare Verteilung von P.

Beweis. Da A\ = 1 der betragsmaBig groBte Eigenwert ist, folgt
mit dem Satz von Perron m(xp(t),1) = 1. Dass der zugehorige
Eigenraum von einem Vektor x mit positiven Komponenten
erzeugt wird, folgt ebenfalls. SchlieBlich ist wy, eine stationare
Verteilung, da Pwy, = wy, gilt. Dies ist die einzige stationare
Verteilung, da stationare Verteilungen Eigenvektoren von P zum
Eigenwert 1 sind und dim Eig(P, 1) = 1 gilt. O



Potenzen von Jordanblocken

Lemma. Sei

J=JA\,m)=

ein Jordanblock. Dann gilt

N (et (f)ae?
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Beweis. Schreiben J = AE + N. Dann gilt
ko 7k o
S = (AE+ Nk =) <.>)\"_JNJ,
j=o M

da AE und N kommutieren. Fiir j < m hat N/ Einsen auf der j-ten
Nebendiagonale und sonst Nullen. Fiir j > m gilt NV = 0. Die
Behauptung folgt. O



Beweis des Ergodensatz

Wir behandeln zunachst den Fall, dass die stochastische Matrix
P = (pjj) selbst nur positive Eintrage hat.

Sei
1 0 0
spst—y= [0 JAam)
: 0
0 0 JA,my)
Dann gilt
1 0 0
lim Jk = 0 0 : ,
k—00 .
0 --- 0

In der Tat, da alle [\j| < 1, gilt limk_o(J(As, ms))k = 0.



K\ K .
()< S
J J:

xJ
XII—>mOO e In|As|x O’

da [As] <1 = In|As| <0 gilt und die Exponentialfunktion
schneller als jedes Polynom wachst.
Es folgt

lim P* =571 lim JXS = (W 0...0)S = (Wep Wep ... W),

k—00 k—00
da (S71)'P'St = J impliziert, dass die erste Spalte von S’ ein
Eigenvektor von P’ zum Eigenwert 1 ist. Da auch
dim Eig(P",1) = 1 gilt, ist die erste Zeile z von S also ein
Vielfaches von dem Zeilenvektor (1 1...1). SchlieBlich impliziert

und

S-S5 1=Fund Z(WOO>,' =1
j=1

dassz=(11...1) gilt.



Damit ist der Ergodensatz fiir den Fall, dass alle Eintrage p; > 0
sind, bewiesen. Wissen wir dies lediglich fiir eine Potenz Pk so
argumentieren wir wie folgt:

Lemma. Sei Ae C"™". Die Eigenwerte von A¥ sind die k-ten
Potenzen der Eigenwerte von A.

Beweis. Klar, da die Jordansche Normalform von A eine obere
Dreiecksmatrix ist. L]

Nach den Sitzen von Gerschgorin und Perron, angewendet auf PX,
ist 1 eine einfache Nullstelle von xp«(t), und alle andere
Eigenwerte A\ haben einen Betrag |A| < 1. Fiir die Eigenwerte
von P gilt dann |);| < 1 ebenfalls, und das obige Argument

greift. O
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Skalarprodukte auf C-Vektorraumen

Definition. Sei V ein C-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist
eine Abbildung

b:VxV —-C,(v,w)— b(v,w)

die folgendes erfiillt:
Sla. b(vi + vo,w) = b(vi,w) + b(vi,w) Vvi,vo und w e V
S1b. b(v,ws + wa) = b(v,wy) + b(v,wz) Yv und wy, ws € V
S2a. ()\v w) = Ab(v,w)Vv,we V and YA e C
S2b. b(v,Aw) = Ab(v,w)VYv,we V and VA e C

S3. b(v, w) = b(w,v)Vv,we V

S4. b(v,v)=>0Vve Vund b(v,v)=0<v=0

Eine Abbildung b, die S1a-S2b erfiillt ,nennt man auch eine
Sesquilinearform. Haufig verwendet man auch die Notation

{v,w) := b(v,w)
Die zugehorige Norm ist

IVl = V/b(v,v) = /v, v).




Beispiele
1. Das Standardskalarprodukt auf C” ist durch

n
(z,wy =D zZjw
j=1
definiert. Schreiben wir zj = x; + iy; mit x;, y; € R, so ist

2] = \/xE + 2 4. 42 4 2
die eulkidische Norm auf dem zugrundeliegenden
R-Vektorraum C" = R?".

2. Sei V ={f:[0,1] - C| f ist stetig}. Dann ist

1
(F.g) = f FD)g(t)dt

ein Skalarprodukt auf V. ||f|? = S |f(t)]?dt = 0 und
Gleichheit gilt nur, wenn f = 0, da das Integral iiber eine
nicht-negative stetige Funktion nur dann Null ist, wenn es die
Nullfunktion ist.



3. Etwas allgemeiner: Fiir ¢ : [0,1] — R eine positive stetige
Funktion (eine Dichte) definiert

17
F0), = | F(p(d
ein Skalarprodukt auf V = {f: [0,1] — C | f ist stetig}.

Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt b
und B = {vi,...,v,} eine Basis. Dann erfiillt die Matrix
B = (byj) = (b(vk, vj)) wegen S3

bjk = Ekj, also Bt = E
Definition. Eine Matrix b € C™", die B'=B erfillt, nennt man
hermitisch.

Man kann b aus der Matrix B zuriickgewinnen. Fir Vektoren
V=211 +...ZpVpund w = wivy + ... + wpVv, in V gilt:



blv,w) %2 (z,...2,)B = :|B )
Wn Zn Wn

4 w1
= Bl || daB 2Bt

Zn Wp

Hierbei bezeichnet (, ) das Standardskalarprodukt auf C”.
Bemerkung. Hermitische Matrizen erfiillen obige Gleichungen,
und b, definiert durch die Formel

w1

ist eine Sesquilinearform auf C”, die S3 erfiillt. Allerdings ist b im
allgemeinen kein Skalarprodukt, da S4 b(z,z) > 0 fiir beliebige
hermitische Matrizen B nicht erfullt ist. Dazu spater mehr.
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Definition. Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine
Abbildung
(VX VSR (vyw) - (v,w),

welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

Sla. {vi + vo,w) = (v, w) + {vi,w)Yvi,vo und w e V,
Sib. {v,wy + wa) = (v, wy) + {v,wo) Yv und wi,ws € V,
S2a. Av,w) = Xv,w)Vv,we V and YA e R,
S2b. (v, Aw) = Xv,w)Vv,we V and VA e R,

S3. {v,w) ={w,v)Yv,weV,

S4. {v,v)=20VveVund{v,v)=0< v =0.



Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Satz. Sei V ein R- oder C-Vektorraum mit einem Skalarprodukt
{, ). Dann gilt
Kv,wy| <[ v[]|w]V¥v,weV
und Gleicheit gilt fiir v £ 0 genau dann, wenn w = Av fiir ein

Skalar X\ gilt.

Beweis. Der Beweis aus der zweiten Vorlesung tibertragt sich
(fast) wortwortlich. O

Korollar. Sei V ein R- oder C-Vektorraum mit einem
Skalarprodukt { , ). Dann ist die Abbildung

Vo Ry v = Vv

eine Norm auf V' im Sinne folgender Definition.



Normierte Vektorraume

Definition. Sei V ein R- oder C-Vektorraum. Eine Norm auf V
ist eine Abbildung

2V =R, v v,

die folgendes erfiillt:

N1 ||v|>0¥ve Vund |v| =0 < v =0,

N2 |Av[ = |A|v] VveV undVAeR bzw. VAeC,

N3 v+ w| < |v| +|w| Yv,w e V (Dreiecksungleichung).

Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm nennt man auch einen
normierten Vektorraum.

Beweis des Korollars.
1. Wegen S3 gilt (v, v) = {v,v), also {v, v) € R auch bei
C-Vektorraumen mit Skalarprodukt, und (v, v) > 0 gilt nach

S4. |v] = /{v,v) erfiillt also N1 wegen S4.
2. N2 gilt wegen S2a & S2b: A\ = |2

3. N3 beweist man genauso wie in der zweiten Vorlesung.



Beispiele flir Normen
1. Auf V =R" oder C" haben wir folgende Normen

n
1
Iz]p = (Z |zx|P)P firl< p <
k=1

und
|z||loo := max{|zx| | k =1,...n}

2. Fiir ein abgeschlossenes beschranktes Intervall [a, b] = R
haben wir auf

V = C%a, b] := {f: [a,b] — R | f ist stetig }

die Normen
b
Il = ([ I (e)Pan? fir 1< p<or
a

und
[flloo == sup{|f(£)[ | £ € [a, b]}-
Dabei ist jeweils || |2 die Norm, die von einem Skalarprodukt
kommt.



Orthogonale Vektoren
Definition. Sei V ein R- oder C-Vektorraum mit einem
Skalarprodukt {, ). Zwei Vektoren v, w sind orthogonal oder
senkrecht zueinander, in Zeichen v L w, wenn

{v,w) =10

gilt. Zwei Untervektorraume U, W < V sind orthogonal
zueinander, in Zeichen U 1L W, wenn

{uywy=0 Vue UundVYwe W
gilt. Ist dies der Fall, dann gilt U n W = 0. Man schreibt auch
veaWw =UapW=U+WcV

in diesem Fall.



Orthonormalsysteme von Vektoren

Definition. Ein Orthogonalsystem von Vektoren {vy | k € J} ist
eine Familie von Vektoren & 0 in einem Vektorraum mit
Skalarprodukt fiir die

viie Lvp Yk£(

gilt. Ein Orthonormalsystem von Vektoren {vi | k € J} ist ein

System fiir das
<Vk, Vg> = 5/(( Vk,g eJ

gilt, also zusatzlich die Vektoren normiert sind, d.h., Norm 1 haben.



Gram-Schmidt Verfahren

Algorithmus.

Input. Eine Familie {vi,...,v,} von linear unabhangigen Vektoren
in einem Vektorraum V mit Skalarprodukt.

Output. Eine orthonormale Familie {wj, ..., w,} von Vektoren

aus V/, so dass
Spann(vi, ..., vk) = Spann(wi, ..., wg)

fur alle k =1,...,n gilt.

Bemerkung. Orthonormalsysteme sind niitzlich, da man mit
ihnen orthogonale Projektionen leicht berechnen kann.

Ende Teil 4



