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Gram-Schmidt-Verfahren, Orthogonale Projektionen

Die Themen heute sind
» Gram-Schmidt
» Orthogonale Projektionen
» Hilbert- und Banachraume
» Die unitaren Gruppen U(n) und SU(n)

» Hauptachsentransformation

Heute werden wir das Gram-Schmidt-Verfahren besprechen und
dessen Anwendung auf orthogonale Projektionen behandeln.
AnschlieBend befassen wir uns mit der Hauptachsentransformation.



Gram-Schmidt-Verfahren
Algorithmus. Sei V ein R- oder C-Vektorraum mit einem
Skalarprodukt ( , ).

Input. Eine Familie {vi,..., vy} von linear unabhangigen Vektoren
aus V.
Output. Eine orthonormale Familie {wj, ..., w,} von Vektoren

aus V/, so dass

Spann(vi, ..., vk) = Spann(wi, ..., wk) Vk € {1,...n} gilt.

1. w1 HVIH

2. for k from 2 to n do
a.

k—1
e = vic = 2wy, viow;
j=1

b Wy = i
’ lux]
3. return {wi,...wp}



Beweis. Korrektheit: Wegen

k—1
(weyuy = wes viy = 3 (wj, vioXwa, wy)
j=1
k—1
= (wg, viey — Y W, viody = (w, viey — {we, viey = 0

j=1

steht vy senkrecht auf wy, ..., wx_1. Es gilt ux 0, da nach

Vorraussetzung

vk & Spann(wy, ..., wk_1) = Spann(vy, ..., Vk_1)

gilt. Der normierte Vektor wy steht dann ebenfalls senkrecht auf
Wi, ..., Wk_1, und

Spann(wa, ..., wx) = Spann(vy, ... vk_1,ux) = Spann(vy, ..., vk)

ergibt sich mit Induktion nach k. O



Orthogonale Projektionen
Satz. Sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (, ),
{wi, ..., wyn} ein Orthonormalsystem aus Vektoren in V, und sei

v € V ein weiterer Vektor. Dann ist
n

w = (W, v)w;
j=1
der Vektor in W = Spann(wy, ..., w,) mit dem kleinsten Abstand
v —w| zu v.
Beweis. Es gilt v — w L Spann(wy,...,w,), da

(wp, v — w)

k—1
<W€a V> - Z<WJ7 V><va WJ>
j=1

k—1
(wp, v) — Z<Wj, v dgj = {wy, v) —{wy, v) = 0.
j=1



Ist nun W € Spann(wj, ..., w,) ein weiterer Punkt, dann gilt
~ 2 2 ~ 12 2
lv—=w|*=v—-w|"+]w—-w|">]v—w|
nach Pythagoras, da v — w 1L w — w, und Gleichheit gilt nur fir
W= w. []
Wir konnen also auf endlich-dimensionale Unterraume eines
Vektorraums mit Skalarprodukt orthogonal projizieren.
Beispiel. Im letzten Semester hatten wir den Vektorraum
V ={f: R— C| f ist stetig und 27 — periodisch}

betrachtet und fiir f € V mit den Fourier-Koeffizienten
1 27 .

=— | f(t)e *dt

Ck 27T 0 ( )e

a0
Z Ckelkt

k=—

die Fourier-Reihe

gebildet.



Fourier-Polynome
Jetzt sehen wir, dass die Funktionen

ex: R—C, et) =e*t

ein Orthonormalsystem {ex | k € Z} in V bzgl. des Skalarprodukts
27

&)= | e

0

bilden. Da ekt = =kt gilt, ist das n-te Fourier-Polynom

die orthogonale Projektion von f auf den Unterraum
Spann(e_p, ..., ep) der Fourier-Polynome vom Grad < n.
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Orthogonale Komplemente

Definition. Sei V ein R- oder C-Vektorraum mit einem
Skalarprodukt (, » und W < V ein Untervektorraum. Dann heiBt

W ={ueV|{uw) =0YVwe W}={weV|wl W}

das orthogonale Komplement von U in V.
Bemerkung. Hat W endliche Dimension und ist B = {wi, ..., wg}
eine Orthonormalbasis von W, dann heiBt die Abbildung

k
V- wt, v»—>v—2<Wj,v>Wj
j=1

die orthogonale Projektion auf W=,



Dass der Vektor .
u=v-— Z<WJ) V>WJ
j=1

in Wt < V liegt, folgt mit unserer Rechnung fiir die Projektion
auf W. ue W mit kleinstem Abstand zu v:

v—ull= inf {|v—d|} =inf{|v—d||de W}

v =l = inf {lv—al} = inf{lv—al | 5 W'}
Satz. Sei V ein R- oder C-Vektorraum mit einem Skalarprodukt

{, » endlicher Dimension und sei W < V ein Untervektorraum.
Dann gilt

Wa Wt =V und dim W + dim W = dim V.

Beweis. Wir erhalten eine Orthonormalbasis von V' indem wir
Orthonormalbasen von W und W+ zusammenfiigen.



Hilbert- und Banachraume

Ist dim V = o0, dann ist die Situation komplizierter, weil
Ausdriicke der Art

e 6}

> wj, vy

j=1
zunachst einmal keinen Sinn ergeben. Man bendtigt dazu auch
Analysis.
Definition. Sei (v,) eine Folge von Vektoren in einem normierten
Vektorraum V. Wir sagen, die Folge (v,) konvergiert gegen einen
Vektor v € V, falls

lim v, —v| =0
n—0o0

gilt. Ein Vektorraum V mit einem Skalarprodukt {, ) nennt man
auch einen Pra-Hilbertraum. V ist ein Hilbertraum, wenn jede
Cauchy-Folge (v,) von Vektoren in V konvergiert. Analog ist ein
Banachraum ein normierter Raum in der jede Cauchy-Folge
konvergiert.



(2(R) und ¢?(C)

Auf dem R-Vektorraum der quadratsummierbaren Folgen

C(R) = {(xa) e RV | Y] [xal* < o0}

n=1

ist durch

() ) = D xayn e R

n=1
ein Skalarprodukt erklart mit Norm

[(xall = (O xaf?)2.
n=1

Dies macht Sinn, da die Reihe fiir das Skalarprodukt (absolut)
konvergiert:

N

1 1
S [xayal < 2|xnr 2 2|yn < Gl (ya)ll < o0
n=1

gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir RV.

M



/2(R) ist ein Hilbertraum, da fiir (v4) eine Cauchy-Folge in ?(R),
also vk = (Vkn)nen, die Folge der n-ten Glieder (vk,)ken eine
Cauchy-Folge in R bilden und R vollstandig ist.

Beispiel. Ein Beispiel fiir einen Banachraum ist
V = C%a,b] = {f: [a,b] — R | f ist stetig}
zusammen mit der Supremumsnorm
[flloc = sup{[f(x)| | x € [a, b]}.

Es gilt |[f]lc < o0, da stetige Funktionen auf abgeschlossenen
Intervallen ihr Maximum annehmen. Konvergenz bzgl. | | ist
gleichmaBige Konvergenz, und der Grenzwert f einer
Funktionenfolge (7,) ist bei gleichmaBiger Konvergenz erneut
stetig.
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[sometrien

Definition. Seien V und W zwei R- oder C-Vektorraume mit
Skalarprodukten. Ein Isomorphimus f: V — W ist eine Isometrie,
wenn

<f(V1), f(V2)> = <V1, V2> Vvl, Vo € 74
gilt.
Korollar. Je zwei endlich-dimensionale R- bzw. C-Vektorraume
gleicher Dimension sind isometrisch zueinander.

Beweis. Nach dem Gram-Schmidt-Verfahren hat jeder
endlich-dimensionale C-Vektorraum V mit Skalarprodukt eine
Orthonormalbasis. Ist B = {v1,..., v,} eine Orthonormalbasis
eines C Vektorraums V/, dann definiert

f:C">V, g—y

eine Isometrie zwischen C"” mit dem Standardskalarprodukt und V.
Der Beweis fiir R-Vektorraume ist analog. O



Die unitaren Gruppen U(n) und SU(n)
Die Isometrie f: C" — V, e; — v; ist allerdings nicht eindeutig
bestimmt. Eine Matrix T € C"*" definiert eine Isometrie
C" — C",v — Tv bzgl. des Standardskalarprodukts genau dann,
wenn die Spalten von T eine Orthonormalbasis von C” bilden, also
wenn .
TT=E
gilt. Solche Matrizen nennt man auch unitar.
Definition. Die Gruppe

U(n) = {TeGL(nC)| T1=T}
heiBt unitare Gruppe der Ordung n.
SU(n) ={T eU(n)|detT =1}

heiBt spezielle unitare Gruppe.



Beispiel.
U(l) ={(\) eGL(1,C) | A\ =1} ={zeC||z| =1} = (C*,")

ist die Einheitskreislinie in C.

det: U(n) > U(1), T — det T
ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern SU(n).
Bisher haben wir also folgende Matrixgruppen kennengelernt:
1. SL(n,R) < GL(n, R)
2. SL(n,C) < GL(n,C)
3. SO(n) < O(n)
4. SU(n) < U(n)
Ferner nennen wir Matrizen A mit A" = A symmetrisch und
Matrizen B mit B° = B hermitesch.



Satz. Die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix B = (b;;) € C"*"
sind alle reell.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von B und v € C" ein Eigenvektor.
Dann gilt:

AV, v) = (v, vy = (v, By = (Bv,v) = (v, vy = X, v)
Dav#0ist|v|]?2=(v,v)£0. Also A=), d.h, \eR. O

Insbesondere haben also symmetrische reelle Matrizen A € R™*",
d.h., A= At, nur reelle Eigenwerte.

Beispiel.

hat das charakteristische Polynom
xalt)= (2—-1t)3—=22—1t)=(2—t)(t? —4t +2)
und die Eigenwerte 2 und 2 + /2 in R3.
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Hauptachsentransformation
Satz. Sei A€ R"*" eine symmetrische Matrix. Dann existiert eine
orthogonale Matrix S € SO(n), so dass

A1 0
SAS' =SASt =D = ,
0 An
eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Wir zeigen, R" besitzt eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren zu A. Sei A; ein Eigenwert von A. Es gilt \; € R.
Sei v € R” ein normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert \.
Dann ist das orthogonale Komplement

H=vt={weR"|{(w,v) =0}
ein Untervektorraum, und A bildet H in sich ab:
weH = {(w,v)=0
= (Aw,v) ={(w,Av) ={(w,\1v) = Ai{w,v) =0

= AweH.



Mit Induktion nach n diirfen wir annehmen, dass H, welcher
isometrisch zu R"~1 ist, eine Orthonomalbasis {vs...,v,} aus
Eigenvektoren von A besitzt. Die Matrix (v1 v2...v,) € O(n) ist
orthogonal und deren Transponierte S erfiillt

A1 0
SAS' = _
0 An
Um schlieBlich S € SO(n) zu erreichen, kdnnen wir gegebenfalls vq
durch —v; ersetzen. ]
Beispiel.
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 2

hat die Eigenwerte 2 und 2 + +/2 in R3.

0 -1 0 1
Eig(A,2) =ker| -1 0 —1]=Spann({ 0 )
0o -1 0 -1



Also konnen wir
V2
2
Vi = 0

V2
2

wahlen. Dessen orthogonales Komplement ist

2
¥2\ /o

H=Spann(| 0 [,{1])

V2 0
2

und diese Vektoren bilden eine Orthonormalbasis A’ von H. Die
Matrixdarstellung von A in der Basis A = {v;} U A’ ist

2 0 0
MAiA) =[0 2 2
0 —v2 2



In der Tat gilt,
2 -1 0 % V2
-1 2 -1 0 V2| =
0o -1 2 % V2

(32 26 ()
(2

N

N

& o%
|
N
-
()
N———

a omws
+
N
S
[« =)
~——

-2

Die Eigenwerte von A’ = N

) sind 2 + /2 und die

Eigenraume sind

1 V2
Eig(A,2 +2) = Spann(<$1>) = Spann( <$2\f2>))



¥V2 ¥2 g\ (1 0 0 ¥V2 11
. 2 2 2 2 2
S=| 0 0 1||lo ¥ ¥|=| o0 -2 2
V2 V2 ) \g -2 2 _V2 1 1
2 2 2 2 2 2 2
eine Matrix mit
2 0 0
sas'=[o0 2++v2 0
0 0 242

Allerdings ist S* ¢ SO(3). Wir kénnen also eine Spalte mit —1
multiplizieren, oder, wenn wir die Eintrage in der Diagonalmatrix
der GroBe nach sortiert haben wollen, die erste mit der zweiten
Spalte vertauschen, um eine Matrix in SO(3) zu erhalten.
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