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Positive definite Matrizen und Normalformen von
orthogonalen und unitaren Matrizen

Die Themen heute sind

» Hauptachsentransformation fiir hermitesche Matrizen

v

Normalformen von unitaren und orthogonalen Matrizen

v

Positiv definite Matrizen

v

Hurwitz-Kriterium fir positiv definit

Die Hauptachsentransformation funktioniert auch fiir hermitesche
Matrizen. Wir kdnnen damit die Frage beantworten, welche
hermitesche Matrizen ein Skalarprodukt definieren.



Hauptachsentransformation
Satz. Sei B € C"™ " eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine
unitire Matrix T € SU(n), so dass
A1 0
TBT = TBT '=D = ,
0 An
eine Diagonalmatrix mit reellen Eintragen ist.
Beweis. Wir betrachten wieder einen Eigenwert \; von B und

einen zugehorigen normierten Eigenvektor v; € C”. Das
orthogonale Komplement

H = vlL
ist ein Untervektorraum, der von B in sich abgebildet wird.
Rekursion greift: Es existiert eine Orthonomalbasis {v, ..., v,}

von H aus Eigenvektoren von B.



T = (nva...va) € U(n)

—t
ist dann eine unitdre Matrix, die TBT = D erfiillt. Um eine
Matrix in SU(n) zu bekommen, kénnen wir v; durch vy ersetzen,

—t
wobei 1 = det T ist. O]
Um unitare Transformationen geometrisch zu verstehen,
betrachten wir deren Jordansche Normalform.

Satz. Sei A€ U(n) eine unitire Matrix. Die Eigenwerte \j von A
haben alle den Betrag |\;| = 1, und es existiert eine unitare
Transformationsmatrix T € SU(n), so dass

A1 0
TAT = TAT 1 =

gilt.



Beweis. Die Beweisidee ist dieselbe wie bei der Hauptachsen-
transformation. Sei A € C ein Eigenwert von A€ U(n) < GL(n,C)
und v ein normierter Eigenvektor. Da A eine Isometrie von C"
beschreibt, gilt

1={v,v) ={(Av,Av) = Qv, \v) = AXv,v) = A\
A hat also den Betrag |A| = 1. Wegen
(v, w) = (Av, Aw) = v, Aw) = Xv, Aw)
bildet A das orthogonale Komplement
H=vt={weC"|{v,w)=0}
in sich ab, und Induktion greift. Um am Ende eine
Transformationsmatrix T € SU(n) statt nur in U(n) zu bekommen,

—_t
kann man einen der Eigenvektoren, die die Spalten von T bilden
mit einem geeigneten A € U(1) multiplizieren.
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Normalformen von orthogonalen Transformationen
Satz. Sei A€ O(n) c GL(n,R). Dann existiert eine
Transformation S € SO(n), so dass SAS" = SAS™! die Gestalt

cosay —sinag 0
sinv;  cosag

coso, —Ssina,
sino,  Cosay
+1

0 +1
hat. Dabei ist r die Anzahl der Paare von komplex konjugierten
Eigenwerten von A und n — 2r die Anzahl der reellen Eigenwerte.



Beweis. Orthogonale Matrizen sind auch unitar, da

E— S5 =55 gilt. (= O(n) < U(n).)

Folglich haben samtliche komplexe Eigenwerte von A den Betrag 1.
Die reellen Eigenwerte konnen also nur +1 sein. Andererseits hat
das charakteristische Polynom y a(t) reelle Koeffizienten. Die
komplexen Nullstellen treten daher in Paaren A, A von zueinander
konjugiert komplexen Zahlen auf. Da die Betrage 1 sind, gilt

A =cosa+isina,\ =cosa — isina

fiir gewisse Winkel « € 10,27 mit « + 7.
Sei v e C" ein Eigenvektor zu A mit |[v| = v/2. Wir zerlegen

21 X1 Y1
v=|:]=1:|+i|l i |=Rev+ilmv
Zn Xn Yn
komponentenweise in Real- und Imaginarteil. Dann ist
v = Rev — iImv ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A:

(A—XE)v=0< (A—XE)v=0.



Re v und Im v € R" sind R-linear unabhangig, da v und ve C" als
Eigenvektoren von zueinander verschiedenen Eigenwerten C-linear
unabhéangig sind. U = Spann(Rev,Imv) c R" ist also ein
2-dimensionaler Untervektorraum, der von A in sich abgebildet
wird:

ARev = A%(v—i—v):%()\v—FXV)
= %((cosa+isina)(Rev+iImv)
+(cosa — isina)(Rev —ilmv))
= cosaRev —sinalmyv
Almv = AS(v—7) = -(\v— V)
2i 2i

1
= E((cosa +isina)(Rev +ilmv)
—(cosa —isina)(Rev —ilmv))

= sinaRev +cosalmv



Bzgl. der Basis {Rev,Im v} wird also A eingeschrankt auf U durch

die Matrix
cosa —sina
sina cos«

dargestellt. Wir zeigen, dass {Re v, Im v} eine Orthonormalbasis
von U < R" ist. Dies folgt aus (v, v)c = 0 und {v,v)c = 2. Die
erste Gleichung besagt

n n n n n
_ Z.. 2 _ 2 _ 2 i v
0= Y Fg =2 F = 2 S 2 Y
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

= (Rev,Rev)r = {Imv,Imv)gr und (Rev,Imv)r = 0.
Die zweite besagt
2 =(Rev,Rev)r +{mv,Imv)g.
Insgesamt folgt

[Rev| =1=|Imv|und Rev L Imv.



Um nun den Beweis abzuschlieBen, verwenden wir wieder
Rekursion. Sei

W=U'={weR"|{w,u)=0Vue U}
Auch W wird von A in sich abgebildet:
weW = (Aw, iy = (Aw,Au)y ={w,uy =0 VYue U und i = Au.
Da U -2 U ein Isomorphismus ist, folgt Aw € U+ = W. Auf

W -2, W kénnen wir eine neue Matrixdarstellung berechnen,
indem wir im ersten Schritt mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens
eine Orthonormalbasis B’ von W =~ R"~2 bestimmen. In der Basis
B = {Re,Imv} U B’ hat A die Gestalt

cosae —sina 0
ME(A) = [ sina  cosa 0 |,
0 0 Al

wobei A" € O(n — 2) eine orthogonale (n —2) x (n—2) Matrix ist.



Es ist uns also gelungen, einen 2 x 2 Rotationsblock abzuspalten.
Wir konnen dies solange wiederholen bis die verbleibende
orthogonale (n —2r) x (n—2r) Matrix A” € O(n — 2r) keine
komplexen Eigenwerte, genauer keine Eigenwerte in C\R, hat.
SchlieBlich bestimmen wir mit Gram-Schmidt noch
Orthonormalbasen von

Eig(A,1) und Eig(A, -1).

Um am Ende eine Transformationsmatrix S € SO(n) zu
bekommen, konnen wir, wenn notig, einen Eigenvektor zu +1 mit
—1 multiplizieren, oder bei einem komplexen Paar von Eigenwerten
X und )\ vertauschen, was Im v durch — Im v ersetzt. O

Bemerkung. Eine orthogonale Matrix A € O(n) liegt in SO(n)
genau dann, wenn dim Eig(A, —1) gerade ist. Wir kdnnen namlich

-1 0\ (cosm —sinm
0 -1/ \sinm cosm
als eine Drehung um 180° auffassen.
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Bemerkung. Die Berechnung der Normalform einer orthogonalen
Matrix A ist mit einem erheblichen Aufwand verbunden. Ein
schwieriger Punkt ist dabei, die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms xa(t) explizit zu bestimmen. Wir haben dazu eigentlich
nichts gesagt.

Bei einer Drehung um 45° hat die Drehmatrix die Eintrage

V2 _\/§ T  _ ein T
\[2 _ (cos4 sin 4>
2 in T i

2 sin 7 cos

bei 60° haben wir

1 _ﬁ T V3
\2F 2 | = [®953 —2

3 1 inZT T |
5 5 Sin 3 COSs 3

Der Drehung um 15¢ entspricht daher die Matrix

138\ [v2 2\l [veivE 62
2 2 2 _ 4 4
3 V2 T\ 2 vane )

1
2 2

l\)&l\)

NN



Oben haben wir SO(n) < SU(n) verwendet. Es gibt auch eine

Inklusion
SU(n) < SO(2n).

Diese beruht auf einer anderen Betrachtung des Korper der
komplexen Zahlen.

€+ =]

z=x+iyr—><; _Xy>

SU(n) — SO(2n)

definieren wir, indem jeden Eintrag zx; von T = (zy) durch die
entsprechende reelle 2 x 2 Matrix ersetzen.

-y
) ey e Rl

Die Abbildung



Positiv definite Matrizen

Satz. Sei Ae C"*" eine hermitesche Matrix. Die folgenden
Bedingungen sind aquivalent:

1) Alle Eigenwerte von A sind strikt positiv.

2) ZAz>0 VYzeC"\{0}.

3) Durch {z,w)a = Z Aw wird ein Skalarprodukt auf C"

definiert.

Definition. Eine hermitesche Matrix A, die die aquivalenten
Bedingungen des Satzes erfiillt, nennt man positiv definit, in
Zeichen A > 0. Eine symmetrische reelle Matrix A € R"*" ist
positiv definit, wenn sie aufgefasst als hermitesche Matrix positiv
definit ist.



Beweis. Wir miissen die Aquivalenz der drei Aussagen zeigen.

1) = 2) Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation existiert
eine Orthonormalbasis {vi, ..., v,} aus Eigenvektoren von A.
Stellen wir z = c1v1 + ... cyv, in dieser Basis da, so folgt

n n

t

Az = (LG5 @)
j=1 k=1

n
_ __t
Z CiCkVj )\k Vi
J,k=1

n
J— _t

Z CjC/J\k(Sjk, da Vj Vg = 5jk

Jik=1

n

_ 2

= Z |Ck| )\k >0
k=1

da alle A > 0 und wenigstens ein ¢, # 0.



2) < 3) Wir wissen bereits, dass durch b(z, w) = Z Aw eine
Sesquilinearform definiert wird, die b(w, z) = b(z, w) erfiillt,

da Zt = A gilt. Die einzige fehlende Bedingung, damit b ein
Skalarprodukt definiert, ist die Bedingung S4, welche mit 2)
ibereinstimmt.

2) = 1) Sei A ein Eigenwert von A und z € C" ein zugehdriger
Eigenvektor. Dann gilt nach 2)

0<ZzAz=7(\z) = Az|?,
also A > 0, da ||z]|? > 0 ist.
Eine hermitesche Matrix bzw. eine reelle symmetrische Matrix A
heiBt negativ definit, wenn —A > 0. A heiBt positiv semi-definit,
wenn alle Eigenwerte nicht negativ sind. Gibt es sowohl| negative

wie auch positive Eigenwerte, nennt man A indefinit.
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Hurwitz-Kriterium

Satz. Eine hermitesche Matrix A = (ayj € C™" ist positiv definit

genau dann, wenn

a1l
det
ak1
gilt.
Fur
A

a1k

akk

a1
ani
asi

anl

a2
a2
asz

an2

>0

ai3
ai3
ass

an3

vV k

=12,...,n

ain
azn
a3n

ann

missen die Determinanten der eingezeichneten Untermatrizen

bestimmt werden.



Beispiel. Es gilt

2 -1 0 0
1 2 -1 0
A= 0o -1 2 -1 |70
0 0 -1 2

nach dem Kriterium,da2>0, 4—-1=3>0,
8 —2—2 =14 > 0 und (Entwicklung nach der ersten Zeile)
2-4—(-1)(-1)3=5>0.

Der Satz von Gerschgorin gibt fiir diese Matrix nur, dass sie positiv
semi-definit ist. Alle Eigenwerte liegen in dem Kreis

{zeC||z—2| <2}.

Da sie reell sind, liegen sie also in dem Intervall [0, 4].



Beweis. Es sei A > 0. Dann sind nach Definition auch alle
Untermatrizen

Ay = > 0.

Bedingung 2) ist namlich auch fiir (z/,0) = (z1,...,2,0,...,0)
erfillt und

ZA(Z) = (Z,0)A(Z,0)" > 0.
Auch diese Untermatrizen haben also nur positive Eigenwerte. Da
die Determinante einer hermiteschen Matrix das Produkt ihrer
Eigenwerte ist, ist det Ay > 0. Die Bedingung ist also notwendig.

Wir miissen noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Dazu
verwenden wir Induktion nach n. Der Fall n =1 ist klar. Fiir den
Induktionsschritt von n — 1 — n betrachten wir die Matrix A,_1,
welche nach der Induktionsvoraussetzung positiv definit ist.



Nach der Hauptachsentransformation existiert eine unitdre Matrix

—t
SeU(n—1), so dass SA,-1S eine Diagonalmatrix mit Eintragen
N N, > 0.

™ 0 by
S0 §t 0 _ oAl
<O 1>A<0 1>_ 0 N1 bpoa = A
:_:7_— Fl bn—l c
fur gewisse bje C,i =1,2,...,n—1, c € C. Wir betrachten nun:
—b
1 0 /\—,11
T = U e SL(n,C).
0 1
Es gilt
™ 0
TAT= / —D
)‘n 1



Da0<detA=detA —detD, det T = detT =1 und
Ay, ALy >0, folgt ¢/ > 0.

Fiir w = (wy,...,w,)" # 0 gilt daher:
n—1
t
w Dw = Z w? - M4+ w2d > 0.
i=1

Insgesamt ergibt sich demnach:
0<WDw=wTS A S Tw.
Nun st aber S TeGL(n,C), dh, V203 w0 mit
z=5" Tw, also:
7 -A-z>0 Vz#£0eC",

d.h., A ist positiv definit.



