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Positive definite Matrizen und Normalformen von
orthogonalen und unitären Matrizen

Die Themen heute sind

§ Hauptachsentransformation für hermitesche Matrizen

§ Normalformen von unitären und orthogonalen Matrizen

§ Positiv definite Matrizen

§ Hurwitz-Kriterium für positiv definit

Die Hauptachsentransformation funktioniert auch für hermitesche
Matrizen. Wir können damit die Frage beantworten, welche
hermitesche Matrizen ein Skalarprodukt definieren.



Hauptachsentransformation
Satz. Sei B P Cnˆn eine hermitesche Matrix. Dann existiert eine
unitäre Matrix T P SUpnq, so dass

TBT
t

“ TBT´1 “ D “

¨

˚

˝

λ1 0
. . .

0 λn

˛

‹

‚

eine Diagonalmatrix mit reellen Einträgen ist.

Beweis. Wir betrachten wieder einen Eigenwert λ1 von B und
einen zugehörigen normierten Eigenvektor v1 P Cn. Das
orthogonale Komplement

H “ vK1

ist ein Untervektorraum, der von B in sich abgebildet wird.
Rekursion greift: Es existiert eine Orthonomalbasis tv2, . . . , vnu
von H aus Eigenvektoren von B.



T
t

“ pv1 v2 . . . vnq P Upnq

ist dann eine unitäre Matrix, die TBT
t

“ D erfüllt. Um eine
Matrix in SUpnq zu bekommen, können wir v1 durch µv1 ersetzen,

wobei µ “ detT
t

ist.

Um unitäre Transformationen geometrisch zu verstehen,
betrachten wir deren Jordansche Normalform.

Satz. Sei A P Upnq eine unitäre Matrix. Die Eigenwerte λj von A
haben alle den Betrag |λj | “ 1, und es existiert eine unitäre
Transformationsmatrix T P SUpnq, so dass

TAT
t

“ TAT´1 “

¨

˚

˝

λ1 0
. . .

0 λn

˛

‹

‚

gilt.



Beweis. Die Beweisidee ist dieselbe wie bei der Hauptachsen-
transformation. Sei λ P C ein Eigenwert von A P Upnq Ă GLpn,Cq
und v ein normierter Eigenvektor. Da A eine Isometrie von Cn

beschreibt, gilt

1 “ xv , vy “ xAv ,Avy “ xλv , λvy “ λλxv , vy “ λλ.

λ hat also den Betrag |λ| “ 1. Wegen

xv ,wy “ xAv ,Awy “ xλv ,Awy “ λxv ,Awy

bildet A das orthogonale Komplement

H “ vK “ tw P Cn | xv ,wy “ 0u

in sich ab, und Induktion greift. Um am Ende eine
Transformationsmatrix T P SUpnq statt nur in Upnq zu bekommen,

kann man einen der Eigenvektoren, die die Spalten von T
t

bilden
mit einem geeigneten λ P Up1q multiplizieren.
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Normalformen von orthogonalen Transformationen
Satz. Sei A P Opnq Ă GLpn,Rq. Dann existiert eine
Transformation S P SOpnq, so dass SAS

t
“ SAS´1 die Gestalt

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cosα1 ´ sinα1 0
sinα1 cosα1

. . .

cosαr ´ sinαr

sinαr cosαr

˘1
. . .

0 ˘1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

hat. Dabei ist r die Anzahl der Paare von komplex konjugierten
Eigenwerten von A und n ´ 2r die Anzahl der reellen Eigenwerte.



Beweis. Orthogonale Matrizen sind auch unitär, da

E “ SS
t
“ SS

t

gilt. (ñ Opnq Ă Upnq.)
Folglich haben sämtliche komplexe Eigenwerte von A den Betrag 1.
Die reellen Eigenwerte können also nur ˘1 sein. Andererseits hat
das charakteristische Polynom χAptq reelle Koeffizienten. Die
komplexen Nullstellen treten daher in Paaren λ, λ von zueinander
konjugiert komplexen Zahlen auf. Da die Beträge 1 sind, gilt

λ “ cosα` i sinα, λ “ cosα´ i sinα

für gewisse Winkel α P s0, 2πr mit α ­“ π.
Sei v P Cn ein Eigenvektor zu λ mit }v} “

?
2. Wir zerlegen

v “

¨

˚

˝

z1
...
zn

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

` i

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

“ Re v ` i Im v

komponentenweise in Real- und Imaginärteil. Dann ist
v “ Re v ´ i Im v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ:

pA´ λE qv “ 0 ô pA´ λE qv “ 0.



Re v und Im v P Rn sind R-linear unabhängig, da v und v P Cn als
Eigenvektoren von zueinander verschiedenen Eigenwerten C-linear
unabhängig sind. U “ SpannpRe v , Im vq Ă Rn ist also ein
2-dimensionaler Untervektorraum, der von A in sich abgebildet
wird:

ARe v “ A
1

2
pv ` vq “

1

2
pλv ` λvq

“
1

2
ppcosα` i sinαqpRe v ` i Im vq

`pcosα´ i sinαqpRe v ´ i Im vqq

“ cosαRe v ´ sinα Im v

A Im v “ A
1

2i
pv ´ vq “

1

2i
pλv ´ λvq

“
1

2i
ppcosα` i sinαqpRe v ` i Im vq

´pcosα´ i sinαqpRe v ´ i Im vqq

“ sinαRe v ` cosα Im v



Bzgl. der Basis tRe v , Im vu wird also A eingeschränkt auf U durch
die Matrix

ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙

dargestellt. Wir zeigen, dass tRe v , Im vu eine Orthonormalbasis
von U Ă Rn ist. Dies folgt aus xv , vyC “ 0 und xv , vyC “ 2. Die
erste Gleichung besagt

0 “
n
ÿ

j“1

z jzj “
n
ÿ

j“1

z2j “
n
ÿ

j“1

x2j ´
n
ÿ

j“1

y2j ` 2i
n
ÿ

j“1

xjyj

ñ xRe v ,Re vyR “ xIm v , Im vyR und xRe v , Im vyR “ 0.

Die zweite besagt

2 “ xRe v ,Re vyR ` xIm v , Im vyR.

Insgesamt folgt

}Re v} “ 1 “ } Im v} und Re v K Im v .



Um nun den Beweis abzuschließen, verwenden wir wieder
Rekursion. Sei

W “ UK “ tw P Rn | xw , uy “ 0 @u P Uu.

Auch W wird von A in sich abgebildet:

w PW ùñ xAw , ũy “ xAw ,Auy “ xw , uy “ 0 @u P U und ũ “ Au.

Da U
A
ÝÑ U ein Isomorphismus ist, folgt Aw P UK “W . Auf

W
A
ÝÑW können wir eine neue Matrixdarstellung berechnen,

indem wir im ersten Schritt mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens
eine Orthonormalbasis B1 von W – Rn´2 bestimmen. In der Basis
B “ tRe, Im vu Y B1 hat A die Gestalt

MB
B pAq “

¨

˝

cosα ´ sinα 0
sinα cosα 0

0 0 A1

˛

‚,

wobei A1 P Opn´ 2q eine orthogonale pn´ 2q ˆ pn´ 2q Matrix ist.



Es ist uns also gelungen, einen 2ˆ 2 Rotationsblock abzuspalten.
Wir können dies solange wiederholen bis die verbleibende
orthogonale pn ´ 2rq ˆ pn ´ 2rq Matrix A2 P Opn ´ 2rq keine
komplexen Eigenwerte, genauer keine Eigenwerte in CzR, hat.
Schließlich bestimmen wir mit Gram-Schmidt noch
Orthonormalbasen von

EigpA, 1q und EigpA,´1q.

Um am Ende eine Transformationsmatrix S P SOpnq zu
bekommen, können wir, wenn nötig, einen Eigenvektor zu ˘1 mit
´1 multiplizieren, oder bei einem komplexen Paar von Eigenwerten
λ und λ vertauschen, was Im v durch ´ Im v ersetzt.

Bemerkung. Eine orthogonale Matrix A P Opnq liegt in SOpnq
genau dann, wenn dim EigpA,´1q gerade ist. Wir können nämlich

ˆ

´1 0
0 ´1

˙

“

ˆ

cosπ ´ sinπ
sinπ cosπ

˙

als eine Drehung um 180o auffassen.
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Bemerkung. Die Berechnung der Normalform einer orthogonalen
Matrix A ist mit einem erheblichen Aufwand verbunden. Ein
schwieriger Punkt ist dabei, die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms χAptq explizit zu bestimmen. Wir haben dazu eigentlich
nichts gesagt.
Bei einer Drehung um 45o hat die Drehmatrix die Einträge

˜?
2
2 ´

?
2
2?

2
2

?
2
2

¸

“

ˆ

cos π4 ´ sin π
4

sin π
4 cos π4

˙

,

bei 60o haben wir
˜

1
2 ´

?
3
2?

3
2

1
2

¸

“

˜

cos π3 ´
?
3
2

sin π
3 cos π3

¸

.

Der Drehung um 15o entspricht daher die Matrix
˜

1
2 ´

?
3
2?

3
2

1
2

¸˜?
2
2 ´

?
2
2?

2
2

?
2
2

¸´1

“

˜?
2`
?
6

4 ´
?
6´
?
2

4?
6´
?
2

4

?
2`
?
6

4

¸

.



Oben haben wir SOpnq Ă SUpnq verwendet. Es gibt auch eine
Inklusion

SUpnq Ă SOp2nq.

Diese beruht auf einer anderen Betrachtung des Körper der
komplexen Zahlen.

pC,`, ¨q – pt
ˆ

x ´y
y x

˙

| x , y P Ru,`, ¨q,

z “ x ` iy ÞÑ

ˆ

x ´y
y x

˙

.

Die Abbildung
SUpnq ãÑ SOp2nq

definieren wir, indem jeden Eintrag zkj von T “ pzkjq durch die
entsprechende reelle 2ˆ 2 Matrix ersetzen.



Positiv definite Matrizen

Satz. Sei A P Cnˆn eine hermitesche Matrix. Die folgenden
Bedingungen sind äquivalent:

1) Alle Eigenwerte von A sind strikt positiv.

2) z
t
Az ą 0 @z P Cnzt0u.

3) Durch xz ,wyA “ z
t
Aw wird ein Skalarprodukt auf Cn

definiert.

Definition. Eine hermitesche Matrix A, die die äquivalenten
Bedingungen des Satzes erfüllt, nennt man positiv definit, in
Zeichen A ą 0. Eine symmetrische reelle Matrix A P Rnˆn ist
positiv definit, wenn sie aufgefasst als hermitesche Matrix positiv
definit ist.



Beweis. Wir müssen die Äquivalenz der drei Aussagen zeigen.

1) ñ 2) Nach dem Satz über die Hauptachsentransformation existiert
eine Orthonormalbasis tv1, . . . , vnu aus Eigenvektoren von A.
Stellen wir z “ c1v1 ` . . . cnvn in dieser Basis da, so folgt

z
t
Az “

`

n
ÿ

j“1

cjvj
t˘

A
`

n
ÿ

k“1

ckvk
˘

“

n
ÿ

j ,k“1

cjckvj
t
λkvk

“

n
ÿ

j ,k“1

cjckλkδjk , da vj
t
¨ vk “ δjk

“

n
ÿ

k“1

|ck |
2λk ą 0

da alle λk ą 0 und wenigstens ein ck ‰ 0.



2) ô 3) Wir wissen bereits, dass durch bpz ,wq “ z
t
Aw eine

Sesquilinearform definiert wird, die bpw , zq “ bpz ,wq erfüllt,

da A
t

“ A gilt. Die einzige fehlende Bedingung, damit b ein
Skalarprodukt definiert, ist die Bedingung S4, welche mit 2)
übereinstimmt.

2) ñ 1) Sei λ ein Eigenwert von A und z P Cn ein zugehöriger
Eigenvektor. Dann gilt nach 2)

0 ă z
t
Az “ z

t
pλzq “ λ}z}2,

also λ ą 0, da }z}2 ą 0 ist.

Eine hermitesche Matrix bzw. eine reelle symmetrische Matrix A
heißt negativ definit, wenn ´A ą 0. A heißt positiv semi-definit,
wenn alle Eigenwerte nicht negativ sind. Gibt es sowohl negative
wie auch positive Eigenwerte, nennt man A indefinit.
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Hurwitz-Kriterium
Satz. Eine hermitesche Matrix A “ pakj P Cnˆn ist positiv definit
genau dann, wenn

det

¨

˚

˝

a11 . . . a1k
...

. . .
...

ak1 . . . akk

˛

‹

‚

ą 0 @ k “ 1, 2, . . . , n.

gilt.
Für

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a11 a12 a13 a1n
a21 a22 a13 . . . a2n
a31 a32 a33 a3n

...
. . .

...
an1 an2 an3 . . . ann

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

müssen die Determinanten der eingezeichneten Untermatrizen
bestimmt werden.



Beispiel. Es gilt

A “

¨

˚

˚

˝

2 ´1 0 0
´1 2 ´1 0

0 ´1 2 ´1
0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‚

ą 0

nach dem Kriterium, da 2 ą 0, 4´ 1 “ 3 ą 0,
8´ 2´ 2 “ 4 ą 0 und (Entwicklung nach der ersten Zeile)
2 ¨ 4´ p´1qp´1q3 “ 5 ą 0.

Der Satz von Gerschgorin gibt für diese Matrix nur, dass sie positiv
semi-definit ist. Alle Eigenwerte liegen in dem Kreis

tz P C | |z ´ 2| ď 2u.

Da sie reell sind, liegen sie also in dem Intervall r0, 4s.



Beweis. Es sei A ą 0. Dann sind nach Definition auch alle
Untermatrizen

Ak :“

¨

˚

˝

a11 . . . a1k
...

. . .
...

ak1 . . . akk

˛

‹

‚

ą 0.

Bedingung 2) ist nämlich auch für pz 1, 0q “ pz1, . . . , zk , 0, . . . , 0q
erfüllt und

z 1Akpz
1q

t
“ pz 1, 0qApz 1, 0q

t
ą 0.

Auch diese Untermatrizen haben also nur positive Eigenwerte. Da
die Determinante einer hermiteschen Matrix das Produkt ihrer
Eigenwerte ist, ist detAk ą 0. Die Bedingung ist also notwendig.

Wir müssen noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Dazu
verwenden wir Induktion nach n. Der Fall n “ 1 ist klar. Für den
Induktionsschritt von n ´ 1 Ñ n betrachten wir die Matrix An´1,
welche nach der Induktionsvoraussetzung positiv definit ist.



Nach der Hauptachsentransformation existiert eine unitäre Matrix

S P Upn ´ 1q, so dass SAn´1S
t

eine Diagonalmatrix mit Einträgen
λ11, . . . , λ

1
n´1 ą 0.

ˆ

S 0
0 1

˙

loooomoooon

:“T

¨A ¨

˜

S
t

0
0 1

¸

“

¨

˚

˚

˚

˝

λ11 0 b1
. . .

...
0 λ1n´1 bn´1

b1 . . . bn´1 c

˛

‹

‹

‹

‚

“: A1

für gewisse bi P C, i “ 1, 2, . . . , n ´ 1, c P C. Wir betrachten nun:

T “

¨

˚

˝

1 0 ´b1
λ1
1. . .
...

0 1

˛

‹

‚

P SLpn,Cq.

Es gilt

T
t

A1T “

¨

˚

˚

˚

˝

λ11 0
. . .

λ1n´1
0 c 1

˛

‹

‹

‹

‚

“: D.



Da 0 ă detA “ detA1 “ detD, detT “ detT
t

“ 1 und
λ11, . . . , λ

1
n´1 ą 0, folgt c 1 ą 0.

Für w “ pw1, . . . ,wnq
t
‰ 0 gilt daher:

w
t
Dw “

n´1
ÿ

i“1

w2
i ¨ λ

1
i ` w2

n c
1 ą 0.

Insgesamt ergibt sich demnach:

0 ă w
t
Dw “ w

t
T

t

S 1 ¨ A ¨ S 1
t

Tw .

Nun ist aber S 1
t

T P GLpn,Cq, d.h., @z ‰ 0 D w ‰ 0 mit

z “ S 1
t

Tw , also:

z
t
¨ A ¨ z ą 0 @z ‰ 0 P Cn,

d.h., A ist positiv definit.


