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Quadriken

Die Themen heute sind
> Ellipsen und Hyperbeln
» Metrische Klassifikation von Quadriken
» Quadriken im R3
» Affine Klassifikation von Quadriken

Die Hauptachsentransformation lasst sich auch beim Studium von
Quadriken verwenden. Wir werden Quadriken, d.h., das
Nullstellengebilde einer quadratischen Gleichung in n Variablen
vermoge einer Bewegung des R” in eine Normalform bringen.



Quadriken

Definition. Eine Quadrik Q < R” ist die Losungsmenge einer
quadratischen Gleichung

Z a,Jx,xj+be, +c=0.

ij=1

In Matrixschreibweise:
qg(x) = x'Ax+ b'-x+c,
wobei A = (aj;) € R™" symmetrisch gewahlt sei. Also

Q = {xeR"[q(x) = 0}.



Ellipsen und Hyperbeln

definiert eine Ellipse mit Haupt-
achsen der Langen 2« und 28.
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heiBt erweiterte Matrix von g(x) = x'Ax+ b'-x + c. Damit

gilt dann:
1

~ X1
g(x) = (1,x1,...,xn)A

Xn
Definition. Eine (euklidische) Bewegung ist eine Abbildung
f:R"->R", f(y)=Sy+t, mit SeSO(n),teR"
Bewegungen erhalten Abstande zwischen Punkten des R":

Ix =yl = 1£0) = £ )l



Satz. Sei q(x) = x'"Ax+ b'-x + c ein quadratisches Polynom
mit reellen Koeffizienten und A die erweiterte Matrix. Dann gibt es
eine euklidische Bewegung f: R" — R", so dass q(f(y)) =0 zu
einer der folgenden Gleichungen aquivalent ist. Dabei ist
m=rangA, m= rangla:

(a) (M =m)

2
i Yi  Yit va _
ottty =5 =0,
o ko Ykt Qim
(b) (M=m+1)
2
i Yi Ykt A
ottty =1
o ko Yk Qim
(c) (mM=m+2)
2 2 2
Y Y Yi+1 Y
o SR s e 5 = Ymt1
Qg Ak Opr Xm

Hierbei sind aq, . ..,am € Ryg Konstanten und 0 < k < m.
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Kegelschnitte

Im R? haben wir also die folgenden Fille: )
Am haufigsten tritt der Fall det A =|=~0 und det A £ 0 auf. Also Fall
(b) mit m = rang A =2, =rang A = 3.

1) k =2, Ellipse:
2 2
L -1
« 32
2) k =1, Hyperbel:
X2 2
3) k =0, leere Menge:
2 2
SATN A

a2 2



Falle mit det A + 0 und det A = 0, also Fall (a) mit m =2 = .
4) k =2, Punkt:

2 2
Z+L -0
ac B
5) k =1, Geradenpaar:
2 2
Ll
ac B

Der Fall k =0, also —%; — % = 0 ,ist 4quivalent zum Fall k = 2
da wir die Gleichung mit —1 multiplizieren konnen.
Falls det A = 0 und det A = 0, also der Fall rang A = 1,rang A = 3,
haben wir nur den Fall

6) k =1, Parabel:

X2
PR
Der Fall k = 0 ist namlich aquivalent zum Fall k = 1:
2 2
X (—x)
Tl YT T T



Der Fall rang A = 1,rang A = 2 hat zwei Fille
7) k =1, parallele Geraden:

AN
O52

8) k =0, leere Menge:

~Z -1

a2

SchlieBlich rang A =1 = rang/z\ gibt
9) k =1, Doppelgeraden:

X2

Im Fall rang A =0, also A =0, definiert g keine Quadrik. Wir
zahlen ihn nicht mit.



Beispiel.
Wir mochten herausfinden, welchen Typ die folgende Quadrik hat:

q(x,y)=x2—xy—|—y2—x—y—2:0.



o



o



Beispiel.
Wir mochten herausfinden, welchen Typ die folgende Quadrik hat:
q,y) =x*—xy +y* —x—y—2=0.

Dazu schreiben wir sie zunichst mit Hilfe der erweiterten Matrix A:

-2

1 1
—2 T2 1
Q(X,y):(l,X,}/) _% 1 _% X
1 1
-3 3 1 y

Es gilt g(x,y) = 0 < 2q(x,y) = 0; wir diirfen also statt unserer
urspriinglichen Gleichung q(x,y) = 0 fiir die Quadrik auch die
Gleichung 2q(x,y) = 0 verwenden:

—4 -1 -1 1
29(x,y)=Lxy) [ -1 2 -1 x
~1 -1 2 y



Die rechte untere Teilmatrix A = < _i _; > hat Eigenwerte 1
und 3. Die zugehorigen Eigenvektoren sind die Spalten der Matrix
1.5 _1.3
—( 2 2
) (;\@ %ﬁ>eSO(2).
Diese Matrix benutzen wir, um neue Koordinaten x’ und y’
einzufiihren:

X\ _s X\ _ VX = 3V2y

y y' VX' +3v2y )
In diesen Koordinaten lautet die Gleichung der Quadrik g(x,y) =0
nun:

q(<,y) = (P+30/) - (VX = V2y) = (V2xX' +V2y') - 4
= (xX)?+3(y")? — 2v/2x' — 4 (quadratische Erginzung)
= (X' =V2?+3(y)>-6=0.



Mit neuen Koordinaten x”, y” mit x’ = x” 4+ /2,y = y” erhalten
wir die finale Gleichung

eine Ellipse mit Halbachsen der Lange v/6 und /2.
()= (7)) =5 ()+(37) - (30”)
y" y' y 0 —3V2x + 3V2y
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Beweis des Klassifikationssatzes
Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation 35 € SO(n),
so dass S'AS = D eine Diagonalmatrix ist. Ist k die Anzahl der
positiven Eigenwerte, m = rang A, dann konnen wir also ohne
Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass

1
a2 0
1
~2
«Q
K
~2
o
D: k+1
_1
az,
0
0 0

fuir gewisse &; € R+p.



Beziiglich der Koordinaten y € R" mit
x = Sy

schreibt sich g(x) = x*Ax + b'x + ¢ nun:

n

k m
5y=2é— Z +Zbgy/+c

j=k+ j =1

fiir gewisse by (genauer: bt = btS).



Also ist die erweiterte Matrix beziiglich der y—Koordinaten von der
Gestalt:

- = g =
b1 Dm m+1 Dn
¢ 2 2 2 2
by 1
2 a%
1
~2
g
. 0
-
Xt
b _1
2 az,
bm+1
2
: 0 0
b,
2




Der nachste Schritt ist quadratische Erganzung, den wir durch eine

Translation erreichen
ha? .
i ief1,2,...,k}

~ Yi— =%
ie{k+1,...,m}.

Yi= | ba
2
g hat dann die Gestalt (d.h. die linearen Terme 51)7, sind fir I < m

Yi+
nicht vorhanden):

Y

~2 m

TR EDY VA P

k41 aJ I=m+1

Die erweiterte Matrix sieht jetzt also folgendermaBen aus:

NS

~ Em+1
g 0 | bmn




Sind alle bpyy1 =+ = b, =0 und & =0, so sind wir im Fall (a).
Ist aber bpy1 = -+ = b, = 0,& # 0, so landen wir mit Division
durch —¢ in dem Fall (b). Ist & > 0, so miissen wir die positiven
und negativen «; vertauschen und k durch m — k ersetzen.

Ist schlieBlich (b1, . ..,bn) # (0,...,0), so kdnnen wir mit Hilfe
von Gram-Schmidt neue orthonormale Koordinaten y;, . 1,...,y,
einfuhren, so dass

n
L~ / /
Z bfyf = bm+1}/m+1‘
f=m+1

Translation (um ¢ auf null zu bringen) und Division durch b, ;

liefert dann den Fall (c). Ist byi1 > 0, so muB zusatzlich wieder k
durch m — k vertauscht werden. OJ
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Klassifikation von Quadriken im R3

» <

Ellipsoid einschaliger Hyperboloid  zweischaliger Hyperboloid
2 2 2 2 2 2 2 2 2
SeBedel Bepofel Gopofed
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Kegel
x2 | y2 2 0 x2 | y2 2
vy i iy Ty

elliptischer Paraboloid  hyperbolischer Paraboloid

2 x2 2

— Yo
+ =2z C?-—Eg—z

2%
%lk



| & #

elliptischer Zylinder  hyperbolischer Zylinder  parabolischer Zylinder

2 2 2 2 2
Doppelebene: 2—2 =0
2
Gerade: ;—2 + # =0
2 y: 2 _
Punkt a_+5_+'y__0
zwei Ebenen parallele Ebenen leere Menge: z.B.
2 2 2 2 y2 2
S-f-0 A1 Eogosen



Affine Klassifikation von Quadriken

Korollar. Sei g(x) = x"Ax + b'-x + c ein quadratisches
Polynom mit reellen Koeffizienten und A die erweiterte Matrix.
Dann existiert eine affine Transformation

f:R" - R" x+— Ax +t, wobei Ae GL(n,R),t e R",

so dass q(f(x)) = 0 zu einer der folgenden Quadriken aquivalent
ist. Dabei ist m = rang A, m = rang A:

= _ . k 2 m 2 _
m=m : Ejzlxj—EJ-:kaj—O,

= _ . k 2 _\'m 2 _
m=m+1 : §j=1Xj Ej:kﬂxj—l,

= _ . k 2 m 2 _
m=m+2 Ejzlxj—éjzkﬂxj—me.

Hierbei sind alle Werte 0 < k < m moglich.

Beweis. Wir konnen die o aus der metrischen Version des
Klassifikationssatzes durch eine zusatzliche Transformation mit
einer Diagonalmatrix beseitigen.



Will man nur den affinen Typ einer Quadrik bestimmen, so kommt
man mit weniger Arbeit aus. Fur

q(x,y,2z) =x2+y2+22—xy—yz—|—x+y—1 =0
hat die erweiterte Matrix A die Gestalt

-2/ 1 1 0
; 1/ 2 -1 0
A=l 1] 2
0] 0 -1 2

A ist positiv-definit. Es muss sich also um einen Ellipsoid oder die
leere Menge handeln. Da ¢(0,0,0) = —1 <0 und g(x,y,z) >0
fir x,y,z » 0, ist es ein Ellipsoid.

qx,y,2) =x>+y? =22 —xy —yz+x+z-1=0
definiert ein Hyperboloid, da

2 -1 0 indefinit ist. Zu entscheiden, ob
-1 2 -1 es einschalig oder zweischalig
0o -1 -2 ist, erfordert mehr Arbeit.
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