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Matrixnormen und Vektoriterationen

Die Themen heute sind

» Matrixnormen

v

Eigenwertabschatzungen

» Beweisschritte zum Satz von Gerschgorin

v

Vektoriteration

Heute werden wir verschiedene Techniken, um Abschatzungen fiir
die Eigenwerte einer Matrix zu bekommen, besprechen.



Matrixnormen
Definition. Eine Matrixnorm ist eine Funktion
| R — R
mit folgenden Eigenschaften:
1. [Al =0 VAeR™"und |[A]=0< A=0,
2. M| = MJJA] YA e R, VAe R™",
3. |[A+ B| < |A| +||B] VA, BeR™",
4. |A-B|| < |A|-|IB|| VA, B e R"™" (Submultiplizitat).

Beispiele. Sei A = (ajx) € R"*". Dann haben wir folgende
Matrixnormen:
a) die Gesamtnorm

|Alle = nmax|aj,
i

b) die Zeilensummennorm

n
|Alz = max > |ai,
"=



c) die Spaltensummennorm
n
|Alls = m,?XE |2kl
i=1
d) die Frobeniusnorm
0 1
Il = ()] laul®)z,
ik=1

e) die Spektalnorm

HAH2 =\ AmaX(AtA)7

wobei )\maX(AtA) der groBte Eigenwert von A"A ist.



Da Matrizen und Vektoren oft gemeinsam auftreten, sollten
Matrixnormen und Vektornormen miteinander vertraglich sein.

Definition. Eine Matrixnorm || | heiBt vertraglich mit einer
Vektornorm || |, falls

[Axlv < [Almlx|v VA€ R™" vxeR"

gilt.
Beispiele. Zu den p-Normen auf R”

(30, [xlP)> fir 1< p <o,
Ixllp =
max; | x;| fir p= o0
bestehen folgende Vertraglichkeiten:
i) |Allg und ||A|s sind mit der Betragssummennorm ||x|
vertraglich,
i) |Alg,|A|F und |A|2 sind mit der euklidischen Norm |x|2
vertraglich,
i) |Alg und |A]z sind mit der Maximumnorm | x|, vertraglich.



Beweis. Wir zeigen exemplarisch: ||A|¢ und |x] sind vertraglich.

n
IAX o = me{!ZaikaH
k=1

n
< max{Z laikxk|}  (A-Ungleichung)
=
n
< max{Z max |ars| - max |xg|}
1 r,s y4

= nmax|ar| - max|x| = [Al¢ - [x[e
r,s V4
L]
Da zu einer gegebenen Vektornorm | | oftmals viele vertragliche

Matrixnormen || |ps existieren, verwendet man in der Praxis oft
gerne diejenige, flr die die Abschatzung

[Ax][v < [IAlm - Ix]Iv

am scharfsten ist.
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Definition. Zu einer gegebenen Vektornorm | || definieren wir die
zugehorige Matrixnorm durch

H x|
Al = ax [Ax]|.
o xR

Bemerkung. Dies ist in der Tat eine Matrixnorm.
Beispiele. Einige zugehorige Matrixnormen sind die folgenden:

Vektornorm ‘ zugehorige Matrixnorm

Betragssummennorm |x|1 | Spaltensummennorm |Al|s
euklidische Norm |x|2 Spektralnorm |A|2
Maximumnorm | x|« | Zeilensummennorm |A| z

Matrixnormen sind niitzlich fiir Eigenwertabschatzungen.



Eigenwertabschatzungen mit Matrixnormen

Satz. Ist A ein Eigenwert von A € R"*" und |A| eine Matrixnorm,
die mit einer Vektornorm | || vertraglich ist, dann gilt

Al < (A
Beweis. Sei x € R” ein Eigenvektor zu A. Dann gilt:
AL Ix] = fIAx] = A < [[Alx]-

Da |x| # 0, folgt die Behauptung. O

Korollar.

n
A< max{ Y Jail} < - max{|a}. O
1 k=1 1,



Beispiel.

1 01 -01
A= 0 2 04
-02 0 3

|Ale 3 - max{lai|} =3-3=9
IAlz = max{1.2,2.4,3.2} =3.2
|Als = max{1.2,2.1,35} =35

Al = (124 (0.1)% + +3%)2 = V14.22 ~ 3.77

|A||z = 3.2 liefert die scharfste Abschatzung. Tatsachlich gilt
A1 ~ 3.0060, Ay &~ 2.0078, A\3 ~ 0.9862.

Der Satz von Gerschgorin gibt:
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Beweisschritte zum Satz von Gerschgorin
Satz. Sei A = (ajx) € C"™" eine quadratische komplexe Matrix. Es
bezeichne
Dj={zeC|lz— a5 < ) [aul}-
k+j
Dann liegen alle Eigenwerte \ von A in der Vereinigung | J D;,
wobei jede zusammenhangende Komponente der Vereinigung
genauso viele Eigenwerte enthalt wie Kreise an deren Vereinigung
beteiligt sind.
Wir zeigen:
Jeder Eigenwert X\ liegt in wenigstens einem Gerschgorin-Kreis.
Beweis. Sei x € C" ein Eigenvektor zu A\. Wir wahlen x so, dass
eine Komponente x; = 1 und fiir alle Komponenten |x,| < 1 gilt.
Wir erreichen dies, indem wir x durch % X ersetzen, wobei j ein

Index mit |xj| = max,{|xk|} ist. Dann gllt

Z ajk Xk <> A — Z ajk Xk

k=1 k+j



Die Dreiecksungleichung liefert
A = al < D lagel el < D lal;
k) k)
d.h., X liegt im j-ten Gerschgorin-Kreis. O

Die Umkehrung, jeder Gerschgorin-Kreis enthalt einen Eigenwert,
ist im allgemeinen nicht wahr.

Beispiel. Die Matrix A = hat die Eigenwerte A = +2.

0

4 0
Beide sind in dem Gerschgorin-Kreis {|z| < 1} nicht enthalten.
Der restliche Beweis beruht darauf, dass die Nullstellen eines
Polynoms stetig von den Koeffizienten abhangen.

Wir betrachten die 1-Parameterfamilie von Matrizen

B(s) =(1—s)D+sA firse[0,1],
wobei D die Diagonalmatrix mit den gleichen Diagonaleintragen

wie A ist. Die Mittelpunkte der Gerschgorin-Kreise von B(s) sind
die gleichen wie die von A, die Radien wachsen mit s.



Sei nun K eine Zusammen-
hangskomponente von (J; D;,
und Dy ein Gerschgorin-Kreis
mit D, n K = . Dann hat D,
zu K einen positiven Abstand.

Wir behaupten nun:

Jedes B(s) hat mit algebraischen Vielfachheiten gezahlt genau ¢
Eigenwerte in K, wobei { die Anzahl der Kreise bezeichnet, die an
K beteiligt sind.

Dies ist klar fiir B(0). Hatte nun A = B(1) mehr oder weniger
Eigenwerte in K, dann miisste zwischendurch ein Eigenwert \x(s)
von B(s) die Komponente wechseln.



Das ist nicht moglich, da die A\(s) stetig von s abhangig gewahlt
werden konnen. Fir einen Zwischenwert 5§ miisste dann ein A ($)
auBerhalb der Gerschgorin-Kreise sein, was dem ersten Teil des
Beweises widerspricht. O

Bemerkung. Dass die A\i(s) fiir k = 1,..., n mit Anfangswerten
Ak(0) = apx stetig gewahlt werden kdnnen, ist vielleicht nicht so
offensichtlich. Eigenwerte A\i(s) kdnnten zum Beispiel
zusammenlaufen. Im Prinzip ist dies eine Aussage iiber die
Geometrie der Nullstellenmenge C des Polynoms

f(s,t) =det((1 —s)D +sA—tE) e Cl[s, t].
Man nennt die Nullstellenmenge
C={(w,2)eC?|f(w,z) =0}

eines Polynoms f (s, t) € C[s, t] eine ebene algebraische Kurve.
Wir sagen eben, weil sie in der komplexen Ebene C? enthalten ist,
und sprechen von einer Kurve, weil sie endlich liber der s-Achse
liegt, was ein 1-dimensionaler C-Vektorraum ist.



Beispiel. Die Nullstellenmenge
des Polynoms f(s,t) = t> — s
hat fiir jeden Punkt w € C\{0}
zwei Losungen. Fiir reelle w > 0
sind dies z = +4/w. Fir reelle
w < 0 sind es z = +iy/|w],
ein Paar von konjugiert komplexen
Losungen. In Polarkoordinaten se-
hen wir:

Uber dem Kreis {w € C | |w| = r} ist die Losungsmenge durch
w\ _ [r(cos2a + isin2a) >
{<z> N (ﬁ(cosa + isin a)> €C*lae0,2m])
parametrisiert.
Bemerkung. Wegen solchen Effekten konnen die

Ak 1 [0,1] > C, s A(s)

nur stetig, aber nicht differenzierbar gewahlt werden.
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Vektoriteration
Die Vektoriteration ist eine Methode, mit der man haufig den
betragsmaBig groBten Eigenwert approximativ betimmen kann. Die
Idee ist folgende:
Sei A€ R™" eine (nicht notwendig symmetrische) Matrix. Fiir
einen beliebigen normierten Startvektor
Wo € R"

berechnen wir rekursiv
= ——A

Unsere Hoffnung ist, das

v=lim wg
k—0o0

existiert und ein Eigenvektor von A ist.



Satz. Sei A e R"™" eine symmetrische Matrix und seien A1, ..., Ap
deren Eigenwerte. Sei Amax = max;{|A;|} > 0 und

W = Eig(A, Amax) ® Eig(A, —Amax)

die Summe der Eigenraume der betragsmaBig groBten Eigenwerte.
Fiir einen (normierten) Startvektor

wo ¢ WH R,

konvergiert die Teilfolge (woy) der rekursiv definierten Folge

(Wk) mit wigy 1 = ——— Awy
[Aw|

gegen einen Eigenvektor v von A% zum Eigenwert \2,... Ist —Amax

kein Eigenwert, dann konvergiert schon die Folge (wy) gegen einen
Eigenvektor v von A zum Eigenwert \max.



Beweis. Sei B = {vi,..., vy} eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von A. Der Startvektor wy ist eine
Linearkombination von diesen, etwa

n
W():Z,ujvj mit Z,ule,
J=1 J

da wp normiert ist.
n
Awg = Z piAjvi und  wy = HA Wy = Z ,uJ

j=1
Wir nehmen nun an, dass |[A1] = Amax und g3 £ 0 gllt. Dann folgt:

(1) (k)

P N B ey B (kB
Mgl) A1 1 ,ugk) A1

Fiir j mit |\j| < Amax konvergiert der relative Anteil von w in
Richtung v; also gegen Null.



Fiir gerades k = 2¢ bleibt fiir j mit |\j| = Amax der relative Anteil

(20)

/~LJ ﬂ
20

) m

unverandert. Es folgt, die Folge (wys) konvergiert gegen

v = HNHW wobei W = Z %
j:|>\j|:)\max

die Projektion von wy auf W = Eig(A, Amax) ® Eig(A, —Amax)
bezeichnet. Sind alle A\; mit |\;| = Amax positiv, dann konvergiert
schon (wy) gegen v.

O



2 -1 0 O

Beispiel. Fir A = _01 _21 _21 _01 gibt die Vektoriteration
o 0 -1 2
Folgen (wp, wi, wa, ..., wig, ..., wao,...), die konvergieren.
5 .707107 .632456 .601501 .601501
5 0 —.316228 —.371748 —.371748
5’ 0 T | —.316228 |’ | —.371748 |’ | —.371748
5 .707107 .632456 .601501 .601501

Fiir den ersten Startwert wy = (0.50.50.50.5) konvergiert die
Folge gegen einen Eigenvektor zum Eigenwert A\, ~ 2.61803,
welcher allerdings nicht Apax ist.



Die zweite Folge mit Startwert wp = (0.2 — 0.4 0.4 —0.8)'
konvergiert gegen einen Eigenvektor zum Eigenwert
A1 = Amax & 3.61803:

2 .245718 .261991 .361695 371354
—.4 —.430007 —.48905 —.595219 —.601257
4 17| 614295 || .646245 |’ | .607599 |’ | .601744
-8 —.614295 —.523982 —.381726 —.372142

In der Tat, das charakteristische Polynom
xa(t) = (2 =5t +5) (2 -3t +1)
faktorisiert, und die Eigenwerte sind

5++/5 3+45 5—4/5 3—-45
= 2 7)\2: 2 7)\3: 2 ))\2: 2 .

A1



Bemerkung. In der Situation vom Satz kann man den Anteil des
Grenzwerts in Eig(A, Amax) und Eig(A, —Amax) trennen, indem man
die Grenzwert v, und v_ der Folgen (%(W2k+1 + wok)) und
(%(Wzk_;,_l — wyk)) betrachtet.
Beispiel.

2 -1 0 0

-1 2 -1 0

0 -1 -2 -1

0 0 -1 -2
hat charakteristisches Polynom y(t) = t* — 11 2 + 13 und
Eigenwerte

A=

11 + /69

2 b
also Amax ~ 3.10698. Mit Startwert wy = (0.5, —0.5,0.5,0.5)"
nehmen wig, wig, wyg die folgenden Werte an.

A=+



Auf 6 Stellen genau sind dies

525742 488086 525742
—.464986 —.657299 —.464986
586499 |’ | —.357982 | | .586499
404230 —.448976 404230

Es folgt:

1 - 1
v, = §(W20 + wig) und V_ = E(WQO — wig)
sind Approximationen von Eigenvektor v, und v_ zum Eigenwert
Amax bzw. —Amax von A. Es gilt:

6.76046 - 10~°

. . —7.66281 -107°
AV = Amax?s = | 5 33198 10-10

7.27885 - 10710

fur
. 1 &
Amax = 41211(A‘7+)l/(‘7+>l
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