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Ziele der heutigen Vorlesung:

> R" als Vektorraum

» Euklidische Norm und Skalarprodukt

» Geraden und Hyperebenen

» Abstande und orthogonale Projektionen



Der R” als Vektorraum

In der Physik wird ein Vektor mit dem Pfeil,

X1 X1 n X1+ y1
X=|x]| R} x+y=|x|+|r]|=|xtr],
X3 X3 3 X3+ y3

der vom Nullpunkt zum Punkt (x1, X2, x3) € R3 zeigt, identifiziert.
Die Summe zweier Vektoren ist die Diagonale in dem
Parallelogramm, welches von X und y aufgespannt wird.

Sind X und y zwei Krafte, die auf ein Objekt wirken, dann
beschreibt X + y den Kraftvektor der gemeinsamen Wirkung.



In der Mathematik lassen wir den Pfeil liber X weg und erlauben
ein beliebiges n. Auf R” haben wir die folgenden Verkniipfungen

R" x R" - R", (x,y)—x+y (Addition)
und
RxR"—=R" (A x)— Ax  (Skalarmultiplikation).

Dabei ist die Addition komponentenweise definiert

X1 1 X1+ y
xty=|:]+ =]
Xn Yn Xn + Yn
Die Skalarmultiplikation ist durch

X1 AXq

Xn AXp

gegeben. Diese Verkniipfungen geben R” die Struktur eines
R-Vektorraums (im Sinne der Definition, die wir in einer der
nachsten Vorlesungen besprechen werden).



Euklidische Struktur auf R”

Definition. Fur Vektoren
X1 »n
x=|:|ludy=]:]€eR"
Xn Yn

ist das Skalarprodukt oder dot-Produkt durch
(o) = (xly) =x-y =3 iy
i=1

definiert. Die euklidische Norm von x ist

x| = V{x,x) = \/x2 + ...+ x2.

Wir sagen x und y sind senkrecht zu einander, x L y, falls

(x,y) = 0. Nach dem Satz des Pythagoras konnen wir ||x|| als die
Lange des Vektors, oder den Abstand von x € R" zum Nullpunkt
0 € R" interpretieren.



Eigenschaften des Skalarprodukts
Proposition. Das folgende gilt:

1. (x+y,z) = (x,z)+(y,z) firallex,y,z € R" (Linearitit),

2. (Ax,y) = Xx,y) fiir alle x,y € R", A\ € R (Linearitat),

3. (x,y) =(y,x) fiir alle x,y € R" (Symmetrie),

4. (x,x) >0 und (x,x) =0 genau dann, wenn x =0 € R",

5. lx + Il = lIxII? +2{x,y) + [lyl>  (Pythagoras),

6. |Ix +y|?+ |Ix — ylI? = 2||x||? + 2||y||> (Parallelogramm-Gl.).
Beweis.

L) (x+y,z) =2 (xi+yi)zi=Y xizi+ Y yizi = (x,z) + (v, 2).
5) x4+ yl2 = (x +y,x+y) %) +2(x,y) + (v, ).

®)
6.) IIszLy||2+||X—yH22= , ,
IIXII) +206y) + Iy IIF + X117+ 20 =y) + | = vl
2&3
H2><H2 20 y) + Iy [I? + 11x]1? = 20x, y) + Iyl =
2(Ix[1* + lly 1%)- -



Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

Theorem. Es gilt
[0y < M-yl

fir alle x,y € R". Ferner, fiir x # 0 gilt die Gleichheit
[{(x,¥)| = |Ix]| - lyl| genau dann, wenn y = Ax fiir ein X\ € R gilt.

Beweis. Wir diirfen x # 0 € R” annehmen. Setze
= (x,x) >0 und ¢ :=—(x,y).
Dann gilt
0 < (px+py,ox+py)
0% (%, x) + 2pp(x, y) + 12y, y)

= -6y =2 ()2 A+ e (6 x) (v, y)
e (=062 + (6 x) (v, ).



Da p > 0, folgt
0 < (O, )+ IIxI2- lIyl? dquivalent  [{x, y)[* < [Ix]1* - ly]|*.

Die Monotonie der Quadratwurzel v/ gibt die erste Behauptung.
Im Fall von Gleichheit gilt

0 = (ox + py, ox + py) = @x+ py =0.

Also y = Ax mit A = —£, O
Der Winkel « € [0, 7] zwischen zwei von Null verschiedenen
Vektoren x und y lasst sich also durch

cosq = L7 e[-1,1]
I iy

definieren.



Eigenschaften der Norm
Proposition. Fiir x,y € R" und A € R gilt:
1. ||x|| > 0 und ||x|| = O gilt genau dann, wenn x =0 € R",
2. ([Ax]] = AL I,
3. lIx+ yll < |Ix|l + llyll (Dreiecksungleichung oder A-Ungl.)

Beweis. Nur 3) braucht einen Beweis. Nach Definition gilt

Ix+yl> = (x+y,x+y)
= [Ix|I> +2(x,y) + [ly]I%

Cauchy—-Schwarz gibt:
I+ 12 < IxI 201 - Iyl + Iy 12 = A+ Dy D

Die Behauptung folgt mit der Monotonie der Quadratwurzel.

O



Geraden
Eine Gerade L C R” ist eine Teilmenge der Gestalt

L={p+Av|[XeR}=p+R-v,

wobei p € L ein beliebiger Aufpunkt und v € R"” \ {0} ein
Richtungsvektor ist.



Hyperebenen
Eine Hyperebene H C R” ist eine Teilmenge der Gestalt

H={xeR"|aix1+ -+ apxn, = b} ={x €R"| (a,x) = b},

wobei a = (a1,...,a,)" € R"\ {0} und b € R. Der Vektor a heiBt
Normalenvektor. Eine Hyperebene im R3 ist einfach eine Ebene.
Fir zwei Punkte p,q € H gilt fir den Differenzvektor v =p — g

(a,v)=(a,p—q)=(a,p)—(a,q)=b—b=0.

Also a L p — g. Daher der Name Normalenvektor.



Schnittpunkte

Sei L C R” eine Gerade und H C R” eine Hyperebene. Fiir die
Schnittmenge L N H gibt es drei Moglichkeiten:

1. LN H = {q} besteht aus genau einem Punkt g € R”,

2. LNH=0,

3. LCH.
Proposition. Der Fall 1.) liegt genau dann vor, wenn der
Richtungsvektor von L nicht senkrecht zum Normalenvektor a von
H ist.
Beweis. Setzen wir die Parametrisierung L = {p + Av|\ € R} der
Geraden in Gleichung (a, x) = b von H ein, so erhalten wir mit

(a,p+Av) =b< Xa,v) =b—(a,p) (*)

eine Gleichung fiir \.
Ist a nicht senkrecht zu v, d.h. (a,v) # 0, dann ist die einzige
Losung

b— <avp>

b— <3, P> v
(a,v) '

A= @)

,alsoLNH>qg=p+



Ist (a,v) =0, also a L v, dann hat (*) nur dann eine Losung,
wenn b— (a,p) =0 pe€ H= L C H, da dann X € R beliebig
gewahlt werden kann. Dies entspricht dem Fall 3.)

Ist (a,v) =0und b # (a,p), dannist LN H =0, der Fall 2.). [J



Abstand zwischen Gerade und Punkt
Sei L={p+ Av| A€ R} CR"eine Gerade und g € R" ein
weiterer Punkt. Dann ist fiir jeden Punkt u € L der Abstand
d(u,q) = |lu—ql.
Definition. Wir definieren den Abstand von L zu g durch

L,q) = mi .
d(L, q) = mind(u, q)

Proposition. Das Minimum d(L, q) wird in genau einem Punkt ug
angenommen. Der Punkt uq ist eindeutig bestimmt durch die
Eigenschaft, dass us — q senkrecht zu dem Richtungsvektor v
steht.

ug heiBt FuBpunkt des Lots von g auf L.
Beweis. Die Gleichung (v, p + Av — g) = 0 hat genau eine
Losung, namlich
yola-p V>’
(v, v)

da |[v]? # 0.



Abstand zwischen Gerade und Punkt, 2
Also:
M.V:p+<q_p LA
(v,v) vl vl

Jeder andere Punkt u € L hat einen groBeren Abstand, da
o Pythagoras
Jlu—ql* "=

Ug =p+

lug — al2 + llu — ugll? > Jlug — qlf?, also:
d(L,q) = lug — qll =



Abstand zwischen Hyperebene und Punkt

Definition. Sei H = {x | (a,x) = b} C R" eine Hyperebene und
g € R" ein Punkt. Dann definieren wir

d(H,q) := mind(u, q).
ueH

Proposition. Das Minimum d(H, q) wird in genau einem Punkt
ug € H angenommen. ugq ist durch die Bedingung, dass die
Differenz ug — q ein skalares Vielfaches des Normalenvektors a ist,
eindeutig bestimmt.
Beweis. Jeder andere Punkt u € H hat groBeren Abstand zu g,
nach Pythagoras. Um u, auszurechnen, betrachten wir die Gerade
L={qg+ Xa| A€ R} CR" und bestimmen LN H:
(g + Aa,a) = b liefert \ = %, also

b— {(a, _
uq:q+m-a. L]



Abstand zwischen Hyperebene und Punkt, 2
Der Abstand ist somit:

HaH

Die Abbildung
R" - H, q— uqg

heiBt orthogonale Projektion auf die Hyperebene H.

HaH

,q>‘



Abstand zwischen Hyperebene und Punkt, 3

Wahlen wir den Normalenvektor normiert, d.h. von der Lange 1,
dann gilt:

d(H,q) = |b—(a q)|.
In diesem Fall lasst sich |b| als Abstand d(H,0) von H zum
Nullpunkt interpretieren. Auch das Vorzeichen von b hat eine
Interpretation:
b>0 < 0 liegtin dem Halbraum {x | (a, x) < b}

< Der Normalenvektor, auf H angetragen, zeigt
in den Halbraum, der 0 nicht enthalt.



Abstand windschiefer Geraden

Definition. Seien L; = {p1 + Av1 | A € R} und
Ly ={p>+ Ava | A € R} zwei Geraden im R". L; und L, heiBen
parallel, wenn v; = Aw fiir ein A € R, das heiBt, wenn die
Richtungsvektoren bis auf den Skalarfaktor iibereinstimmen. Lg
und L heiBen windschief, wenn gilt:

1. L7 und L; sind nicht parallel,

2. LinLl, =0.

d(Ly, Lp) := xe{?i;]eLQ d(x,y)

nennen wir den Abstand von [; zu L,



Abstand windschiefer Geraden, 2

Proposition. Es seien L1 und Ly zwei windschiefe Geraden mit
Richtungsvektoren vi bzw. vo. Dann wird das Minimum d(Ly, L)
in genau einem Paar von Punkten (X,y) € L1 X L, angenommen.
(X, y) ist durch die Bedingung, dass X — y senkrecht zu vi und v,
steht, eindeutig bestimmt.

Beweis. (X, y) erfiille die Bedingung. Fiir jedes andere Paar
(x,y) € L1 x Ly gilt:

(x,y) = (X 4+ M1, ¥+ Aaw) fiir gewisse A1, A2 € R.
Mit dieser Notation gilt
Ix=yl> = I8+ v —§ = dow?
= [I¥=§+ v — dowo|
= I8 = 717 + A1 — Aoval?

nach Pythagoras, da X — y nach Voraussetzung zu jeder
Linearkombination A1vy — Aovs senkrecht steht.



Abstand windschiefer Geraden, 3
In der Tat,

(X=9, Mivi = Xov2) = M(8X =7, v1) — (X =7, wo) =0.
Insgesamt folgt: ||x — y||> > ||X — ¥||* (also auch
d(x,y) > d(X,¥)), und Gleichheit gilt genau dann, wenn
)\1V1—/\2V2:0<:>/\1:)\2:0,

da vy und v» keine skalaren Vielfachen voneinander sind. Wir
haben somit:
d(Ly, L2) =[x = 7.



Abstand windschiefer Geraden, 4

Es bleibt zu zeigen, dass die angegebene Bedingung X und y
eindeutig bestimmt. Wir schreiben: X = p1 + A1vi, ¥y =p2+ Aown
fur gewisse A1, A2 € R und p1, p2, vi, vo € R". Wegen der
Bedingung gilt nun:

(f=y,wv) =0, (&—y,»)=0,
also:
(Pr=p2+A1vi = Aova,v1) =0,  (p1—p2+A1vi — Aava, vp) = 0.
Dies liefert ein lineares Gleichungssystem fur A\; und As:
AL vall? = A2 (v, vi) = (p2 — p1, v1),
A1 (vi, v2) = A2l val|? = (p2 — p1, v2).



Abstand windschiefer Geraden, 5

In Matrixschreibweise erhalten wir

< a2 —(Vz,vl)> < M ) _ ( (P2 = p1,v1) )
(vi,v) —|v? A2 (p2—p1,v2) )~
Wir werden sehen, dass diese Gleichung genau dann eine eindeutig

bestimmte Losung (A1, \2)t € R? hat, wenn die Determinante
der 2 x 2 Matrix

2

V1| _<V2 Vi 5 ) )

det <<‘V1 v’2> —||v;]]2>> = —|lv|l? [|val* + (v1, v2)
M

ungleich Null ist. Nach der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung ist
aber |[(v1,wo)| < ||va - ||v2||, und es gilt <, da v; und v> nicht
skalare Vielfache voneinander sind. O



