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Lucken

Die Themen heute sind
» der Fundamentalsatz der Algebra

» die Jordansche Normalform

Im Beweis des Hauptsatzes liber stochastische Matrizen blieb der
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra und der Beweis des
Satzes uber die Jordansche Normalform offen. Heute wollen wir
diese Liicken schlieBen.



Fundamentalsatz der Algebra

Satz. Seip(t) =t"+ap_1t" 1+ ...+ ait + ag € C[t] ein
normiertes Polynom mit komplexen Koeffizienten ay € C vom Grad
n = 1. Dann hat p(t) ein Nullstelle z € C.

Korollar. Ein normiertes Polynom vom Grad n > 1

n—1

p(t) =t"+ap_1t" " + ...+ art + ap € C[t]

faktorisiert vollstandig in Linearfaktoren, d.h., es existieren
Nullstellen zy, ..., z, € C von p(t), so dass folgendes gilt:

H t—Zk



Beweis des Korollars mit dem Satz
Nach dem Satz hat p(t) eine Nullstelle z,. Division mit Rest von
p(t) nach t — z, liefert einen Ausdruck

p(t) = q(t)(t —z,) +r

mit r ein Polynom vom Grad < 1 = deg(t — z,), also ist r eine
Konstante. Da p(z,) = 0, folgt r = 0. Also

p(t) = q(t)(t — zn),

wobei g(t) ein normiertes Polynom vom Grad deg g(t) = n — 1 ist.
Mit Induktion nach n konnen wir annehmen, dass

q(t):(t—21>'...'(t—2n_1)

in n — 1 Linearfaktoren zerfallt, und die Behauptung folgt. O



Beweis des Fundamentalsatzes
Wir konnen ag £ 0 annehmen, da andernfalls z = 0 eine Nullstelle
ist. Wir betrachten fiir einen Radius r den geschlossenen Weg
(Kurve)
7,1 [0,27] = C,a — v, (a) = p(re’®)

in der komplexen Zahlenebene.

Wir stellen uns dabei vor,
dass o +— r"e™ den
Spaziergang eines Herren
und

Yoo > p(rie
den Weg eines Hundes
beschreibt, den der Herr
an der Leine fiihrt.

ina)

Es handelt sich dabei um eine Leine mit flexibler Lange

U) = ap_1r"te/ D f 4 arrel® 4 ag|



1. Ist r » 1, dann ist {(«) < r", und der Hund muB genauso oft
um den Nullpunkt herumlaufen wie der Herr, also n-mal. In
der Tat

n

- 1 . e
lla) _ by an—krfke'("fk)ﬂ <y lan—kl 0.
k=1

rn rk  row
k=1

2. Ist 1 » r > 0, dann lauft der Hund in einer Umgebung von
ag € C herum. Nur der Herr lauft n-mal um den Nullpunkt
herum.



3. Hat p(t) keine Nullstelle z mit r; < |z| < r», dann kénnen wir
fiir jedes r mit r; < r < r» genau sagen, wie oft der Hund bei
dem Weg ~, um den Nullpunkt herumgelaufen ist. Die
Umlaufzahl hangt einerseits stetig von r € [ry 2] ab.
Andererseits hat die Umlaufzahl Werte in Z, da der Hund am
Ende des Weges wieder am Startpunkt ist: 7,(0) = ~,(2m).
Die Umlaufzahlen fiir die Wege ~, mit r € [r1,r2] sind folglich
konstant.

4. Angenommen p(t) hat gar keine Nullstellen. Dann sind nach
3. die Umlaufzahlen fir v, mit r » 0 und v, fir 1 » r > 0
gleich. Dies ist aber nach 1. und 2. nicht der Fall, ein
Widerspruch. Es muss also eine Nullstelle geben.
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Jordansche Normalform
Satz. Sei Ae C"*" eine quadratische Matrix mit komplexen

Eintragen. Dann existieren A1,..., A, € C, ki,...,k, € N und
S e GL(n,C), so dass:
J(A1, k1) 0 e 0
SAS™H = J = 0 Sk ,
: - 0
0 EE 0 J(Ar k)
wobei die Eigenwerte A1, ..., A\, nicht notwendig paarweise
verschieden sind und die
A1 0
J()\j,kj) = h 1 e Ckixki,
0 Aj

Jordankastchen der GroBe kj zum Eigenwert \; bezeichnen.



Beweisschritte
Schritt 1. Sei Ae C™" eine quadratische Matrix mit komplexen
Eintragen. Dann existieren S € GL(n,C), so dass

)\1 % *

SAS™! = &

*

0 An

eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Das charakteristische Polynom xa(t) hat nach dem
Fundamentalsatz der Algebra eine Nullstelle \;. Sei vy € C" ein
zugehoriger Eigenvektor. Wir erganzen vy zu einer Basis

B ={vi,...,v,} von C".



Bzgl. dieser Basis hat A die Gestalt

A= ( Aol i > = ME(A) = 5145, Y,

wobei die Spalten von 51_1 die Vektoren vy,..., v, sind. Es gilt:
xa(t) = xa(t) = (A1 — t)x 5(t).
Mit Induktion konnen wir annehmen, dass eine Matrix

S e GL(n—1,C) existiert, so dass SAS~! eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Die Matrix
. 1 0
525251m|t52=(0 §)

uberfiihrt A in eine obere Dreiecksmatrix:
1 0 Al 1 0 B Al % 1 0
0 S 0 A 0 ST N 0 SA 0 ST
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Schritt 2: Zerlegung in Hauptraume
Definition. Sei A€ C™" eine quadratische Matrix und A € C ein
Eigenwert von A. Dann heisst

Hau(A, \) = ker((A— AE)") < C"
der Hauptraum von A zum Eigenwert .
Bemerkung. Die Raume
0 < Eig(A,\) = ker(A—\E) C ker((A—)XE)?) ...
ker((A—AE)™) < ... < Hau(A,\) < C"

bilden eine aufsteigende Kette von Untervektorraumen, die, wie wir
gleich sehen werden, nach spatestens n Schritten nicht mehr
grosser wird.



Satz. Sei Ae C™" eine quadratische Matrix und \ € C ein
Eigenwert von A. Sei m = m(xa(t), \) die Vielfachheit von X\ als
Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Dann gilt

dimHau(A, \) = m.

Beweis. Die Nullstellen A1, ..., A\, nummerieren wir so durch,
dass A = A\; = ... = A, und die verbleibenden Eigenwerte
Am+1, - - - Ap ungleich A sind. Dann hat in unserer Basis aus

Schritt 1. die obere Dreiecksmatrix die Gestalt

S(A—XE)S7! = Amil — A ... *




Der rechte obere m x m Block

0 --- =
N = :
0

ist eine strikte obere Dreiecksmatrix, also spatestens N = 0. Es
folgt

S(A—\E)ks™1 = Ami1 —NF . %

(An = 2%
und deshalb
m = dimker((A—XE)¥) = dimHau(A,\) Vk > m.



Korollar.
1. A bildet die Hauptraume in sich ab.
2. Bezeichnen A1,. .., \s die paarweise verschiedenen Eigenwerte
von A, dann gilt

Hau(A A1) @ ... @ Hau(A, \s) = C".

Beweis. 1.

D VR

A1

SAS™! =

)\m+]_ e *

zeigt, das der Hauptraum
Hau(SAS™*, \1) = Spann(ey, ..., en)
von SAS™1 in sich abgebildet wird.



Der Hauptraum
Hau(A, A1) = Spann(S~ ey, ..., S tey)

wird also von A = ST1SA in sich abgebildet. Das gleiche trifft auf
alle anderen Hauptraume zu.

2. Es bezeichne von nun an A1, ..., As die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von A. Angenommen

s
z=2z+...+ 2z, € Hau(A, \1) n (Z Hau(A, \¢) < C".
(=2
Dann wird z von einer Potenz von (A — A1 E) auf Null abgebildet.
zp € Hau(A, \¢) wird durch Potenzen von A — A1 E nicht auf Null
abgebildet, da Ay & A1, es sei denn, z, = 0.
Mit Induktion nach s diirfen wir annehmen, dass die Summe

> Hau(A, \;) = Hau(A, X\2) @ ... @ Hau(A, \,).
=2
direkt ist.



Es folgt
Hau(A, A1) n Z Hau(A, \¢) = {0},

und damit ist auch

S
> Hau(A, A¢) = Hau(A, \1) @ Hau(A, X2) @... @ Hau(A, X;)
/=1
direkt.

S
@ Hau(A, \¢) = C"
(=1
folgt nun aus Dimensionsgriinden:

S
@ 20m
(=1
gibt
s s
dimC" = n = deg xa(t Z L Zdim Hau(A, \¢). O
/=1 =1
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Zusammenfassung von Schritt 2.
Wir wissen nun, dass A konjugiert zu einer Blockmatrix der Gestalt

)\1 Em1 + N1

AsEm, + Ns
ist, wobei die N strikte obere Dreiecksmatrizen vom Format
my X my sind.
Schritt 3. Kilassifikation von nilpotenten Matrizen.
Satz. Sei N € C™*'™ eine nilpotente Matrix. Dann ist N
konjugiert zu einer Matrix
J(O, r1)
J =
J(O, rk)



Wenn wir die Blocke

0 1 0
J(0,r)) = B . |ecr
0 0

der GroBe nach sortieren
r1>r2>...>rk>0,

dannist r; + ...+ r, = m eine Partition von m.

Bemerkung. Die Anzahl k der Jordankastchen von N ist

k = dim Eig(N, 0).



Der Trick beim Beweis besteht darin, statt der Eigenvektoren die
Vektoren zu betrachten, die am langsten durch Potenzen von N
nicht auf Null abgebildet werden. Fiir einen Jordanblock

0 1 0
J(O,r)= . . c Crxr
0 0

ist dies z.B. der Vektor e, € C". Es gilt
J(O,r)e, = e-1,J(0,r)e,—1 = er—2,...,J(0,r)ex = €1

bis wir schlieBlich den Eigenvektor e; erreichen, der auf Null
abgebildet wird
J(O, r)e1 =0.



Hilfssatz. Es seien Vektoren v, ..., vy € ker N¥ fiir ein k > 2
gegeben. Dann gilt
1. Nvi,... Ny € ker NF—1.
2. Falls dim(ker N*~1 + Spann(vy, ..., v;)) = dim ker N1 4 ¢
gilt, dann gilt auch
dim(ker N*=2 + Spann(Nvy, . .., Nvg)) = dim ker N¥72 + £,
Beweis. Die erste Aussage ist klar. Zur zweiten Aussage:
Angenommen
dim(ker N*=2 + Spann(Nvi, . .., Nvp)) < dim ker N¥=2 + ¢

Dann existieren Skalare aq, ..., ay, die nicht alle Null sind, so dass

¢
Z ajNv; € ker NK—2
j=1
gilt. Es folgt

¢ ¢ ¢
Nk_l(Z ajvj) = /Vk_2(2 a;jNv;) =0, also 2 ajv; € ker Nk71,
Jj=1 j=1 j=1

was der Voraussetzung widerspricht. E]



Korollar. Fiir k = 2 gilt
dim ker N — dim ker N1 < dim ker N~ — dim ker N¥—2. O

Wir betrachten nun die minimale Potenz p, so dass NP = 0, also
ker NP~1 < ker NP = C™ und ¢ = dim ker NP — dim ker NP~1 > 0.

Wir erginzen eine Basis von ker NP~! durch Vektoren vy, ..., v zu
einer Basis von ker NP,
Als nachstes betrachten wir die Vektoren

Nvi, ..., Nvg € ker NP1,

Nach dem Hilfssatz kénnen wir diese Vektoren zusammen mit einer
Basis von ker NP~2 durch zusitzliche Vektoren vy, 1, ..., Ve, zu
einer Basis von ker NP~1 erginzen. Im nichsten Schritt betrachten
wir die Vektoren

2 2
N V1,...,N Vg,NVg_,_l,...,NVgl,

die wir gegebenfalls durch weitere Vektoren vy, 11, ..., vy, erganzen.



Insgesamt erhalten wir ein System von m Vektoren

Vi N Vy
Nv . Nv, Vot1 ... 7
NPt NPy, NP2 NP=2v,, NP3
i o... Ve Vel - Ve, Vei+1 - Vgp71

die eine Basis von C™ bilden. Geeignet angeordnet hat N in dieser
Basis die gewlinschte Matrixdarstellung. Jede Spalte gibt einen
Jordanblock. |

Der Bewies des Satzes iiber die Jordansche Normalform ergibt sich
durch Zusammenfiigen der Schritte 1,2,3. O

Korollar. Sei Ae C™". Dann ist dim Eig(A, \) die Anzahl der
Jordanblécke J(A, rj) von A zum Eigenwert \. O
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