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Aufgabe 1. Ein endlicher Komplex von K-Vektorräumen ist eine Folge

F : 0→ F0 → F1 → · · ·Fn → 0

von K-Vektorraumhomomorphismen fk : Fk → Fk+1 mit Bild(fk) ⊂ Kern(fk+1). Ein endli-
cher Komplex F heißt exakt, falls Bild(fk) = Kern(fk+1).
Zeigen Sie, dass für einen exakten endlichen Komplex von K-Vektorräumen gilt:

n∑
k=0

(−1)k dim(Fk) = 0

Aufgabe 2. Seien C und D Unterkategorien der Kategorie abelscher Gruppen und F : C →
D ein kovarianter Funktor. Eine exakte Sequenz ist eine Folge:

· · · → A1 → A2 → A3 → · · ·

von Objekten Ai ∈ C und Morphismen αi : Ai → Ai+1, so dass Bild(αi) = Kern(αi+1) gilt.
Eine exakte Sequenz vom Typ

0→ A→ B → C → 0

heißt kurze exakte Sequenz.
Wir nennen F linksexakt bzw. rechtsexakt, falls für alle kurzen exakten Sequenzen die
induzierten Sequenzen:

0→ F (A)→ F (B)→ F (C)

bzw.

F (A)→ F (B)→ F (C)→ 0

exakt sind.
Sei M ein R-Modul. Zeigen Sie:

a) Der Funktor

Hom(M, ) : ModR → ModR, N 7→ Hom(M,N)

ist rechtsexakt.
b) Der Funktor

M ⊗ : ModR → ModR, N 7→M ⊗N
ist linksexakt.

Aufgabe 3. Zwei Funktoren R : A → B und L : B → A zwischen zwei Kategorien A und
B heißen adjungiert, falls es eine Familie von Bijektionen

ΦY,X : HomA(LY,X)→ HomB(Y,RX)



für alle Objekte X ∈ Obj(A), Y ∈ Obj(B) gibt, so dass für alle Morphismen f : X → X ′

und g : Y ′ → Y das folgende Diagramm kommutiert:

HomA(LY,X)
ΦY,X

Hom(Lg,f)

��

HomB(Y,RX)

Hom(g,Rf)

��
HomA(LY ′, X ′)

ΦY ′,X′
HomB(Y ′, RX ′)

L heißt dann der zu R linksadjungierte Funktor und R der zu L rechtsadjungierte Funktor.
Bestimmen Sie einen rechtsadjungierten Funktor zum Vergiss-Funktor L : Ab → Sets von
der Kategorie der Abelschen Gruppen Ab in die Kategorie der Mengen Sets.

Aufgabe 4. Bearbeiten Sie weiterhin Aufgabe 4 von Blatt 3.

Die Lösungen des Übungsblattes sind am 25.11.2013 vor der Vorlesung abzugeben.


