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Aufgabe 1. a) Gibt es eine kurze exakte Sequenz
0—>Z4—)Z8@ZQ—>Z4—>O?

b) Bestimmen Sie alle abelschen Gruppen A, fiir die es eine kurze exakte Sequenz der
Gestalt
0= Zpm = A — Ly — 0

gibt, wobei p eine Primzahl sei.

Aufgabe 2. Berechnen Sie jeweils die Homologiegruppen von 7' = S x S! und P?(R) mit
Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz.

Aufgabe 3. Seien X,Y topologischer Raume, Xy C X ein Unterraum und ¢ : Xy — Y
eine stetige Abbildung. Auf der disjunkten Vereinigung X LY ist durch x ~ ¢(z) eine
Aquivalenzrelation gegeben. Wir nennen X LI Y/ ~ die Verklebung von X und Y entlang .
Seien nun X und Y zwei zusammenhéngende n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-
keiten. Wir definieren die zusammenhéngende Summe X#Y wie folgt:

Seien x € X und y € Y Punkte. Bezeichne mit B, (z) den offenen Ball um = mit Radius r
in einer Karte, die 2 enthélt. Dann verkleben wir X' ~\ B (x) mit Y \ B 1 (y) entlang

@ : By(x) \ Bi(x) = Ba(y) ~ Bi(y),
wobei ¢ vermoge Ba(x) \ Bi (z) = S x [3,2] gegeben ist durch
1
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Berechnen Sie 71 (X#Y) in Termen von 71 (X) und m (Y).

Aufgabe 4. Sei R ein noetherscher Ring und M, N R-Moduln.
a) Eine freie Auflosung eines R-Moduls M ist ein exakter Komplex:
FiowosF—>F.,—--—=F —F
mit coker(F; — Fy) = M und jedes F; ist ein freier R-Modul.

Zeigen Sie, dass jeder endlich erzeugte R-Modul eine freie Auflésung mit endlich
erzeugten freien R-Moduln F; besitzt.



b) Sei F, eine freie Auflosung von M. Der Komplex F, ®g N ist gegeben durch:
"'—>FQ®RN—>F1®RN—>F0®RN.

Wir definieren Torg (M, N) :== M ®z N und Tor (M, N) := H;(F, ®g N) fiir i > 1.
Zeigen Sie, dass
Torf(—, N) : Mody — Modpg
ein wohldefinierter Funktor in der Kategorie der R-Moduln ist.
c) Zeigen Sie, dass Torf (M, N) = Tor/*(N, M).

Die Losungen des Ubungsblattes sind am 16.12.2013 vor der Vorlesung abzugeben.



