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1. MENGEN, ABBILDUNGEN, FUNKTIONEN

Aus der Schule ist der Begriff der Menge (meist Teilmenge der reellen
Zahlen oder des Wahrscheinlichkeitsraums 2) bekannt. Sicherheitshal-
ber stellen wir ein paar Notationen zusammen.

Zunéchst: Eine Menge besteht aus Elementen, x € M heifit: z ist ein
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Element der Menge M. Sie wird meistens durch eine definierende Ei-
genschaft oder durch eine Aufzéhlung sdmtlicher Elemente angegeben:
{1,2,3,4} {zeR|0<z<1} ete.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente
haben:

{1,2,3} ={z€Z|1<z<3}
Ein Objekt a ist entweder Element der Menge M oder nicht, es kann
nicht mehrfach oder auf unterschiedliche Weisen darin sein, zufélliges
mehrfaches Vorkommen in einer Aufzéhlung wird ebenso ignoriert wie
Unterschiede in der Beschreibung des selben Objekts.:
{1,2,3,1} = {1,2,3}, {1,2,3,4,2%} = {1,2,3,4} = {1,2, 3,22}

Die Menge X ist Teilmenge der Menge Y (X C Y), wenn gilt: Jedes
Element  von X ist auch in Y. Insbesondere: X C X,

{1,2} C {1,2,3}
{1,2} € {zeR|1<z<2}
Die leere Menge () = { } hat gar keine Elemente, formale Anwendung
obiger Definition von “C” liefert: ) C X fiir jede Menge X.
Definition 1.1. X und Y seien Mengen.
a) Der Durchschnitt von X und Y ist

XNY:={a|laeX undaecY}.
b) Die Vereinigung von X und 'Y ist
XUY :={a|a€ X oderacY}

(Mit “a € X oder a € Y7 meinen MathematikerInnen immer:
Wenigstens eine dieser beiden Aussagen gilt, vielleicht auch bei-
de. Das umgangssprachlich oft benutzte ausschlieffende “oder” ist
nie gemeint, wenn nicht ausdricklich dazu gesagt wird “aber es
sind nicht beide Aussagen gleichzeitig giiltig”).

c) (seltener): Die Differenz X \'Y ist

X\Y ={aeX |zgY}
Mengen werden zeichnerisch durch Venn-Diagramme veranschaulicht.

Aus der Schule kennen Sie auch Funktionen. Eine solche Funktion f
ordnet jedem x aus ihrem Definitionsbereich D C R einen Wert f(z)
aus ihrem Wertebereich W C R zu.

Wir definieren etwas allgemeiner:

Definition 1.2. Sind X,Y beliebige Mengen, so ordnet eine Abbildung
f: X — Y jedem Element v € X genau ein f(z) € Y zu; man
schreibt auch x — y = f(z) € Y.
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Statt Abbildung kann man auch Funktion sagen, das tut man vor allem
dann, wenn der Wertevorrat Y eine Teilmenge von R ist (spiter auch:
Y C C, der Menge der komplexen Zahlen).

In der Schulmathematik ist fast immer X = D C R eine Menge von
reellen Zahlen, der Definitionsbereich von f, und die Funktion f durch
eine Formel (einen Term) gegeben, also durch eine Rechenvorschrift,
die angibt, wie man zu gegebenem x € D den Funktionswert f(x)
ausrechnet.

Die Formel muss dann so sein, dass sie wirklich fiir jedes x € D einen
Wert liefert, z.B. kann fiir den Term ﬁ nicht 1 € D sein.

Typische Aufgaben aus den Anfangen der Behandlung von Funktionen
in der Schule sind etwa:

e Gib den maximalen Definitionsbereich Dy, der durch f(x) =

x21_1 gegebenen Funktion an.

Lésung:
Dmax = R\{1,-1}
= {zeR|ax#1,z#-1}
= {zeR|2*#1}.
e Stelle eine Tabelle der Werte der durch f(x) = 2? + 1 gegebenen

Funktion f : R — R an den ganzzahligen Stellen x mit 1 <
r < 4 auf:

Losung:
Lz [1]2]3 |4
| flz)|2]5]10]17]

Wichtig ist bei der Angabe von Funktionen immer, dass jedem x € D
eindeutig ein Funktionswert zugeordnet ist, eine Angabe von der Art
“Fir x € R mit « > 0 ist f(z) eine reelle Zahl y mit

y2 = 7

ist verboten, weil etwa fiir = 1 nicht klar ist, ob f(1) = 1 oder
f(1) = —1 gelten soll,

eine Angabe

“Fir x € R ist f(z) die positive Quadratwurzel aus z”
ist verboten, weil die Vorschrift fiir negative x keinen Funktionswert
angibt,
eine Angabe

“Fiir € R mit > 0 ist f(x) die positive Quadratwurzel

aus x”
gibt korrekt eine Funktion f mit Definitionsbereich D = {x e R | z >
0} an.
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Wir werden die verschiedenen Funktionsklassen, die schon aus der Schu-
le bekannt sind, noch ausfiihrlich behandeln (und auch erweitern).

Hier betrachten wir zunéchst eine andere Erweiterung:

Wiéhrend in der Schulmathematik fast nur Funktionen vorkommen, die
nur von einer Variablen (meist x genannt) abhéngen (“y = f(z)”), sind
in der realen Welt die meisten Dinge von mehreren Faktoren abhingig
und etwa in den Naturwissenschaften begegnen einem héufig Grofien,
die von mehreren anderen Gréflien abhéngen.

e InFk = %02 héngt die kinetische Energie eines Koérpers von seiner
Masse m und seiner Geschwindigkeit v ab.

e In pV = N - RT ist nach Auflésen nach p etwa der Druck p eine
Funktion des Volumens V' und der Temperatur 7.

e Ins= %tQ ist die von einem gleichméfig beschleunigten Koérper
zuriickgelegte Strecke eine Funktion der Beschleunigung a und
der verflossenen Zeit t.

Damit solche Zusammenhénge in die Definition 1.2 einer Funktion pas-
sen, braucht man folgende Mengenkonstruktion:

Definition 1.3. Seien X,Y Mengen. Das kartesische Produkt X xY
15t:
XxY :={(z,y) [re€ X, yeY}

dabei bezeichnet (x,y) das geordnete Paar mit erstem Eintrag x und
zweitem Eintrag y; man hat

(21, 91) = (22, 92) & 71 = 9 und y1 = Y.
Analog ist fiir n Mengen X1, X, ..., X, definiert:
X1X"'XXn:{(JZ'1,...,LEn>‘$1€X1,...,xn€Xn},

wobei genau dann (z1,...,%,) = (Y1,...,Yn) gilt, wenn x; = y; fir
1 <1< n gilt.
Speziell fir X1 = Xo = --- = X, hat man
X" =Xx-xX={(x1,...,2,) | j € X fiirl1 <j<n}.
—_—
n—mal
Die Elemente (x1, . .., x,) nennt man (geordnete) n-Tupel (Tripel, Qua-

drupel, Quintupel, ...).
Bemerkung. Das kartesische Produkt ist uns vertraut von

R? = Menge der Koordinatenpaare von Punkten in der Ebene
R3 = Menge der Koordinatentripel von Punkten im Raum.

Den wichtigsten Spezialfall des sehr allgemeinen Abbildungsbegriffs aus
Definition 1.2 fithren wir jetzt extra auf:

Definition 1.4. Ist D C R"™ eine Teilmenge des R™ und Y C R, so
nennt man eine Abbildung f : D — Y eine (reellwertige) Funktion
von n (reellen) Variablen mit Definitionsbereich D und Wertebereich
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Y.
Piir x =r= (1,...,2n) € D schreibt man fir den Funktionswert in x
auch

f(x) = f(x) = f(z1,. .. x0).
Speziell bei zwei oder drei Variablen schreibt man oft f(x,y) bzw. f(x,y, 2),
die Variablen konnen aber auch jede andere Bezeichnung tragen.

Bemerkung. Der Definitionsbereich D ist oft ein verallgemeinerter
Quader, also eine Menge vom Typ

D={(x1,...,2,) € R" | a; < x; < b;}

mit irgendwelchen reellen Zahlen a; < b;, jede der Variablen kann also
frei in einem zugehorigen Intervall [a;, b;] variieren.

Das ist der angenehmste Fall, es kommen aber auch véllig andere De-
finitionsbereiche vor.

Beispiel:
e Auf ganz R? kénnen wir
film,v) = —mv
fo(m,h) = mgh

definieren.
e Auf D = {(z,y) € R? | z* + y* < 1} konnen wir

fle,y) = v1—a?—y?
definieren.
Weitere Beispiele sehen wir spéter.

Definition 1.5. a) Ist D CR und f: D — R eine Funktion, so
ist der Graph von f gegeben als

Graph(f) := {(z,y) € R* [ y = f(2)}.
b) Sind X,Y beliebige Mengen, f: X — Y eine Abbildung, so ist
Graph(f) = {(z,y) € X XY [y = f(2)}.
Beispiel:
o Ist f: R? — R gegeben durch
flz,y) =z +y,
so ist der Graph die Menge
G={(zy,2) R’ | z=x+y},
also die Ebene mit der Koordinatengleichung

r+y—2z=0.
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o Ist f: {(z,y) e R? | 2* + y* <1} — R gegeben durch

flxy) = V1—a? =y

SO ist

Graph(f) = {(r,,2) € R | 2 = /T~ — 7}

={z,y,2€R | 2>0,22+ 22 +y> =1};

das ist die Koordinatengleichung fiir die Punkte auf der nord-
lichen Halfte (Norden = z-Richtung) der Oberflache der Kugel
vom Radius 1.

Bemerkung. Funktionen von zwei Variablen fithren also auf Graphen,
die Teilmengen des 3-dimensionalen Raums R3 und daher nicht ohne
weiteres zu zeichnen sind.

Im Vorgriff auf spéter ausfiihrlicher zu behandelnden Stoff bringen wir
eine Definition, die in Chemie/Physik evtl. schon recht bald gebraucht
wird:

Definition 1.6. Sei D C R", f : D — R eine Funktion von n
Variablen, a = (ay,...,a,) € D und 1 <i <n.a und D seien so, dass

Mi(b,c) = {x = (a1,...,Qi-1,Ti, Qi1 ..., a,) | b<2; <c} T D

fiir geeignete b,c mit b < a; < ¢ gilt; die Variable z; soll also in einem
Intervall um a; variieren kénnen, ohne dass der so nur in der i-ten
Komponente modifizierte Punkt a den Definitionsbereich D verldsst.

Ist dann die Funktion

g:xi — flay,...,aqi1,%, a1, .., 0,)

Jb,ef] — R

im Intervall |b, [ differenzierbar, so heifit ihre Ableitung ¢’ die i-te par-
tielle Ableitung von f oder partielle Ableitung von f nach x; und wird

als % geschrieben (rundes d), hiufig auch f,,. Speziell bei Funktionen

0

f(z,y), f(z,y,2) etc. schreibt man %, g—i bzw. f,, f, etc.

Bemerkung. Die partielle Ableitung erhélt man also, indem man al-
le Variablen bis auf eine fixiert (z;7 = ay,...,2;1 = a;_1,%Tip1 =
Qis1y- -, Ty = ay) und nur die Verdnderung in Abhéngigkeit von x;
betrachtet. Hat man etwa eine Funktion von Druck p und Temperatur
T, so fixiert man entweder einen festen Wert p = pg und lédsst nur die
Temperatur 7" variieren (isobare Zustandsénderung) oder man fixiert
einen festen Wert ¢ = T} und ldsst nur den Druck p variieren (isotherme
Zustandsidnderung).
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Beispiel: Ist f(z,y,2) = 2% +y* + 3zy + 23, so ist

of of
of L2
5 3z°.

Definition und Satz 1.7. f: D — R sei wie oben, um den Punkt
a € D gebe es einen verallgemeinerten offenen Quader

Q:{X:<x177xn)|bl<xz<cl}

mit a € Q, f sei in Q nach jeder der Variablen x; differenzierbar.
Sind dann auch die % i Q nach jeder der Variablen differenzierbar,

so schreibt man

O (orN_ Of 9 (of\_ &F
Ox; \Ox;)  Ox;0x; Oz \ Ox;) =~ 02?2

Sind alle diese afjgxi stetig in Q) (was wir erst spdter genau definieren),
o*f 9% f
8:ch8:v¢ - axiaxj7

erst abgeleitet wird.

S0 18t

es ist also gleichgiiltig, nach welcher Variable zu-

Analog werden (sofern definiert) n-fache gemischte Ableitungen 5 o)

1 OTn
definiert; auch fiir diese gilt unter geeigneten (in den Naturwissenschaf-
ten meistens erfillten) Voraussetzungen die Unabhdngigkeit von der

Reihenfolge der Ableitungen.

Beispiel: Im Beispiel von oben ist
*f g _ *f *f _ *f _
oxdy Oydx’ 0xdz  0z0x
0 f

922

= 6z

Definition 1.8. Seien f: W — X undg: X — Y.
Dann ist go f: W — Y durch

(g0 f)(w) = g(f(w))

definiert, g heiffit Komposition (Verkettung, Verknipfung) von g mit f.
Beispiel:

) W=X=Y=Ru:={r ek |a>0} f(r) = L gla) = &

T

—_

(g0 (@)= 1 = .
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b) W, XY wie oben

f) = w1 gle) =2
1

1

(go filx) = OREES)

(fog)w) = g@)+1=14- (#

fur alle z € W)
r+1

Bei der Komposition (Verkettung) von Abbildungen kommt es
also auf die Reihenfolge an!
OW=R,X=Y=R
flu,v,w) =u+v+w
g(r) = z*
(go lu,v,w) = (u+v+w)?* =u?+ 02+ w? + 2uv + 20w + 2uw

f o g ist in diesem Fall nicht definiert.

Satz 1.9. Sind f: U — X, g: X — Y, h: Y — Z Abbildungen,
50 st

ho(gof)=(hog)of.

Fiir die Komposition von Abbildungen gilt also das Assoziativgesetz.

Bemerkung. Die Aussage bleibt (natiirlich) auch wahr, wenn man
etwas allgemeiner

f:U — X; mit f(U)

X
g: X — Y] mitg(X) Y

NN

hat.

Definition 1.10. Sei f: X — Y eine Abbildung, X1 C X eine Teil-
menge. Dann ist die Finschrinkung f|x, von f auf X die Abbildung
g: X1 —Y mit

g(x) = f(z) fir alle x € X;.

Bemerkung. Will man wie in 1.8 die Komposition g o f von Abbil-
dungen f, g betrachten, so muss man manchmal, um die zur Definition
von g o f notige Bedingung f(w) C Y zu garantieren, f zunéichst auf
eine Teilmenge einschréanken.

IstzB.g: Y — Zmit Z=R, Y ={yeR| —1<y <1} durch
g(y) = /1 —2y>und f: R — R durch f(z) = 1+ z definiert, so ist

go f nicht auf ganz R definiert. Man geht daher zuerst zu f; = f|j_o
tiber, f1 : [—2,0] — R, und hat dann go f; : [-2,0] — R mit

(go fi)(w) = v1=(1+w)
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Definition 1.11. Die Abbildung f: X — Y heifit umkehrbar, wenn
es eine Abbildung g : Y — X gibt mit

gof = Idx
fog = Idy
(dabei 1dx (z) = x fir alle x € X)
Man schreibt dann =1 =g, g7' := f und nennt =1 die Umkehrfunk-

tion (Umkehrabbildung) von f.

(Diese Bezeichnung ist etwas missversténdlich, f~! hat hier nichts mit
dem Kehrwert % zu tun. Sie ist aber allgemein iiblich.)

Beispiel:
)X Y = R>0 {I€R|]}>O}
f(z) = «* hat die Umkehrfunktion g(y) = \/¥.
b) X=R, Y =R.o={zeR|z>0}
f(z) = e* hat die Umkehrfunktion g(y) = In(y).

Bemerkung. Damit man zu f : X — Y die Umkehrfunktion (bzw.
Umkehrabbildung) definieren kann, muss f offenbar die beiden folgen-
den Forderungen erfiillen.
a) Sind x; # x9 in X, so ist f(z1) # f(z2) (denn wére f(x;) =
f(@2), 50 wiire @1 = f(f(1)) = F(f(22)) = )
b) Ist y € Y, so gibt es ein z € X mlt f(z) = y (denn man hat
y=f(f"(y)), z = fy), erfiillt also diese Bedingung).

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 1.12. Sei f: X — Y eine Abbildung.

a) f heifst injektiv (eineindeutig), wenn gilt:
Sind x1 # x9 € X, so ist f(xy) # f(xa).

b) f heifit surjektiv, wenn f(X) =Y gilt, wenn es also zu jedem
yeY emzxe X mit f(x) =y gibt.

c) f heift bijektiv oder umkehrbar, wenn f injektiv und surjektiv
1st, wenn also gilt:
Zu jedem y € Y gibt es genau ein (ein und nur ein) x € X mit

fz)=y.
Man iiberlegt sich dann leicht:

Satz 1.13. f: X — Y st genau dann bijektiv, wenn es zu f eine
Umkehrabbildung f~': Y — X gibt.

Bemerkung. Die umkehrbaren Funktionen sind in naturwissenschaft-
lichen Zusammenhéngen besonders angenehm (soweit dies eben fiir eine
Funktion méglich ist), weil man durch Messen des Funktionswertes auf
den Wert der Variablen zuriickschlieSen kann.

Die meisten Messgeriite basieren auf der Umkehrbarkeit einer Funktion:
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Bei einem (analogen) Voltmeter etwa ist der Ausschlag y des Zeigers auf
der Skala eine Funktion der anliegenden Spannung: y = f(U). Da diese
Funktion umkehrbar ist, kann man durch Ablesen des Zeigerausschlags
y den Wert der anliegenden Spannung U als U = f~!(y) bestimmen.
Diese Umkehrfunktion ist schon in die Geréteskala eingebaut, so dass
man gewOhnt ist zu sagen, man lese die Spannung ab. In Wirklichkeit
liest man ab, um wieviele mm oder Grad der Zeiger sich aus seiner Ru-
helage entfernt hat, und die Skala ist so geeicht, dass direkt angegeben
ist, was der zu diesem Zeigerausschlag gehérende Spannungswert ist.

Ein Messgerét, das den Wert einer nicht injektiven Funktion der zu
messenden Grofle anzeigt, wiirde bei gegebenem Stand des Messgerétes
noch verschiedene Moglichkeiten fiir den Wert der gemessenen Grofe
zulassen.

Ein mathematisches Beispiel fiir ein solches nicht injektives Messgerit
ist der Taschenrechner: Er bildet alle Zahlen, die auf 8 Stellen genau
iibereinstimmen, auf den gleichen Anzeigewert ab, z.B. die Kreiszahl &
ebenso auf 3,14159265 ab wie den Bruch %. Beim Taschenrech-
ner kann man mit dieser Mehrdeutigkeit meistens ganz gut leben, bei

vielen denkbaren Messgerdten wire sie aber ausgesprochen léstig.

Ein Messgerit, bei dem die Umkehrbarkeit der benutzten Funktion f
daran scheitert, dass diese nicht surjektiv ist, wére dagegen weniger
argerlich. Das fithrte nur dazu, dass ein Teil der Werte auf der Ska-
la niemals angezeigt wird, dass man also die Skala auch kleiner hétte
bauen kénnen. Diesen einfachen Sachverhalt driickt der Mathematiker
SO aus:

Satz 1.14. Sei f : X — Y eine Abbildung und
F(X) = {f(@) |z X} = Z CY.
Dann kann man f auch als Abbildung
f1 X —Z
filz) = f(z)

auffassen, und diese Abbildung f, ist surjektiv.

Insbesondere: Ist f : X — Y injektiv mit f(X) = Z CY, so ist die
wie oben definierte Abbildung fi: X — Z (mit fi(x) = f(x) fir alle
x € X ) umkehrbar.

Definition 1.15. Die Menge f(X) = {f(x1) | x € X} aller Werte der
Funktion f heif$st auch das Bild von f.

Satz 1.16. Sind f: X — Y und g: Y — Z umkehrbare Abbildun-
gen, so ist auch go f: X — Z umkehrbar, und es gilt:

(gof) " =fTlog™"
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Bewezs.
(gof)o(flog™) = go(foft)og™
= goldyog™
= gog ' =1dy
Genauso:

(ftogt)o(gof)=1dx.

2. ZAHLENMENGEN, RECHENREGELN, NOTATIONEN

Sie kennen aus der Schule einige wichtige Zahlbereiche :

N ={0,1,2,...}: Die Menge der natiirlichen Zahlen
Z=A...,—1,-1,0,1,2,...}: Die Menge der ganzen Zahlen, mit
Z={a—-b|labeNtmita—b=c—d<a+d=b+c.

In Z kann man also die Summe und die Differenz beliebiger Zahlen
bilden (im Gegensatz zu N, wo nur die Differenzen a —b mit a > b Sinn
haben).

In Z gelten die Rechenregeln:

a—(b+c) = (a—b)—c=a—-b—c
a—((b—-c) = (a—b)+c=a—-b+c
—(a—=b) = b—a,
die Klammerregeln fiir das Minuszeichen sind also komplizierter als die
fiir 4+, was, obwohl sie jeder kennt, immer wieder zu Fehlern fithrt (auch

bei der Eingabe in den Taschenrechner, der dann zwar richtig rechnet,
aber leider das Falsche).

Auflerdem sind Multiplikation und Addition durch das Distributivge-
setz
a(b+c) = ab+ ac
(a+ b)c = ac+ bc
verkniipft. Wegen
—a=(=1)-a
kann man daraus auch wieder die Klammerregeln fiir das Minuszei-
chen herleiten. Das tun wir nicht, listen aber vorsichtshalber folgende
Varianten auf:
alb—c) = ab—ac
(a—0b)e = ac—be

Um auch beliebige Zahlen dividieren zu kénnen, braucht man
Q={;lacZ beZ b+0},

die Menge der rationalen Zahlen mit

a C
g—a@@d—b&



12 RAINER SCHULZE-PILLOT
Jede rationale Zahl r € Q hat eine eindeutige Darstellung
a
T:E mit a € Z, b > 0

und a und b teilerfremd (Notation: ggT(a, b) = 1) als gekiirzter Bruch,
alle anderen Darstellungen r = § mit ¢,d € Z, d # 0, gehen daraus
durch Erweitern mit x # 0

hervor.

Zur Erinnerung: ggT(a,b) = 1 heifit: ist d € N\ {0} mit § € Z, g €7z,
so ist d = 1.

Aquivalent: Die Primfaktorzerlegungen von a und b haben keine Prim-
zahl gemeinsam.

In Q gelten die gleichen Rechenregeln wie in Z.

Wir betrachten zusatzlich:

ad + be

LC
d bd

SalBS

(nicht etwa £S5,

bei gleichen Nennern b = d fiithrt das auf
a ¢ ad+cd (a+c)d a+c
d7d" dd " dd 4

(Addieren gleichnamiger Briiche).

Ferner:
)@ - &

(5):(5) = G)(5) =5

Das wird auch mit Doppelbriichen geschrieben:

L(ﬁ).(é):ﬁ
v b c bc
Also zum Beispiel:
5 3  5-7T+3-3 35+9 44
377 T T30 T 21 o
53 53 5
57 " 377
5y (3\ _ [5 7\ 35
)G - G6)-7

Diese Rechenregeln, zumal die fiir Doppelbriiche in Verbindung mit
Additionen von Briichen, kénnen zu recht aufwindigen Umformungen
fithren, die auch durchaus fehleranfillig sind. Vorsichtige Leute kon-
trollieren umfangreiche Umformungen mit Computeralgebra.
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Weitere Beispiele bitte in den Ubungen selbst rechnen!

Jede rationale Zahl lisst sich auch als (evtl. unendlicher) Dezimalbruch
schreiben, dieser bricht entweder ab (etwa % = 0, 25) oder ist periodisch
(etwa % =0,3, % = 0, 142857, % = 0,285714 etc.).

Da man wichtige MaBzahlen wie v/2 (Lénge der Diagonalen im Qua-
drat der Seitenléinge 1) und 7 (Umfang des Kreises vom Durchmesser
1) nicht durch rationale Zahlen ausdriicken kann, wird Q zur Menge R
der reellen Zahlen erweitert. R ist die Menge aller unendlichen Dezi-
malbriiche.

Die meisten AbiturientInnen haben nur eine recht vage Vorstellung da-
von, was man sich eigentlich unter einem unendlichen Dezimalbruch
vorstellen soll, den man ja definitionsgemé&f nicht hinschreiben kann
und fiir den man, wenn er nicht periodisch ist, nicht einmal eine abkiir-
zende Notation aus endlich vielen Zeichen hat. Auch auf die Frage,
warum eigentlich 0,9 = 1 ist und welche anderen Fille es gibt, in de-
nen zwei verschieden aussehende Dezimalbriiche doch die gleiche Zahl
darstellen, wissen nur wenige eine befriedigende Antwort. Das Gleiche
gilt fiir Fragen wie:

Wie addiert man eigentlich zwei unendliche Dezimalbriiche?
Wie multipliziert bzw. dividiert man sie?

Auch hier sollen diese (fiir die Mathematik sehr spannende) Fragen
iibergangen werden, wenn wir iiber unendliche Folgen und unendliche
Summen sprechen, werden wir noch ein paar (unvollstdndige) Betrach-
tungen dazu anstellen.

Reelle Zahlen werden im Taschenrechner und auch in Computeralgebra-
Programmen meist in Gleitkommanotation dargestellt, z.B.

10% . 7 = 3,1415927 E20,

wobei das “E20” Multiplikation mit 10%° symbolisiert und der Vor-
faktor auf 8 Stellen (oder die jeweilige Rechengenauigkeit) als Zahl
zwischen 1 und 10 angegeben wird.

Denkt man etwa an MAPLE, wo man die Rechengenauigkeit auf so vie-
le Stellen einstellen kann, wie man mochte, so ist ein fiir PraktikerInnen
brauchbarer und nahezu korrekter Begriff von reeller Zahl:

Definition 2.1. FEine reelle Zahl ist eine Zahl, die man fiir jedes n €
N auf n Stellen hinter dem Komma genau angeben kann, mit einem
1

Rundungsfehler, der kleiner als 5= ist.

Definition 2.2. Sindn > 1 reelle Zahlen aq, . . . , a, gegeben, so schreibt

man
n
D
i=1
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fiir ihre Summe
art+ag+ -+ ap_1+ ay

n
1«
i=1

und

fiir thr Produkt

Ay Q-+ ... Q.

Bemerkung. Weil fiir Addition und Multiplikation das Assoziativge-
setz (Klammern konnen verschoben werden) und das Kommutativge-
setz (Summanden bzw. Faktoren kénnen beliebig vertauscht werden)
gelten, braucht man auch beim Summen- und Produktzeichen nicht auf
Klammerungen und Reihenfolgen zu achten.

WEeil das bei Subtraktion und Division anders ist, verzichtet man dar-
auf, analoge Differenz- und Quotientensymbole zu definieren.

Beispiel:
5
.§:¢:1+2+3+4+5=15
=1
5
.II#:L23-45:5

=1
n

e allgemeiner Hz =1---n=n!
i=1

.}:1:1+1+1:3

=1

e Die Bezeichnung fiir den Summationsindex spielt keine Rolle
D =) i=)k
i=1 j=1 k=1

e Eine hiufig vorkommende Formel:

n

. onn+1
pRLGER

i=1
Begiindung durch Gruppieren:
Man hat § Summanden der Form

).

jHn+l-j) 1<j<

| 3

Oder durch vollstandige Induktion:
Die Behauptung gilt fiir n = 1. Gilt sie fiir n = m, so auch fiir
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n=m-+1:

S = (gi>+m+1

- (m—i—l)%

:(m+m%+n

:(mJHWHQﬁJm+DW+m
n(n—i—l).

2

+ (m+1)

Satz 2.3. Es gilt

n

Z(% +yi) = Zyz
(Z ;) - (Z y) = Z TilYj = Z Zﬂ%%

(H%’) ' (ij) = H )

M:

Beispiel:

3 2

(Z 51%)(2 yj) = (v1+ 22+ 23)(y1 +y2)

i=1 j=1

= (z1y1 + 21y2) + (Tavh + T2y2) + (X391 + T3Y2)

3

= Z($iyl + z,Y2)

=1

3 2
DO R

i=1 j=1

15

Warnung. Vorsicht ist bei zufillig gleich benannten Summationsindi-

zes angebracht:
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Nein. Sondern:
3 3
= i) OJJ)
1:16 7=1
= =6
3 3
= D) i
i=1 j=1
3
= ) (i +2i+3i)
i=1
= (1+2+43)4+2+4+6)+(3+6+9)
= 6+12+ 18 = 36.

Bemerkung. Summen miissen nicht immer bei 1 als erstem Wert des
Summationsindex anfangen:
5
> i=3+4+5.

1=3
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3. KOMPLEXE ZAHLEN
Im Weiteren benotigen wir noch eine Erweiterung des Zahlbereichs.

Im R kann man bekanntlich keine Quadratwurzeln aus negativen Zah-
len ziehen. Diesen Mangel kann man durch Einfithren einer “imaginéren
Einheit” ¢ mit 2 = —1 beheben. Das alleine wiire noch nicht weiter in-
teressant, Sie werden aber in spéteren Abschnitten dieser Vorlesung se-
hen, dass man dadurch auch einen mathematischen Formalismus erhélt,
der unter anderem die Beschreibung von Wellenphdnomenen (Licht,
Strahlung, ...) ganz wesentlich erleichtert.

Definition 3.1. Die Menge C der komplexen Zahlen erhdlt man, indem
man jeden Punkt (a,b) € R? als komplexe Zahl a + bi schreibt (sowie
0+ bi =bi, a+ 0i = a) und die folgenden Rechenregeln aufstellt:

o Zahlen in C werden komponentenweise addiert, also
(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+ d)i.

2

o =—1

e In C gelten (wie in Q und R) Assoziativ-, Kommutativ- und
Distributivgesetze fiir die Multiplikation, also insbesondere

(a+bi)(c+di) = ac+ adi+ bei + bdi
= (ac —bd) + (ad + be)i.
Fiir die komplexre Zahl z = a + bi mit reellen a,b ist Z = a — bi die
komplex konjugierte Zahl. Fir z = a+ bi € C heifit a = Re(z) € R der

Realteil von z, b = Im(z) € R der Imagindrteil von z, |z| := va? + b?
der Absolutbetrag von z.

Satz 3.2. Ist z # 0 eine komplexe Zahl, z = a + bi, so ist |z| # 0 und
1 a— bi a b .

— — 5t

R

ist multiplikativ invers (Kehrzahl) zu z, also

z-—=1.
z

In C kann man also (ebenso wie in R) Zahlen beliebig addieren, multi-
plizieren, subtrahieren und dividieren, indem man

21 1
_— = Zl [—
22 22

fiir zo # 0 festsetzt.

Begriindung. |z| = va? + b? ist nur 0, wenn @ = b = 0 ist, wenn also
2=0+40i =0 ist. Ist a + bt = 2 # 0, so haben wir
a—bi a*—b%>  a*+V?

bi) - = = =1.
(a+bi) 2|2 a? + b? a? + b?
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Beispiel:
1 7T —1 7 1.
= = - — _Z
7+1 50 50 50

1 —1
- = — =1
7 1
1 1 .
— = —  fir reelle Zahlen.
a a

Bemerkung. Die Rechenregeln fiir die komplexen Zahlen sind so ge-
macht, dass

e fiir alle Zahlen a + 0 - i = a die gewohnten Rechenregeln heraus-
kommen und |a + 0i| = |a| (Absolutbetrag in R) gilt.

e die Addition komplexer Zahlen der Addition der entsprechenden
Ortsvektoren in der Ebene R? entspricht.

e der Absolutbetrag von z = a+ bi der Abstand des Punktes (a, b)
der Ebene vom Koordinatenursprung ist.

e der Ubergang von z zu —z der Spiegelung des entsprechenden
Punktes am Ursprung der Koordinatenebene entspricht.

e die zu z = a+bi konjugierte Zahl Z = a—bi dem Punkt (a, —b) der
Ebene entspricht, den man aus dem Punkt (a,b) durch Spiegeln
an der z-Achse erhélt.

e fiir > 0 aus R die Zahl rz = ra + rbi dem Punkt (ra,rb) ent-
spricht, dessen Ortsvektor man aus dem von (a,b) durch Stre-
ckung um den Faktor r erhélt.

Satz 3.3. Fiir die komplexe Konjugation gilt
21+ 2, = Z1+2Z2, Re(z)= %(z +72)

7z = Z1-7Zs, Im(2)=2(2—732)
@ -z sEolP
Es folgt
|2122] = |21] - [22].

Wir wollen die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen als
Punkte der Zahlenebene R? noch weiter verfolgen und erinnern dafiir
an die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus.

Erinnerung. Im rechtwinkligen Dreieck sind fiir die an der Hypotenuse
anliegenden Winkel

___Ankathete
COS(O[) " Hypotenuse
. Gegenkathete
Sln((l/) Hypotenuse

definiert. Die Winkel werden dabei meist zunéchst in Grad gemessen
(Vollwinkel = 360°, rechter Winkel = 90°), spéter auch im Bogenmaf:
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Das Bogenmaf} eines Winkels ist gegeben durch die Lénge des Kreisbo-
gens, den der Winkel im Kreis vom Radius 1 um seinen Scheitelpunkt
ausschneidet, also GradmaBe/Bogenmafle einiger Winkel tabellarisch:

GradmafBle | 90° | 180° | 360° | 60° | 120°
Bogenmafle | 7/2 | © | 27 |w/3|27/3

Im Taschenrechner erfolgt der Ubergang zwischen Gradmaf und Bo-
genmafl des Winkels durch die Tasten DEG und RAD.

Wir schreiben im Weiteren Winkel nur noch im Bogenmaf.

Betrachten wir Punkte (x,y) auf dem Einheitskreis (also dem Kreis
vom Radius 1 und den Ursprung der Koordinatenebene R?), die im 1.
Quadranten liegen, so hat man

r = cos(p)
y = sin(p),

wobei ¢ der Winkel zwischen dem Ortsvektor des Punktes (x,y) und
der z-Achse ist (im positiven Drehsinn gemessen).

Wir kénnen mit dieser Formel cos(y) und sin(p) auch fiir beliebige ¢
mit 0 < ¢ < 27 definieren, das liefert

< <7>
2_¢

s

cos(p) = —sin(p—3)
sin(p) — cos(p— 1) }<

im Einklang mit den Additionstheoremen, nach denen

s

cos(p —5) = cos(p) cos(3)+sin(p) sin(3)
sin(op — %) = sin(p) cos(§) — cos(p) sin(3)

ist, dabei ist zundchst cos(3) = 0, sin(§) = 1 gesetzt, was deshalb
naheliegt, weil cos(yp) fiir ¢ dicht bei 7 nahe bei 0, sin(y) fiir ¢ dicht
bei 7 nahe bei 1 liegt.

Wir erhalten im Weiteren:

cos(p) = —cos(p —m)
sin(p) = —sin(p —7) } (m < ¢ < 2m).

Schliefflich kénnen wir Cosinus und Sinus fiir beliebige Winkel durch

cos(p +27k) = cos(p) (k€Z)
sin(p +27k) = sin(e) (k€ Z)

festsetzen, beide Funktionen also periodisch mit Periode 27 fortsetzen.
Damit wird insbesondere:

cos(—p) = cos(p)
sin(—¢) = —sin(p),
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und die oben bereits benutzten Additionstheoreme gelten fiir alle Win-
kel ¢, 1), also

cos(p+1) = cos(p)cos(y)) — sin(p) sin())

sin(p+ 1) = sin() cos() + cos(i) sin(v).
Wir bringen das jetzt in Verbindung mit den komplexen Zahlen:
Ist 21 = o1 +iys € C mit |z| = /a3 +y? = 1, so entspricht z; in
der Zahlenebene der Punkt (z1,y;) auf dem Einheitskreis. Ist ¢, der

Winkel zwischen dem Ortsevektor von (z1,y;) und der z-Achse, so ist
x = cos(p1), y = sin(py), also z = cos(py) + isin(py).

Wir nehmen jetzt zo = xo+iys mit |25 = 1, 29 = cos(pa), y2 = sin(ys),
also zo = cos(p2) + isin(ps) hinzu und erhalten:

2120 = (0122 — 1Y) + (1Y + T2u1)
= cos(p1) cos(ip2) — sin(p1) sin(p2)
+i(cos(p1) sin(pg) + sin(py) cos(ps))
= cos(p1 + pa) +isin(pr + @a).

Schreiben wir z = z(p), so konnen wir also unser Ergebnis ausdriicken
durch:

2(p1 +@2) = 2(1) - 2(2)-
Das erinnert an das Potenzgesetz

Satz 3.4. (Formel von Euler—de Moivre). Fiir ¢ € R setze man
e = cos(ip) + isin(yp).

Dann ist
eilerte2) — oipr | iz

Setzt man allgemeiner fir a,b € R
e .= e%(cos(b) + isin(b)),

so qilt fir alle wy = ay + iby, wy = ag + iby (mit a;,b; € R) in C:

eWlpW2 — pwitw?
und daher auch
et - 1 _
R — ewl w27 —e w1
ew?2 ewt

Begriindung. Siehe die Rechnung von oben, also durch Nachrechnen
mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus.

Folgerung 3.5. a) Es gilt ™ = —1.
b) Firw =a+ib € C (a,b € R) ist |[e”]| = e
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c) Jede komplexe Zahl z hat eine eindeutige Produktdarstellung
z=1-e% =r(cos(p) +isin(p))

mit r > 0 und 0 < ¢ < 2w, dabei ist r = |z| und ¢ der
Winkel zwischen dem Ortsvektor des z entsprechenden Punktes
(Re(z),Im(z)) der Koordinatenebene.

Wir stellen einige hdufig vorkommende komplexe Zahlen z vom Betrag
1 zusammen:

¢ in Grad | ¢ | cos(p) |sin(yp) e
0°1 0 1 0 1
o| = V3 1 3, ;.1
I R
wlil 1| & |12
60° 1 5| 3 T | et Y
90° | 2| 0 1 i
o | 2r V3 :
1200 & | -1 B —1+i ¥
180° | 7 | -1 0 —1
270° 13| 0 -1 —1

Satz 3.6. Fiir komplexe Zahlen zq, zo gilt die Dreiecksungleichung
|21 + 22| < |21 + |22
sowie
|21 = 20| = [[21] = [22]]-

Da R C C ust, gelten beide Ungleichungen auch fiir reelle Zahlen z, z3.
Begriindung. Geometrisch fiir die erste Ungleichung.
Die zweite durch Ausrechnen: 0.E. |z1]| > |z, also ||z1| —|22|| = |21 — 22|

|21| = |Zl — 29 + ZQ| S |21 — ZQ| + |ZQ|
Daraus folgt

|z1] = [22][ = |21] = [22] < |21 — 22]-

Folgerung 3.7. Fiir Summen von (reellen oder komplexen) Zahlen gilt
die Dretecksungleichung

n n
1> ail < layl.
j=1 j=1

Bemerkung. Ungleichungen zwischen komplexen Zahlen sind nicht
sinnvoll, nur solche zwischen rellen Zahlen und damit auch solche zwi-
schen Betrdgen komplexer Zahlen, da diese ja reell sind.

Zum Beispiel: Wie will man 7 4 ¢ mit 2 + 27 vergleichen?
Sinnvoll vergleichen kann man nur, welche Zahl den gréfleren Betrag
(also Abstand vom Ursprung) hat:

7+i] = VI+49 = 50 =7,1
242 = Vi+4 = V8 =~2,8<|7T+]
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4. UMFORMEN VON GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN.

Bevor wir richtig anfangen konnen zu arbeiten, fassen wir noch einmal
kurz zusammen, was man beim Rechnen mit Gleichungen und Unglei-
chungen tun darf und was nicht.

Gleichungen z = vy, in denen x und y irgendwelche Terme sind,
kann man in dquivalente Gleichungen umformen durch:

e Addition des gleichen Terms z zu beiden Seiten (da man z durch
—z ersetzen kann, ist hierin auch die Subtraktion von z an beiden
Seiten enthalten).

e Multiplikation beider Seiten mit einem Term z, der niemals den
Wert 0 annimmt, dessen Wert also fiir alle Werte der darin vo-
kommenden Variablen von 0 verschieden ist.

(Darin enthalten ist, da man fiir z wie oben auch 2’ = % bilden
kann, die Division beider Seiten durch einen Term, der niemals
den Wert 0 annimmt.

e Falls x und y beide niemals den Wert 0 annehmen, so kann man
x =y auch in die dquivalente Gleichung § = - umformen.

Die Aussage “Die Gleichungen x; = y; und xs = g, sind dquivalent”
heifit dabei: 1, y1, 2, y2 sind Terme, in denen die Variablen uy, ..., u,
vorkommen, deren Werte in einer vorgegebenen Teilmenge D C R™ frei
wéahlbar sind, und die Gleichung z; = y; ist fiir (ug,...,u,) € D genau
dann richtig, wenn auch zy = ys fiir diesen Wert (uq, ..., u,) richtig
ist. Anders gesagt: Beide Gleichungen haben dieselbe Losungsmenge

Beispiel: D =R? x = u? +u3, y = 2ujus

u? 4+ uld = 2uguy | — 2uqus
& w4 ud—2uuy =0
<~ (u1 — U2)2 =0

Die letzte Gleichung ist dann wiederum &quivalent zu u; = us

Dagegen sind keine Aquivalenzumformungen:

e Multiplikation mit/Division durch einen Term bzw. Terme, die
den Wert 0 annehmen konnen. Bei diesen muss man zusétzliche
Fallunterscheidungen einfithren, damit man zu giiltigen Ergeb-
nissen kommt, also z.B.:

u? +u =0
& ulu+l) = 0

Fallunterscheidung: u = 0 ist eine Losung.
Im Weiteren untersuchen wir die Gleichung fiir

ue Dy ={uekR|u+#0},
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mit dieser Einschrankung kann man durch u dividieren und erhélt:

wu+1) = 0 |:u (ue D)
& (u+l) = 0 |—=1 (ueDy)
< u = —1

Insgesamt erhiilt man die Losungsmenge I = {0, —1}.

e Ebenfalls nicht erlaubt ist Potenzieren beider Seiten.
Beispiel:

r=-5¢22=25

e Wurzelziehen aus beiden Seiten ist nur erlaubt, wenn beide Sei-
ten positiv sind und auf beiden Seiten die positive Wurzel ge-
zogen wird. Bei hoheren Wurzeln (v/ etc.) ist die gleiche Ein-
schriankung bei allen geraden Wurzelexponenten zu beachten.
Beim Rechnen mit komplexen Zahlen sind beim Ziehen von Wur-
zeln weitere Einschrinkungen nétig, da es in C aus jeder Zahl
z # 0 fiir jedes n genau n verschiedene n-te Wurzeln gibt.

Ungleichungen x < y, in denen x,y Terme wie oben sind, konnen
in dquvalente Ungleichungen umgeformt werden durch:

e Addition des gleichen Terms zu beiden Seiten (bzw. Subtraktion)
e Multiplikation beider Seiten mit einem Term, der stets echt po-
sitiv ist
e Multiplikation beider Seiten mit einem Term, der stets < 0 ist
bei gleichzeitiger Umkehrung des <-Symbols (also z.B.: = < y <
—x > —y).
Auch fiir Ungleichungen sind die Verbotslisten von A giiltig, dazu kom-
men die oben angegebenen Vorzeichenbeschrankungen.

Man beachte im Ubrigen stets

e Gleichungen sind transitiv: Ist a = b und b = ¢, so ist a = c.

e Ungleichungen mit den gleichen Zeichen sind transitiv: Ist a < b
und b < ¢, so ist a < c.
Dagegen: Ist a < b und ¢ < b, so lésst sich nichts dariiber sagen,
ob a < ¢, a = c oder a > c gilt.
Beispiel:

2 <10 und 3 < 10
2<10und 1 < 10
e Nicht transitiv sind auflerdem Ungleichheiten:

Ist a £ b und b # ¢, so kann dennoch a = ¢ sein
(etwa 2 # 3 und 3 # 2).
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Abschlieflend ein hiufig vorkommendes Beispiel fiir richtige Umformun-
gen: Die quadratische Gleichung.
Beispiel:
2> +pr+q=0
& (@+2P=—g+2

2

& o+i=45 -

L ={-3,2}
Allgemeiner: Fiir a,b, ¢ € R, a # 0 gilt:

b
a?+br+c=0 & 22+ -z+-=0
a a
Setzt man oben p = g und g = £, so erhélt man die Losungen

b 1 /b2  4ac b 1
— ety - /B dac.
1.2 2¢ = 2V a? a? 2a  2a e

Die Zahl b? — 4ac heifit die Diskriminante der quadratischen Gleichung.
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5. FUNKTIONEN UND IHRE EIGENSCHAFTEN [
Wichtige Teilmengen von R sind:

Definition 5.1. In R betrachten wir fir a < b:
Offene Intervalle |a,bj={x € R | a < x und z < b},
abgeschlossene Intervalle [a,b] = {z € R | a <z und x < b},
halboffene Intervalle a,b] = {x € R | a < x und x < b},

[a, 0] ={z € R | a <z und x < b}

Dabei sind die offenen und die halboffenen Intervalle fiir a = b leer.
Unter Hinzunahme der Symbole —oo, +00 = oo, mit denen man nicht
rechnen kann, schreibt man auch:

|]—00,a] = {reR|zx<a}
[a,00] = {z€eR|a<za}
bzw. | — 00, al, |a, c0] mit strikter Ungleichung “<” statt “<”.

Definition 5.2. Fine Teilmenge X C R heifit nach oben beschrinkt,
wenn es eine Zahl C' gibt mit x < C' fir alle x € X, jedes solche C
heifst dann eine obere Schranke fiir M.

X heifst nach unten beschrinkt, wenn es ein ¢ € R gibt mit x > ¢ fiir
alle x € X, jedes solche ¢ heifst dann eine untere Schranke.

X heifit beschrinkt, wenn es nach oben und nach unten beschrinkt ist.
Aquivalent ist: Es gibt ein Intervall [a,b] C R mit X C [a,b] (ndmlich
das Intervall [c, C]).

Eine andere dquivalente Beschreibung ist: X ist genau dann beschrinkt,
wenn es ein C' > 0 gibt mit |z| < C fir alle x € X.

Beispiel: {z? | z € R} ist nach unten beschrinkt, aber nicht nach
oben.

{1 |z €R, x> 1} ist nach oben durch 1 beschréinkt, aber nicht nach
unten.

{=7 |7 €R} ={y € R|0 <y < 1} ist beschréinkt.

{x € R | 2% < 2} ist beschriinkt.

Eine wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen (die @Q nicht hat) ist

Satz 5.3. Jede nach oben beschrinkte Menge X C R hat eine kleinste
obere Schranke, diese heifit das Supremum sup(X) von X.

Genauso hat jede nach unten beschrinkte Menge X C R eine grifite
untere Schranke, diese heifst das Infimum inf(X) von X.

Beispiel: Das Supremum von {z € R | 22 < 2} ist /2 das Infimum
dieser Menge ist —/2.

Das Infimum von {% |n €N, n>1} ={1,3,3,5,...} ist 0.
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Einige wichtige Eigenschaften von Funktionen sind in der folgenden
Definition zusammengefasst:

Definition 5.4. Sei D C R eine Menge, f : D — R eine auf D
definierte Funktion.

a) f: D — R heifst monoton steigend, wenn fir alle x1,z9 € D
mit x1 < xo gilt:

f(x1) = f(x2).

Sie heif§t streng (strikt) monoton steigend, wenn hier

ry < 13 = f(x1) < f(22)

gilt.
b) f: D — R heifst monoton fallend, wenn

f(x1) > f(xs) fir alle x1,29 € D

mit x1 < xo gilt.
[ heifit streng (strikt) monoton fallend, wenn oben f(x1) > f(z2)
steht.

c) f: D — R heifit beschrinkt, wenn

{f(z) | z € D}

beschrinkt ist, wenn es also ¢, C' € R gibt mit
¢ < f(x) < C fir alle x € D.

Analog heifit f nach oben (nach unten) beschrinkt, wenn {f(x) | z €
D} die jeweilige Eigenschaft hat.

d) Ist D symmetrisch um 0 (also x € D = —x € D), so heifit f
gerade, wenn f(—x) = f(z) fir alle x € D gilt, ungerade, wenn
f(=z) = —f(x) fir alle x € D gilt.

Satz 5.5. f ist genau dann gerade, wenn der Graph von f achsen-
symmetrisch zur y-Achse ist (also durch Spiegeln an der y-Achse in
sich idibergeht), genau dann ungerade, wenn Graph(f) punktsymme-
trisch bzgl. O 1st, also durch Punktspiegelung am Ursprung in sich tiber-
geht.

Beispiel:
e f(x) = z? ist gerade, monoton nur bei Beschriinkung auf D =
{r € R| x>0} =Ry
e f(x) = z ist ungerade und monoton.
o f(x) = x — 2% ist ungerade, aber nicht monoton
e cos(¢p) ist gerade,
sin(¢p) ist ungerade.

Satz 5.6. Fine streng monotone Funktion f : D — W C R mit
f(D) =W ist umkehrbar.
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Satz 5.7. Eine ganzrationale Funktion f: R — R ist eine Funktion,
die durch

f(x) = Zajxj (mit 2° =1 fiir alle z)
=0
fiir alle v € R gegeben ist, wobei die Koeffizienten a; € R beliebige feste
reelle Zahlen sind und n € N.
Ist dabei a,, # 0, so hat f den Grad n, man schreibt deg(f) = n.

Ganzrationale Funktionen heifien auch (reelle) Polynome, die Menge
aller reellen Polynome wird mit R[X| oder R[x| bezeichnet.

Sind f,g € R[X], so sind auch die Summe f + g, die durch
(f +9)(x) = f(z) + g(x)
und das Produkt f - g, das durch
(f-9)(@) = f(z) - g(x)
gegeben ist, Polynome aus R[X]. Ist

fl@) =Y aa', g(z) = b’
i=0 =0
50 15t
m+n
(fg)(x) = Z cra® mit
k=0
k
cp = Zaibk_i (mit a; = 0,b; =0 firi > n bzw. fir j > m),
=0
max(m,n) '
(f+9)@) = > (a+b)a’
i=0

(a; =0 firi>n, b; =0 firj >m).
Insbesondere gilt:

deg(f - 9)
deg(f + g)

deg(f) + deg(g)
max(deg(f), deg(g))-

IN

Beispiel:
I+ X+ X+ X%+ (1 +2X +3X?) = (2+3X +4X* + X?)

2 2 5 2
(Z iXi) ‘ (ZjQXj) = ZCka> Crk = Zaibkﬂ',
=0 Jj=0 k=0 i=0

dabei ist ag =0, a1 =1, ay = 2, ag = 3,
60:0,61:1,b2:4,b3:b4:b520.
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Man bekommt:
Coh — aobo =0
c1 = a0b1 + Clgbo =0
Cy = aobz + CL1b1 + a2b0 =1
cg = ag- by +aijbs +asby +ashp=4+2=6
0
Cy = a0b4 + a1b3 +a2b2 -+ Clgbl =8+3=11
0
Cy = gob5 + a1b4 + CLQb% +CL3()2 =12
0

Wir priifen durch direktes Ausmultiplizieren nach:

(04 z + 22° 4+ 32°)(0 + o + 42?)
= 2?2 + 423 + 22% + 8x* + 3zt + 122°
=22 4+ 62% + 112* + 1225

Bemerkung. Wir kénnen (und werden im Weiteren) auch ganzratio-
nale Funktionen mit Koeffizienten in C betrachten, diese bilden die
Menge C[X] der Polynome mit komplexen Koeffizienten.

Diese komplexen Polynome liefern natiirlich auch als Werte komplexe
Zahlen, auch wenn man fiir die Variable x nur reelle Werte einsetzt.
Genauer gesagt: Sind nicht alle Koeffizienten reell, so kommen unter
den Funktionswerten sicher auch Werte vor, die nicht reell sind.

Satz 5.8. (Division mit Rest)
Sind f,g € RIX] und g # 0, so gibt es Polynome q,r € R[X] mit f =
q-g+r und deg(r) < deg(g) (fir r =0 schreibt man deg(0) = —o0)).
Beispiel: f=a2*+23+2+1,g=22+1
(*+2*+2+1): (2?+1)=2"+2—1 Rest 2
xt 4+ 22
-’ +z+1
2+
—z2+1
—z% -1
2

f=@+x—-1)(x>+1)+2

Probe:
-t —142=2"+23+ 2+ 1.
Das konstante Polynom 2 hat Grad 0 < 2 = deg(g).

Bemerkung. Der Satz gilt analog fiir komplexe Polynome.
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Folgerung 5.9. Ist f € R[X] (bzw. f € C[X]) unda € R (bzw. a € C)
eine Nullstelle von f (also f(a) =0), so ist

f(x) = (z —a)g(x) mitgecRX]
(bzw. g € C[X]).

Man sagt: Man kann den Linearfaktor (x — a) herausziehen.
Genauer gilt: Man kann f schreiben als

f(z)=(zx—a)"g(x) mitm>1, gec R[X]

(bzw. g € C[X]) und g(a) # 0.
Der Ezxponent m, der hier vorkommdt, heift die Vielfachheit oder die
Ordnung der Nullstelle a.

Folgerung 5.10. Ein Polynom f € R[X]| (bzw. f € C[X]) hat (mit
Vielfachheiten gezdhlt) hiochstens n = deg(f) Nullstellen.

Beispiel: f(z) = 2* —22? 4+ 1 hat die Nullstelle 1. Wir stellen fest
fx)=(x-1)(*+2*—x—1).
auch 2 + 22 — 2 — 1 hat die Nullstelle 1, wir haben
(P +2? —x—1)=(x—1)(2* + 22+ 1),
also
2t =222 + 1= (v — 1)*(2* + 22 + 1),

wobei 22 4+ 22 + 1 in 1 den Wert 4 # 0 annimmt.
Wir zerlegen noch (2% + 2x + 1) = (z + 1) und ziehen Bilanz:

f hat die zweifache Nullstelle 1 und die zweifache Nullstelle

—1,
mit Vielfachheiten gezdhlt ergeben sich deg(f) = 4 = 2+ 2 Nullstellen.
Satz 5.11. In C[X] zerfdllt jedes nicht konstante Polynom in ein Pro-
dukt von Linearfaktoren

f(z) =an(z —a1) - (z — an),
fasst man gleiche Faktoren zusammen, so erhdlt man
f(@) = an(z = B)™ - (z = 5,)™

mit my + - + m, = n = deg(f) und verschiedenen [3;, die m; sind die

Vielfachheiten der Nullstellen j3;.

Auch wenn f € R[X] ist, kinnen hier Faktoren (X — ;) mit §; € C\R
vorkommen, es gilt dann: Mit 3; kommt auch (3; vor, und zwar mit der
gleichen Vielfachheit.

Folgerung 5.12. In R[X] zerfillt jedes nicht konstante Polynom in
ein Produkt aus Linearfaktoren und quadratischen Faktoren.

Beispiel: f(x) = 2® —2? + x — 1 zerfillt als f(z) = (2® + 1)(z — 1),
wobei 22 + 1 = (x +1)(z — i) keine reellen Nullstellen mehr hat.
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Satz 5.13. Das Polynom f(x) = Z;‘ 0 a;x! ist genau dann eine gerade

Funktion, wenn nur Terme mit geraden Fxponenten vorkommen, wenn
also a; = 0 fiir alle ungeraden j gilt.

f ist genau dann eine ungerade Funktion, wenn nur Terme mit un-
geradem Ezxponenten vorkommen, wenn also a; = 0 fiir alle gerade j
gilt.
Beispiel:

1+ 2° ist gerade Funktion,

T+ ist ungerade Funktion,

1+ x4 2° ist weder gerade noch ungerade.

Definition 5.14. FEine rationale Funktion ist eine Funktion f : D —
R, die durch

f(z) = % mit Polynomen g, h € R[X]

gegeben ist, wobei h keine Nullstellen in D hat.
Satz 5.15. Sind f,g € R[X] Polynome, g # 0, so kann man die

rationale Funktion g schreiben als
/ fl(x)
—(x) =h(x) +
g( ) = h(z) o(2)

mit Polynomen fi,h € Rlz| und deg(f1) < deg(g).

Man kann also jede rationale Funktion durch Subtraktion eines Poly-
noms so abdndern, dass man eine rationale Funktion erhdlt, in der der
Zihler kleineren Grad hat als der Nenner.

Begriindung. Division mit Rest.

Definition und Satz 5.16. Seien g, h € R[X] Polynome, h nicht das
Nullpolynom (h # 0). Seien ay, ..., a, die Nullstellen in R von h mit
Vielfachheiten myq, ..., m, und

h(z) = ([J(= = a)™ )

j=1

mit einem Polynom hy € R[X] ohne reelle Nullstellen.

Sei ferner
.,

g(z) = (@ = a)" g1 (),
j=1
wobet nj = 0 ist, wenn a; keine Nullstelle von g ist und n; die Viel-
fachheit der Nullstelle a; von g ist, wenn a; eine Nullstelle von g ist,
und wobei g, € R[X] ein Polynom ist.
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Dann kann man % auch in den a; mit n; > m; definieren, indem man im
Bruch % den in Zihler und Nenner vorkommenden Faktor (x —a;)™
kiirzt, also

g 0  firn; >m;

h(az) B { H;L:Lj;éz‘(ai - aj)nj_mj%
setzt.
(Einsetzen von a; fir x in

_— o (r—a) )\ ai(2)
o | (jllléi (&~ “J)mj) () /

2 kann also auf den mazimalen Definitionsbereich Dyax(f) = R\
{a; | 1 <7 <r n; <m;} fortgesetzt werden.

Beispiel: Fiir
g() = (-1 -2 +x+1)
h(z) = (z—1)(z—2)*(z - 3)
hat ¢
Dypax = {a € R | a # 3}
und ist auf Dy, durch
?+r+1

1@) = (@ - V(e -)——

h
gegeben.

Satz 5.17. Die rationale Funktion { ist gerade, wenn g und h beide
gerade oder beide ungerade Polynome sind, sie ist ungerade, wenn g
gerade und h ungerade oder h gerade und g ungerade 1st.

Die néchsten Funktionenklassen, die wir betrachten miissen, sind Ex-
ponentialfunktionen und Logarithmen.
Wir erinnern zunéchst an:

a® = ga---q firneZ, n>1,a€R (oder C)
n—mal

a@ =1 a € C beliebig (also auch a € R)

" = firneZ,n>1 aeC\{0}

Dabei gilt a"™™ = a™ - ™ fiir alle n,m € Z, also z.B.
1

9=31.32=_3"14+2_3l—3

3
Die zunichst etwas ritselhafte Definition a® = 1 sorgt dafiir, dass die
Rechenregel auch fiir n = —m gilt, dass also
1
l=a"  — =qa"-qg" % ¢ fiir alle a # 0.
an
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Man hat ferner
(@)™ =a" firaeR, n,meZ
(a # 0, falls n < 0 oder m < 0). Das fiihrt zu der Definition
an = Va (n>1,a>0),

da ({/a)" = a ist, mit dieser Schreibweise also

(a%)n = a%'n = al =a
wird.
. 1 . . . .
Indem man wiederum a» potenziert bzw. # bildet, erh&lt man eine
Definition fiir
an fira>0 mneZ n+#0.
Durch eine Grenzwertbetrachtung, die wir spéter noch einmal disku-
tieren, erhélt man schliefflich eine Definition von a” fiir x € R beliebig,
a > 0.

Damit gilt:
Definition und Satz 5.18. Fira >0, x,y € R gilt:
a*-a¥ = a"t
(a®)? = a™.

Dabei qilt: Ist a > 1, so ist x —— a® streng monoton wachsend mat

Wertemenge 10, oo[= R<.

Ist a < 1, so ist x —— a® streng monoton fallend mit Wertemenge

]O, OO[: R>0.

In beiden Fillen hat die Exponentialfunktion f: R — Ry, die durch

f(z) = a® definiert ist, eine Umkehrfunktion.

Diese Umkehrfunktion heif$t log, (Logarithmus zur Basis a), es gilt also
log,(a®) = =z firzeR

a°sW) =y firy > 0.

Satz 5.19. Fiir den Logarithmus gelten die Rechenregeln

log,(11y2) = log,(y1) + log,(y2)

1
loga - = - 1Oga Yy
( y)

log,(y") = r-log,y

Zwischen Logarithmen zu verschiedenen Basen kann man durch die
Rechenregel

log,(y) = ﬁ log, (y)

(auch als log, () - log,(y) = log,(y) geschrieben) umrechnen.
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Beispiel:
1
10g10(m) = —logy(100) = -2
Allgemeiner:
log,,(10%) = = =
1
1 10Y) = -log (107
0g100(107) Tog,0(100) 0g1,(10°)
4
= —=2
2

Begriindung (fiir Satz 5.19).

Die Rechenregeln fiir log, folgen aus denen fiir die Exponentialfunktion
a”, weil log, deren Umkehrfunktion ist.

Zum Beispiel: Ist = log,(y1y2), so ist a® = y1ys.

Man setzt x; = log, y1 und x5 = log, y» und hat a™ = y;, a™ = ys.
Also: a* = a™ - a*? = g™ 172,

WEeil die Exponentialfunktion streng monoton und deshalb injektiv ist,
folgt x = x; + x5 aus der Gleichheit ihrer Funktionswerte a® = a™* 2,
Also: log, (y1y2) = log,(y1) + log,(y2) wie behauptet.

Bemerkung. In der Praxis kommen als Basen fiir den Logarithmus
vor allem die Zahlen 10, 2 und e vor, mit den Bezeichnungen log,,(z) =

lg(z),log,(z) = In(x).

Satz 5.20. Fiir a > 1 ist die Logarithmusfunktion log, : Ryy — R
monoton wachsend.

Fiir a < 1 ist log, monoton fallend (dieser Fall wird aber selten in der
Prazis benutzt).

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus haben wir schon
auf ganz R eingefiihrt.

Wir fassen zusammen:

Satz 5.21. Die Funktionen sin(x) und cos(x) sind auf ganz R definiert.

sin(x) ist eine ungerade Funktion und hat Nullstellen in den km mit

keZ.

cos(x) ist eine gerade Funktion und hat Nullstellen in den (2k + 1)7,
n w 3w 57

k € 7Z (also den ungeraden Vielfachen --- — 5,5, 5,5 - -+ von 7).

sin(z) ist @m Intervall [—7, 7] streng monoton steigend (mit sin(—7) =
—1,sin(§) =1)

cos(zx) ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend (mit cos(0) = 1,
cos(m) = —1).
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Definition 5.22. Firz € R\ {(2k+1)5 | k € Z} ist durch

tan(z) = sin(x)
cos(z)
die Tangensfunktion definiert, fir x € R\ {kw | k € Z} ist durch
cot(x) = c.os(x)
sin(x)

die Cotangensfunktion definiert.

Bemerkung. Natiirlich muss man bei der Definition des Tangens die
oben festgestellte Nullstellenmenge des Cosinus vermeiden, ebenso bei
der Definition des Cotangens die Nullstellenmenge der Sinusfunktion.

Definition 5.23. Eine Funktion f : R — R heifit periodisch, wenn
es ein p € R > 0 gibt mit f(x +p) = f(z) fir alle x € R; man sagt
dann auch, f sei periodisch mit Periode p (wobei man hierfiir meistens
das kleinste magliche p wdihlt).

Ist f nicht auf ganz R definiert, aber sein Definitionsbereich D so, dass
x €D x+p€ D gt (er also invariant unter Translation um p ist),
so definiert man

“periodisch mit Periode p”
genauso wie oben.

Satz 5.24. sin(z) und cos(x) sind periodisch mit Periode 2w, tan(x)
und cot(x) sind periodisch mit Periode 7.

Begriindung. Die Behauptungen fiir sin und cos sind klar, die fiir tan
und cot rechnet man nach (s.u.).

Satz 5.25. tan(x) ist im Intervall | — 3, %[ streng monoton wachsend
und nimmt dort alle reellen Werte an.
cot(x) ist im Intervall |0, 7| streng monoton fallend.
Begriindung. In | — 7, 0] gilt fiir 2, < zy:
sin(z;) < sin(zq) <0
0 < cos(z1) < cos(xz),

also
1 1

>
cos(xy) ~ cos(xg)’

0>

und weil sin(z;) < 0 ist, folgt

0 < sin(xy) _ Sin(:cl)7
cos(ry)  cos(xa)

weil —— > 0 gilt, folgt aus

cos(z2)

sin(zy) < sin(z3),
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dass
sin(z) - sin(zs)

cos(xry)  cos(xz)
gilt.
Insgesamt: tan(z;) < tan(xs).
In [0, 5[ gilt fiir 1 < x5:
0 < sin(xp) < sin(zs)
cos(xzy) > cos(xg) >0
1
<

1
0 <
cos(ry)  cos(xs)

also
sin(zy)  sin(xy)  sin(xg)

cos(ry)  cos(wg)  cos(xg)’
also wieder tan(z;) < tan(zs).

Ist 1 €] — 7,0[ und x5 € [0, §[, so ist tan(x;) < 0 < tan(zs).
Da cot(x) = L) gilt (auBer in 7), folgt auch die Behauptung fiir den

tan(x
Cotangens.

Fiir den Tangens rechnen wir

tan(zx + 1) =

T

Genauso sieht man die Periodizitéit des Cotangens.

Bemerkung. Fiir w > 0 hat f,(t) = sin(wt) die Periode 27: Ersetzt
man ¢ durch t 4 %’r, so geht wt in wt + 27 iiber.

Setzt man v = 2%, so hat ein durch f,(t) = sin(wt) beschriebener

Schwingungsvorgang die Periode %, also die Frequenz v: In der Zeit-

einheit 1 sec. wiederholt sich der Schwingungsvorgang r-mal. w wird
in der Physik die Kreisfrequenz genannt.

Satz 5.26.
sin(z) : [—=, =] — [-1,1]

ist umkehrbar,die Umkehrfunktion

arcsin : [—1,1] — [—g, g]
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heifst arcus sinus.
cos(x)|joq ¢ [0, 7] — [—1,1]

st umkehrbar, die Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0, 7]
heift arcus cosinus.
T
t ==, =[—R
an(e) -]~ 2. 7]

1st umkehrbar, die Umkehrfunktion
T

arctan : R —] — BL 5[
heifst arcus tangens.

cot(x)|jo, : 10, 1[— R
st umkehrbar, die Umkehrfunktion

arccot : R —]0, 7|

heif§t arcus cotangens.

Begriindung. Die Umkehrbarkeit folgt aus den festgestellten Mono-
tonieeigenschaften.

Bemerkung. Man hiite sich davor, arcsin(z) mit m zu verwechseln,
entsprechend fiir die anderen Arcusfunktionen.

Auf Taschenrechnern ist die Taste fiir arcsin meistens mit sin™" be-
zeichnet, weil arcsin zu lang fiir die winzigen Tasten ist, das fithrt zu
Verwechslungen.

MAPLE hat:
sin_l(g) = arcsin(g)
. T 1
(sin(3)) sin(Z)

Fiir die Kehrwerte von Sinus und Cosinus weren auch folgende Bezeich-
nungen gebraucht:
1
cos(x)
1
sin(z)

=: sec(z) (Secans bzw. Sekans)

=: cosec(z) = csc(z) (Cosecans bzw. Kosekans)
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6. GRENZWERTE UND DIFFERENZIERBARKEIT

Wir betrachten zunéchst unendliche Folgen aq,as,as, ..., die man als
(an),, oder nur (a,) notiert, fiir jede natiirliche Zahl n > 1 wird also
ein Folgenglied a,, vorgegeben.

Beispiele.
e Die Folge (%) der %, also 1,%, %,%,...
e Dic Folge (n) : 1,3,3,5 ...
e Die Folge (a,) = (3-7_o(3)7), also
1 1 1 1 1 1
a1:1+§, a2:1+§—|—z, a3:1+§—|—1+§,...

Definition 6.1. Fir e > 0 und a € R ist eine e-Umgebung U (a) das
offene Intervall Ja — €,a + €| der Linge 2¢ mit Mittelpunkt a, also

Ucla)={z € R | |z —a| < €}.

Beispiele.
1 11
Uys(0) = {zeR|z| < é_l} :]_171[7
1 13
U1/4(§) ]Za 4_1[

Definition 6.2. Die Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert a,
wenn fir jede (noch so kleine) e-Umgebung U, (a) gilt: Es gibt ein N €
N, so dass alle Folgenglieder ab dem N-ten in U(a) liegen. Man schreibt
dann

lim a, = a.

(N hingt natirlich von € ab: Je kleiner € ist, desto langer wird die Folge
brauchen, bis sie in U.(a) angekommen ist.) Die Folge heifit dann auch
konvergent, konvergiert (a,) gegen 0, so heifit sie eine Nullfolge.

Beispiel: (2) konvergiert gegen 0: Gibt man ein € vor, so gibt es sicher

ein N, fiir das & < € gilt (jedes N > 1 erfiillt diese Bedingung).

Fiir alle nachfolgenden a, ist n > N, also % < % < € und daher
L e U(0).

Zum Beispiel:

1
e:éz N = 3 reicht
1
€= —: N = 5 reicht
4
1
€ = m . N = 1001 reicht

Bemerkung. Diese Definition prézisiert also die gefiihlsméaflige Aus-
sage: Die Folge der a,, kommt beliebig nahe (oder gar: unendlich nahe)
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an a heran: Wie klein man auch den Abstand von a vorgibt, so kom-
men doch nach Durchlaufen eines endlichen Anfangsstiickes der Folge
schlieflich alle weiteren Folgenglieder néher als diese Schranke an a
heran.

Beispiel: Die Folge der (—1)", also —1,+1,—1,+1,... konvergiert
nicht (gegen keinen Grenzwert).

Sei a > 0, a # 0 und (r,) mit r,, € Q eine Folge rationaler Zahlen, die
gegen den Grenzwert z € R konvergiert (z.B. r,, der Dezimalbruch, der
aus den ersten n Stellen der Dezimalschreibweise von /2 konvergiert
mit lim, ., = V/2).

Dann kann man mit obiger Definition nachrechnen (etwas miihsam),
dass auch die Folge (b,) mit b, = a’™ gegen einen Grenzwert b € R
konvergiert. Man kann dann durch

a®* = lim b, = lim a™

n—oo n—oo

die angekiindigte Definition von a” vornehmen und zeigen, dass die so
erhaltene Zahl fiir alle Folgen r,, — z die gleiche ist.

Satz 6.3.  a) Sind (a,), (b,) konvergente Folgen mit Grenzwerten
a,b, so sind auch die Folgen (a, + by), (a, - b,) konvergent mit

lim (a, +b,) = a+0b

lim (a, -b,) = a-b.

n—oo

b) Gilt in a) a, < b, fir alle bis auf hichstens endliche viele n, so
1st auch a < b, also
lim a, < lim b,.
Satz 6.4.  a) FEine Folge kann hochstens einen Grenzwert haben.
b) Eine Folge (a,), konvergiert, wenn gilt: Fir jedes (noch so klei-
ne) e > 0 gibt es ein N, so dass fir allen,m > N gilt: |a,—a,| <
€.
Anders formuliert: Ist m > N, so sind alle a,, mit Index n > N
in Uc(an,). (Die Folgenglieder riicken beliebig nahe zusammen).

Bemerkung. Will man sich iiberzeugen, dass eine Folge konvergiert,
so ist die Bedingung b) oft leichter nachzupriifen als die Bedingung,
die in der Definition angegeben wurde.

Man kann die Bedingung b) auch benutzen, um die reellen Zahlen aus-
gehend von Q zu konstruieren: Fiir jede Folge von rationalen Zahlen,
die der Bedingung b) geniigt, nimmt man eine neue Zahl zu Q hinzu,
wobei man fiir zwei Folgen, deren Differenz gegen 0 konvergiert, die
beiden neuen Zahlen fiir gleich erklart. Zum Beispiel ist die Folge (a,,),
in der a,, die nach der n-ten Stelle abgebrochene Dezimalbruchentwick-
lung von 7 (oder von y/2) ist, eine solche Folge.
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Definition 6.5. Sei D C R eine Menge.

a) a € R heifit Berihrpunkt von D, wenn es eine Folge (a,) mit
a, € D\ {a} fir alle n und lim,_, a, = a gibt.
Aquivalent ist: zu jedem ¢ > 0 gibt es ein x € D \ {a} mit
|lr —a| <e.
(Die Punkte aus D\ {a} kommen beliebig nah (“unendlich nah”)
an a heran).

b) Sei f: D — R eine Funktion, a € R ein Berihrpunkt von D.
Man schreibt

i lcilrileDf(x) =ceR, (oder nur }:1511 f(z) =c¢),

falls fiir jede Folge (a,) in D \ {a}, die gegen a konvergiert,
lim,, . f(a,) = ¢ gilt, wenn also bei Annéiherung von z € D
an a die f(x) beliebig nahe an ¢ herankommen.

Beispiel: 1 ist Beriithrpunkt von [0, 1].
o Fiir f(z) = x ist lim, ., f(z) = 1.
o Fiir f(z) = x;:f ist lim, 1 (f(z)) = 2, denn
fir x # 1 ist Jl‘(x) =z + 1.

o Fiir f(x) = — existiert kein Grenzwert fiir v — 1, da f(x) bei

Anngherung an 1 beliebig grofle Werte annimmt.
sin(x) -1

e lim,

Bemerkung. Die Grenzwertnotation wird wie folgt erweitert:

a) lim,, . (a,) = oo, falls gilt: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es N € N, so
dass a,, > C fiir alle Folgeglieder ab dem N-ten gilt (also a,, > C
fur alle n > N).
lim(a,) = —oo, falls gilt: Fiir jedes C' > 0 gibt es N € N, so dass
a, < —C fiir alle n > N gilt.
Man spricht dann auch von bestimmter Divergenz der Folge ge-
gen oo bzw. gegen —oo.

b) lim, ., f(x) = oo, falls fiir jede Folge (a,) in D mit lim,, .., a,, =

a gilt:

lim f(a,) = oc.
Analog:

lim f(z) = —oc.

Man sagt, f wachse asymptotisch gegen oo bzw. falle gegen —oo.
c¢) lim, .o f(z) = ¢ (einschlieBlich ¢ = +o00), falls gilt: Fiir jede
Folge (a,) in D mit lim,,_, a, = 00 ist lim,, ., f(a,) = c.
d) limg_q—0 f(x) = ¢ (lim, o f(z) = ¢), falls lim, . f(an) = c fiir
jede Folge (a,) in D mit lim, a,, = @ und a,, < a fiir alle n gilt.
Analog:

lim f(z)=c (lim f(z) = c¢).

z—a+0 z\.a
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Beispiel:
o /1 R\{0} — R, f(x) = L
limg, o f(x) = —o0, lim,\ o f(z) = +00

lim, oo f(z) =0 = lim, o f(2).

e lim, . 2% = o0, lim,_,_,, 2 = 0.

e lim, . sin(x) existiert nicht, da der Sinus immer zwischen —1
und 1 oszilliert.

Definition 6.6. Sei I ein Intervall in R, xo € I, f: I — R eine
Funktion.

f heifst stetig in xo, wenn lim, ., f(x) = f(xo) gilt, [ heifit stetig in
I, wenn f in allen xo € I stetig ist.

Bemerkung. Stetig heifit also: Wenn = sehr nahe an x( liegt, so liegt
auch f(z) sehr nahe an f(zg). Stetige Funktionen sind also diejenigen
Funktionen, deren Funktionswert in einem Punkt zy man sehr gut ap-
proximieren kann, wenn man ihn in einem Punkt x ausrechnet, der sehr
dicht bei zq liegt.

Da man die meisten reellen Zahlen niemals genau trifft (sie haben ja
unendlich viele Dezimalstellen!) ist diese Bedingung unbedingt notwen-
dig, wenn man verniinftig rechnen will. Gott sei Dank sind die meisten
Funktionen da, wo man mit ihnen rechnen will, auch stetig.

Definition 6.7. Sei I ein Intervall in R, xo € I, f: I — R eine
Funktion. f heifit differenzierbar in xy, wenn

lim f(ﬂf) — f($0) —. f/(xo)

r—xo,x€l T — 2o
existiert, der Grenzwert heifit dann die Ableitung f'(xq) von f im Punkt
xo; man schreibt auch %(xo).

Man sagt auch, der Grenzwert des Differenzenquotienten % = %ﬁgmo)

sei der Differentialquotient %.

f heifit im Intervall I differenzierbar, wenn f in jedem Punkt xo € I
differenzierbar ist.

Bemerkung. Eine mogliche Motivation fiir die Bildung der Ableitung
ist die geometrische Aufgabe, die Tangente an den Graphen der Funk-
tion f im Punkt (xq, f(xo)) zu berechnen. Der Differenzenquotient

%ﬁgx“) misst die Steigung der Sekante durch die Punkte (z, f(z))
und (zo, f(zo)), ndhert sich x an xy an, so nidhert sich die Sekante an

die Tangente an.

Fiir die Naturwissenschaften niher liegend ist der Ubergang von der
durchschnittlichen Anderungsrate zur momentanen Anderungsrate.

Typischerweise schreibt man f = f(t), ¢ die Zeit. Beschreibt die Funk-
tion f etwa die Bewegung eines Korpers (Massenpunktes), also z.B.
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die Entfernung s des Korpers von einem festen Bezugspunkt, so ist
%{éto) die Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeitintervall zwischen ¢
und ¢y (positiv bei Entfernung von Bezugspunkt, negtiv bei Annéhe-

rung an den Bezugspunkt).

Naturgeméf versucht man die Momentangeschwindigkeit im Zeitpunkt
to dadurch ndherungsweise zu ermitteln, dass man in einem moglichst
kurzen Zeitintervall um den Zeitpunkt ¢o die Durchschnittsgeschwindig-
keit bestimmt. Der Grenzwert dieser Naherungswerte fiir immer kleiner
werdende Zeitintervalle ist die Momentangeschwindigkeit.

Die gleiche Uberlegung macht man, um etwa Reaktionsgeschwindigkei-
ten bei einer chemischen Reaktion zu ermitteln.

Eine andere wichtige Interpretation der Ableitung ist: Die lineare Funk-
tion g(t) = f'(to)(t — to) + f(to) ist fiir ¢ in der Néhe von ¢, eine gute
Approximation fir f(¢):

o) = 1)

t—to |t — 1o

=0.

Satz 6.8. a) Ist f in xy differenzierbar, so ist f auch stetig in x.
b) Sind f, g differenzierbar (stetig) in xo, so sind auch f+g und fg
differenzierbar (stetig) in xg. g ist differenzierbar (stetig) in xo,

wenn g(xzo) # 0 gilt.

Satz 6.9.  a) Polynome (ganzrationale Funktionen) sind in R diffe-
renzierbar.
b) Rationale Funktionen § mit Polynomen f, g sind in R\{z | g(z) =

0} differenzierbar.

¢) Potenzfunktionen
flz)=2"  (mit D=Rsq, r€R))

sind differenzierbar.

d) Ezponentialfunktionen f(x) = a® (a > 0) sind auf ganz R ste-
tig.
Logarithmusfunktionen f(x) =log,(z) (a > 0) sind in Rsq dif-
ferenzierbar.

e) sin(x) und cos(z) sind in R differenzierbar, tan(z) und cot(x)
i threm Definitionsgebiet, ebenso die Arcusfunktionen arcsin,
arccos, arctan, arccot.

Zur Berechnung der Ableitung von Funktionen braucht man die fol-
genden Regeln:

Satz 6.10. Sei I ein offenes Intervall in R, xqg € I, f,g: I — R in
xo differenzierbare Funktion.

a) (f +9)' (o) = ['(w0) + ¢' (o)
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b) (Produktregel) (fg')(xo) = f(x0)g' (o) + ' (w0)g(x0)
¢) (Quotientenregel) Ist g(xg) # 0, so ist
([)/(xo) _ 9(@o) f' (o) — f(20)g'(x0)

g (9(0))?

Beispiel:
e L) =L@ -r)=2-1+1-2=22
o L@ =(z-a" )=z - L@+ 12!

dx
Durch n-faches Wiederholen (“vollstdndige Induktion”) erhélt
man:
L (2m) = na"!

o L(x-sin(z)) =sin(z) + x - cos(z)

° %(tan(x)) _ d (Sln(x)) __ cos(z)-cos(x)—sin(z)-(— sin(z))

— dz \cos(z) cos?(x)
_ cos?(x)+sin?(x)
cos?(x)
~ Cos? (z)"

Dabei benutzen wir ohne Beweis die Ableitungsregel fiir sin(z) und
cos(x):

d
E(sin(x)) = cos(z)
i(cos(x)) = —sin(x)
dx B '
Satz 6.11.  a) Fir Polynome (ganzrationale Funktionen)

fle) =Y a’
j=0
gilt
@)= g a ™
j=1

b) Fir die trigonometrischen Funktionen gilt
d

L fsin(e)) = cos(a)
% fcos(a)) = —sin(a)
%“aﬂ(m)) = Cos;(x)
Gleot@) =~

Begriindung. a) folgt aus den Regeln von oben und der Berechnung

d [/ n\ - .
von - (2") im Beispiel.
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b) wir rechnen es fiir den Sinus aus:

sin(z + h) — sin(x) _ sin(z) cos(h) — cos(x)sin(h)  sin(z)
h h h
. cos(h) — 1 sin(h)
= sm(x)T + cos(z) :
Nun ist

Cosz(g)—sin2(g) = cos(h)

h h
COSZ(§)+Sin2(§) = 1,

also
cos(h) =1 cos*() —sin®(%) — cos?(%) — sin®(%)
h B h
2 sin*(2)
B h
h, sin(%
= - sin(E) Sm%<2)
Wenn wir zeigen kénnen, dass
. sin(h)
oy T
gilt, sehen wir, dass
h, sin(%
711L1£10(— sin(=) 8111@(2)) =0
2
ist und erhalten:
sin(x +h) —sin(z) _ os(h) —1 sin(h)
lim h = }ILILI(IJ(SIH(.%) : + cos(z) h )
s(h) —1 in(h)

. . CcO
= sin(z) llllir(l](
= sin(x) - 0+ (cos(z)) - 1
= cos(z),
wie behauptet.

sin(h)

5 = 1 zu sehen, brauchen wir ein geometrisches Argu-

Um limy,_
ment:

Wir betrachten die Fliache F; des vom Winkel / aus dem Einheitskreis
(dessen Fliache 7 ist) ausgeschnittenen Kreissektors; wegen % = I st

s T 27
F1:§.

Innerhalb des Kreissektors liegt das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0),
(0,cos(h)) (sin(h),cos(h)) und der Fliche §sin(h)cos(h), der Kreis-
sektor liegt andererseits ganz im Dreieck mit den Ecken(0,0), (1,0),
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(1,tan(h)) und der Fliche 1 - tan(h) = 1 - ir;((fg)),

Wir haben also

) sin(h
sin(h) - cos(h) < h =2F, < cos((h))
und daher )
sin 1
h < .
cos(h) < h cos(h)
Da cos(0) = 1 gilt ist limy,_qcos(h) = 1 = limy,_g @, und der zwi-
schen cos(h) und Cosl(h) eingeschlossene Quotient w muss fiir h — 0
ebenfalls gegen den Grenzwert 1 streben; das ist die behauptete Formel
. sin(h)
M

Fiir den Tangens rechnen wir die Ableitung mit der Quotientenregel
aus, ebenso fiir den Cotangens (Ubung).

Bevor wir die Differenzierbarkeit weiter verfolgen, machen wir noch ein
paar Anmerkungen zu stetigen Funktionen.

Definition 6.12. Fine in xg € D stetige Funktion f: D — R hat in
xg € D die Nullstellenordnung k € N, wenn gilt:

lim @)

e—zo (x — x0)F
existiert und ist # 0.
Aquivalent: Fiir ein € > 0 gilt in (U.(z0) N D) : f(z) = (x — 20)*g(z)
mit einer in D stetigen Funktion g mit g(xg) # 0.
f hat im Bertihrungspunkt xq von D eine Polstelle der Ordnung k € N,
falls gilt:

lim (z — x0)" f(2)

T—x0

existiert und ist # 0.
Aquivalent: Fiir ein € > 0 gilt in (Uc(zo) N D) \ {xo} : f(z) = 9(z)

(z—x0)k

mit einer in D stetigen Funktion g mit g(xg) # 0.

Beispiel:

e sin(x) hat in x = 0 eine Nullstelle erster Ordnung.

e Ein Polynom f(x) = Z?:o a;jx’ hat genau dann in z = 0 eine
Nullstelle k-ter Ordnung, wenn ag = - - - = a1 = 0 gilt
Wir haben bereits in ... Nullstellen k-ter Ordnung von Polynomen
definiert, die jetztige allgemeine Definition stimmt damit iiberein.

e f(r) = \/x hat in 0 keine Nullstellenordnung im obigen Sin-
ne. Man definiert gelegentlich gebrochene Nullstellenordnungen

" dadurch, dass man verlangt, f" solle Nullstellenordnung m
haben.
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Definition 6.13. Sei f : D — R Funktion, xqg € R Berihrpunkt von
D.

f ldsst sich stetig in xq fortsetzen, wenn

lim f(xr)=ceR

T—T0

existiert.

Satz 6.14. Die rationale Funktion g mit f,g € Rlx] sei gegeben. f
habe in xq € R die Nullstellenordnung ki, g habe in xy die Nullstellen-
ordnung k.

Dann gilt:

a) % lasst sich genau dann stetig in xo fortsetzen, wenn ki > ko ist.

b) Ist ky > ko, so hat % (stetig fortgesetzt in xq) eine Nullstelle der
Ordnung ki — ko in xg.

c) Ist ky < ko, so hat % i xg eine Polstelle der Ordnung ko — k.

d) g hat in xg genau dann eine Polstelle der Ordnung k, wenn % mn
xo eine Nullstelle der Ordnung k hat.

Begriindung. Klar.

f

Bemerkung. Die Nullstellen des Nenners g von L in die hinein man

% stetig fortsetzen kann, heiflen auch die hebbaren Singularitéiten (oder

Definitionsliicken) der rationalen Funktion L. In ihnen ist die fortge-
setzte rationale Funktion nicht nur stetig, sondern auch differenzierbar.

Beispiel:
xi*;f hat in x = 0 Nullstellenordnung 1
52—;03-1—:04

° hat in x = 0 Polstellenordnung 3.
($2—5J:+4)
(z2—6x+5)

Nullstelle von 22 — 52 + 4 und von z? — 6z + 5.

hat inzg =1 Nullstellenordnung 1, denn 1 ist einfache

Wichtige Eigenschaften von stetigen (und deshalb auch von differen-
zierbaren) Funktionen sind:

Satz 6.15. (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f in [a,b] jeden Wert z zwischen
f(a) und f(b) an. Man hat also:

Ist f(a) < f(b), so nimmt f in [a,b] jeden Wert z mit f(a) < z (
an, ist f(b) < f(a), so nimmt f in [a,b] jeden Wert z mit f(b)
f(a) an.

Bemerkung. Wendet man diese Aussage auf beliebig kleine Teilin-
tervalle des Definitionsintervalls I an, so wird man zu der intuitiven
Definition “Der Graph von f kann ohne Absetzen des Stiftes gezeich-
net werden” der Stetigkeit gefiihrt.

< f(b)
<z <
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Satz 6.16. (Mazimum und Minimum stetiger Funktionen)
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann nimmt [ auf [a,b] ein Mazximum und
ein Minimum an, d.h., es gibt xo, x1 € |a,b] mit
f(zo) = sup{f(z) | = € [a,b]}
flan) = it {f(z) |z € [a,b]}
Bemerkung. Die Aussage ist falsch fiir offene Intervalle.
f(z) ==, i, —x, —% auf ]0, 1] liefern offensichtliche Gegenbeispiele.

Zum Abschluss dieses Paragraphen noch weitere wichtige Ableitungs-
regeln:

Satz 6.17. (Kettenregel)

I, und I seien offene Intervalle in R, f: I — R und g: I; — R
seien in I bzw Iy differenzierbare Funktionen mit Iy C g(Iy).

Dann ist f o g in Iy differenzierbar, und es gilt fiir xo € Iy:

(f 0 9)'(z0) = f'(9(x0)) g (o).

Begriindung. Falls ¢ in der N#he von zg nicht den Wert g(xy) an-
nimmt, kann man schreiben

i S o9)@) = (fog)(zo) _ .

Flo@) = flgle) | g(z) — glzo)

r—xQ r — X r—xQ g(ﬂ?) — g(dio) T—XT0 T — 2o
Der erste Grenzwert ist f'(g(xo)), der zweite ist ¢'(zo).

Eine leichte Modifikation dieses Arguments funktioniert fiir beliebiges
g.

Spezialfille haben wir mit £ f(cz) = c- % und L((f(2))*) =2 f'(z)-
f(z) bereits gesehen.

Bemerkung. Die Kettenregel wird besonders suggestiv in der Nota-

tion mit Differentialquotienten:
Schreibt man y = g(z), z = f(y), so wird mit yo = f (o)

dz‘ B dz| dy
de'™  dy'*  dx'™
—_—

f'(g(zo)) 9’ (x0)

man hat also % “durch Erweitern mit dy” berechnet.

Beispiel:
e f(cz) und (f(x))?* siehe oben.
o h(z) =sin(l+2?) = (foyg)(x)
mit g(z) = (1 +27), f(y) = sin(y),
also I/(z) = f'(g9(x)) - ¢'(x) = cos(1 + %) - 2z = 2x cos(1 + z?).

Satz 6.18. (Ableitung der Umkehrfunktion)
Seien 11,1y offene Intervalle, f : Iy — I differenzierbar in I, und
umkehrbar, g = f~: Iy — I, die Umkehrfunktion. Sei xoy € I, mit
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/(o) # 0.
Dann ist g in yo = f(xo) € Iy differenzierbar, und es gilt
1
/ = .
g (%) f'(x0)

Begriindung. Nach Definition der Umkehrfunktion ist g o f = Id;,,

fog=1Idy
Wir leiten die erste Formel in der Form

(go f)(z) == firallex el

nach der Kettenregel ab und erhalten

L= (go f)(zo) =g (v0) - f'(x0),

also
1

/ J—
g (40) f'(x0)
Beispiel: Sei f: R>g — Ry durch f(z) = z? gegeben, die Umkehr-

funktion ist g(y) = \/y.
Fiir z # 0 erhalten wir mit y = 2%

also
1

v

Allgemeiner sehen wir: Fiir x > 0 und y = 2™ (n € N, n # 0) ist mit

flx) =", gly) = y"/" = /¥

9 )

1
rromN
g (LE ) - nxn_17
mit y = 2", also v = /y = y'/™ wird das
1 1
n Yy n
1 1
= yl—%
1 1
n
= ly%_17
n
also p )
1 1
@(y") = ﬁy” g
Das zeigt, dass die Regel fiir das Ableiten von Potenzfunktionen
d

%(xm) = ma™ !
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sich auf Exponenten m = %, n € N, n # 0 verallgemeinern lésst.

Wir beachten noch, dass man o fiir gerades n nur fiir x > 0, fiir un-
gerades n fiir beliebiges # € R definieren kann. Dabei ist aber die oben
gegebene Methode, die Ableitung der Umkehrfunktion per Kettenregel
zu berechnen, offenbar im Punkt y = 0 nicht anwendbar; in der Tat ist
y% in y = 0 nicht differenzierbar, wenn n > 1 ungerade ist. Wir haben
also (nach Ausdehnung auf beliebige reelle Exponenten)

Satz 6.19. Ist c € R, ¢ # 0, so hat die Funktion

flz) =
in xg > 0 die Ableitung
fl(x) = ca® 1.
Fiir n € Z ungerade hat die auf ganz R definierte Funktion
fla)=an
in xg # 0 die Ableitung
1
f(x0) = Eﬁg_l,

in xog = 0 ist sie nicht differenzierbar, falls n # 1 ist.

Bemerkung. Insbesondere sehen wir, dass es durchaus verniinftige
Funktionen gibt, die in einzelnen Punkten ihres Definitionsbereiches
nicht differenzierbar sind.

Unsere néchste Beispielgruppe liefert wieder die trigonometrischen Funk-
tionen:

Beispiel: Wir betrachten f(x) = sin(x),
T
[ [—575

Zusammen mit der Umkehrfunktion g(x) = arcsin(x),
T

)
f'(xr) = cos(z) ist in | — 7, §[ nicht 0, also ist g(y) = arcsin(y) im
Intervall | — 1, 1] differenzierbar, wir haben

1 1

9'(y) = f'(x)  cos(z)’

Mit y = sin(z) ist y? = sin®(z) = 1—cos?(x), also cos(x) = /1 — sin*(x) =
v/ 1 — 9?2 (beachte: cos(z) ist in | — 7, 7] positiv), also

] — [—1, 1].

g: =11 — |

— ol
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also
d : !
— (arcsin =
() =
Analog:
d —1
—(arccos(y = T/
gplmeesv) = ——
d 1 !
il t = =
(arctan(y)) 1/cos?(x) 1+ tan*(x)
B 1
~ sin’(2)+cos?(x)
cos?(z)
B 1
1+ tan®(2)
_ 1
14y
Analog:
d 1
@(arccot(y)) =1y 2

Satz 6.20. Die zyklometrischen Funktionen (Arcus-Funktionen) sind
im Inneren ihres Definitionsintervalls differenzierbar und haben die Ab-
leitungen

f@) | I

arcsin(z) =

arccos(z) | — ==

arctan(z) | 1 Jrlwz

1

arccot(z) o7
Bemerkung. Wegen cos(z + §) = —sin(z) = sin(—x) ist arccos(y) =
5 — arcsin(y), so dass man sich nicht dariiber wundern muss, dass
4 (arccos(z)) = —-L (arcsin(z)) gilt. Genauso: arccot(z) = T —arctan(z).

7. UNENDLICHE REIHEN, INSBESONDERE POTENZREIHEN

Bei der Betrachtung der Konvergenz von Folgen hatten wir das folgende
Beispiel betrachtet

ao =3, a1 = 3,1, ap = 3,14, a3 = 3,141, a, = 3, 1415, . ..

also die Folge a,, deren n-tes Glied der nach n Stellen hinter dem
Komma abgebrochene Dezimalbruch fiir 7 ist.

Diese Folge (ay,),>0 konvergiert mit lim, o a, = 7.

Allgemeiner kénnen wir, ausgehend von einer Zahl a € R, die Folge
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(a,) betrachten mit
an =Y 107,
=0

wo b; die j-te Stelle hinter dem Komma der Dezimalbruchentwicklung
von a ist (also im Beispiel von oben: by = 3, by =1, by =4, b3 =1, b5 =
5,...).

Da |a, —a] < 107" ist, ist lim, . (a,) = a.

Definition 7.1. Sei (¢;);>o eine Folge reeller Zahlen. Firn € N sei
Sn = D50 ¢ die n-te Partialsumme der (unendlichen) Reihe )77 c;.
Man sagt, die (unendliche) Reihe Z;io ¢; konvergiere gegen den Grenz-
wert s € R, wenn lim,_, s, = s gilt.

Man schreibt dann 3777 c; = s.

Falls lim,, . s, nicht existiert, so heifit die Reihe divergent.

Bemerkung. Die unendliche Summe % ¢; wird durch diese Defini-
tion erklért, sie hat nur als Grenzwert einen Sinn. Das Summenzeichen
war, wie man sich erinnert, nur fiir endliche Summen definiert.

Beispiel:

e > > ,1 divergiert, der Grenzwert existiert nicht.
e Fiir die reelle Zahl b mit Ziffern b; wie oben in der Dezimalbru-
chentwicklung ist

b == i bj 107]'.
j=0

Satz 7.2. (geometrische Reihe)
Sei g € R mit |q| <1 (also q €] —1,1]).
Dann ist

27 =1

j=0
Begriindung. Wir behaupten, dass fiir die Partialsummen s,, = Z?:o ¢
gilt

1 _ qn+1

Sp — 1_q
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Um das zu sehen, rechnen wir

n

(I-qsn = (1-q)> ¢

J=0

n . n .
= Z ¢ —q- Z q
j=0 j=0
n n
_ g -5 gt

n n—1
= (1+> )= O +¢")
j=1 j=0
0
— 1 o qn+1
also ist tatséchlich s, = IE(I_TI. Dann ist
1 — n+1
lim s, = lim -7
n—oo n—0o0 1 —(q
n+1
— lim —— — lim 2
n—oo | — q n—oo | — q
1 1
= —— — —— . lim ¢""".

1—q_1—q n— oo

Wegen |g| < 1 strebt ¢"*! fiir n — oo gegen 0, also: lim, .o 5, = ——

1—q
wie behauptet.

Beispiel:

e Fiir ¢ = 5 haben wir }_°2(5)7 = 2 nach obiger Formel.
Wir rechnen nach:
So = 1, §1 = 1,5, So = 1,75, S3 = 1,875, vy S5 = 1,96875, ceey
s10 = 1,9990234375, s90 = 1,99999904632568359375 ...

e Fiir ¢ = 0,99 haben wir Z;’;O(O, 99)7 = 100 mit

So = 1,
s10 = 10,46617457,...

S100 = 63,7627982. ..
S1000 = 99,95726. ..

Man sieht, dass die Konvergenz sehr unterschiedlich schnell sein kann.
Das ist ein Gesichtspunkt, den man beim praktischen Rechnen stets
beachten muss, da man wissen muss, wieviel Reihenglieder man zu
summieren hat, um eine gute Approximation des Grenzwertes zu be-
kommen.
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Satz 7.3. Sind >°°a; und Y7 b; konvergente Reihen, ¢ € R, so
sind auch

Z (a; + b)) Z ca;
j=0 3=0
konvergent mat
Z(a]—f-b]) = Zaj+2b]
j=0 Jj=0 J=0
Z(caj) = ¢ Z a;
5=0 §=0

Definition und Satz 7.4. Die Reihe Z;io a; heifst absolut konver-
gent, wenn sogar » > |a;| konvergent ist.
In diesem Falle ist auch Z;io a; konvergent und

o0 (o]
1> el <> ayl.
=0 =0

Begriindung. Mit Hilfe der Dreiecksgleichung fiir die Partialsummen
(1 Z;‘lzo a;| < Z?:o |a;| gilt fir alle n).

Satz 7.5. Die Reihe Z;’io a; sei gegeben. Falls es eine Zahl q mit
0<q<1 gibt, so dass

|aj| < ¢’
fiir alle 7 bis auf hichstens endlich viele gilt, so ist die Reihe absolut
konvergent.

Satz 7.6. (Cauchy-Produkt von Reihen)
Seien Y 2y aj, D~y bj absolut konvergente Reihen. Seic, = Y7 a;b, ;.
Dann ist Y~ ¢, absolut konvergent und

D o= (Z aj)(z b;).

Die fiir unsere Zwecke wichtigsten unendlichen Reihen sind Potenzrei-
hen, die man durch Modifikation der oben diskutierten geometrischen
Reihe erhélt.

Definition 7.7. (a,),>0 sei eine Folge reeller Zahlen, o € R fest.
Fir x € R heifit die Reihe ) ", an(x — x0)" eine Potenzreihe um den
Entwicklungspunkt xo; speziell fir xo =0 hat man also Y, a,z™.

Definition und Satz 7.8. Sei die Potenzreihe Y a,(x — xo)" ge-
geben und r > 0.

Konvergiert die Reihe fiir ein x mit |x — zo| = 7, so konvergiert sie
absolut fir alle x mit |x — xo| < r. Das Supremum R aller derartigen
r heifst der Konvergenzradius der Potenzreihe, auch fiir thn gilt, dass
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Yoo o anl@ — o)™ fiir |z — xo| < R absolut konvergent ist. Ferner ist
Yot g an(z — o)™ divergent fir alle x mit |v — zo| > R.
Ist die Folge der ({/|ay|) konvergent mit Grenzwert Ly, so ist R = Ly*.

Beispiel: a, =1 fiir alle n, g = 0.

Dann ist Y 2 a,(z — zo)" = >~ x" die geometrische Reihe.

Der Konvergenzradius ist 1, die Reihe konvergiert fiir |z|] < 1 und
divergiert fiir x > 1.

Satz 7.9. Gegeben sei die Potenzreihe Y~ a,(x — x¢)" mit Konver-
genzradius R > 0.
Dann ist die durch

f(z) = Z an(z —x0)"  fiir x €]zg — R, x0 + R]
n=0
definierte Funktion in |z — R, xo + R| differenzierbar mit

f(z) = Z n an(z — 20)" "

Begriindung. Klar ist, dass das fiir die Partialsummen gilt, dass also

k

k
d
. Z an(x — 20)" = Z n an(z — 20)"
n=1

gilt.
Man hat also
d k 00
Jim 75 e —a0)" = Xom ol — )"

Dass

gilt, ist ein recht trickreiches Argument (Vertauschen zweier Grenz-
werte), das in keiner Weise offensichtlich ist. Wir fithren es hier nicht

durch.
Beispiel: Wir betrachten die Reihe

exp(z) = % (Exponentialfunktion).

n=0
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Man rechnet nach, dass der Konvergenzradius oo ist, d.h., dass die
Reihe in ganz R konvergiert, durch die Reihe wird also eine in R diffe-
renzierbare Funktion definiert.

Wir haben

d =
Lep(e) = Son

Wir wollen exp(z + y) berechnen:

(z +y)"
nl

exp(z+y) =

n

Il
=)

Fiir (x+y)™ gibt es eine zur ersten binomischen Formel analoge Formel

Satz 7.10. (Binomischer Lehrsatz)
Fiir z,y € C (also erst recht fir x,y € R) und n € N gilt

(z+y)" = g (Z) wly"

wo der Binomialkoeffizient (?) durch

definiert ist.

Begriindung. Das schauen wir uns spater noch einmal an, wenn wir
Wahrscheinlichkeitstheorie treiben. Im Moment rechnen wir nach:

(x+y) = 2*+22y+9°

- () (e G

(z+y)° = 2+ 32’y +30y® + ¢

- (7 Qe (- O

(x+y)t = o'+ 428y + 62%y* + day® +

e
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Wir betrachten diese Formel, um die Exponentialfunktion zu analysie-
ren:

exp(z +y) = Z Ety)

o n!
= ZZ() —xj n—j
nO]O
1 i
- nzgjzo o] Eajjy j

-y s R
s =3t (n=j)!
n—ter Term des Cauchy—Produkts

>

zJ

) — exp(e) exp(y).
=0 ' j:O
Also:
exp(x + y) = exp(z) exp(y).
Speziell:

exp(2) = (exp(1))*
exp(3) = (exp(1))’

exp(k) = (exp(1))"
1

(exp(35))* = exp(1)
(exp(5))° = exp(1).

Setzt man e := exp(1), so erhdlt man &hnlich wie frither erst fiir alle
rationalen z und dann fiir alle x € R:

T

exp(x) = e”.
Also:

Satz 7.11. Fiir die durch exp(x) = Y.°0 Lt auf ganz R erklirte Ex-

n=0 n!

ponentialfunktion gilt mit e := exp(1):

exp(z) = €*
sowie
L fexp(e)) = exp().
e heifst die Euler’sche Zahl; man hat

e =2 7182818. ..
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Fir alle x € R ist e* > 0.

Die Ezxponentialfunktion ist streng monoton steigend, thre Umkehrfunk-
tion heifft der natiirliche Logarithmus In(z) : Ry — R. Auch In(x)
1t streng monoton steigend.

Fiira >0 gilt
a® = exp(z - Ina).

Satz 7.12. Es gilt
d 1
%(ln(x)) s

Allgemeiner gilt:

d 1 1
—(1 = S
7 (108,(2)) m(a)

Begriindung. Da In die Umkehrfunktion von exp ist und exp/(z) =
exp(z) # 0 fiir alle z gilt, ist mit y = e*

Ly = —— =1
dx exp(z) ¥y
Wegen log,(a)log,(z) = log,(z) = In(x) ist
d d 1 1

SR

o (log,(2)) = %(M ‘In(z)) = n(a)

Bemerkung. Speziell fiir a = 10 ergibt sich

d 1
%(10&0(%)) ~0,4343 - .

(wegen In(10) = 2,30261).

Es ist oft niitzlich, Potenzreihen auch mit komplexen Argumenten zu
betrachten. Dafiir miissen wir uns {iberlegen, wie unsere Definitionen
von konvergenten Folgen und Reihen sowie Potenzreihen sich auf kom-
plexe Zahlen iibertragen.

Definition 7.13. Fiir zo € C und € > 0 ist
U(z) ={2€C | |z — 2| <€}
die offene Kreisscheibe vom Radius € um den Punkt zg der Gaufl’schen

Zahlenebene.

(Fir zp € R auf der reellen Achse ist dann U(z9) "R =]zp — €, 20 + €]
wie gewohnt.)

Satz 7.14. Ersetzt man in den Definitionen 6.2, 6.4, 6.5, 7.1, 7.4,
7.6 sowie in den Sdtzen 7.2, 7.3, 7.5, 7.7 jeweils R durch C, Intervalle
durch Kreisscheiben und die dortigen U, durch U, aus Definition 7.12,
so gelten all diese Sdtze fiir Folgen bzw. Reihen mit komplexen Gliedern.
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Insbesondere konvergiert die Potenzreihe
(e}
Z an(z —29)"  (mit a, € C und Entwicklungspunkt zo € C)
n=0

im Innern des Konvergenzkreises Ur(zy) absolut und stellt dort ei-
ne stetige (sogar komplex differenzierbare) Funktion dar, sie diver-
giert aufSerhalb des abgeschlossenen Konvergenzkreises (also fir z mait
|z — 20| > R).

Beispiel: Die Exponentialreihe
oo Zn
exp(z) = Z )
n=0

konvergiert fiir alle z € C' absolut.

Speziell fiir z = iy auf der imagindren Achse erhalten wir

exp(iy) = Z z’;y|”+ Z
’ n=0

n=0
n ungerade n ungerade

P2y §2dqy2 1
o " i2 2j+1)!
=0

Z‘nyn
n!

o0

I
hE

=0

° 2j X (1)t

v (5D

= Syl ey

|

= it 2+
Andererseits haben wir geschrieben

e = cos(y) +isin(y) (Euler-de Moivre),

also:
] 2j
_ Y
cos(y) = Z(_I)JT
=0
_ B e (_1)jy2j+1
siny) = ; (2j + 1)!

(falls die genannte Schreibweise fiir € sinnvoll ist).

Wir sehen bald, dass die (reellen) Funktionen cos(z) und sin(z) sich in
der Tat wie angegeben in eine Potenzreihe entwickeln lassen.

Die Konvergenz ist recht gut, wie Plots mit MAPLE (siche Worksheets
zur Vorlesung) zeigen.

8. ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG

Definition 8.1. Sei D C R, zg € D, f: D — R eine Funktion.
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a) f hat in zo ein lokales Mazimum (Minimum), wenn es ein € > 0
qibt, so dass

f(x) < flwo)  (baw. f(x) = f(x0))

fiir alle v € U(xo) N D gilt.
f hat in xq ein lokales Fxtremum, wenn es in xg ein lokales
Mazximum oder ein lokales Minimum hat.

b) f hat in xo ein (das) absolutes Maximum (Minimum), wenn
f(x) < f(xg) (bzw. f(x) > f(xo)) fiir alle x € D gilt, ein globales
Extremum, wenn einer dieser beiden Fille vorliegt.

Satz 8.2. (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum)
Sei f :]a,b]— R in xo € I differenzierbar. Falls f in xy ein lokales
Eztremum hat, so ist f'(xq) = 0.

Begriindung. Wir zeigen es fiir ein lokales Maximum:

Sei € > 0 so, dass f(zg) = sup{f(x) | x €|xg — €,z + €[} gilt.

Fiir z < zg, © € Uc(xg) schreiben wir x = o — h mit 0 < h < € und
haben

f(z) — f(x0) f(z) — f(xo) f(xo) — f(2)

T — Xy h h -

Fiir z > xg, © € U () schreiben wir

f(x)—f(xo):f(x)—f($0)<0
T — T h -

Lassen wir x von links gegen z( streben, so folgt

Fog) — tim 1) = F(a0)

T—To T — To

207

lassen wir x von rechts gegen z( streben, so folgt

Fog) — tim 1) = F(a0)

T—To T — T

<0.

Beide Ungleichungen kénnen nur dann gleichzeitig richtig sein, wenn
f'(xg) = 0 gilt.

Bemerkung. Physikalisch gesehen hat man, wenn f(t) wieder die Be-
wegung eines Massenpunktes auf einer Geraden beschreibt:

Im Maximum hat man maximale Entfernung vom Ausgangspunkt, hier
kehrt die Bewegung um.

Bei der Umkehr muss einen Moment Stillstand stattfinden (bevor Sie
riickwiérts fahren, miissen Sie anhalten).

Satz 8.3. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die im offenen
Intervall |a, b| differenzierbar ist.
a) (Satzwvon Rolle): Ist f(a) = f(b), so gibt es xo €]a, b] mit f'(x) =
0.
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b) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung): Es gibt xo €]a, b] mit

Py = 102 110)

Geometrisch lassen sich beide Aussagen so interpretieren: Es gibt einen
Punkt x¢ im offenen Intervall |a, b[, fiir den die Tangente an den Gra-
phen von f im Punkt (z, f(zo)) parallel zur Sekante durch (a, f(a))
und (b, f(b)) ist.

Physikalisch lassen sich die beiden Aussagen so interpretieren: Fiir
einen bewegten Massenpunkt gibt es einen Zeitpunkt im Messinter-
vall, zu dem die Momentangeschwindigkeit gleich der Durchschnittsge-
schwindigkeit im Messintervall ist.

Begriindung. a): Sei ¢ = f(a) = f(b). Ist f konstant gleich ¢, so ist
f'(x) =0 fur alle x €]a, b].

Andernfalls gibt es x €]a, b] mit f(z) # c. Ist dann etwa f(x) > ¢, so
ist

c1 :=sup{f(z) | = € [a,b]} > ¢

Nach Satz 6.15 iiber Maximum und Minimum stetiger Funktionen gibt
es kg € [a,b] mit f(xg) = ¢y, offenbar ist dann sogar zy €a,b| (da ja
f(a) = f(b) < ¢y ist). In zp hat f dann erst recht ein lokales Maximum,
also ist f'(zg) = 0.

Genauso (nur mit inf{ f(z) | € [a, b]}) argumentiert man fiir f(z) < c.
Die allgemeinere Aussage b) beweist man, indem man a) auf die Funk-
tion

anwendet.

Zusatz zu Satz 8.3. (zweiter oder verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Ist [ wie in Satz 8.3, g : [a,b] — R ebenfalls stetig und in |a,b
differenzierbar sowie ¢'(x) # 0 fir x €la,b|, so gibt es xy €]a, b] mit

f'(wo) _ f(b) — fla)

g'(xo)  g(b) —g(a)

Begriindung. Im Spezialfall g(x) = z ist das Aussage b) von Satz 8.3.
Fiir allgemeines g beweist man die Aussage, indem man 8.3b) auf die
Funktion

anwendet.

Folgerung 8.4. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar im
offenen Intervall |a, b[.
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a) Sind m, M € R so, dass
m< fl(x) <M
fir alle x €]a,b| gilt, so gilt

m(y —x) < fy) — flz) < M(y — )
fir alle x,y € [a,b] mit z < y.
b) Ist f'(x) =0 fir alle x €]a,b], so ist f konstant in [a,b].
c) Ist g : [a,b] — R ebenfalls stetig in [a,b] und differenzierbar in
la,b[ und f'(z) = ¢'(x) fir alle x €]a,b] so gibt es c € R mit
f(x) =g(x)+c firalle z € [a,b.
Begriindung. a) folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.

b) ist ein Spezialfall von a) (ndmlich mit m = M = 0), und c) ergibt
sich durch Anwenden von b) auf die Funktion

hx) = f(z) = g(x).

Bemerkung. Physikalisch sind die Aussagen der Folgerung klar: Hat
man die untere Schranke m und die obere Schranke M fiir die Momen-
tangeschwindigkeit eines bewegten Massenpunktes, so liegt in jedem
Teilintervall des Beobachtungszeitraums die Durchschnittsgeschwindig-
keit ebenfalls zwischen m und M, insbesondere bewegt sich der Mas-
senpunkt nicht, wenn die Momentangeschwindigkeit stets gleich 0 ist.

Satz 8.5. Seic € R und f : R — R eine differenzierbare Funktion
mit f'(x) = cf(x) fir alle x € R.

Dann gibt es ein A € R mit
fla) = A-e

fir alle x € R.

Man sagt auch: Die FExponentialfunktion e ist bis auf Multiplikation
mit einem konstanten Faktor die einzige Losung der Differentialglei-
chung y' = cu (oder f'(x) = cf(x)). Der Faktor A ist dabei der Wert
von f in x =0, der sogenannte Anfangswert.

Begriindung. Man betrachte die Funktion
F) = f(x)e
Es gilt (Produktregel):
F(z) = [flz)e™ —cf(x)e”™
= cf(r)e ™ —cf(x)e™

(Einsetzen von f'(z) = c- f(x)).
also ist F'(x) = 0 fiir alle x € R, und nach dem vorigen Satz ist F'
konstant, es gibt also A € R mit F/(z) = A fiir alle x € R.
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Auflésen der Gleichung A = F(z) = f(x)e " nach f(x) liefert
f(z) = Ae™ fiir alle z € R.

Anwendung. Eine Messgrofle, die als Funktion der Zeit durch die
Funktion f(¢) beschrieben wird, gehorcht der Differentialgleichung

f(t) =cf(t),
wenn gilt:
Die Zunahme (im Fall ¢ > 0) bzw. Abnahme (im Fall ¢ < 0) der
Grofle zum Zeitpunkt ¢ ist ihrem Wert zum Zeitpunkt ¢ proportional
mit Proportionalitéatsfaktor c.

Beispiele fiir solche Messgrofien sind etwa:

e Die Zunahme eines festverzinslich angelegten Geldbetrages: Ist
der Zinssatz z Prozent, so ist hier ¢ = 1+ 155, also etwa ¢ = 1,03
bei 3-prozentiger Verzinsung.

e Der radioaktive Zerfall einer radioaktiven Substanz: Hier ist ¢ <
0 und die Zahl A = —c heif3t die Zerfallskonstante.

e Das Wachstum einer Seerosenpopulation auf einem (sehr grofen)
Teich.

Aus dem Satz folgt, dass jede solche Messgréfie durch die Exponential-
funktion beschrieben wird. Im Beispiel des radioaktiven Zerfalls sieht
man aus der Gleichung

N(t) = Ae™
fiir die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ noch nicht zerfallenen Teilchen der

Substanz, dass

N(T) = SN ()

fiir die (deshalb Halbwertszeit genannte) Zeit T = @ ~ 0,6931 - §
gilt.

Satz 8.6. (Monotoniekriterium)

Sei f: [a,b] — R stetig und in |a, b| differenzierbar.

Dann gilt:

Ist f'(x) > 0 fir alle x €]a,b[, so ist f in |a,b] monoton wachsend.
Ist sogar f'(x) > 0 fir alle x €|a,b[, so ist f in [a,b] streng monoton
wachsend.

Ist umgekehrt f in [a,b] monoton wachsend, so ist f'(x) > 0 in |a,b|.

Genauso gilt:
f st in [a,b] genau dann monoton fallend, wenn f'(z) < 0 fir alle
x €la, b[ gilt.
Ist f'(z) < 0 fir alle x €la,b|, so ist f in [a,b] streng monoton fallend.

Begriindung. Ist etwa f/'(x) > 0 fiir alle x €]a,b[ und sind z, 25 €
la,b] mit z; < 3, so wollen wir zeigen, dass f(x;) < f(xq) gilt.
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Wir nutzen aus, dass nach dem Mittelwertsatz gilt:

f(@2) = f(x1) + (z2 — 1) f/(B) mit § €]ay, 25].
Wegen 25 —x1 > 0, f/(8) > 0 ist

f(xe) = f(z1) + A mit A = (zg — 1) f(B) > 0,
also f(z2) > f(21).

Die anderen Aussagen zeigt man dhnlich.

Bemerkung. f(z) = 2 ist in [1,—1] streng monoton, dennoch gilt
1'(0) = 32%,=0 = 0.

Auch bei einer streng monotonen Funktion kann die Ableitung also den
Wert 0 annehmen.

Satz 8.7. (Regeln von de ’Hospital)
Im Intervall I =la, b seien f,g: I — R differenzierbar mit ¢'(x) # 0
fiir alle x € 1.
Falls dann
f'(@)

im =:ceR
z/b g'(x)

existiert, so gilt:
a) Ist lim, » f(x) = lim, » g(x) = 0, so ist g(x) # 0 fir alle x € I
und es gilt
lim ﬂ =c.
/b g()
b) Istlim, ~ g(x) € {—00, 00}, s0 gibt es ein xo €la, b] mit g(x) # 0
fiir x > xg, x € I und es gilt wieder

lim _f(x) =
/b g(x)
Analoge Aussagen gelten fiir den Grenziibergang x \, a.
In allen Aussagen sind hier auch die Félle a = —oo bzw. b = oo zuléssig.

Begriindung. Wir betrachten den Fall b € R,
lim f(z) = lim g(x) =0

Aus dem Satz von Rolle folgt, dass g(x) # 0 fiir alle x € I gilt. Wir
setzen f und g stetig in dem Punkt b fort durch f(b) = ¢g(b) = 0.
Fir z; €la, b[ gilt

f(1) f(b) — f(z1)
(0) — g(z1)
B .
= mit 3 €|z, b
g'(B) b elon,
nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz; 3 = ((x;) hangt dabei von
z1 ab.

~
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Strebt x; gegen b, so strebt hier die linke Seite gegen lim, - %, auf

der rechten Seite strebt mit x; auch f(z1) wegen z1 < (1) < b gegen
b

Der Quotient £ :gg; strebt also fiir x; — b gegen lim, ~, '@ wie be-

g (z)
hauptet.
Beispiel:
a)
2 _ _
lim (x* — 3z +2) — lim 20 — 3
r—1 (,1‘2 — 1) r—1 2;C
o 2-3 1
= =
Wir bestéatigen das durch
2 —_— — —
lim & 3r+2 lim (x —1)(z —2)
r—1 :L'2 — 1 r—1 (Qj' — 1)(1’ + 1)
B x— 2
oa—slx 41
-1 1
2 2

b) f(z) = sin(z), g(x) = =
fla) _ . cosla)
20 g'(x) z—0 1
= cos(0)
= 1,

also bestétigen wir unser fritheres Resultat

lim sin(x)

x—0 x

=1.

(Diese Bestétigung ist allerdings als Beweis der Formel lim,,_ Smf)
1 nur begrenzt brauchbar, da wir diese Formel benutzt haben um
zu beweisen, dass die Funktion sin(z) die Ableitung cos(x) hat

und sie daher im oben gebrachten Argument implizit verwenden.)
c) f(z) = 2" g(z) = sin(x)

f'(z) . 2
= lim
z—0 g'() z—0 cos(x)
. 2:0
1
= 0,
also ist auch
72
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d) Ist die Voraussetzung lim,_, f(z) = lim,_, g(z) = 0 nicht erfiillt,
so liefert blinde Anwendung der Regel falsche Ergebnisse.
So ist etwa mit f(z) = 2z, g(x) = 4o — 2

2
lim M = lim L
z—1 g(m) z—14x — 2
B 2
2
aber
limn £ &) lim 2
r—1 g’({[) r—1
B 1
2
e) Sei f(x) =a™ mit n € N, n >0, g(z) = e*. Wir haben
f’(l‘) B nxn—l
g’(:c) - et
f(”)(x) B n)
9" () e’
Offenbar ist
(n) |
lim Lo o ™

T—00 g(”) (J}) r—o0 et
also ist auch )
i L0 @)
T—00 g(n_l) (ZL‘)
und indem man die Kette der Ableitungen zuriickverfolgt erhélt
man schlielich

=0,

lim T
r—o0 eT
f) f(z) =In(z), g(x) = 2* mit « > 0. Wir haben
filz) 1 1
Jdx)  z arel
B 1
oz
also ,
tim L0
z—o0 g'()
und daher auch |
lim ) _ g,
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Folgerung 8.8.  a) Die FEzponentialfunktion exp(z) = e wdichst

schneller als jede (positive) Potenz von x gegen unendlich. Sie
wdchst daher auch schneller als jedes Polynom (jede ganzratio-
nale Funktion), d.h., fir jedes Polynom p(x) gilt

lim p(z)

r—o0 e%

=0.

b) Die Logarithmusfunktion In(x) wdchst langsamer als jede (posi-

tive) Potenz von x gegen unendlich, es gilt also fir alle a > 0:

lim _ln(x)

r—00 I

=0

Folgerung 8.9.  a) Sind f(x) =Y " a;x’, g(x) = >"_;bja? Poly-

nome der Grade m bzw. n (also ap, # 0, b, # 0) und m < n, so

qilt
lim f(x) _ { G2 fallsm=n

z—o0 g() 0 fallsm <n.
Fiirm > n st
lim @) € {—o0,00}
7= g(x)
Dabei steht hier —oo, falls §= <0, 400, falls $= >0 gilt.

Sind f, g wie in c) und hat f(x) in x = b eine r-fache Nullstelle,
g(x) eine s-fache Nullstelle mit f(x) = (z — b)" fi(z), g(z) =
(Zl') - b)sgl($); fl(b) 7é 07 gl(b) 7é 0; 50 1st

(0 r>s
o)
a) T
. fl@) —o0 r<s, s—r gerade gigz) <0
lim ~——= = o
z/b g() —00 <S8, S—1r ungerade, gl(b; >0
+oo r<s, s—r gerade, QEZ; >0
fi(b
| too r<s, s—r ungerade, ) < 0,
0 r>s
f1(b) _
- 1
a\b g(1) —00 1r<s ?1223 <0
1
+o0o 1 <s, PO >0
Insbesondere existiert lim,_,; % (mit zuldssigem Wert +o00 oder

—00), falls nicht s —r ungerade ist. In diesem Ausnahmefall un-

terscheiden sich der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert:

Fiir gi—gzg < 0 strebt der Quotient % von links gegen +oo, von
f1(b)

rechts gegen —oo, fiir MO 0 strebt er von links gegen —oo, von

rechts gegen —+00.
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Definition und Satz 8.10. eine Funktion f :|a,b[— R heifst konvez
in threm Definitionsintervall |a, b|, wenn gilt:

Sind x1 < xo Punkte in ]a,b], so liegt die Strecke vom Punkt (xq, f(x1))
zum Punkt (z2, f(x2)) ganz oberhalb des Graphen von f. In Formeln:
Fir alle A € [0,1] gilt

FOzy + (1= Naxg) < Af(z1) + (1= N) f(z2).

f heifit konkav, wenn die Strecke stets unterhalb des Graphen von f
liegt, wenn also obige Formel mit > statt < gilt.

Ist f in ]a,b| zweimal differenzierbar, so gilt:

a) f ist genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fir alle x €|a,b| gilt,
wenn also f" in ]a,b] monoton wachsend ist.
f st genau dann konkav, wenn f"(x) <0 fir alle x €la,b]| gilt,
wenn also die Ableitung f' in ]a,b[ eine monoton fallende Funk-
tion 1st.

b) Ist f konvex, so liegt fir jedes xo €|a, b| die Tangente in (xq, f(xo))
an den Graphen von f unterhalb des Graphen.
Ist f konkav, so liegt die Tangente stets oberhalb des Graphen.

Satz 8.11. (Newton-Verfahren)
Sei f: [a,b] — R stetig und in |a,b] zweimal differenzierbar. Ferner
sei f(a) <0, f(b) >0, f'(x) >0 fir alle z €]a,b].

Dann gilt:

a) Die Funktion f hat in |a,b[ genau eine Nullstelle 5 (also f(3) =
0).

b) Ist xy €|a, b beliebig mit f(xo) > 0, so erhdlt man durch

o _ f (o)
s f' (o)
_ f(zn)

eine monoton fallende konvergente Folge (2, )nen mit lim, oo x, =

g.

Dabei ist jeweils x,1 der Schnittpunkt der x-Achse mit der Tan-
gente an den Graphen von f im Punkt (z,, f(x,)).
Durch die x,, erhdlt man also immer bessere Approrimationen an
die Nullstelle (3.

c) Gilt f"(B) > c¢>0und f"(x) < K fir alle x €], xo[, so ist

’$n+1_xn’ S |6_xn’
K

2_C|$n - In—1|2

IN

fiir alle n.
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Man sagt daher, das Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung der
Nullstelle 3 konvergiere quadratisch, d.h., in jedem Schritt quadriert
sich die Giite der Anndiherung (bis auf den Proportionalitditsfaktor %)

Begriindung. Geometrisch ist die Konvergenz der Folge plausibel, da
die Tangente jeweils unter der Kurve verlauft und ihr Schnittpunkt mit
der z-Achse daher immer néher an die Nullstelle 5 heranriickt. Wir
verzichten auf die Rechnung, die zum exakten Beweis der Aussagen
bendtigt wird.

Bemerkung. Das Newton-Verfahren ist das Standardverfahren zum
ndaherungsweisen Berechnen von Nullstellen, die man nicht durch ex-
akte Formeln berechnen kann. Beispiele findet man auf den MAPLE-
Worksheets zur Vorlesung.

In der Praxis iiberldsst man die Durchfiihrung der Rechnung meistens
einem Computeralgebra-Programm. In MAPLE steht etwa der Befehl
solve(f(z),x) zur Verfiigung.

9. TAYLOR—ENTWICKLUNG

Bei der Einfithrung der Ableitung einer Funktion hatten wir gesehen:

e Die Ableitung von f im Punkt zy gibt die Steigung der Tangente
in (xg, f(zo)) an den Graphen an, also derjenigen Geraden, die
sich am besten an den Graphen anschmiegt.

e Die Funktion g(z) = f(z0) + (z — o) f'(z0) ist in der Nihe von
xo eine gute Approximation an f, es gilt ndmlich

i 1)~ g(@)

T—Io r — X9

=0

Nicht immer ist diese lineare Approximation gut genug. Man versucht
daher, eine (beliebig oft differenzierbare) Funktion f durch Polynome
wachsenden Grades n zu approximieren.

Ist f in der N&he von xy durch eine konvergente Potenzreihe f(z) =
Z;’io aj(x — x0) gegeben, so ist klar, dass die Partialsummen s, =

> 0 @j(x — 7o)’ solche Approximationen liefern.

Satz 9.1. Die Funktion [ sei im Intervall |xg — R, xzo + R[=: I durch
die konvergente Potenzreihenentwicklung

f(x) =) an(e —ao)"

gegeben. Dann ist

f(n) (z0)

' fir allen € N
n!

Ay —

(wobei ™ (x) wie immer die n-te Ableitung von f im Punkt zo be-
zeichnet).
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Begriindung. Wir haben durch Einsetzen von x = x4 in die Potenz-

reihe
o0
o) = Y an(xo — x0)" = ap,
n=0

da 0" = 0 fiir alle n > 0 gilt.
Ebenso ist

= Znan(xo —20)" ' =1a; = a,
und schlieBlich allgemein
f(xo) = Z] G=1) (G —n+an(zo — z0)’ ™"

= n(n—l)---l-an
= n! a,.

Folgerung 9.2. (Identititssatz fiir Potenzreihen)
Ist

Zanx—xo Zb (x — xo)" fiir x €lxg — R,z + R|

n=0
fiir zwezt konvergente Potenzreihen, so ist a, = b, fir alle n.

Begriindung. Schreibt man

fz) = n(x —x0)" Zb (x — x0)",
n=0
so ist
n! a, = f(")(xo) =n! b, fir alle n.

Bemerkung. Fiir Polynome gilt bekanntlich, dass zwei Polynome vom
Grad n, die in wenigstens n + 1 Punkten den gleichen Wert annehmen,
die gleichen Koeffizienten haben (also identisch sind). Die Folgerung
liefert eine Version dieser Aussage fiir Potenzreihen.

Definition 9.3. Sei f :]zg — R,z0 + R[— R in diesem Intervall
wenigstens n-mal differenzierbar. Dann heiﬂt das Polynom

f To; X Z f O)j

das n-te Taylorpolynom ( Taylorpolynom n-ter Ordnung) von f im Punkt
xo (oder um xg).

Falls f unendlich oft differenzierbar ist, so heifit die Potenzeihe

(4) ,
T(f.2052) = lim T, (f,05) ij ~ )
7=0
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die Taylor-Entwicklung von f im Punkt xo (oder auch Taylor-Reihe
von f um xg).

Bemerkung. a) Das erste Taylorpolynom
(0) ¢9)
! 0(11;0) (x —20)° + ! 1(':150) (z — 0)'

= f(z0) + f'(z0) (2 — m0)

ist die oben erwdhnte Approximation von f durch eine lineare
Funktion.
Der Graph des zweiten Taylorpolynoms

(o) + (& = 20) ' (20) + 5 = 20)? " (z0)

ist eine Parabel, die sich im Punkt (xg, f(x¢)) besonders gut an
den Graphen anschmiegt (Schmiegparabel).

Das n-te Taylorpolynom P(z) = T,,(f, x¢; ) ist das einzige Po-
lynom P vom Grad < n, das im Punkt z fiir alle Ordnungen bis
hin zur n-ten die gleiche Ableitung hat wie f:

FO(x0) = T f, 20; )9 (20) fiir alle j < n.

Expandiert man (v — )’ als >_7_,(—1)(})zf2?~* nach dem
binomischen Lehrsatz, so bekommt das Taylorpolynom eine Dar-
stellung Z?:o b;x? mit gewissen b;, also in der gewohnten Schreib-
weise fiir Polynome.

Da der so erhaltene Ausdruck komplizierter ist und die Informati-
on iiber das Verhalten der Funktion in der Ndhe von z( schlechter

sichtbar ist, benutzt man diese Darstellung nicht.
Die Taylor’sche Reihe 700 L <n>(x0)(x — x0)" konvergiert nicht

n!
unbedingt im ganzen Definitionsgebiet der Funktion f.
Auch dort, wo sie konvergiert, muss ihr Wert nicht gleich dem
Funktionswert f(z) sein; die Frage, ob (und wenn ja wo) die
Taylor-Reihe zusétzlich die Funktion darstellt, muss im Prinzip
fiir jede Funktion einzeln untersucht werden. (Fiir grofie Klassen
von Funktionen kann man diese Frage aber mit Hilfe der Theorie

der Funktionen einer komplezen Variablen beantworten.)

Ein Beispiel, in dem die Taylor-Reihe die Funktion nicht dar-
stellt, ist: f: R — R sei durch

D
f(x)_{eo rl0

definiert. Diese Funktion ist (trotz der scheinbaren Sprungstelle
in der Definition) in ganz R unendlich oft differenzierbar, und
man hat £ (0) = 0 fiir alle n.

Die Taylor-Reihe ist also konstant gleich 0 und konvergiert daher
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nur im Nullpunkt gegen den Funktionswert.
In einem kleinen Intervall um 0 ist aber die Nullfunktion eine
gute Anndherung an f, da z.B.
|e_z%| <107 firz € [——, —]
gilt.

Wie gut das Taylorpolynom P, s die Funktion f approximiert, wird
durch die Grofe des Restgliedes f(x) — T, (f, zo; ) gemessen.

Satz 9.4. Sei f :|xg— R, xo+R|— R (n+1)-mal stetig differenzierbar,
xy # x €|lrg — R,xg + R[. Dann gibt es t zwischen x und zo (also
t €|z, x| oder t €)xg, x| mit

Ry () = f(z) = To(f, xo; ) = 1 !f("“)(t)(a: — o)™t

(n+1)
(Lagrange-Restglied derTaylorentwicklung).

Insbesondere gilt: Fiir x — xq ist
)~ Tl ws )

T—T0 (x — IO)"

=0

(Ry. .00 (z) hat in xy eine Nullstelle von héherer als n-ter Ordnung).

Begriindung. Fiir n = 0 ist das der Mittelwertsatz der Differenzial-
rechnung. Fiir allgemeines n kann man die Behauptung durch wieder-
holtes Anwenden des Mittelwertsatzes zeigen.

Beispiel:
a) Fiir exp(z), sin(z) und cos(x) haben wir bereits Potenzreihen-
darstellungen mit Entwicklungspunkt 0 hingeschrieben:

o0 n

- x
e’ =exp(r) = Z ol
n=0
> l,2n+1
Slﬂ(l’) = Z(—1> m
n=0
e x?n
cos(z) = Z(—l) a2t
n=0
Nach unseren Vorbemerkungen sind das notwendigerweise auch
die Taylorentwicklungen dieser Funktionen um = = 0.

Wir rechnen z.B. nach:
sin’(0) = cos(0) =1
sin”(0) = —sin(0) =0
sin”(0) = —cos(0)=—-1 etc.
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und erhalten genau die oben angegebene Potenzreihe als Tay-
lor’sche Reihe der Sinusfunktion.

b) Die Logarithmusfunktion In kann man nicht um 0 entwickeln, da
sie dort gar nicht definiert ist. Am einfachsten ist ihre Entwick-
lung um den Punkt xy = 1:

f(o)(xo) = In(1)=0

1
(1) - . =1
fH (o) I’w—l
() — —| . —_1
[P (xg) = 3 |lp=1 = —

FO0) = (<1 (= D1y = (1) - 1)

Die Taylorentwicklung ist also

- (n—1)!

(@) = Y (-1

[e.9]

_ Z(_l)n—l (iL’ — 1)n

n
n=1

Meistens schreibt man diese Formel als

[e.e]

In(1+z) =Y (-1)

n=1

n
n-12_

n

oder
o0

—In(l —2) = E -
n
n=1

¢) Sei f(z) = vI+a = (14 x)2. Wir haben

f0) = 1

FO) = G040 T o=

PO = () 30+ o = -1

FO0) = (e - (w25
= DG -G -ne.

Allgemeiner gilt fiir jeden Exponenten o mit f,(z) = (1 4+ z)*
fP0)=ala—1)--(a=n+1).
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Um den n-ten Koeffizienten der Taylor-Reihe zu erhalten, muss
man fu(yn)(O) noch durch n! dividieren, wir erhalten

fé”) Cale—1)-(a—n+1) _ <a>.

n! n! n

Dabei haben wir den Binomialkoeflizienten

(m> ml m(m—1)- (m—n+1)(m—n)

nl(m —n)! nl(m —n)!
m(m—1)---(m—n+1)

n!

n

)

der fiir natiirliche Zahlen m, n definiert ist, zu (Z) fiir beliebiges
a € R verallgemeinert.

Um zu beurteilen, wo die Taylorentwicklungen konvergieren, benutzt
man folende Formel, die wir hier ohne Begriindung angeben.

Satz 9.5. (Stirling’sche Formel)

Es gilt
AV 2mn(2)"
lim ———¢—

Y

Man schreibt auch n

n! ~V2mn(=)"
e
und sagt, n! verhalte sich asymptotisch so wie v/2mn(2)".

Satz 9.6.  a) Die Taylorentwicklungen von exp(z), sin(z), cos(x)
um xo = 0 konvergieren in ganz R.
b) Die Taylor-Reihe

oo ' .Z’j
In(1+2z) = —1)y 1=
20
J_
des natiirlichen Logarithmus hat Konvergenzradius 1 (die Reihe
konvergiert also fir |x| < 1 und divergiert fir |z| > 1).
¢) Die (auch binomische Reihe genannte) Taylorentwicklung

(1+2)* = i (Z)x"

n=0

(mit (%) = ala)la=ntl) ) hot Konvergenzradius 1.

n!

Alle Taylorreihen in a)-c) konvergieren in ihrem Konvergenzintervall
gegen die jeweilige Funktion.

Begriindung. Man benutzt die Stirling’sche Formel sowie lim,, .., /n =
1 und die Formel
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fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe

o0
Z an(x — x0)".
n=0

, um in den obigen Beispielen den jeweils behaupteten Konvergenzra-
dius zu bestimmen.

Wir konnen die Taylor-Entwicklung benutzen, um das notwendige Kri-
terium fiir Extremwerte durch ein hinreichendes Kriterium zu ergénzen,
das das aus der Schule bekannte hinreichende Kriterium verbessert:

Satz 9.7. [ :]a,b[— R sei n-mal stetig differenzierbar, xq €a,b],
n > 2.

Sei f'(xg) = --- = fOV(xy) = 0, f™(x9) # 0 (also fir n = 2:
f'(zo) =0, f"(z0) #0).
Dann gilt:

Ist n gerade, so hat f in xq ein lokales Extremum, und zwar ein Maxi-
mum fiir £ (xo) < 0, ein Minimum fir f™ () > 0.

Ist n ungerade, so hat f in xy kein Extremum, sondern einen Wende-
punkt (d.h., ein Extremum der Ableitung).

Zusammengefasst: Die Paritit (gerade oder ungerade) der Ordnung der
ersten nicht verschwindenden Ableitung entscheidet dariiber, ob ein Ez-
tremum (gerade Ordnung) oder ein Wendepunkt (ungerade Ordnung)
vorliegt.

Begriindung. Ist ™ (z) # 0, so gibt es auch noch eine kleine Umge-
bung |z — €, zo + €[=: U Cla, b[ von wg, in der ™ (x) # 0 gilt, so dass
in dieser Umgebung f™ () entweder nur positive oder nur negative
Werte hat.

Fiir x € U haben wir dann

(n)
1) = T (fra) + 200y

mit ¢ zwischen x und xg, also insbesondere t € U. Ist n gerade, so ist

(x —x)" =]z —x0|" >0 fir z # g

Da alle Ableitungen bis hin zur (n — 1)-ten von f in xy den Wert 0
haben, ist

Toi(f, xo;0) = (z — z0) = f(20).

Wir haben also fiir z € U,  # 0 mit einem ¢ zwischen x und z:

()

n! ———
>0

f(z) = f(xo) +
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mit

fM(t) >0 falls f™(20) >0
n! <0 falls f™(x) <0

Also:

fiir alle x € U.

> f(wo) falls f™(x0) >0
f() { < f(xg) falls f(”)(azz) <0

Damit ist xq ein lokales Extremum, und zwar ein Minimum im ersten
Fall, ein Maximum im zweiten Fall.

Ist n ungerade, so ist (x—x)" < 0 fir x < xg, (x—x0)" > 0 fiir x > xo.
Da wieder f(™(t) fiir alle 2 € U das gleiche Vorzeichen hat, wechselt
f(x) = f(zo) = f™(t)(z — 20)" in z = z¢ das Vorzeichen, wir haben
also weder Maximum noch Minimum.

Da f™ aber die (n — 1)-te Ableitung von f’ ist und (n — 1) dann
gerade ist, hat man jetzt in zy ein Extremum der Ableitung f’, also
einen Wendepunkt der Funktion f.

Beispiel: f(z) = 2" mit zo = 0.
Man hat f@)(z,) =n(n —1)---(n — j+ 1)z"7 und daher

f90) = 0firl <j<n,
f™0) = nl>0

Fiir gerades n hat f in 2y = 0 ein lokales Minimum. Man sieht sofort,
dass dies sogar das globale Minimum ist, denn ist n = 2m gerade, so
ist 2™ = 2?™ = (z™)% > 0, gleich 0 genau dann, wenn z = 0.

Fiir ungerades n hat der Graph in £ = 0 einen Nulldurchgang mit
waagerechter Tangente, man hat dann einen Wendepunkt.

Bemerkung. a) Unter den Voraussetzungen des Satzes hat die Funk-
tion

g(x) = f(x) = f(xo)

in zy eine Nullstelle der Ordnung n, man sagt auch, der Wert
¢ = f(zo) werde mit der Vielfachheit n angenommen.

b) Bekanntlich hat der Graph der Funktion f im Punkt (zo, f(zo)
genau dann einen Wendepunkt, wenn die erste Ableitung f’ dort
ein lokales Extremum hat. Wir erhalten also das Kriterium: Ist
f"(z0) = 0 und ist f™(z4) # 0 die erste in 2 nicht verschwin-
dende Ableitung, so hat f genau dann einen Wendepunkt in x,
wenn n ungerade ist.

Beispiel: Als Beispiel fiir das Gelernte fithren wir eine Kurvendiskus-
sion durch:
Betrachte die Funktion f(z) = (14 z)v/1 — 22 im Intervall [—1, 1], also
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fiir £ mit |z| < 1. Man hat

, 22?2 —x+1
N
) = 223 — 3x — 1

(1—22)y/I—a2

Die Nullstellen von f, f’, f” kénnen im Prinzip mit Hilfe des Newton-
Verfahrens bestimmt werden, man kann sie hier aber direkt ablesen:
f hat die Nullstellen z; =1, x5 = —1

Der Zahler von f’ hat eine Nullstelle in —1, die andere in x5 = %

Der Zahler von f” hat Nullstellen in %g’ %‘5’ und in —1, hiervon

interessiert hier nur x, = %g, da %ﬁ nicht in [—1,1] liegt und —1
am Rand des Intervalls.

Wir sehen: f ist in [—1, 1] monoton wachsend, in [, 1] monoton fallend.
f" ist monoton wachsend in | —1, z4], dort ist f konvex, monoton fallend
in [z4, 1], dort ist f konkav.

Im Punkt z3 hat f ein lokales Maximum, im Punkt x, einen Wende-

punkt.

Mit Hilfe dieser Informationen kann man eine qualitative Skizze des
Graphen von f anfertigen; ein genaueres Bild erhélt man natiirlich,
wenn man (etwa mit MAPLE) am Computer ein plot des Graphen
erzeugt.

10. INTEGRAL

Ist f: [a,b] — R eine einigermafien gutartige Funktion, fiir die tiber-
dies f(z) > 0 fiir alle x € [a, b] gilt, so sollte es moglich sein, den Inhalt
der Flache zwischen dem Graphen von f und der z-Achse (seitlich be-
grenzt durch die Geraden z = @ und x = b) zu messen.

Ist f(z) = ¢ konstant, so betrachte man ein Rechteck und es sollte
natiirlich das Produkt (b — a)c aus Grundseite und Hohe des Recht-
ecks herauskommen. Etwas allgemeiner konnen wir Treppenfunktionen
betrachten, das heifit Funktionen, die auf den Teilintervallen [zy_1, x|
einer Zerlegung des Intervalls [a,b] durch die Teilungspunkte zy = a,
X1,...,%T, =bmit xp < xpyq konstant ist. Die Flache unter dem Gra-
phen einer solchen Treppenfunktion zerlegt sich in n Rechtecke, deren
Flache man jeweils als Produkt aus Grundseite und Hohe berechnet,
die gesamte Fliche ist dann die Summe dieser Rechteckflachen.

Die Idee bei der Einfithrung des Integrals ist jetzt, die Flache unter dem
(krummlinigen) Graphen von f dadurch zu messen, dass man f mit
zunehmender Genauigkeit durch Treppenfunktionen ¢, approximiert.
Wenn dabei die Fldachen A,, unter den Graphen der Treppenfunktionen
v, gegen einen Grenzwert konvergieren, so erkléart man diesen Grenz-
wert zum Inhalt der Fldche unter dem Graphen von f.
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Wir schauen uns an, wie das bei stetigen Funktionen auf einem abge-
schlossenen Intervall geht; die ebenfalls vorhandene Theorie fiir allge-
meinere Funktionen passt nicht in den Rahmen dieser Vorlesung.

Definition und Satz 10.1. Sei f : [a,b] — R stetig. Fiirn € N,n >
1 sei das Intervall [a,b] durch die Teilpunkte z; := a+ j=2%(0 < j < n)
in die n Teilintervalle I;(n) := I; == [xj_1,2;](1 < j < n) der Linge

b_T“ zerlegt. Ferner sei
M; = M;(n) = sup{(f(z)|ze;} 1<j<n,
mj :=m;(n) = nf{(f(z) |z e}, 1<j<n
sowie
n b o
On(f) = ZMj—a die n-te Obersumme von f,
n
j=1
- b—a
Un(f) = ij— die n-te Untersumme von f.
n
j=1

Dann ezistieren lim,,_,o O, (f) und lim,_., U,(f) und sind gleich.
Der gemeinsame Wert dieser Grenzwerte wird mit

/ f(@)dz

a

bezeichnet und heif$t das Integral von f tber das Intervall [a,b].

Begriindung. Um zu beweisen, dass die beiden Grenzwerte existieren
und gleich sind, muss man zunéchst zeigen, dass f unter den gegebenen
Voraussetzungen die folgende Eigenschaft hat:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng = ng(e) € N, so dass M;(n)—
mj(n) < e fur alle n > ng, 1 < j <n gilt.

Diese Eigenschaft ist eine leichte Verschérfung der in der Definition der
Stetigkeit geforderten Eigenschaft, sie gilt fiir stetige Funktionen auf
abgeschlossenen Intervallen. Mit ihrer Hilfe sieht man sofort: Zu jedem
e > 0 gilt O,(f) — Un(f) < €(b— a) fur alle n > ngy(e); daraus folgt
dann die Behauptung.

Bemerkung. a) Ist f in [a, b] nicht negativ, so ist die Untersumme
Un(f) die Summe der Flécheninhalte der n ganz unter dem Gra-
phen liegenden Rechtecke mit Grundseite /; und Héhe m; und
die Obersumme die Summe der Flacheninhalte der Rechtecke mit
den gleichen Grundseiten und den Héhen M, die die Fléche un-
ter dem Graphen umschlieBen. Die Fliche unter dem Graphen
von f wird also fiir jedes n von unten durch die Untersumme
Un(f) und von oben durch die Obersumme O, (f) abgeschétzt.
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Da beide bei wachsendem n gegen den gleichen Grenzwert kon-
vergieren, liegt es nahe, diesen als den Inhalt der Fléche unter
dem Graphen zu bezeichnen.

Statt der geometrischen Interpretation durch Fliacheninhalte konnen

wir den Integralbegriff auch physikalisch motivieren. Ist etwa
f(t) = v(t) eine Funktion, die die Geschwindigkeit v > 0 ei-
nes geradlinig bewegten Massenpunktes beschreibt, so kénnen
wie oben fiir n € N die Zerlegung (to,...,t,) des Zeitinter-
valls [a, b] betrachten. Ist vy max die maximale Geschwindigkeit
im Zeitintervall [tg_1,tx] und vg min die minimale Geschwindig-
keit in diesem Zeitintervall, so ist die Obersumme die Wegstre-
cke, die ein Massenpunkt im Zeitintervall [a, b] zuriicklegt, wenn
er wihrend des Teilintervalls [z5_1, x| die konstante Geschwin-
digkeit v max hat, entsprechend betrachtet man fiir die Unter-
summe eine Bewegung, bei der der Massenpunkt wahrend des
Teilintervalls [x;_1, x;] die konstante Geschwindigkeitvy min, hat.

Ist v(t) stetig, so streben fiir wachsendes n die Obersumme
und die Untersumme gegen den gleichen Grenzwert

b

/v(t)dt.

a

Dieses Integral beschreibt daher den im Zeitintervall [a, b] vom
Massenpunkt zuriickgelegten Weg.

Genauso geht man vor, wenn F'(s) > 0 die Kraft beschreibt, die
am Punkt s auf einen gradlinig bewegten Massenpunkt wirkt. Ist
F konstant, ist F'-(b—a) die Arbeit, die bei geradliniger Bewegung
von a nach b an dem Massenpunkt geleistet wird. Zerlegt man
das Intervall [a, b] wieder durch Punkte sy = a, s1,...,s, = b in
gleich lange Teilintervalle und léasst auf dem Stiick von s;_; nach
sy die konstante Kraft Fj, wirken, so wird ingesamt wahrend der
Bewegung von a nach b die Arbeit

Z Fk(Sk - Sk—l)
k=1

verrichtet. Setzt man hier fiir F}, wieder einmal die maximale,
einmal die minimale Kraft wahrend dieses Wegstiickes ein, so
erhélt man die Obersumme bzw. die Untersumme der Funktion

F(s).

Man fasst daher allgemein

/bF(s)ds



78 RAINER SCHULZE-PILLOT

als die von der Kraft F' wéhrend der Bewegung von a nach b
geleistete Arbeit auf.

Satz 10.2. Seien f,g: [a,b] — R stetig. Dann gilt:

a)

g(x)dz.

S e—

/b(f(w) +g(x))de = /f(a:)dx+

/bcf(x)dx - c/bf(x)dx.

c) Ist g(x) > f(x) fir alle x € [a,b], so ist

/b g(z)dz > /b f(a)da.

Zusammenfassend sagt man auch: Das Integral ist linear (Aussagen a)
und b)) und monoton (Aussage c)).

Definition und Satz 10.3. a) Seien a < b < ¢ € R und f :
la,c] — R stetig.
Dann gilt

C

/Cf(x)dx:/bf(x)dx+/f(x)dx.

b
b) Man setzt

/f(x)dx - —/f(x)dx

b a
/af(x)dx = 0.

¢) Mit der Bezeichnung aus b) gilt fir beliebige a,b,c € R die For-
mel aus a):

/Cf(x)dfvz /bf(x)dwr/cf(w)dx,

sofern f auf dem griofiten der hier vorkommenden Intervalle in-
tegrierbar ist.
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Bemerkung. a) Da manchmal die Integrationsgrenzen durch eine
Funktion einer Hilfsvariablen gegeben sind, iiber deren Verhalten
man von vornherein nicht viel weif}; ist es niitzlich, die in b)

gegebene Erweiterung der Notation fab f(z)dz fir beliebige a,b
vorzunehmen.

Die Aussage in c) zeigt dann, dass diese Erweiterung der Notation
sinnvoll ist, da sie die Giiltigkeit der wichtigen Rechenregel a)
nicht aufhebt.

b) f heiit in [a, b] stiickweise stetig, wenn es eine durch (o, ..., z,)
gegebene Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle Iy, = [zg_1, 2)(1 <
k < n) und stetige Funktionen f : I, — R gibt, so dass
Tlhar vanl = Jellorrae fir 1 < & < nogilt (f entsteht also
durch Aneinanderstiickeln stetiger Funktionen auf abgeschlosse-
nen Teilintervallen). Man definiert dann

/bf(x)dx = g ? fr(x)dx.

Wegen Aussage a) des vorigen Satzes liefert das fiir stetiges f
das richtige Ergebnis.

Satz 10.4. (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seien f,p 1 [a,b] — R stetige Funktionen mit o(x) > 0 fir alle
x € [a,b].

Dann gibt es ein t € [a,b] mit

/bf(ﬂ«”)w(ﬂf)dx:f(t)-/bso(m)d:c.

Speziell fir o =1 gilt:

/ f(x)dz = (b—a) - £(1)

fiir ein geeignetes t € [a, b).
Begriindung. Mit

m = inf{f(z) |z € [a,b]},
M = sup{f(z) |z € [a,b]}

gilt nach Satz 6.14 und Satz 6.15: f nimmt in [a, b] alle Werte zwischen
m und M an. Wegen der Monotonie des Integrals folgt aus

m - p(x) < fz)p(z) < Mp(x)
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fir alle = € [a, b], dass

nvjﬂmm=:jmwmmsj¥mﬂmm

b b
M - p(x)dx = M - /gp(x)dw

IN

gilt, also ist
b

]ﬂmwmmzul/wmm

a

mit einem p € [m, M]. Dazu gibt es wegen des Zwischenwertsatzes ein
t € [a,b] mit f(t) = u, also haben wir

/&@qux:ﬂijwa

a

wie behauptet.

Definition und Satz 10.5. Eine differenzierbare Funktion F' :]a, b|—
R heifit Stammfunktion von f :la,b|— R, falls F'(x) = f(x) fir alle
x €la, b[ gilt.

Sind Fy und Fy Stammfunktionen von f, so ist Fy = F| + ¢ mit einem
c € R: Zwer Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um eine
Konstante.

Begriindung. Wir haben schon in Folgerung 8.4 gesehen, dass zwei
Funktionen, die die gleiche Ableitung haben, sich nur um eine Kon-
stante unterscheiden.

Definition und Satz 10.6. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die
durch

Fla) = /f(t)dt

definierte Funktion F : [a,b] — R in |a, b| differenzierbar mit F'(x) =
f(x) fir alle x €la,b[; F ist also eine Stammfunktion von f.

Man schreibt auch F = [ f(t)dt und nennt ' ein unbestimmtes Integral
von [ (oft sagt man etwas unkorrekt: F ist das unbestimmte Integral
von f, obwohl mit F' auch jedes F + ¢ (mit ¢ € R) ein unbestimmtes
Integral von f ist).
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Begriindung. Fiir « €]a,b] und h € R so, dass z + h €]a, b] gilt, ist

F(erh})L—F(fE) _ 1 /f(t)dt—/f(t)dt
a:—l—(ill '
_ %./f(t)dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢ zwischen
z und z + h mit

z+h

/ JO)dt = fn)(@+h) —2)
) — ()b

wir haben also
F(z +h) - F(z) 1
h h
f

mit einem ¢, zwischen x und x + h.

Im Grenzwert fiir h — 0 strebt x4 h gegen x und daher auch ¢, gegen
x; da f stetig ist, ist also

lim f(ts) = f(x)

h—0
und daher
F(z) :illm%F(x—l—hli—F(x) = )

wie behauptet.

Der folgende Satz ermoglicht in vielen Fillen die explizite Berechnung
von Integralen:

Satz 10.7. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei fla,b] — R stetig und F eine Stammfunktion von f.
Dann ist

Begriindung. Fy(z) := [ f(t)dt ist nach dem vorigen Satz eine Stamm-

funktion mit
b

Fy(b) = / F(t)dt, Fy(a) =0

a
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b

Fo(b) - Fufa) = [ 1(0)ie

a

Ist F' irgendeine Stammfunktion von f, so ist F' = ¢ + Fy mit ¢ € R,

also
F(b) - F(a) = (Fo(b) +¢) — (Fola) +¢)
= Fy(b) — Fo(a)
_ / F(t)dt
Beispiel: )

a)

Fir s € R, s # 1 ist F(x) = S%xs“ Stammfunktion der durch

f(z) = x° gegebenen Funktion.

Fiir jedes im Definitionsbereich

R falls s € N
R\ {0} fallsse€Z, s<0
RZO SgZ,SZO
R<o SQZ,8<0

D=

enthaltene Intervall [a, b] gilt also
b

1 s+1 s+1
Ty bt —q
/msdx = = .

s~|—1‘“_ s+1

a

Fiir £ > 0 ist F(z) = In(z) Stammfunktion der durch f(z) =1
gegebenen Funktion.

Fiir jedes in R. enthaltene Intervall [a, 8] ist also
b

/ idx = 1n(x)|’; = In(b) — In(a) = In( S

).
Ahnlich gilt: Fiir < 0 ist F(x) = In(—2z) = In(|2| Stammfunk-
tion der durch f(z) = % gegebenen Funktion.

Fiir jedes in Ry enthaltene Intervall [a, b] ist also ebenfalls
b

/ édx = ln(—x)‘z = In(—b) — In(—a) = In(

a

—b

—a

) =In(=).

b
a
In Intervallen, die 0 enthalten, ist % nicht stetig (und auch nicht

stiickweise stetig), das Integral iiber das Intervall also nicht de-
finiert.
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c¢) Die Funktion F(x) = sin(z) ist Stammfunktion von f(z) =
cos(x).
Fiir jedes Intervall [a, b] ist also
b
/cos(x)dx = sin(:c)|l; = sin(b) — sin(a).

Insbesondere ist
2

/cos(:zs)dx = sin(27) — sin(0) = 0.

Genauso sieht man allgemeiner: Hat die stetige Funktion f :
R — R eine Stammfunktion F', die periodisch mit Periode p
ist, so gilt

a-+p

fiir alle a € R.
d) Die Funktion f(x) = exp(z) = e” ist ihre eigene Stammfunktion.
Es gilt also

/exp(t)dt = exp(b) — exp(a).

e) Wir hatten gesehen: Die Ableitung der durch F(z) = arcsin(x)
gegebenen Funktion
T
F:[-1,1 Lz
[ ? ] - [ 27 2]
ist )
r)=—== (e —-11)).
fla) = == e =11
1

Also ist arcsin(z) Stammfunktion von ——— und es gilt

b
1
———=dz = arcsin(b) — arcsin(a
| = () (@)
fira<bin|—1,1].
f) Genauso ist arctan  Stammfunktion von ﬁ und es gilt
b

1
/ = arctan b — arctana
1+ 22

a

fiir beliebige a,b € R.
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g) Genauso ist tan(r) Stammfunktion von - ( und es gilt

b

1
/ cosQ(x)dx = tan(b) — tan(a)

a

fiir [CL, b] g] - %7 %[
h) Ein ideales Gas dehnt sich in einem zylindrischen Gefafl bei kon-
stant gehaltener Temperatur aus und verschiebt dabei eine Kol-

ben von a nach b, zu bestimmen ist die geleistete Arbeit.

Ist F' die Fliche des Kolbens, so wirkt auf ihn die Kraft p - F".
Druck p und Volumen V sind Funktionen von z (Strecke vom
Boden des Zylinders bis zum Kolben) mit p(z)V(z) = const.
(=n-R-T).

Die geleistete Arbeit ist

p(a)V(a)
= F e dx
~ Vi) [ o

= p(a)V(a)In(z)|’
= p(a)V(a)(n(b) — In(a))

b
= paV(@h())
Satz 10.8. Sei f :]zg — R, zo + R| durch die Potenzreihe

an(x — xo)"

Mg

n=0

mit Konvergenzradius R gegeben.
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Dann hat f die Stammfunktion
= a
n 1
Flz)=) (z — o)™,

n+1

n=0

und auch diese Potenzreihe hat Konvergenzradius R.

Begriindung. Wir haben schon friiher gesehen, dass die fiir die Stamm-
funktion F angegebene Potenzreihe die Reihe ) a,(xz — zo)" als
Ableitung hat und dass beide Reihen den gleichen Konvergenzradius
haben.

Folgerung 10.9. Sei f: R — R stetig.

a) Ist f eine ungerade Funktion (also f(—x) = —f(x) fir alle v €
R, der Graph von f ist zentralsymmetrisch um den Ursprung 0),
so sind alle Stammfunktionen F von f gerade Funktionen (also
F(—z) = F(x) fir alle z).

Fiir alle a € R ist [° f(z)dz = 0.

b) Ist f eine gerade Funktion (also f(—x) = f(z) fir alle z, der
Graph von f ist achsensymmetrisch zu y-Achse), F' die Stamm-
funktion von f mit F(0) =0, so ist F' eine ungerade Funktion.
Fir alle a € R ist [ f(x)de =2 [ f(z)dx = 2F (a).

Begriindung.

a) Wir setzen G(z) = F(—x).
Dann ist (nach der Kettenregel)

G'(z) = —F'(-x)
= —f(—x) (F ist Stammfunktion von f)
= f(z) (f ist ungerade)
= F'(x).

Da G'(z) = F'(x) fir alle z gilt, unterscheiden sich G und F nur
um eine Konstante:

Es gibt daher ein ¢ € R mit G(z) = F(x) + ¢ fiir alle z, also
(Einsetzen der Definition von G):

fiir alle .
Wir setzen z = 0 ein und erhalten:
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also ¢ =0 (da —0 = 0).
Damit gilt F'(—z) = F(z) fiir alle z, F ist gerade. Wir berechnen

/f(:z:)dq: = F(a) — F(—a) (Hauptsatz)

= F(a)— F(a) (F ist gerade)

b) Dass die Stammfunktion F' mit F'(0) = 0 ungerade ist, zeigt man
ahnlich wie a).
Wir berechnen:

/ f@)dz = Fla)— F(—a) (Hauptsatz)

= F(a)+ F(a) (F ist ungerade)
= 2F(a)
— 2AF(a) - F(0)) (F(0)=0)

= 2/ (x)dx  (Hauptsatz).

Abschliefend kommen wir noch einmal auf die Frage der Flachenbe-
rechnung mit Hilfe von Integralen zuriick.

Wir hatten: Ist f : [a,b] — R so, dass f(z) > 0 fur alle z € [a, b]
gilt, so ist fof(x)dx die Flche zwischen dem Graphen von f und der
x-Achse (seitlich begrenzt durch die Geraden x = a und = = b).

Wir miissen das modifizieren, wenn wir f haben, das in [a, b] negativ
ist oder verschiedene Vorzeichen annimmt.

Satz 10.10. Sei f : [a,b] — R stetig und so, dass f(x) =0 nur fir
endlich viele x € [a,b] gilt; c1,..., ¢, seien die samtlichen Nullstellen
von [ in |a,b]. Dann gilt mit co =1, ¢, 41 = b:

Das Maj$ der (teils oberhalb und teils unterhalb der x-Achse liegenden)
Fliche zwischen dem Graphen von f und der x-Achse (seitlich begrenzt
durch die Geraden x = a und x = b) ist

Cj+1

> | [ s

Begriindung. Siehe Zeichnung (in der Vorlesung an der Tafel).
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Beispiel:

f:[-33 —R,
f(x) =4r —2° = —z(z — 2)(z + 2)
Die Nullstellen der Funktion sind bei x =0, x = 2, x = —2, f hat die

Stammfunktion F(z) = 222 — 12%.

Wir haben

\/f@:)d:c\ — |F(~2) - F(-3)|

= [8-4) - (8- )|
— |4— (18— 20,25)]
= |4 —(-2,25)]

— 6,25

\/ﬂwmwzwﬂm—Fem

— 10— 4
— -4
= 4.

\/ﬂwmwszw—Fm»

= |8 —4]
= 4.

\/j@mﬂ — |F(3) - F()

= | —2,25 -4
= 6,25.
Insgesamt: Die Fliache zwischen Graph und z-Achse hat das Maf3 2 -

(6,25) +2- 4 = 20,5,
Dagegen ist ff?’ f(x)dz = 0.

Allgemeiner kann man &hnlich das Maf3 der Fliche zwischen zwei Gra-
phen berechnen.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel fiir den Hauptsatz:
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Beispiel:
b
/e_tdt = —et g
0
= e+
= 1—¢e
Man erhalt

b
lim [ e'dt =1,

b—oo

0
es liegt nahe, das als fooo e~'dt anzusehen.

Definition 10.11. (uneigentliches Integral mit unendlicher Integra-
tionsgrenze)
Sei f: [a,00[— R stetig und

b

Fb) ::/f(t)dt firb>a

a

Falls
b
lim F(b) = lim / o

existiert, so schreibt man

7 F(t)dt = lim /b F(t)dt

b—oo

und nennt diesen Wert das uneigentliche Integral von f iiber [a, ool

Analog wird f_boo f(t)dt als

definiert.
Fiir f : R — R schreibt man fiir c € R

F.(b) = /f(t)dt (b>c) und

F.(a) = /f(t)dt (a <c).
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Falls limy,_ o, F.(b) und lim,_,_, F.(a) ezistieren, so schreibt man

[

00 b
/f(t)dt = lim f(t)dt—I—blim/f(t)dt

a——00

— jf(t)dt+7f(t)dt;

dieser Wert ist dann unabhdingig von c.

Falls sich ffooo f(t)dt nicht wie oben definieren ldsst, aber limy,_ f_bb f(t)dt
existiert, so nennt man diesen Wert den Hauptwert des uneigentlichen
Integrals [ f(t)dt.

Definition 10.12. (uneigentliches Integral fiir unbeschrinkte Funktio-
nen)
Sei f: [a,b] stetig (aber evtl. nicht beschrankt fir x — b). Falls

lim / F(t)dt

c/'b

existiert, so schreibt man dafir fabf(t)dt und nennt diesen Wert das
uneigentliche Integral von f iber [a,bl.

Analog ist fab f(t)dt als

c\a

lim /b Ft)dt

definiert, wenn f stetig auf |a,b] (aber nicht auf in a) ist.

Ist schlieflich f auf [a,c[ und auf |c,b] stetig und ezistieren die unei-
gentlichen Integrale
b

/Cf(t)dt und /f(t)dt,

c

so schreibt man

/bf(t)dt:/cf(t)dw/bf(t)dt.

Falls hier eines der beiden uneigentlichen Integrale nicht ezistiert (oder

beide), aber

c—x b
tg ([ e+ [ o ]
a ctx
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so nennt man diesen Grenzwert auch den Hauptwert des uneigentlichen
Integrals

/ ().

a

Beispiel:

a)
b)

Wegen limy, fob e~'dt =1 (siehe oben) gilt [~ e 'dt = 1.
Sei aw # —1. Dann ist

b
1
/xadx = —x‘”l‘b
a+1 !
1

ba—i—l 1
at+rl a+1

Der Grenzwert hiervon fiir b — oo existiert, falls a + 1 < 0 gilt,
also falls o < —1 ist, der Grenzwert ist dann gleich ljr—la Durch

Betrachten des Grenzwerts von flb x ldx fiir b — oo sieht man
genauso, dass [, 2 dx nicht existiert (d.h., nicht definiert ist).

Mit o« = —r haben wir daher:
o0 (o ¢] d
x
/ x dr= | —
xT’
1 1
existiert genau dann, wenn r > 1 ist, man hat dann
o0
dr 1
 1l—r r—1

1

Sei wieder a # —1. Wir haben fiir 0 < b < 1

1
N :L,onrl 1
z%dxr = b

a+1

b

1 baJrl
a+tl a+1

Der Grenzwert hiervon fiir b — 0 existiert genau dann, wenn
a4+ 1 > 0 ist, wenn also o > —1 gilt. Da man ebenso einsicht,
dass fol x~dz nicht existiert, haben wir also mit @ = —r (und
r>0):
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J. ' i—f existiert genau dann, wenn r < 1 ist, und dann gilt

0
/dx_ 1
ar —r+1 1—7

Bemerkung. Geometrisch kann man bei nichtnegativen Funktionen
die uneigentlichen Integrale als Fldcheninhalt unter Graphen inter-
pretieren, die sich entweder léngs oder in Richtung der y-Achse bei
Anndherung an eine Asymptote ins Unendliche erstrecken.

Physikalisch kann man etwa das Integral [~ F(s)ds bei einer durch
die Kraft F' angetriebenen geradlinigen Bewegung als die Arbeit auf-
fassen, die bei bis ins Unendliche fortgesetzt gedachter Bewegung ge-
leistet wiirde.

Unmittelbar physikalisch sinnvoll sind hier natiirlich immer nur end-
liche Bewegungsabschnitte; das uneigentliche Integral fooo F(z)ds ist
der Wert, der bei beliebig langer Fortsetzung asymptotisch angestrebt
wird.

11. INTEGRATIONSVERFAHREN

Oft kann man die Stammfunktion einer zu integrierenden Funktion aus
Tabellen entnehmen (oder raten). Meistens kann man sie mit Hilfe von
Computerprogrammen berechnen (sofern es zur vorgegebenen Funktion
iiberhaupt eine elementar ausdriickbare Stammfunktion gibt - siehe
unten).

In vielen Fallen kommt man auch mit Hilfe von Tabellen und zuséatzlich
ein paar Rechenregeln weiter. Wir diskutieren solche Regeln:

Satz 11.1. (Logarithmisches Integral)
Sei f: [a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung, f(x) # 0 in
[a,0].

Dann st

b
P&yl
/fwﬂx—1u<md

Begriindung. f(x) ist fiir x € [a, b] entweder stets > 0 oder stets < 0.

0]
Ist f(z) > 0 fiir alle z, so setze g(x) = In f(z).
_ @)
T fl=)?

Nach der Kettenregel ist ¢'(x) also ist nach dem Hauptsatz

z)

[FG)
!f(dx—mmu—1v<mw
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(da |f(x)| = f(x) wegen f(x) > 0 gilt).
Ist f(z) < 0 fiir alle z, so setze

9(x) = In(=f(z)) = In|f(z)].

Dann ist nach der Kettenregel

wie oben folgt

Beispiel: Setze f(r) = z? + 1 mit f'(z) = 2z. Dann ist
1

1
1 ! 1
/x;ildm = §/§g§;d:c:§1n|f(m)||é
0

0

1 1
— §ln(;1:2+1)‘0
1(1 2—1In1)
= —(In2—1In
2
1
= —1In2.
2

Satz 11.2. (Partielle Integration)
Seien f, g : |a,b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung. Dann ist

/ f@)g(@)dz = f(@)g(@)[ — / f(2)g (z)de

Begriindung. Wegen der Produktregel fiir die Ableitung ist f(z)g(x)
Stammfunktion der durch

h(z) = f'(z)g(x) + f(x)g'(z)

gegebenen Funktion h.
Also ist
b

/b F@g)s+ [ f@)(@)dn - / h(w)da
%

a

nach dem Hauptsatz.

Abziehen von ff f(z)g'(x) von beiden Seiten dieser Gleichung liefert
die Behauptung.
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Beispiel:
a)
T T
/t-et-dt = té |§—/16tdt
g f'(t) gt f(t) g ®f )
0 0
= xe® — (" — 1)
= (z—1)e"+1

Also ist (z — 1)e® Stammfunktion fiir ze®. Wir bestétigen das
durch Ableiten:

d d d
T = (= 1) (= 1) ()
1-e* 4 (x—1)°

= ¥+ xe® —e"

= ze”©

= x-ln(x)—l-ln(l)—/l-dt
x-ln(z) — (z —1)
= z-In(z)—z+ 1

Daher: zlnx — z ist Stammfunktion von In(z). Wir bestétigen
das durch Ableiten:

@(xlnx —x) = E(xlna:) - %(x)
1
- 1.1 1
n(x)+x "
= In(z)+1-1

= In(x).
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/

sin(t) - cos(t)’g —
f®) g(t)

cos(t) - cos(t)dt
fr(t) 9(t)

T
0
T

sin(z) cos(z) —I—/Sin2(t)dt

0
T

sin(z) cos(x) + /(1 — cos*(t))dt
(Einsetzen von sin’(t) = 1 — cos?(t)).

sin(t) - (—sin(t))dt
f) g'(t)

Wir addieren [ cos?(¢)dt zu beiden Seiten und erhalten:

xT

2 / cos?(t)dt

0

Also:

x

xT

sin(x) cos(x) + / 1-dt
sin(x) cos(z) + x.

/COSQ(t)dt = %(Sin(a:) cos(z) + x),

0

d.h., i(sin(z) cos(z) + z) ist Stammfunktion von cos®(z).
Wir bestétigen das wieder durch Ableiten:

X

d 1, .
d—(§(sm(x) cos(z) + x))

= %%(sin(x) cos(x)) + %%(m)

= %(% sin(z)) cos(x) + %sin(m)(% cos(z)) + %
— %(3082(90) - %sin%x) + %

= %COSQ(SC) — %(1 — cos*(x)) + %

= %COSQ(LE) - % + % cos?(x) + %

= cos’(m).

Satz 11.3. (Substitutionsregel)
Sei f: [a,b] — R stetig mit Stammfunktion F, g : [c,d] — [a,}]
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differenzierbar mit stetiger Ableitung. Dann ist
d g(d)
| et fla)dz = F(g(d) — F(g(c)).
c g(c)

Man schreibt auch: x = g(t), ¢'(t) =
formales Finsetzen)

dzx = ¢'(t)dt und damit (durch

dt’

g(d) d

g(c) c

Begriindung. Die durch

h(t) = F(g(t))
gegebene Funktion hat nach der Kettenregel die Ableitung

W(t) = F'(g(t)g'(t)
= flg(®)g'(t)
(da F' Stammfunktion von f ist).

Also ist h(t) Stammfunktion von f(g(t))¢'(t), und wir haben nach dem
Hauptsatz:

/ fo)g(dt = hit)[*

C

Beispiel:
a) Die Regel fiir das logarithmische Integral aus Satz 11.1 ist ein
Spezialfall der Substitutionsregel: Wir setzen f(z) = £ und ha-

ben

d ” g(d)1
/g( b = [ Lo
g(t) T

c g(c)
= In(z))[%)

= In(|g(d )I) In(lg(c)l)
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2

/37“\/ 3r2 + Adr.

0

Setze g(r) = 3r* +4, ¢'(r) = 6r, f(z) = /z.
Damit

/BT\/WCZT = %/g'(r)f(g(r))dr

wlw
—
o

Wl o
8
~

Wl =N =

1
64 — 8) = - - 56.
(64-8) = -
¢) Mit beliebigem ¢ ist

n+1

/ (g g tdt = |

n 4+ 1'9()

g(b)"+ — g(a)™
n—+1

d) Wir fassen den Halbkreisbogen vom Radius 1 mit Mittelpunkt
in 0 als Graphen der Funktion f(z) = /1 — 2? auf [—1, 1] auf.
Dann ist die Flache unter dem Graphen gleich der halben Flache
des Kreises vom Radius 1, es sollte also 7 herauskommen.

Das Substitutionsverfahren ziehen wir jetzt vom anderen Ende
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her auf: Mit ¢(t) = sin(t) und ¢'(t) = cos(t) haben wir

/lmczx = /lf(x)dx

- / Fla(t)g (t)dt

mit g(a) = —1, g(b) =1, also
cos(a) cos(b)

a = arccos(—1) = —g, b = arccos(1) = g

= / 1 — sin®(t) cos(t)dt

1 =

= —smtcost—i——t‘i,r
2 =2
T T

= T-D

o

= 3

In verkiirzter und leichter merkbarer Notation haben wir: x =
g(t) =sin(t), % = cos(t), dz = cos(t)dt, also

1

1
/\/1 —22dr = /\/1 — sin®(t)dx
“1
¢(1)

-1

= / cos(t) cos(t)dt
)

cos(t)dt

Il
o~
~
\M‘:‘ L

[
Wl

= ... (wie oben).

Obwohl dieses Thema nicht recht unter die Uberschrift dieses Paragra-
phen passt, beenden wir ihn mit ein paar Uberlegungen zur Berech-
nung von Volumina mit Hilfe der Integralrechnung (wir vertiefen das
im néchsten Semester):
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Satz 11.4. (Prinzip von Cavalieri)

a) Gegeben seien zwei Korper im dreidimensionalen Raum und eine
Ebene E im Raum (etwa die xy-Ebene im x,y, z- Koordinatensystem,).
Wenn fiir jedes zy der Schnitt mit der um zy parallel verschobe-
nen Ebene E,, (also etwa der durch die Gleichung z = zy gege-
benen Ebene) des einen Korpers die gleiche Fldache hat wie der
gleiche Schnitt fiir den anderen Koérper, so haben beide Korper
das gleiche Volumen.

b) Ist in a) die Fliche des Schnittes mit E, durch die integrierbare
Funktion F(z) mit f(z) = 0 fir z ¢ [a,b] gegeben, so ist das
Volumen des Korpers gleich

V-]F@M.

Begriindung. Man stellt sich den Koérper aus kleinen zylindrischen
Scheiben der Grundfliche f(z) und der (sehr kleinen) Dicke Az, also
des Volumens F'(z)Az vor, im Grenziibergang wird aus der Summe
dieser Volumina das Integral

b

/F@M

Beispiel:
a) Fiir einen Kreiszylinder der Hohe h vom Radius r ist die Fliache
F(z) = 7r? unabhiingig von z.
Wir erhalten
h
V= /7rr2d7“ = 1rh.
0
b) Die Funktion f : [a,b] — R sei stets > 0.
Man rotiere den Graphen der Funktion um die z-Achse und be-

rechne das Volumen des erhaltenen Rotationskorpers (mit fla-
chem Boden und Deckel).

Die Achse senkrecht zur Koordinatenebene sei die z-Achse, wir
betrachten jetzt (abweichend von der fritheren Notation) die Schnit-
te des Korpers mit den Ebenen x = x( parallel zur yz-Ebene.

Diese Schnitte sind Kreise vom Radius f(xg), also der Flidche

7(f(x0))?. Also

vzquuwm;
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Betrachten wir etwa wieder f(z) = /1 — 22, so ist der entste-
hende Korper eine Kugel vom Radius 1.Wir erhalten:

1

Vo= W/(M)zdx

= o @-Z|Y)

= w((1-3) - (-1+43))
2 2 AT

= 313 =3

Durch Streckung um den Faktor r erhalten wir:

Folgerung 11.5. Das Volumen der Kugel vom Radius r ist %m“?’.

12. FUNKTIONEN UND IHRE EIGENSCHAFTEN II

Wie schon im vorigen Abschnitt festgestellt, gibt es elementare Funk-
tionen, deren Stammfunktion nicht durch elementare Funktionen aus-
gedriickt werden kann. Dabei nennen wir alle Funktionen “elementar”,
die sich mit Hilfe von Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division,
Potenzieren mit reellen Exponenten und Verkettung durch Polynome,
trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktion und deren Umkehr-
funktionen ausdriicken lassen. Unter anderem kann man zeigen, dass
die Stammfunktion von f(x) = e~*" sich nicht durch elementare Funk-
tionen ausdriicken l&asst.

Wir geben eine Liste einiger solcher nur als Stammfunktionen definier-
ter Funktionen.

Definition 12.1.  a) Die Fehlerfunktion erf(x) ist durch das Inte-
gral

erf(x) : ?dt
-]
gegeben.

b) Der Integralcosinus Ci(x) ist durch das uneigentliche Integral

o [

(x > 0)

gegeben.



100 RAINER SCHULZE-PILLOT

c¢) Der Integrallogarithmus Li(x) ist fir x > 0, x # 1 gegeben durch
[t
Li = | —
@)= [ 5
0

dabei ist fiir x > 1 der Cauchy’sche Hauptwert des uneigentlichen
Intgrals zu nehmen.
d) Die Integralexponentialfunktion Ei(x) ist fir x # 0 durch das

Intgral
ot
m@:/%a

gegeben, dabei ist fiir x > 0 der Cauchy’sche Hauptwert des un-
eigentlichen Intgrals zu nehmen.
e) Die Gammafunktion I'(x) ist fir x > 0 durch das Integral

o0

[(x) = /e_tﬂ_ldt

0

gegeben.
Satz 12.2.  a) Die Fehlerfunktion erf(z) ist eine ungerade Funkti-
on, fiir die
lim erf(x) =1
qgilt.
b) Fir die Gammafunktion gilt
I'(n+1)=n!

fiir alle natirlichen Zahlen n, sie interpoliert also die Fakultdten
c) Alle in 12.1 angegebenen Funktionen lassen sich nicht durch ele-
mentare Funktionen ausdriicken.

Bemerkung. Die hier aufgelisteten Funktionen kommen haufig in An-
wendungen vor. Da sie nicht durch elementare Funktionen ausgedriickt
werden konnen, ist es fiir Anwender praktisch, auf sie unter eigenen Na-
men in Tabellenwerten und Computerprogrammen zugreifen zu kénnen.

Definition und Satz 12.3. Die Hyperbelfunktionen sinh(x) (Sinus
hyperbolicus) und cosh(x) (Cosinus hyperbolicus) sind fir alle v € R
durch

cosh(z) := %
sinh(x) ‘ _26

definiert. Es gilt

d : d .
. cosh(z) = sinh(z), . sinh(z) = cosh(x).
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cosh(z) ist eine gerade Funktion mit cosh(x) > 0 fir alle x.

sinh(x) ist eine ungerade Funktion mit sinh(x) < 0 firz < 0, sinh(z) >
0 fir x > 0.

Die Funktion sinh(x) ist streng monoton und daher umkehrbar in ganz
R, ihre Umkehrfunktion heifit arsinh(z) (Areasinus (hyperbolicus)).
Die Funktion cosh(z) ist in | — 0o, 0] streng monoton fallend, in [0, 0o
streng monoton wachsend mit Wertebereich [1,00[. Ihre Umkehrfunk-
tion arcosh(x) : [1, 00— Ru heifit Area cosinus (hyperbolicus).

Es gilt ferner:

i arsinh(z) = _
dx V1+ 22
d 1

% arcosh(x) = ﬁ

Bemerkung. a) Die Funktion cosh(z) tritt u.a. bei der physika-
lischen Behandlung einer zwischen zwei gleich hohen Punkten
aufgehéngten Kette auf; ihr Graph heifit deshalb auch die Ket-
tenlinie.

b) Leitet man die Hyperbelfunktionen zweimal ab, so erhilt man
2

d
@(cosh(:p)) = cosh(x),

d2

] sinh(z) = sinh(x).
Beide Funktionen geniigen also der Differentialgleichung " = y.
Man verlgleiche das mit dem Verhalten der Sinus- und der Cosi-

nusfunktion, fiir die gilt

d2
@(cos(x)) = —cos(x)
d2
d—(sin(w)) = —sin(x).
x
Diese beiden Funktionen geniigen also der Differentialgleichung
y" = —y, die wegen ihres Auftretens bei der Behandlung von

Schwingungsvorgéangen auch Schwingungsgleichung heifit.

Man kann zeigen (siehe néchstes Semester), dass sich jede Losung

der Differentialgleichung y” = —y als Linearkombination A sin(x)+

B cos(x) schreiben ldsst. Genauso gilt: Jede Losung von y” =y

lasst sich als Linearkombination A sinh(x)+ B cosh(z) schreiben.
¢) Wie man an Hand der Definitionen leicht nachrechnet, gilt

cosh?(t) —sinh?(t) =1 fiir alle t € R,
wihrend wir fiir die trigonometrischen Funktionen schon friither

cos?(t) +sin(t) = 1 fiir alle t € R
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gesehen hatten. Diese Gleichung hatten wir geometrisch so inter-
pretiert, dass die Punkte (z,y) € R? mit x = cos(t), y = sin(t)
auf der Kreislinie vom Radius 1 um 0 liegen.

Die Kurve, die von den Punkten (x,y) mit 2? — y* = 1 gebil-
det wird, ist die (aus zwei Asten) bestehende Hyperbel mit den
Asymptoten x = y, z = —y (also den Winkelhalbierenden im
Koordinatenkreuz). Die Tatsache, dass die Punkte (z,y) € R?
mit z = cosh(t), y = sinh(¢) eine Hyperbel durchlaufen, ist der
Grund fiir die Bezeichnung Hyperbelfunktionen.

Eine weitere haufig vorkommende mit Hilfe der Exponentialfunktion
definierte Funktion ist die logistische Funktion:

Definition und Satz 12.4. Die logistische Funktion mit Parametern
v, T, ug st durch
f)/
Frrao(t) = f(t) := 7

T+ (% —T)e

definiert.
a) Die logistische Funktion lost die Differentialgleichung
v =y -1y’
b) Es gilt
- _7
Jim f(t) = 7
c) Fﬁr% < uio wdchst die Funktion streng monoton, fdr% > % fallt

sie streng monoton.

Begriindung. Berechnen der Ableitung nach der Quotientenregel (oder
der Kettenregel) liefert

f1(t) =

Andererseits haben wir

V(G —me

(1 + (ul0 —T)e )2’

2 2
V(1) =) = T+ (5;— T)e= 1 (14 (i;j T)e )2
V(T + (G =T -
(T+ (L —7)e)?
T+ (ul0 —T1)e "
(1 + (J—O — T)e )2

= fi(t).

Das zeigt a).

b) ist offensichtlich, c) folgt durch Betrachten des in a) hergeleiteten
Ausdrucks fiir f'(t).
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Bemerkung. Die autokatalytische Reaktion wird durch die Differen-
tialgleichung
Yy =ay(A-y)

beschrieben, die sich mit a4 =+, a = 7 und daher A = 1 in die obige
Form umschreiben léasst. Die Stoffmenge des Reaktionsprodukts ndhert
sich hier asymptotisch dem Wert A an, die logistische Funktion liefert
die (wie wir im néchsten Semester sehen werden eindeutige) Losung
mit Startwert y(0) = uo.

13. ANALYTISCHE GEOMETRIE UND VEKTORRECHNUNG

Wir erinnern zunéchst an einige Grundtatsachen aus der analytischen
Geometrie, die aus der Schule bekannt sein sollten.

Analytische Geometrie beschéftigt sich mit der Charakterisierung und
Untersuchung geometrischer Figuren mit Hilfe der Koordinaten ihrer
Punkte.

Definition 13.1. Der Ortsvektorx =  eines Punktes P = (1, T, 23) €
R? (bzw. P = (z1,72) € R?) des Raumes bzw. der Ebene ist das Koor-
dinatentripel (bzw. Koordinatenpaar)

T T
r=x= | (bzw.X:zz(l)),
T2
T3
0
(notiert als Spaltenvektor). Der Vektor 0 = | 0 | heifit der Nullvektor.
0

Jedes solche Tripel wird ein Vektor im R? genannt. Fiir Vektoren X,y €
R? (bzw. R?) und X € R definiert man:

T1+ W% Ay
X+y = To + Yo Ax = | Az,
T3+ Y3 A3

3
Xy = (xy)=(xy) =) zy R
=1

(das Skalarprodukt), jeweils entsprechend mit nur zwei Koordinaten fiir
Vektoren in R2.

Nur fiir Vektoren x,y in R® definiert man das Vektorprodukt (Kreuz-
produkt):
T2Ys — T3Y2
XXy = |Z3Yy1 — T1Ys3
T1Y1 — T2U1
Die Norm (Linge) von x ist ||x|| = |x| = vx - x.
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Bemerkung. In der Physik wird zwischen gebundenen Vektoren (z.B.
Ortsvektoren wie hier) und freien Vektoren unterschieden. Dabei wird
die Gesamtheit aller “Pfeile” (= gerichtete Strecken von einem Punkt P
zu einem Punkt @), die durch Parallelverschiebung zu einem Pfeil mit
Anfangspunkt 0 (Ortsvektor) in den gleichen Pfeil iibergefiihrt werden,
zu einem neuen Objekt, einem “freien Vektor” zusammengefasst. Zwei
solche freie Vektoren werden addiert, indem man die sie reprasentie-
renden Ortsvektoren wie oben addiert.

Satz 13.2. a) Sind x,y € R3, so ist das Viereck mit den Ecken

b)

0,x,y,x +y ein Parallelogramm (Parallelogrammregel der Vek-
toraddition).

Die Strecke vom Punkt P = (x1, x2, x3) zum Punkt Q = (Y1, Y2, Y3)
geht durch Parallelverschiebung tiber in die Strecke von 0 zum

Y1 — 21
Punkt | yo» —xo | . Die Punkte auf der Strecke von P nach @)
Ys — T3

sind genau die Punkte mit den Ortsvektoren von der Gestalt
x+AMy—x) (0<A<1).
Fiir das Skalarprodukt gilt

x -y =[] - Iyl - cos(e0),
wo ¢ der Winkel zwischen den Ortsvektoren ist (im positiven
Sinn von x nachy gemessen). Insbesondere ist genau dann x-y =

0, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen.
Fiir das Vektorprodukt gilt

x>yl = x| |y] [sin(¢)|
(¢ wie oben), insbesondere ist x X'y genau dann gleich 0 (Null-
vektor), wenn die zugehorigen Punkte auf einer Geraden durch
den Ursprung liegen (die Pfeile in die gleiche oder die entgegen-
gesetzte Richtung zeigen).

Der Vektor x xy steht senkrecht auf der von x undy aufgespann-
ten Ebene und zeigt in die Richtung, in die sich eine von X nach'y
gedrehte Rechtsschraube bewegen wiirde (alternativ: Rechte-Hand-
Regel).
Fiir das Skalarprodukt gilt x -y =y - x. Fiir das Vektorprodukt
gelten

XXy = —yXX
ax(bxc) = b(a-c)—c(a-b).
Das Produkt a-(bxc) € R heifst das Spatprodukt von a, b, c. Sein
Betrag |a- (b x ¢)| ist gleich dem Volumen des von den Vektoren
a, b, ¢ aufgespannten Parallelepipeds {\1a+Xob+X3b | 0 < \; <
1} (auch Spat genannt).
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Bemerkung. a) In der Physik tritt das Skalarprodukt zum Bei-

spiel auf, wenn man die Arbeit berechnet, die von einer kon-
stanten Kraft F verrichtet wird, die einen Massenpunkt um die
Strecke x verschiebt: Die geleistete Arbeit ist das Skalarprodukt
F-x. Man sieht, dass nur die Komponente von F, die in Richtung
der Bewegung wirkt, zur geleisteten Arbeit betrigt, ihr Betrag
ist [l - | cos((o)].

Das Vektorprodukt tritt in der Physik etwa bei der Behandlung
des Drehimpulses L = m(r x v) und des Drehmoments D =
r x F auf. Eine Kraft F, die im Punkt mit dem Ortsvektor r an
einem Korper angreift, erzeugt maximales Drehmoment um den
Ursprung 0, wenn ihre Richtung senkrecht zum Ortsvektor ist.
Eine Kraft in Richtung des Ortsvektors versucht zwar, den Punkt
vom Ursprung weg zu ziehen, erzeugt aber kein Drehmoment um
den Ursprung.

Satz 13.3. a) Seien Py # P, Punkte auf einer Geraden g im R?

oder R® mit Ortsvektoren xg, X1, Vv = X; — Xo.
Dann ist

g={xo+Av | A € R};
diese Darstellung heifit die Parameterdarstellung der Geraden.
Fiir jeden Punkt () € g ist dann X eindeutig bestimmt. Ist (im
Fall R?) n ein Einheitsvektor (d.h. ||| = 1) senkrecht zu g, so
istn-v=0 und mitd=n-xq ist

g={z€cR® | n-z=d},

(Hesse’sche Normalform); die Zahl |d| misst dabei den Abstand
der Geraden vom Ursprung. Mit n = (Z) wird daraus die Dar-
stellung

g ={(21,22) | az; + bz = d}
der Geraden in Gleichungsform (Koordinatengleichung).

Ist in der Parameterdarstellung von oben v = (fi) , S0 st

<)
n=+—— .
Seien Py, Py, P, Punkte auf einer Ebene E im R3, die nicht auf

einer gemeinsamen Geraden liegen, mit Ortsvektoren Xg, X1, Xs.
Sei vi = X1 — Xg, Vo = X9 — Xg. Dann ist

E={xg+Avi+pvy | A\, p € R};

diese Darstellung heifit Parameterdarstellung der Ebene. Fiir je-
den Punkt QQ € E sind dann A und p in obiger Darstellung ein-
deutig bestimmdt.

Ist n ein Einheitsvektor senkrecht zur Ebene E (ein Einheitsnor-
malenvektor), so ist n-vy = n-vy = 0, und mit n-x9 = d
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18t
E={zcR®|n-z=d},
die Zahl |d| misst dabei den Abstand der Ebene vom Ursprung.
a

Mitn= | b | wird daraus die Darstellung
c

E = {(21722,23) | az| + bZQ + czg = d}

in Gleichungsform (Koordinatengleichung).
Der Vektor n ldsst sich dabei als
n—+ Vi X Vo
[vi X va]
berechnen.
c¢) Sind umgekehrt Parameterdarstellungen wie in a) und b) gegeben
mit v # 0 in a), mit vi # 0 # v nicht proportional in b), so ist
die angegebene Punktmenge in a) eine Gerade, in b) eine Ebene.

Bemerkung. Parameterdarstellungen werden oft bei der Beschreibung
physikalischer Vorgénge benutzt. Bewegt sich etwa ein Massenpunkt
auf der Geraden g, so wahlt man als Parameter die Zeit ¢ und be-
schreibt durch

X=X+ 1tv

den zeitlichen Verlauf der Bewegung lings g mit konstanter Geschwin-
digkeit v.

Genauso liefert die Parameterdarstellung der Ebene mit Funktionen
A(t), u(t) der Zeit eine Beschreibung fiir die Bewegung eines Massen-
punktes in der Ebene E.

Wir kommen auf solche allgemeineren parametrisierten Bahnkurven
noch zuriick.

Bemerkung. a) Fiir Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung
kann man x, = 0 wéhlen; eine Gerade durch den Ursprung be-
steht dann genau aus den Av (A € R), wo v der Ortsvektor eines
beliebigen vom Ursprung verschiedenen Punktes ist.

In der Koordinatengleichung bzw. der Hesse’schen Normalform
sind die Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung diejenigen,
bei denen d = 0 ist.

b) Zwei Geraden mit Parameterdarstellungen

g={xo+Av}, ¢ ={yo+Iw}

sind genau dann parallel (oder gleich), wenn v und w zueinander
proportional sind (also in die gleiche Richtung oder in entgegen-
gesetzte Richtungen zeigen). Die Geraden sind gleich, wenn v
und w zueinander proportional sind und y, € g gilt.
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Der Vektor v bestimmt also eine Schar zueinander paralleler Ge-
raden, der Punkt Py mit Ortsvektor xq (auch Aufpunkt genannt)
ein Biischel von Geraden durch Fy in alle Richtungen.
¢) Eine Ebene mit Parameterdarstellung
E = {xo+ Av+ uw}

ist parallel zur Ebene Ey = {Av + pw | A\, € R} durch den
Ursprung.

E ist parallel zur Ebene E' = {x{, + AV + uw’} (oder gleich die-
ser), wenn beide zur gleichen Ebene durch den Ursprung parallel
sind, wenn also

{AWw+puw | A peR}={ W +uw' | A\, neR}
gilt.

Zu jeder Ursprungsebene gehort also eine Schar zueinander par-
alleler Ebenen. Zueinander parallele Ebenen haben den gleichen
(oder entgegengesetzten) Einheitsnormalenvektor, also n’ = +n
(analog fiir Geraden in der Ebene in Hesse’scher Normalform).

Beispiel:
a) In der Ebene sind die beiden Winkelhalbierenden im Koordina-
tenkreuz durch die Parameterdarstellung

w = {)\-G)|)\GR}
Wy — {)\-(_11>])\€]R}

gegeben. Einheitsnormalenvektoren sind

1 < 1 ) f“ 1 <1> f.-
— ir wy, —= ir w
V2\-1 BERVAAN ’

(die beiden Geraden stehen senkrecht aufeinander, so dass ihre
Richtungsvektoren nach Normierung auf Lénge 1 jeweils zum
Einheitsnormalenvektor der anderen Geraden werden).

Alle Geraden
wi(a) := {(g) —I—)\(i) | AeR} firaeR

sind parallel zu wy, 14sst man a ganz R durchlaufen, so durchléuft
w(a) die Schar aller zu w; parallelen Geraden in der Ebene.

Das Gleiche erreicht man durch

o=
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Mit n; = \%(_11) wie oben hat man dann

wi(a) ={z € R? | njz = a},

wi(a) ist also eine Gerade parallel zu w; mit Abstand |a| zum
Ursprung.

b) Im Raum kénnen wir die xy-Ebene durch die Koordinatenglei-
chung z = 0 geben. Mit

0
ye= 1], e =
0

e =

O O =
— o O

konnen wir sie auch in Parameterdarstellung
{xel +?/ez | T,y € R}

geben. Wir koénnen aber auch die Parameterdarstellung

1 1
A1l +p-1] | \peR}

0 0

x
geben, den Punkt | y | erhalten wir dann fiir die Parameterwerte
0
T+y r—y
A pu— pu—
> M

Wir sehen also, dass es fiir die Vektoren in einer Parameterdarstellung
einer Ebene im Raum viele verschiedene Moglichkeiten gibt.

Beispiel: Gegeben seien zwei Ebenen

1 1 1
E = L ax{o)sulr] [ Apuer),
0 —1 1
1 1 1
E, = Ll+A| -1 +pll] | ANpeR
1 0 2

in Parameterdarstellung.

Gesucht ist die Menge der Schnittpunkte von E; und E5. anschau-
lich weifl man, dass sich zwei Ebenen, die nicht parallel zu einander
sind, in einer Geraden schneiden; wir wollen das mit Hilfe der Para-
meterdarstellung nachrechnen und dabei die Parameterdarstellung der
Schnittgeraden berechnen.
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T
Der Ortsvektor x = | x5 | eines Schnittpunktes lédsst sich durch beide
T3
Parameterdarstellungen angeben. Gehort er fiir F; zu den Parameter-
werten Aq, g und fiir £y zu den Parameterwerten Ay, ys, so haben wir
die Gleichungen
I+M+m = z=14+ X+
Lt = zo=1-ds+ po
—A+p = w3=1+2pu,.
Wir haben also zwischen den vier Variablen Ay, j11, Ag, 2 drei Gleichun-
gen, die wir etwa wie folgt umformen kénnen:
1+)\1+/J1 = 1+>\2+M2
L+ = 1=+ pe
At = 142
S Mt o= At
i = —Ax+ fig
At = 1424
S M —Atpur = At

i = —Ay+ o
A=At = 142u
(Einsetzen von p; = —\y + po in die erste
und die dritte Gleichung)
S o= At
A= 2N
—A =X = 1+
&S o= At
A= 2N
—3X = 1+ o

(Einsetzen von \; = 2\, in die dritte Gleichung).

Wir kénnen jetzt alle Variablen durch ps ausdriicken und erhalten: Die
drei Gleichungen, mit denen wir begonnen haben, sind dquivalent zu

1+4
m = 3#2
1+
A = —2 3#2
1
Ny = ——H2

3
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Mit ps = c erhalten wir etwa aus der Parameterdarstellung fiir E
durch Einsetzen:
Die Menge der Schnittpunkte von E; und FEs ist

1 1 1
1 1+4
g = 1—2—;00+261]c6R
0 1 1
2 2
— % +c- % |lceR,,
1 p

Wir erhalten die Schnittmenge also als eine Gerade in Parameterdar-
stellung.

Um die Schnittgerade zu finden, musste aus der geometrischen Aufgabe
zunéchst die Vektorgleichung

1 1 1 1 1 1
0 —1 1 1 0 2

gewonnen werden. Aus dieser wird das lineare Gleichungssystem

L+AM 4+ = 14+ X+ po
T+ = 1=+ po
At = 1+ 2ps,
das aus drei Gleichungen in den vier Variablen \j, o, A9, j1o besteht.

Durch geschicktes Umformen sieht man, dass dieses System fiir jeden
Wert von py genau eine Losung hat, die durch

14+ 4ps 1+ po 14 po
3 ) 2 3 ) 2 3

H1 =
gegeben ist.

Auch andere geometrische Aufgaben werden in dhnlicher Weise auf
lineare Gleichungssysteme reduziert.

14. DER R" UND ALLGEMEINE VEKTORRAUME

Fiir Rechnungen mit Funktionen und Gleichungen, in denen mehr als
drei Variable vorkommen, ist es zweckméfig, den Vektorbegriff zu er-
weitern.

Definition und Satz 14.1. R" sei die Menge aller geordneten n- Tupel
T

x= | : | mit x; € R; die Elemente von R™ werden Vektoren genannt

Tn
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I
und als Spaltenvektoren | : | geschrieben.
Tn
0 I
Der Vektor 0 = | : | heifit Nullvektor des R™, zu x = : heufst
0 Tn
—X = : der zu x entgegengesetzte (negative) Vektor.
Dann kann man durch
T+ ATy
X+y= : ;o Ax= |

fiir Vektoren x,y € R™ und Skalare A € R eine Addition von Vektoren

des R™ und eine Multipliktion von Vektoren des R™ mit Skalaren defi-
nieren.

Fiir diese Addition von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren gelten
die (gewohnten) Rechengesetze

(((x+y)+z=x+(y+2) (Assoziativgesetz)
X +y =y +x (Kommutativgesetz)
x + 0 = x (Nullvektor als neutrales Element)
X + (—x) = 0 (additives Inverses)
(%) Ax+y) = Xx+Ay=(x+y)A
A+ p)(x) = Ix+ux
(Ap)x = Apx) (2. Assoziativgesetz)
l-x=x
L0-x=0=X-0 fir allex e R", A € R.

Distributivgesetze

Ferner erhdlt man durch x-y = (x,y) = > ., 2;y; € R ein Skalarpro-
dukt fiir Vektoren x,y € R™. Fiir dieses gelten ebenfalls die gewohnten
Rechengesetze

X'y=y-X

(%) (x1 + X2)y =Xy + Xy = y(x1 + Xz)
(Ax) y=A-(x-y)=x-(\y)
0-y=y-0=0 x-x>0 firx=#0.

Man schreibt dann auch ||x|| = v/x - x und hat || x| = |A| ||x]].
Ferner gilt die Dreiecksungleichung

I+ yll < I + [lyll
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und die Schwarz’sche Ungleichung

-y < x| - [yl

Begriindung. Fast alles ist klar.
Fiir die Schwarz’sche Ungleichung:
Sind [|x|| =1, ||ly|| = 1, so haben wir

also

0<x—y[* = (x-y)-(x—vy)
= 141-2x"y,
2x-y < 2
xy <1

Genauso folgt —x -y < 1 aus 0 < ||x + y||?. Also:

-yl < T =] -liyll-

Sind ||z|, |ly|| beliebig, so ist

Xyl = [yl e ]l
X.y f— X . y . —_—  ——
=TIl

<1

< [l flyll-

Die Dreiecksungleichung folgt dann aus

x+yl* = (x+y)x+y)
= [xI*+lyl*+2x-y  und
(=l + Ty D* = 1l + [ + 2l 1y

Definition und Satz 14.2. a) Sei D irgendeine Menge und

Fp,={f: D—R"}

die Menge aller Abbildungen von D nach R™. Mit 0 werde die
Nullfunktion f(x) =0 fir alle x € D bezeichnet.
Dann erhdlt man durch

(f+9)(x) = fl@)+g(x) (f9€Fpn)
AN@) == X-flz) (AeR)

(wobei auf der rechten Seite die Addition in R™ steht) eine Additi-
on fiir Elemente von Fp , und eine Multiplikation von Elementen
von Fp, mit Skalaren \ € R.

Fiir diese Addition und Multiplikation gelten die Rechenregeln
(%) aus dem vorigen Satz.
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Ist V' irgendeine Menge, fir die man eine Addition vy + vy fiir
beliebige vy, v € V und eine Multiplikation mit Skalaren \v fiir
A € R, v € V definiert hat, so dass die Rechenregeln (%) aus
dem vorigen Satz gelten (mit einem geeigneten Vektor 0 € V als
Nullvektor und zu jedem v € V' einem —v € V'), so heifit V' ein
R-Vektorraum.

Definition und Folgerung 14.3. Sei V = R" oder V = Fp,, einer
der beiden Vektorriume aus[14.1 und[I{. und W C V eine Teilmenge

mit

0eWw

veW=—-vel

v, 02 €W = v+ €W
veW und e R= \veW.

Dann ist auch W (mit derselben Addition und Multiplikation mit Ska-
laren wie V') ein Vektorraum.
Jeder solche Vektorraum heifit ein Unterraum oder Teilraum von V.

Beispiel:

a)

b)

c)

Ist g = {\W | A € R} eine Gerade im Raum R? (v ein Rich-
tungsvektor) durch den Ursprung, so ist g ein Unterraum von
R3.

Ist £ = {Avy 4+ uvy | A,u € R} eine Ebene in R" durch den
Ursprung, so ist £ ein Unterraum von R3.
Die Ebene
T 0 1 0
y|l eR¥ | z=13= |0 +X|0|+u[1] |NpeR
z 1 0 0
im Raum R? ist kein Unterraum: Offenbar ist
0 0
0] +|0] €FE.
1 1

Allgemeiner sind nur diejenigen Geraden und Ebenen im R? Un-
terrdume des R?, die durch den Ursprung gehen.
Mit D = R und n = 1 betrachten wir

W ={f € Fra | f ist zweimal differenzierbar, f” = f}.

Offenbar erfiillt W die Forderungen in Definition [14.3| und ist
daher ein Unterraum von Fp ;.

Wie schon im vorigen Abschnitt bemerkt, kann man mit fi(¢) =
cosh(t), fo(t) = sinh(t) jedes Element von D als

Afi + Bfs mit geeigneten A, B € R
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schreiben. Die Funktionen fi(¢) = cosh(t) und f5(¢) = sinh(¢)
spielen also fiir W die gleiche Rolle wie die Vektoren vi,vs in
der Parameterdarstellung einer Ebene im Raum.

Bemerkung. Wir werden nur Vektorrdume betrachten, die Unterrdume
eines R™ oder eines Funktionenraums Fp, sind; letztere vor allem im
Zusammenhang mit Differentialgleichungen.

15. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND MATRIZEN

Sowohl bei der Losung geometrischer Probleme als auch in zahlrei-
chen anderen Anwendungen wird man auf lineare Gleichungssysteme
gefiithrt. Wir behandeln jetzt systematische Losungsverfahren, die auch
bei aus vielen Gleichungen bestehenden Systemen zu einer groflen An-
zahl von Variablen funktionieren und beschreiben die Losungsmenge.

Zunéchst ein Beispiel, eine Logelei aus der ZEIT:

... Jetzt mochte sich Tante Birgit bei ihrem Neffen revan-
chieren. Sie will von Thomas wissen, wie alt er sei. Thomas
aber ldsst sich nicht unterkriegen: “Zihle ich mein Alter
und das meiner Schwester Susi zusammen, so erhalte ich
17. Als ich so alt wie Susi war, als sie doppelt so alt wie ich
war, als ich 15 Jahre jiinger war, als Susi sein wird, wenn
sie doppelt so alt wie heute ist, war ich zwei Jahre jiinger
als Susi war, als sie drei Jahre élter als ich zu der Zeit war,
als mein Alter ein Drittel von Susis Alter betrug, als diese
ein Jahr &lter war als ich vor sieben Jahren.”

Wir iibersetzen die Logelei zunéchst in ein lineares Gleichungssystem:
S sei das Alter von Susi, T' das von Thomas.
Wir haben

2(25—15)+2:3+%(T—6)
S+T =17.

(Denn: Als Thomas 15 Jahre jiinger war, als Susi sein wird, wenn sie
doppelt so alt wie heute ist, war sein Alter 25 — 15 =: 1.

Als Thomas so alt war, wie Susi war, als sie doppelt so alt wie Thomas
zum Zeitpunkt 77 war, war sein Alter 2 -T7 =: T,. Dann ist T3 + 2 das
Alter S; von Susi, als sie drei Jahre alter als Thomas zu der Zeit war,
als sein Alter ein Drittel von Susis Alter betrug, als diese ein Jahr dlter
war als Thomas vor sieben Jahren. Diese restlichen Angaben ergeben

T—-7+1 T—6
51—3:T+0der51:3+T.

Insgesamt erhalten wir:

T—-6
2'(25_15)+2:T2+2251:3+T'
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Die andere Gleichung S + 7" = 17 ist klar.)

Geschicktes Umformen (siehe unten) liefert:

S+T = 17
135S = 104,

also: §=8,T =09.
Definition 15.1. Ein System von Gleichungen

anry +-oo+ T, = b

anTy +---F AT, = by

11+ ATy = bm
von m linearen Gleichungen in den n Variablen xy...,x, heifit ein
lineares Gleichungssystem; es heifst homogen, wenn by = --- =1b,, =0

gilt, inhomogen andernfalls.

Die Koeffizienten a;; werden in der Matriz

aix - Qin
21 -+ Q2n
A = (a;;)1<i< =
(aij) 12520
m1 -+ OQmn

mit m Zeilen und n Spalten zusammengefasst, das Gleichungssystem
wird als

L1 by

Ax=b,x=| : | eR", b= : | eR™

Tn b,
geschrieben.
Die Menge der m x n-Matrizen (d.h., Matrizen mit m Zeilen und n
Spalten) wird als

M(m x n,R) = M, ,(R)

abgekiirzt.
m X n-Matrizen mit m = n heiffen quadratisch. Spaltenvektoren in R"
werden auch als (n x 1)-Matrizen, Zeilenvektoren (x1,...,x,) in R™

werden auch als (1 x n)-Matrizen aufgefasst.

Beispiel: Das Gleichungssystem

1
45 — =T = 29
3

S+T = 17
von oben hat die (2 x 2)-Matrix
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Das Gleichungssystem

L+AM+m = 14+X+p
I+ = 1—=Xo+
At = 1+ 2p
aus dem vorigen Abschnitt hat nach Umformen in die Standardform
(alle Variablen auf der linken Seite, Konstanten auf der rechten Seite)
die Gestalt
M — A —pp =
O0- A +pr+Ae—p =
A Fpur+0- =2 = 1
und daher die (3 x 4)-Matrix

1 1 -1 -1
0o 1 1 -1
-1 1 0 =2

Bemerkung. In der i-ten Zeile (a1, ..., a;,) der Matrix A € M(m X
alj
n,R) stehen n Eintrége in der j-ten Spalte : stehen m Eintrége.

amj

Die Anzahl n der Spalten der Matrix gibt also gleichzeitig die Lénge
einer Zeile an, die Anzahl m der Zeilen der Matrix gibt gleichzeitig die
Linge einer Spalte an.

Definition und Satz 15.2. Sind A, B € M (m x n,R) Matrizen, A €
R, so setzt man

app +bu ..., ap by,
A+ B= )
Am1 +bm1 ooy Qmn + b
und
a1 ..., A,
A A=
A1 ey Amn

(wenn die a;; die Eintrage der Matriz A und die b;; die Eintrdge der
Matriz B sind).

Mit diesen Definitionen und
0 --- 0
O = | ¢ il € M(m xn,R)
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gelten die Rechenregeln (x) aus Definition/Satz 14.1, die Menge M (m x
n,R) der (m x n)-Matrizen bildet also mit diesen Rechengesetzen einen
Vektorraum iiber R.

Bemerkung. a) Die Addition von Matrizen und die Multiplikation
von Matrizen mit Skalaren A € R sind genauso wie die entspre-
chenden Rechenarten im R™ komponentenweise definiert:

Bei der Multiplikation mit A € R werden alle Eintrage von A mit
der Zahl A\ multipliziert, bei der Addition von A und B werden
jeweils Eintrége in der gleichen Position zueinander addiert.

b) Man kann Matrizen A und B nur addieren, wenn sie das glei-
che Format haben, also sowohl in der Zeilenzahl als auch in der
Spaltenzahl iibereinstimmen, da man sonst in wenigstens einer
der beiden Matrizen einen Eintrag hat, zu dem es in der ande-
ren Matrix keinen Partner in der gleichen Position gibt. Das ist
genauso wie bei Vektoren, bei denen es auch nicht moglich ist,

Y1
etwa einen Vektor (il) € R? zu einem Vektor |y, | € R3 zu
? Ys
addieren.

Definition und Satz 15.3. Seien A € M(mxn,R), B € M(nxrR)
Matrizen.

Dann ist das Produkt A - B = C als die (m x r)-Matriz (also mit m
Zeilen und r Spalten) C = (¢;5) mit

Cij:zaikbkj (1<i<m,1<j5<r)
k=1

definiert.

Insbesondere ist fir A € M(m x n,R), x € R" das Produkt Ax der
Vektor
anry +ccoo ot ATy
: : e R™,
11 + -+ QmnTn

und firy = (y1,...,Ym) und A € M(m xn,R) ist yA = (y1a11+- -+
YmGm1, Y1012 + = + YmGmas - - -, Y1010, - - - YmGmn) €in Zeilenvektor der
Linge n.

Fiir das Produkt von Matrizen gilt:

a) (A-B)-C=A-(B-C), falls A e M(mxn,R), Be M(nxp,R),
C e M(p xnrR).

b) (A+B)-C=AC+BC (A,Be M(mxn,R), C € M(nxp,R).

c) A(B4+C)=AB+AC (Ae M(mxn,R), B,C € M(nxp,R)).
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d) Fir die Einheitsmatrix
1

E, =

0 € M(n x n,R)
1

und die (m x n)-Nullmatriz

0

Omn -

qgilt:

E,A =
AE, =
OmnA =
A0, =

A

A

Omp (Ae M(n xp,R)
p

0
€ M(m x n,R)

(A€ M(n xp,R)
(A€ M(m x n,R)
(

(

A€ M(m xn,R).

Begriindung. Alle Regeln iiberpriift man durch stures Nachrechnen.
Wir fiihren das fiir ¢) im besonders wichtigen Fall durch, dass B = x
und C' = y Spaltenvektoren in R"™ (aufgefasst als (n x 1)-Matrizen)

sind:

a11
Ax+y) =

Qm1

apry e

1Ty + -

anTy e

(11 +...
= Ax+ Ay

a1 (x1 +v1)

Q1n

amn

+

_|_
+

+

r1+

Tn + Yn
aln(xn + yn)

a1 (1 + 1)+ G (T + Yn)

A1pTp + a11Y1 +--- A1nYn

Amnln + Am1Y1 +---+ AmnlYn

1T anyr oot Qinln
+ :

Amndn Am1Y1 +---+ AmnlYn

Die anderen Rechnungen gehen &hnlich.

Bemerkung.

a) Man beachte, dass das Produkt A - B zweier Ma-

trizen A, B nur gebildet werden kann, wenn die Groflen passen:
Die Anzahl der Spalten der Matrix A muss gleich der Anzahl der
Zeilen der Matrix B sein. Aquivalent: Die Linge einer Zeile von
A muss gleich der Lénge einer Spalte von B sein.
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b) Im Produkt A - B = C' ist der Eintrag

c11 = apbi + aigba + - -+ aipnbn

das Skalarprodukt des Zeilenvektors (aiq, ..., a1,) (= erste Zeile
b

der Matrix) mit dem Spaltenvektor | : (= erste Spalte der
bnl

Matrix).

Allgemeiner ist der Eintrag an der Stelle ij das Skalarprodukt
aus der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

Beispiel: Mit

1 4
Ay = |2 5] eMBx2,R) und
3 6
7T 8 9
By = (10 11 12 € M(2x 3,R)
gilt
47 52 57
Ay -By = |64 71 78| € M(3x3,R) und
81 90 99
50 122

Man kann die Rechnung, wenn man vorsichtig sein will, in folgendem
Schema (Falk’sches Schema) organisieren:

78 9
10 11 12
1 4[47 52 57
2 5/64 71 78
3 6|81 90 99

Man kann dann jeweils direkt ablesen, von welchen Vektoren das Ska-
larprodukt gebildet werden muss, um den Eintrag in Position (¢, j) des
Produkts zu erhalten, ndmlich vom Zeilenvektor links vom Trennstrich
in der gleichen Zeile und dem Spaltenvektor oberhalb des Trennstrichs
in der gleichen Spalte.

Weitere Beispiele finden sich im MAPLE-Worksheet zu diesem Thema.
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21
Folgerung 15.4. Der Vektor z = | : | € R" st genau dann eine
Zn
Losung des linearen Gleichungssystems
anry +-o-+ aQpTy = b1

211 + -+ Aoy = bQ

Am1T1 + -+ ATy = bm

von m Gleichungen in den n Variablen x1, ..., x,, wenn fir die Koef-
fizientenmatrix

A = (a;j)1<izm € M(m x n,R)

1<5<n

(mit m Zeilen und n Spalten) gilt

by
Az=b:=| :
b
(als Matrizprodukt).
Beispiel:
4 -1 29 8
oo 3 _ . _ . .
a) Mit A = (1 1 ) und b = (17) ist z = <9> eine Losung von
Ax =b. )
11 -1 -1 0 43
by MitA=|0 1 1 —1])undb=|[0]istz= | 3; | eine
-11 0 2 1 03

Lésung von Ax = b.

Bemerkung. Fir A € M(m x n,R) kann man die Abbildung L, :
R" — R™ durch L4(x) := Ax definieren. Fir L, gilt auf Grund der
Rechengesetze fiir Matrizen

La(x+y) = La(x)+ La(y) fir alle x,y € R"
La(Ax) = ALa(x) fur alle x € R", A € R;

Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man linear, sie bilden 0 auf
0 und Geraden auf Geraden ab. Umgekehrt kann man zeigen, dass jede
Abbildung L : R" — R™ mit dieser Eigenschaft als L4 mit einer Matrix
A geschrieben werden kann. Die Spalten der Matrix A sind dabei genau
die Bilder der Standard-Einheitsvektoren des R™ unter L.

Folgerung 15.5. Sei A € M(m xn,R) eine Matriz mit m Zeilen und
n Spalten.
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a) Der Nullvektor O ist eine Losung des homogenen linearen Glei-
chungssystems Ax = 0.
Sind y,z Lisungen des homogenen linearen Gleichungssystems
Ax =0 und X € R, so sind auch \y und y + z Ldsungen.

b) Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = 0 hat immer die
“triviale Losung” x = 0.
Die Losungsmenge L = {y € R™ | Ay = 0} ist ein Untervektor-
raum des R™ (kann aber auch nur aus 0 bestehen).

Beispiel:
_2 _1
1 1 -1 -1 2 'y —%
a)SeiA=| 0 1 1 —1 1].DieVektoren | —% |und | 3
-1 1 0 -21 1 0
0 1
sind Losungen von Ax = 0 (nachrechnen).
-1
0
Also ist auch ihre Summe | 0 | eine Losung.
1
1
Wir werden zeigen: Die Losungsmenge ist
1
4° i
3, 3
L=<\ -3 +u 3 | )\, n e R
1 0
0 1

Folgerung 15.6. Sei A € M(m xn,R) und 0 # b € R™.
a) Sindy,z Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems

Ax = b,
so ist y —z eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungs-
systems

Ax = 0.

b) Ist 'y eine Ldsung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b
und z' eine Losung des zugehiorigen homogenen Gleichungssys-
tems Ax = 0, so isty+2' eine Losung des inhomogenen Systems
Ax = b.

Die Losungsmenge L. = {y € R" | Ay = b} des inhomogenen Sys-
tems erhdlt man also, indem man eine spezielle Lisung yo des Systems
bestimmt und dazu alle Losungen des zugehdrigen homogenen Systems

adddiert.
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Beispiel:
0
a) Eine spezielle Losung von Ax = | 0 | mit A wie oben ist yg =

1

2

1

13

3

0

0

Die allgemeine Losung erhalten wir also als

1

—3 -1

_i 0
3

Yo + A 3 + u 0

0 1

1 1

. 4 -1 . 8\ . .
b) Sei A = 1 13 . Wir haben gesehen, dass g | eine spezielle

Lésung von Ax = %2 ist.

Das zugehorige homogene System hat nur die triviale Losung,
die Losung des inhomogenen Systems ist eindeutig.

Wir haben jetzt zwar eine allgemeine Aussage iiber die Struktur der
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, aber noch kein brauch-
bares Verfahren zur Ermittlung der Losungen. Die in den bisherigen
Beispielen benutzte Methode, ad hoc Gleichungen fiir eine der Va-
riablen zu suchen und diese in die anderen Gleichungen einzusetzen,
funktioniert zwar in einfachen Beispielen, eignet sich aber nicht fiir die
Behandlung der in der Praxis hidufig auftretenden Systeme von mehre-
ren hundert oder tausend Gleichungen in ebenso vielen Variablen, sie
fithrt meistens schon bei Systemen aus zehn bis zwanzig Gleichungen
in die Irre.

Um das systematische Verfahren an einem einfachen und iibersichtli-
chen Beispiel einzufiihren, betrachten wir zunéchst Gleichungssysteme
aus drei Gleichungen in drei Variablen.

Beispiel: Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit A € M(3 x 3.R),
b € R3 kann man durch geschicktes Umformen (siehe unten) immer
in ein dquivalentes Gleichungssystem von einer der folgenden Formen
iiberfiithren:



MATHEMATIK FUR NATURWISSENSCHAFTLER, 2008/09 123

/ / / _ /
ayy Ty + aypTy + ajzrs = b
_ /
. 0 = b
. /
0 — bs-

Ist in diesem Fall b # 0 oder b # 0, so ist die Losungsmenge
leer. Ist b, = by = 0, so ist die Losungsmenge eine Ebene im R?,
falls wenigstens eines von a/;, a},, a}; nicht Null ist, der ganze R?

andernfalls.
/ / / . / /
a1 + dypTy + ajzrs = by ay #0
/ / _ / / /
. a5xo + agsxs = by ah, # 0 oder aby # 0

0 = b
(oder das gleiche System mit a}; = ab, = 0, a}, # 0 und aj; # 0).
Ist hier b} # 0, so ist die Losungsmenge leer. Ist b5 = 0, so ist die
Losungsmenge eine Gerade.

/ _ /
/ _ /
o alhry = b
/ _ /

mit alll 7& Oa (1,22 7é 07 aéS 7& 0.
Dieses Gleichungssystem ist eindeutig losbar, die Losungsmenge
besteht aus einem Punkt.

Man kommt dabei mit folgenden Umformungen aus:
e Addieren einer mit A\ € R multiplizierten Gleichung zu einer
anderen,

e Vertauschen der Reihenfolge der Gleichungen.

Fiir die Gleichungsmatrix und den Vektor b auf der rechten Seite be-
deutet das:

a) Addieren einer mit A € R multiplizierten Zeile der Matrix bzw.
des Vektors zu einer anderen
b) Vertauschen von Zeilen der Matrix bzw. des Vektors.
Diese beiden Umformungen zusammen mit

¢) Multiplizieren einer Zeile mit A # 0

heiflen elementare Zeilenumformungen. Man kann sie genauso fiir grofie-
re Gleichungssysteme (mehr Gleichungen, mehr Unbekannte) durchfiihren.

Wir zeigen das an einem
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Beispiel:
1 1 -1 -1 2 0
0 1 1 —-11 0
-1 1 0 =21 1
11 -1 -1 2 0
— 01 1 —-11 0
02 -1 -3 3 1
11 -1 -1 2 0
— 01 1 —-11 0
00 -3 -1 1 1

Man kann Werte fiir x4, x5 beliebig vorgeben und erhélt zunéchst (z4 =
x5 = 0) die spezielle Losung

Wi

W=

Yo =

O Owi

Anschlieffend erhélt man fiir das homogene System zunéchst mit x4 =
1, x5 =0 bzw. x4 = 0, z5 = 1 die beiden “Fundamentallésungen”

_2 _1
o
3, 3
BER BE B
1 0
0 1
und daraus die “allgemeine Losung”
_2 1
4 .
3 3
Ty —% + x5 %
1 0
0 1

Satz 15.7. a) Ist A € M(m x n,R), so kann A durch elementare
Zeilenumformungen in Zeilenstufenform gebracht werden.
A wird in A transformiert mit
Zeichnung an der Tafel
Man kann sogar reduzierte Zeilenstufenform erreichen, d.h. in
der obigen Gestalt von A sind die Zahlen a;j, alle gleich 1 und
tiber jeder dieser Einsen stehen nur Nullen.
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b) Wir nehmen zusdtzlich an, dass die Variablen so angeordnet sind,
dass A in spezieller reduzierter Zeilenstufenform von der Gestalt

1 0 cee e Q1pq1 o Q1n
0 1 0 cee A2p41 ... QA2
0O ... ... 1 aq1 ... Gp

mit m — r Nullzeilen ist.
Dann hat man die n — r Fundamentallosungen

—a1 41
. _al,n
—Qrr41
' _ar,n
y1 = 1 yeo o Yn—r = . ’
0 :
. 0
i 1
0

und die Liosungsmenge von Ax = 0 ist
L= {SUr+1Y1 + Tryoy2 + 0 F TpYn—r | T S R}v

wobei jede Lésung genau eine Darstellung in dieser Form hat.

Definition 15.8. In der Situation von 15.7 sagt man, r sei der Rang
der Matrix A und n — r die Dimension des Lisungsraumes

L={y| Ay =0}

des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0.

Bemerkung. Da n — r die Anzahl der freien Parameter x,1,...,z,
in der Beschreibung einer Losung ist, entspricht das dem intuitiven
Dimensionsbegriff

Definition und Satz 15.9. a) Ist U C R" ein beliebiger Unter-
vektorraum, so gibt es Vektoren yy,...,y, € U (mit einem r <
n), so dass jedes'y € U sich in genau einer Weise als

y=My1+ -+ Ay,

schreiben ldsst.
Die Zahl r heifst die Dimension von U und Vektoren yi,...,y,
wie oben heiffen eine Basis von U.

b) IstU C Fp,, ein Untervektorraum des Funktionenraumes Fp ,, =
{f: D — R"} (D eine Menge, n € N, n > 1) und gibt es
Yi,---,Yr € U wie oben, so sagt man wieder, r sei die Dimensi-
on von U und die Vektoren y.,...,y, € U bilden eine Basis von
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U.

FEs gilt: Entweder hat U fiir ein r € N Basen aus r Elementen
(und damit Dimension r), oder U enthdlt Unterriume beliebig
grofier Dimension. Im letzteren Fall nennt man U unendlichdi-
mensional.

Beispiel:

a) Geraden im R? durch 0 sind 1-dimensionale Unterrdume. Hat die
Gerade g die Parameterdarstellung

g={Av[XeR],

so ist v eine Basis.
b) Ebenen im R"™ durch 0 sind 2-dimensionale Unterrdume.
Hat F die Parameterdarstellung E = {Av; + pvy | A\, u € R}, so
bilden vi, vy eine Basis von E.
c¢) R3 ist 3-dimensional.
Die Standard-Einheitsvektoren

1 0 0
e = 0 , € = 1 , €3 = 0
0 0 1

bilden eine Basis.
d) R™ ist n-dimensional. Die Standard-Einheitsvektoren

1 0 0

0 1 0

e —= 0 , €9 — 0 ye . €y =
: 0

0 0 1

bilden eine Basis.

e) U:={f: R— R| f zweimal differenzierbar, f” = f} ist ein
zweidimensionaler Unterraum von V' mit Basis fi, fo : fi(t) =
cosh(t), fa(t) = sinh(t).

f) wie e) nur mit f” = —f, cos(t) und sin(¢) statt cosh(t), sinh(¢).

g) V. ={f: R — R} ist unendlichdimensional, die Unterraume
Uy={f: R—R| f(z) = Z;L:_Ol a;jx’} aus allen Polynomen
vom Grad < n sind Unterrdume der Dimension n, n € N beliebig.

Wir werden noch 6fter mit Untervektorraumen des R™ oder des Funk-
tionenraumes Fp,, = {f : D — R"} zu tun haben. Dabei benotigen
wir noch folgende Definition:

Definition und Satz 15.10. Sei V ein Vektorraum tiber R und uy, . .., u,
Elemente von V.

a) Die Menge
U={>_ Xu; | \eR}
i=1
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st ein Untervektorraum von V' ; dieser heifit der von uq, ..., u,
erzeugte (oder aufgespannte) Unterraum und wird auch mit
(ui,...,u,) bezeichnet.
U besteht aus allen Vektoren v € V', die als Linearkombina-
tionv =Y., \ju; der gegebenen Vektoren uy, ..., u, geschrieben
werden kdnnen.

b) Falls jeder Vektor v € U = (uy,...,u,) nur auf eine Weise als

Linearkombination v € Z)\iui (mit \; € R) geschrieben wer-
i=1

den kann, so sagt man, die Vektoren wy....,u, seien linear un-

abhdngig.

Hierzu dquivalente Bedingungen sind.:
i) Uy, ..., u, bilden eine Basis von U = (uq,...,u,).
)Istzll)\ul—O soist\i=---=X\.=0
iii) dim(U) = r
iv) Keines der u; lisst sich als Linearkombination der anderen
schreiben.
Sind uy,...,u, nicht linear unabhdngig, so sagt man, sie seien
linear abhingig, es gilt dann dim(U) < r.

Beispiel:
a) Die Standard-Einheitsvektoren
1 0
0 z
0 0
e = e, €p = 1| «<r
: 0
0 :
0 0

sind fiir jedes r < n linear unabhéngige Vektoren im R".
b) Die Vektoren

1 0 1
x=[0),y=(1],z=|1]|=x+Yy
0 0 0
im R? sind linear abhingig. Der von ihnen aufgespannte Teilraum
a
U={|b] eR®|a,beR}
0

ist eine Ebene (die © — y—Ebene) und hat nur Dimension 2. Der
Nullvektor lésst sich als

O=x+y—2z
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schreiben.

¢) Zwei Vektoren uj,usy in einem Vektorraum V' sind genau dann
linear abhéngig, wenn sie proportional sind, wenn also u; = A\u,
oder uy = A\u; mit einem A\ € R gilt.

Bei Gleichungssystemen mit quadratischer Matrix A € M(n X n, K)
gibt es noch eine andere Moglichkeit, die Losungsmenge zu beschreiben,
vor allem im Fall eindeutiger Losbarkeit.

Definition und Satz 15.11. Sei A € M(n x n, K).
a) A heift invertierbar (requlir), wenn es eine Matriz A~ € M(nx
n, K) gibt mit
A- A=A A=FE,.
Nicht invertierbare Matrizen heiffen auch singuldr.

b) A€ M(n x n, K) ist genau dann invertierbar, wenn rg(A) =n
gilt, wenn also die reduzierte Zeilenstufenform von A die Gestalt

c) A ist genau dann invertierbar, wenn das lineare Gleichungssys-
tem Ax = b fiir jedes b € R" genau eine Lisung hat; diese ist
dann gleich A~'b.

Beispiel: A; — (é g) hat A7! — ((1) 8) Ay — (é i) hat A;' —
2
1

((1) _11)’ As = ((1) 8) und Ay = (1 i) sind nicht invertierbar

(singulér).

Um mit dieser Beschreibung der Losung etwas anfangen zu koénnen,
benotigen wir noch die Definition der Determinante:

Definition und Satz 15.12.  a) Die Determinante der Matriz
A= (an a12> € M(2x 2,R) ist als

Q21 A22

ailp aig
21 Qa22

det A =

‘= A11022 — G210A12

definiert.
Mit x = (

- Ly = M2 gt |det A| die Fliche des von x
az1 22

und y aufgespannten Parallelogramms. Schreibt man A als A =
(x,¥), so gilt

i) det(Ax,y) = Adet(x,y)

ii) det(x + x',y) = det(x,y) + det(x',y)
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iii) det(y,x) = —det(x,y)
iV) det(Eg) = 1.
b) Die Determinante der Matrix

11 aiz2 A3
A= ao1 Qo9 G923 | € M(3 X S,R)

a31 dAazz G33

15t mat
a11 a12 @13
X= |0 |, y=|0a2]|,Z2=| a3
a3 a32 a33
durch

det(A) = |A| =x - (y x z)
gegeben und kann auch nach der Regel von Sarrus berechnet wer-
den.
| det(A)| ist das Volumen des von X,y,z aufgespannten Parallel-
epipeds.
Schreibt man A = (X1, Xg,X3), S0 gilt:

1) det(/\xl, X9, Xg) =\ det(xl, Xo, Xg)

i) det(x; + X, X9, x3) = det(x1, X2, X3) + det(x], x2,x3)

iii) — det(xy,x9,x3) = det(xg, X1, X3)

iV) det(Eg) =1
und entsprechend fiir die anderen Spalten.

¢) Firn € N (n > 1) beliebig kann man genau eine Funktion A ——
det(A) € R fiir Matrizen A € M (nxn,R) definieren, fir die (mit
A= (X1,...,Xy,), X; € R" in Spaltenschreibweise wie oben) i)-
iv) aus b) analog gelten.
det(A) heifst die Determinante von A.
Es qilt:

i) det(A- B) = det(A) - det(B)

ii) A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt.
Durch | det(A)| kann man analog wie in a) und b) das Volumen
von Quadern bzw. allgemeiner Parallelepipeden in R™ definieren.

d) (Entwicklungsformel von Laplace) Fir A € M(n x n, K)
qgilt:

i) Firl <i<mn st

det(A) = > (=1)Ma;; det(Aj)

j=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile).
i) Firl <j<n ist

det(A) = Z(— 1) a,; det(Aj;)

i=1
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(Entwicklung nach der j-ten Spalte).
(A;; ist dabei die sogenannte Streichungsmatriz, d. h. die (n —
1) x (n — 1)-Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte entsteht).

Satz 15.13. Sei A € M(n xn,R) invertierbar, b € R™. Dann kann die
Y1
eindeutige Losungy = | : | des linearen Gleichungssystems Ax = b

Yn
wie folgt berechnet werden:

~ det(A;)
Y et (A)

(1<j<n),

wo A; € M(n x n,R) aus der Matriz A entsteht, indem man die j-te
Spalte durch den Vektor b ersetzt.

Beispiel:

det(4) = 4+ 1 = 2 det(A;) = 29+ I = 1 det(A,) =
68 — 29 = 39 und damit

104, 13, 104

no= () ()= g5 =8
p o= 39:(2)=9
b) Allgemeiner sei A = (CCZ Z) mit det(A) = ad — be # 0.
Das lineare Gleichungssystem Ax = ; hat dann die eindeutige
Losung
ed — fb af — ce

yl:ad—bc’m:ad—bc
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In der Tat rechnet man nach:
aled — fb) +blaf — ce)

ayy + by = ad — be

_ (ad —bc)e

 ad—be

pr—y 67

cled — fb)+d(af — ce

ch +dys = ( fail—b(c / )

_ (ad—be)f

N ad — be

= f

Bemerkung. In der Praxis geht es meistens schneller, die Losung mit-
tels elementarer Umformungen zu bestimmen. Es ist jedoch oft niitzlich
zu wissen, dass man die Losung grundsétzlich formelméfig bestimmen
kann.
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16. EIGENVEKTOREN UND ORTHOGONALE MATRIZEN

Wir haben Matrizen bisher eingefithrt und benutzt, um lineare Glei-
chungssysteme systematisch behandeln zu kénnen. Wir kommen jetzt
zu zwei anderen Anwendungen.

Definition und Satz 16.1.  a) Sei A € M(m x n,R) eine Matriz
mit m Zeilen und n Spalten; fiir x € R setze man

aj1ry +-oct a1y
fax)=A-x= : : c R™.
CLmlxl +---+ AmnTn

Dann ist die Abbildung fa : R® — R™ linear, d.h., es gilt:

i) fax+y) = fa(x) + faly) (xy €R")

i) fa(Ax) = Afa(x) (x€R" A e€R).
Umgekehrt ldsst sich jede Abbildung f : R™ — R™, die linear
ist (d. h., die Eigenschaften i) und i) von oben hat), als fa mit
einer geeigneten Matrix A schreiben.

b) Die lineare Abbildung fa : R" — R™ mit fa(x) = Ax (A €
M(m x n,R) fest) ist genau dann umkehrbar, wenn n = m gilt
und die Matriz A invertierbar ist; thre Umkehrabbildung ist in
diesem Fall fa-1.

c) Sind A€ M(m xn,R), B€ M(nxp,R), soist faofg= fap
(mit fg: RPF — R", fa: R" — R™, fq0 fp: RP — R™ und
A-Be M(mxpR)).

d) Fir die lineare Abbildung fa : R" — R™ sind

Bild(f4) :=Im(f4) := f(R") = {Ax | x € R"} CR™
und
Kern(fs) == {x e R" |[Ax =0} CR"
Unterrdume von R™ bzw. R™. Fir die Abbildung fa : R® — R™
gilt
dim fa(R") = rg(A)
und
dim Kern(f4) = n —rg(A).

e) Istn >2und f : R" — R™ eine Abbildung mit f(0) = 0, die jede
Gerade g = {xo + Av | A € R} in R™ entweder auf eine Gerade
in R™ oder auf den Punkt f(xq) abbildet, so gibt es genau eine
Matriz A € M(m x n,R) mit f = fa.

Beispiel:

a) Fir A = E, € M(n x n,R) erhélt man als f4 die identische

Abbildung

Idg» : R*" — R", Id(x) = x fiir alle x € R".
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Sei f : R? — R? die Drehung um den Ursprung um den Winkel
¢ im mathematisch positiven Sinn (= Gegenuhrzeigersinn).

Da eine Drehung um 0 offenbar 0 festlédsst und Geraden in Gera-
den iiberfiihrt, ist f linear und lésst sich nach Teil b) des Satzes
als f4 fiir ein A € M (2 x 2,R) schreiben. Damit gilt

a () = () = (@)
a0 = () - ()

Andererseits wissen wir:
A. 1 _ [cosep A 0 _ [—sing 7
0 Sin 1 Cos ¢

A [cose — sin
- \singp cosgp
Die Umkehrabbildung zu f ist offenbar die Drehung um den Win-
kel —¢, sie hat die Matrix

B (cos(—gp) —Siﬂ(—gp)) B ( cosp  sin 4,0)
~ \sin(—y¢) cos(—p) /] \—sing cosp/’
In der Tat ist (nachrechnen) B die zu A inverse Matrix A™!, also
A-B=B-A=F,.
Sei f : R? — R? die Spiegelung an der z-Achse. Wieder ist klar,
dass f(0) = 0 gilt und dass f Geraden in Geraden iiberfiihrt, also
linear ist. Wie oben schreiben wir f = f4 und berechnen

(0)=() ()= (%),
1= 1),

Die Umkehrabbildung von f ist f selbst, da zweimaliges Spiegeln
an der x-Achse offenbar jeden Vektor in sich selbst iiberfiihrt. In

also

der Tat ist auch die Matrix A = ((1) _1) zu sich selbst invers.
Sei A = (())\ g\) mit A € R, A > 0. Dann ist Ax = A\x, f4 ist also

die zentrische Streckung mit Zentrum 0 um den Streckungsfaktor
A

Acosp —Asinp
Asing  Acose
aus der Drehung um den Winkel ¢ und der zentrischen Streckung
um den Faktor A\ zusammen, f4 ist eine Drehstreckung.

Ist wieder A > 0 und A = ), so setzt sich fa
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cosp —sing 0
e) Ist A= |sing cose 0],soist fu : R® — R3 die Drehung
0 0 1
um die z-Achse um den Winkel ¢.

Entsprechend ist fiir

cosp 0 —sine
A= 0 1 0
cosp 0 cose
fa die Drehung um den Winkel ¢ um die y-Achse, und

1 0 0
A=10 cosp —sing
0 singp cose

gehort zur Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse.

Die Drehung um eine Achse, die nicht eine der Koordinatenach-
sen ist, hat eine kompliziertere Matrix.
f) Ist f: R™ — R™ gegeben und A die Matrix mit f = fa, so ist

1 1 a1
Al =all] =™
0 0 Am1
die erste Spalte der Matrix A und allgemein
0
0
fleg) = A-[1] <
0
0
(43
amj

die j-te Spalte der Matrix A: Die Spalten der Matrix sind die
Bilder f(e;) der Standard-Einheitsvektoren.

g) Die Funktion f : R — R ist genau dann eine lineare Abbildung,
wenn f(z) = azx fir alle z gilt (mit einem geeigneten a € R),
wenn also ihr Graph eine Gerade durch den Ursprung ist. Die
aus der Schulmathematik unter dem Namen “lineare Funktion”
bekannten Funktionen mit der Gleichung f(x) = ax +b sind also
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fiir b # 0 in diesem Sinne keine linearen Abbildungen, man nennt
sie auch affine Abbildungen.

Definition und Satz 16.2. Fine lineare Abbildung fo = f : R —
R™ ebenso wie die Matrixz A heif§t orthogonal, wenn die Bilder f(ey),. . .,
der Standard-FEinheitsvektoren wieder ein Orthonormalsystem des R™
bilden, wenn also ||f(e;)|| =1 fir1 < j <n und f(e;) - f(e;) =0 fir
i # j gilt (anders gesagt: die f(e;) haben Linge 1 und stehen paarweise
senkrecht aufeinander).

Die f(e;) bilden dann ebenfalls eine Basis des R™ (Orthonormalbasis),
und die zu A inverse Matriz A~" erhdlt man, indem man in A Zeilen
und Spalten vertauscht: Die Zeilen von A~! sind die Spalten von A.

Allgemeiner: Ist B € M(m x n,R), so ist die transponierte Matriz
B' = B' = BT € M(n x m,R) die Matriz, deren Zeilen die Spalten
von B sind, mit C = B hat man also

cj=b; (1<i<n,1<j<m).

A € M(n x n,R) ist also genau dann eine orthogonale Matriz, wenn

At = A1 gilt,

Begriindung. Dass das Orthonormalsystem f(e;),..., f(e,) wieder
eine Basis des R" ist, dass es also zu jedem x € R" eindeutig bestimm-
te Zahlen A1,..., A, € R gibt, so dass x = A1 f(e1) 4+ -+ A\ f(en) gilt,
kann man mit Hilfe des Ansatzes \; = (x, f(e;)) nachrechnen.

Da man den Eintrag an der Stelle 4,7 der Matrix A’ - A berechnet,
indem man das Skalarprodukt aus der i-ten Zeile von A’ und der j-ten
Spalte von A bildet, also von f(e;) und f(e;), sieht man, dass A’ - A
in der Tat die (n x n)-Einheitsmatrix E, ist, falls die f(e;) ein Ortho-
normalsystem bilden (und umgekehrt).

Bemerkung. Mit Hilfe der Laplace’schen Entwicklungsformel fiir die
Determinante einer quadratischen Matrix zeigt man, dass det(A?) =
det(A) fiir jede quadratische Matrix A gilt.

Ist A eine orthogonale Matrix, so folgt

= det(A™!) = det(A") = det(A),

det(A)
also det(A) = £1: Jede orthogonale Matrix hat Determinante +1 oder
—1. In R? und in R? zeigt man: Drehungen haben Determinante +1,
Achsen- bzw. Ebenenspiegelungen haben Determinante —1.
Es gibt aber viele Matrizen der Determinante 1 oder —1, die nicht
orthogonal sind, etwa die 2 x 2-Matrix (1§).
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Beispiel:
a) Fir A = <COSSO — e SO) ist

siny  cosp

¢ cosp  sinp 1
A= (—Singp Cosgp) =4
Auch geometrisch ist klar, dass eine Drehung die Lange von Vek-
toren und die Winkel zwischen Vektoren nicht dndert, also die
Standardbasis wieder auf ein Orthonormalsystem von Vektoren
des R? abbildet.
1 0

b) Auch fir die Matrix A = (0 1
x-Achse gehort, ist offensichtlich A = A=, Auch hier ist geome-

trisch klar, dass die Spiegelung f4 eine orthogonale Abbildung
im Sinne der Definition ist.

, die zur Spiegelung an der

Definition und Satz 16.3. Sei f = fa: R" — R" mit A € M(n X
n,R). Ein Vektor x € R",x # 0 heifit Figenvektor von f bzw. von A
zum Figenwert A\ € R, falls Ax = \x gilt.

Fiir einen Eigenvektor x von A ist also fa(x) = Ax proportional zu X;
der Proportionalititsfaktor X ist der zugehdrige Figenwert. Es gilt:

a) Die Eigenvektoren von f zum Eigenwert X sind genau die 0 #
x € R" mit (A\E,, —A)x = 0, also die nichttrivialen Lisungen des
homogenen linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenma-
triz A\E,, — A.

b) Die Eigenwerte von f (auch Eigenwerte von A genannt) sind
genau die X € R, fir die det(\E,, — A) =0 gilt.

Durch X — det(AE,, — A) wird ein Polynom xa(A) = A" +
A N+ -+ ag gegeben, das charakteristische Polynom von
A. Die Nullstellen von x s sind also genau die Figenwerte von A

bzw. fy.

N A
c) Speziell fir A = (C d

xa(A) = A* — (a+ d)X + (ad — be) .
~—
det(A)

) € M(2 x 2,R) ist

Beispiel: Fiir A =

VR
INIEE N[N

1
3) ist xaA(A\) = A2 =3A+2=\—-1)(A—2).
2
A hat also die beiden Eigenwerte \; = 1, Ay = 2. Durch Losen der

Gleichungssysteme
(A-E,)x=0, (A-2E,)x=0

erhédlt man die beiden Eigenvektoren

() o)
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Begriindung. a) ist klar:
Ax = x=\-E,x

ist dquivalent zu
(A—)\E,)x =0.
b) folgt dann daraus, dass das homogene lineare Gleichungssystem (A—

AE,)x = 0 genau dann nichttriviale Losungen hat , wenn A— \FE,, nicht
invertierbar ist, was wiederum zu det(A — AE,,) = 0 dquivalent ist.

¢) rechnet man nach.
Satz 16.4. A € M(n x n,R) sei eine symmetrische Matriz, also
a;; = aj; fir allei,j (& A'=A).
Dann gibt es eine orthogonale Matriz T, so dass T~*AT = T*AT Dia-
gonalgestalt hat, d.h.,

M

T1AT = 0

mit)\l,...,/\nG]R{.

Aquivalent ist:

R™ hat eine Orthonormalbasis €, ..., €, aus Eigenvektoren zu den FEi-
genwerten Ay, ..., \,; diese Figenvektoren sind die Spalten der Matrix
T von oben.

Beispiel: Im vorigen Beispiel waren die Vektoren

-5 w5 (1)

eine solche Basis aus Figenvektoren zu den Eigenwerten Ay = 2 und
>\1 - 1

1 1

-1 1

: _ 1

) hat man

rar- (3 9).

Bemerkung. Der vorige Satz heifit auch Satz iiber die Hauptach-
sentransformation. Man kann n&mlich aus ihm folgern, dass fiir A =

a b . . x x
b o) € M (2 x 2,R) symmetrisch, 7" wie oben und ) = T Y
gilt:

ax® + 2bxy + cy? = \a’? + Aoy
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Da A\z”? + Ay = 1 die Gleichung einer Ellipse ist (A = Ao liefert
die Gleichung z? + y*> = 1 des Kreises vom Radius 1) bedeutet das
geometrisch:

{(z,y) | az® + 2bzy + cy® = 1}
ist eine Ellipse, deren Hauptachsen in Richtung der Koordinatenach-
sen des gedrehten (2/,y')-Koordinatensystems zeigen (siche MAPLE-
Worksheet zur Vorlesung).
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17. DIFFERENTIATION VON FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLER

Wir erinnern zunéchst an Abschnitt 1 aus dem vorigen Semester in
leicht umformulierter Fassung:

Definition 17.1. Sei D C R" ein offene Menge, d.h., zu jedem x\©) €
D ist eine (hinreichend kleine) Umgebung

U (xY) ={xeR" | |x—x9| <&}

in D enthalten (U.(x?) ist fiir n = 2 ein Kreis, fir n =3 eine Kugel
um x© vom Radius ¢).

o

a) Die Funktion f: D — R heifit in x(© = : € D partiell
o
nach x; differenzierbar, wenn die Funktion

)
.o j
Aquivalent driickt man das auch so aus:
Die Funktion

im Punkt t = x;’ nach t differenzierbar ist.

st im Punkt t = 0 nach t differenzierbar.
Ist f in allen x© € D nach x; partiell differenzierbar, so sagt
man, f seiin D partiell nach x; differenzierbar.

Man schreibt ~
of 0)y . dfj
81:]' (X ) o

oder auch
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b) Ist f in x© partiell nach allen x; differenzierbar, so sagt man,
f sei in x© total differenzierbar, wenn

n 0
) = 1) - S O — o)
x—x(0) HX - X(O) H

=0

gilt (fir die exakte Definition des Grenzwertbegriffs im R™ siehe

unten).
c) Ist f partiell nach allen Variablen differenzierbar und v € R™ ein
Einheitsvektor (also ||v|| = 1), so heift Dy (f)(xV) = Z Ujg_ai

j=1

die Richtungsableitung von f in Richtung von v.
Bemerkung. Die partielle Ableitung von f nach x; im Punkt x(0)
erhélt man also, indem man alle Variablen aufler x; auf ihrem Wert
im Punkt x© fixiert, die j-te Variable x; laufen lisst und nach ihr
differenziert.

Beispiel:
a) Ist etwa f gegeben durch f(x1,29,73) = z1 + 23 + 23, so ist
ﬁ(x) =1 ﬁ(x) = 219, ﬁ(x) = 3z2.

ox1 ’ Oxg Ox3
z1
b) Fir x = [ z3 | ist
I3

r(x) =[] = /2% + 23 + a3

der Abstand des Punktes P mit Ortsvektor x vom Ursprung.

Die Funktion f(x) = Tlx) = \/ﬁ ist auf R*\ 0 definiert
xl CI22 xs

und nach allen z; differenzierbar.

Wir haben
of 0 _1
i a—xl((ﬁJFx%*‘xg) 2)
1
= 5t rad+ad) T am
Analog:
of —To of —x

ox 2 2 337 Ox 2 2 33"
2 \VT1 + x5 + a3 3 \VT7 + x5 + x5

Insgesamt sehen wir:

% 1 X

X = .
oF N EE
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Wir halten noch fest

of
G0 =l _ 1
K = x>
Oxg

Bemerkung. In den Anwendungen tritt hidufig eine Komplikation in
der Notation auf: Eine gegebene physikalische Gréfle kann auf verschie-
dene Weisen als Funktion von anderen Gréflien geschrieben werden. Ein
Beispiel aus der Thermodynamik ist die molare Entropie eines idealen
Gases. Sie ist in Abhéngigkeit vom molaren Volumen v und der Tem-
peratur 1" als

S=cInT+ R Inv+c

gegeben, was wegen pv = RT auch als
S=(a+RInT—-—RInp+R InR+c

geschrieben werden kann.
In der einen Formulierung erhélt man anscheinend

85 . C1
or 1T’
in der anderen
oS . C1 +R
or T

Der Grund fiir diese scheinbare Widerspriichlichkeit liegt in einer Ver-
wechslung zwischen der physikalischen Grofie S und den Funktionen

fito, TV =c;InT+ R Inv + ¢

und

fo(p, T)=(ci+ R)InT — R Inp+ R In R + ¢,
die die Abhéngigkeit von S von v und T bzw. von p und T beschreiben.
Diese Funktionen sind verschiedene Funktionen von {(z,y) € R* | z >

. of fs - . . .
0, g >0} in R, und F # %2 ist nicht weiter erstaunlich.

Die Praktiker haben aber meist keine Lust, mit extra Funktionssym-
bolen zu hantieren und wollen S(v,T) zw. S(p,T) statt f; bzw. fs
schreiben.

Fiir 21 schreiben sie dann (22),, fiir 22 schreiben sie (22),, wobei
durch den angehéngten Index (hoffentlich) klar gemacht wird, welche

Funktion zu betrachten ist.

Vektorwertige Funktionen lassen sich durch Zuriickfithrung auf ihre
skalarwertigen Komponentenfunktionen behandeln:

Definition 17.2. Eine Abbildung f : D — R™ ldsst sich als

h fi(x)
f=1: | mitf(x)= :

fm fm(x)
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schreiben, wobei f1 : D — R, ..., fi, : D — R Funktionen f; : D —
R sind, diese heifien die Komponenten von f. f heifit in x(© € D (bzw.
in ganz D) partiell nach x; differenzierbar, wenn das fir alle f; gilt;
man schreibt dann

of o, ()
R T
J (9.%]' of ’ 0)
89;; (x')

Beispiel: Hat man in jedem Punkt x des Raumes ein elektrisches Feld

N El (X) El
E=E(x) = | E2(x) | gegeben, so fasst man E = | Ey | als Abbildung
E3 (X) E3

von R? — R3? auf, entprechend fiir Magnetfelder B=B.

Um oben die Definition von totaler Differenzierbarkeit sinnvoll zu ma-
chen, brauchen wir fiir Funktionen mehrerer Variabler einen Grenz-
wertbegriff. Der naheliegende Versuch, analog zur partiellen Differen-
zierbarkeit einen partiellen Grenzwert und dann auch eine partielle Ste-
tigkeit zu definieren, indem man jeweils nur eine der Variablen laufen
ldasst und alle anderen bei einem festen Wert fixiert, fithrt in die Irre.
Statt dessen haben wir das folgende direkte Analogon der Definitionen
iiber Grenzwerte und Konvergenz von Folgen und iiber Grenzwerte und
Stetigkeit von Funktionen aus Teil 1 der Vorlesung:

Definition 17.3.  a) Eine Folge (x'™),.cn von Punkten des RP heifst
konvergent gegen x € RP, wenn gilt:
Ist € > 0 beliebig, so gibt es ein N € N, so dass ||x™ —x|| < ¢
fir alle n > N gilt (anders gesagt: wenn es fir jedes (noch so
kleine) U.(x) ein N € N gibt, so dass alle Folgenglieder ab dem
N-ten in U.(x9) liegen). Man schreibt dann lim,, ., x™ = x.

b) Ist D C R und £ : D — R? eine Funktion, so heifst £ stetig
inx € D, falls gilt: Fiir jede Folge (x™)) von Punkten x™ € D
konvergiert die Folge der f(x™) gegen f(x).

c) f wie in b) heifst stetig, wenn f in allen x € D stetig ist.

d) Seif: D — R? wie in b) und x© € RP ein Randpunkt von D,
d.h., es gibt Folgen (x™) von Punkten x™) € D, die gegen x©
konvergieren. Konvergiert (f(x™) fiir jede solche Folge (x™)
gegen ein (festes) c € RY, so sagt man, £ habe fiir x — x© den
Grenzwert ¢ € R? und schreibt

lim f(x)=-c

x—x(0)
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Satz 17.4. Hatf: D — RY (mit D C R?) die Komponentenfunktio-

fi(x)

nen fi,..., f; (also f(x) = : fiir alle x € D), so ist f genau
fo(x)

dann stetig, wenn fi,..., f,: D — R sdmtlich stetig sind.

Satz 17.5. Sind f1, fo : D — R stetig (D C R"), so sind auch f1- fa
und fi + fo stetig. Ferner ist f—; in allen x € D mit fo(x) # 0 stetig.

f
(Wie friher ist (fi+ f2)(x) = fi(x) + fa(x), (fi- f2)(x) = fi(x)- fa(x),
(£4)(x) = 22 )
2 fa(x)
Bemerkung. Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes stellt man
fest, dass Funktionen wie r(x) = ———— in ihrem Definitionsgebiet
(x) T g

x%+x%+azg
stetig sind; der gleiche Schluss funktioniert fiir die meisten (aber nicht
alle) in naturwissenschaftlichen Anwendungen vorkommenden Funk-
tionen.

Definition und Satz 17.6. Sei f : D — R (D C R") nach allen
Variablen x+,...,x, partiell differenzierbar und alle adTC i D stetige

Funktionen (kurz: f ist in D stetig partiell differenzierbar).

Dann ist f in x© € D total differenzierbar, d. h., es gilt:

(%)

of
| — . : (x — <O —
x_lg%m |x —xO] [x —xO| o |x<0) (x—x'") 0
Oz,

Aquivalent ist: Es gilt
() ) = Fx0) 4D (g = 1) 57| o + 9(x)
j=1 J

mit einer Funktion g(x); fir die

. 9(x)
lim — 2\
o) x — x|
qgilt.
Bemerkung.  a) Die Eigenschaft () und ihre Umformulierung (xx)

besagen: Die lineare Funktion
— Jf 0
L(x) =) ) o - (25— ")
j=1 0%

ist eine gute Approximation fiir die Funktion f(x) — f(x).
Das ist genau analog zum Fall von Funktionen einer Variablen.
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b) Die fur alle Anwendungen entscheidende Eigenschaft () kann
fiir Funktionen, die nur partiell nach den z; differenzierbar sind,
verletzt sein. Die Bemerkung nach Satz 17.4 sorgt dafiir, dass
einem solche Félle in der Praxis selten begegnen.

Satz 17.7. a) Sei D CR"™ eine offene Menge, f: D — R partiell
nach allen x; differenzierbar. Dann heifst der Vektor

0,
2L (x)

(V- /HxD) = grad(f)(x?) := :
2L (x()

der Gradient von f im Punkt x). (Das Zeichen V heifst Nabla.)

b) Die Funktion x — (gradf)(x) ist eine Funktion D — R" (ein
Vektorfeld auf D). f heifst ein Potential (oder eine Stammfunk-
tion) des Vektorfeldes grad(f).

Wir geben jetzt noch eine Interpretation des weiter oben eingefiihrten
Begriffs der Richtungsableitung:

Satz 17.8. Sei D C R" eine offene Menge, f : D — R total diffe-
renzierbar, X € D, v € R", 0 < a € R, so dass xO +tv € D fir
t] < a gilt.

Dann ist die Funktion g :] — a,a[— R mit g(t) = f(x© + tv) diffe-
renzierbar mit Ableitung ¢'(0) = v - grad(f)(x@) = S0 v 2L Ba: L (x(0),

Ist |[v| = 1, so ist ¢'(0) = Dy f(x?) die Richtungsableitung von f in
Richtung von v im Punkt x(©)

Begriindung. Wir haben fiir x € D:

f(x) = f(x) +grad(f)-(x—xP)+p(x) mit lim o) = 0.

x—x©® [|[x — xO)|
Speziell fiir x = x(©) + tv ergibt sich:

fED 4tv) = ﬂ<%+tgmuwf

_ (0) ¢ ©) 4 tv).
)+ ; 1 xz v + (x4 tv)
Es folgt
. f(Xo + tV - af
lim V;—=——
t—0 — 83:1

wie behauptet.
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Bemerkung. a) Die Richtungsableitung misst die Anderung von
f, wenn die Variable x um den Punkt x(® herum nur in Rich-
tung des festen Vektors v variiert, genauso wie g—i misst, wie
sich f dndert, wenn die Variable x nur lings der xz;-Achse vari-
iert. Speziell fiir v = e; erhilt man die partielle Ableitung g—i

als Sonderfall der Richtungsableitung.

Man kann Beispiele konstruieren, in denen in einem Punkt x(© e
D Richtungsableitungen im Sinne des obigen Satzes in alle Rich-
tungen existieren, die Funktion aber nicht total differenzierbar
ist.

b) Unter allen Einheitsvektoren v liefert wegen

v - grad(f)| = [[v]l - lerad(f)[| - | cos(a)]

(v der von v und grad(f) eingeschlossene Winkel) der Vektor
v in Richtung von grad(f) den groBten Wert fiir die Richtungs-
ableitung.

Der Vektor grad(f) zeigt also in die Richtung des steilsten An-
stiegs der Funktion.

¢) Umgekehrt ist die Anderungsrate bei Variation des Arguments
langs einer zu grad(f) senkrechten Geraden 0. Diese Gerade ist
im Fall von zwei Variablen tangential zur Hohenlinie (Niveauline)
durch x| die fiir f(x(©) = cals {x € D | f(x) = ¢} gegeben
ist und ldngs der sich der Funktionswert nicht dndert.

Definition und Satz 17.9. Sei D C R" offen und f : D — R partiell
differenzierbar. Sind auch die partiellen Ableitungen g—i als Funktio-
nen von D nach R partiell differenzierbar, so sagt man, f sei zweimal
partiell differenzierbar und schreibt

*f f
ax]@xi IRach
fiir die partielle Ableitung %(%) nach x; von %; man schreibt auch
ﬂ B 82]0 J i i
8:1:3- T Oxj0x;°

Sind alle partiellen Ableitungen ijgzi = fo;o; 2weiter Ordnung stetig,

so kommt es bei ithrer Bildung nicht auf die Reihenfolge an, d. h., es
qgilt:

0*f 0 f

6@890,- N 8901(%]

fur alle i, 5.
Entsprechend sind partielle Ableitungen (%]_a L

Ty, 05, definiert; auch sie

sind unabhdngig von der Reihenfolge, sofern alle partiellen Ableitungen
r-ter Ordnung stetig sind.
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Definition 17.10. a) Ist f: D — R® (mit D C R3) nach allen
xj in x) € D partiell differenzierbar, so heift
%(X(o)) Of2 Ofs

91z @y 4 9I3 L0
a1, t o, X ) T o, )

(V-5)(x) = (divf) (x) := Oy

die Divergenz von f in x(©).
div(f) definiert fiir in ganz D partiell differenzierbares £ eine
Funktion D — R (diese ist also skalarwertig).

b) Istf: D — R3 (mit D C R?) inx©) € D nach allen x; partiell
differenzierbar, so heifst

91 () — 98210

(V x f)(zg) := (rotf)(zg) := %(X(O)) - g—ﬁ(x(o))
of2 X(0)) _ 9h (X(o))
81’1 812

die Rotation von f.

Ist £ in allen x© € D partiell nach allen x; differenzierbar, so
definiert rot(f) wieder ein Vektorfeld auf D.

Bemerkung. Formal schreibt man
9

Ox1

B
oxs
(V = Nabla) und sieht V als einen Vektor an.
grad(f) = Vf ist dann das Produkt des Vektors V mit dem Skalar
f (also wieder ein Vektor), div(f) = (V - f) ist das Skalarprodukt des
Vektors V mit dem Vektor f (also ein Skalar), und rot(f) = (V x f)

ist das Kreuzprodukt des Vektors V mit dem Vektor f (also wieder ein
Vektor).

Wir werden uns die physkikalische Bedeutung dieser drei Konstruktio-
nen im Weiteren noch anschauen.

Beispiel: Wir hatten bereits berechnet

X

r(x)) T

Der Gradient der Funktion x — Tlx) liefert also ein Vektorfeld, das in

grad(

jedem Punkt x zum Ursprung zeigt und Betrag T% hat.

Das Gravitationsfeld eines im Ursprung platzierten Massenpunktes (der
Masse 1) ist (bis auf die Gravitationskonstante) von dieser Form, eben-
so das elektrische Feld einer im Ursprung platzierten Einheitsladung

(bis auf die Dielektrizitdtskonstante).
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Beispiel:

a) Wir hatten fiir f(x) = Tlx) =

Af

Af

1
A/ x%er% +x§

—X

(gradf)(x) = T

frither berechnet:

147

Wir berechnen jetzt die Wirkung des Laplace-Operators A =
2 2 2 . . .

86? + % + %, der sich aus der Hintereinanderanwendung von
1 2

Gradient und i)ivergenz auf f ergibt:

2 2 2
= ngg + gxé + gx]?: = div(grad(f))
B 0 ( —T )+ 0 —X2 0 —x3
O el vd+ay  Om alvadrad 0 alee
=1 3 21 1 32xy - To 1 3 2x3-2x3
T3 T2 s p3 2 s 39
I
3 7o
= 0

b) f(z,y,2) = 2% +y*> + 2% ergibt Af =2+2+2=6.
¢) GeméaB dem allgemeinen Satz (siche unten) rot(grad(f)) = 0 gilt

fir

mit f(x) = T(lx)

E(x) =

[1x|J?

= grad(f)(x)

rot E(x) = 0.

—

Als Ubung priife man das durch explizites Berechnen von rot(E)

nach.

Physikalisch: Die Rotation des elektrischen Feldes einer punktférmi-
gen Ladung ist 0, ebenso die Rotation des Schwerefeldes eines

Massenpunktes.
Ein starrer Koérper (etwa ein Molekiil) dreht sich mit Winkelge-

w1
schwindigkeit w= | wy | um eine Achse durch den Ursprung.
w3
I
Die Geschwindigkeit im Punkt mit Ortsvektor x = | zo | ist
T3

gegeben durch

—
V =W XX =

Wol3 — W3Ts2
W3l — W13
W1y — Wl
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(Jeder Punkt des Korpers bewegt sich in der zu w senkrechten
Ebene auf einem Kreis um die Achse; der Radius dieses Kreises
ist ||x|| - sin(¢p), also die Lénge der Projektion von x auf diese

Ebene).
Man hat
Jug _ Ova
g:pg (69963 2Wl -
— [ 9w _ ous | _ —
rot(v) = gis ~gm | = 2wy | =2w .
vy _ vy
oz Oz 2&)3

Die Rotation heifit also nicht zuféllig so: Sie liefert in diesem Fall
in der Tat die Winkelgeschwindigkei der Drehbewegung.

Man beachte, dass hier a x (b xc¢) =b(a-c)—c-(a-b) mit a=V,

b = w, ¢ = x in die Irre fithrt (fehlende Vertauschbarkeit von % und

wj).
Satz 17.11. Sei D C R3 offen.

a) Fir eine zweimal stetig partiell differenzierbare skalare Funktion
f:D — R gilt rot(grad(f)) = 0.

b) Fiir ein zweimal stetig partiell differenzierbares Vektorfeld A :
D — R3 gilt div(rot(A)) = 0.

Begriindung. Das rechnet man mit Hilfe der Vertauschbarkeit der par-
tiellen Ableitungen nach. O

Bemerkung. Fiir hinreichend einfache Mengen D (etwa, falls D ei-
ne Kugel ist) gilt auch die Umkehrung, d.h., ein Vektorfeld, dessen
Rotation gleich 0 ist, ist das Gradientenfeld einer skalaren Potential-
funktion, ein Vektorfeld, dessen Divergenz gleich 0 ist, ist die Rotation
eines anderen Vektorfeldes (Vektorpotential).

Fiir Funktionen von einer Variablen hatten wir diverse Ableitungsre-
geln.

Linearitit ((f +g¢) = f + ¢, (¢f) = ¢+ f'), Produkt- und Quotien-
tenregel gelten fiir die partiellen Ableitungen unveréndert weiter und
werden nicht extra aufgefiihrt.

Komplizierter wird es mit der Kettenregel, wenn wir etwa einen Varia-
blenwechsel

Uy U1(551,1327373)
Uz | =u= U2($1,$27$3)
U3 U3($1,l‘27$3)

haben und fiir g(z) = f(u(x)) die partiellen Ableitungen berechnen
wollen.
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Satz 17.12. Seien D C R", D' C R™ offen, f : D — R und
Uy

u=| | : D — D CR" total (bzw. stetig partiell) differenzierbar.
Un

Dann ist auch g : fou: D' — R total differenzierbar, und es gilt:

) =) i) G000 (1< i)

also

oder abgekiirzt notiert:

grad g(x) = grad f(u(x))Ju(x)

" D(x) .. 2(x)
oz YUY Ozn
Jﬁ(X):: : :

M) .., 2(x)

Ju heifst Funktionalmatriz oder Jacobi-Matriz von ).

Bemerkung. Genau wie bei der Kettenregel fiir Funktionen einer Va-
riablen spielt J,(x) die Rolle der inneren Ableitung u'(x) fiir g(x) =

f(u(x)).

Bei Funktionen einer Variablen ist die innere Ableitung u/(z) die linea-
re Approximation fiir v in der Ndhe von x. Hier ist u eine Abbildung
von R"™ — R" die durch die (n x m)-Matrix J,, approximiert wird
(bzw. durch die zugehorige lineare Abbildung).

Wir formulieren die beiden wichtigsten Spezialfille dieses Satzes als
eigene Satze:

Satz 17.13. Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion, D C R3,
geschrieben als f(u,v,w). Sei D' C R und seien differenzierbare Funk-
tionen u,v,w : D' — R gegeben, geschrieben als u(x,y, z), v(x,y, z),
w(z,y, z) mit

u(x,y, z) x
v(z,y,2) | € D fir |y]| €D
w(z,y, ) z

(u, v, w definieren eine Variablentransformation), sei g(x,y, z) = f(u(z,y, 2),
v(z,y, z),w(x,y,2). Dann ist
Ju Ou Ou
0g 99 9g, _ 09 Of Of (% & &
<833’ oy’ 82) N (8u’ ov’ aw) fe By bz
ox oy 0z
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Entsprechend bet nur zwer Variablen:

o001 90 (% )

oz’ Oy ou’ v’ \ 2 3—;

Beispiel: In der Ebene werden Polarkoordinaten r, 6 eingefiihrt mit

r=+/x?+y? x=rcost,y=rsinfd (0 <r <oo, 0<0<2m).
Also:

cosf = _r
/$2 + y2
sinf = 4

/x2y2’
0 der eindeutige Winkel 0 < 6 < 27 mit diesen Werten, also

0— arccos(), falls (z,y) im ersten oder zweiten Quadranten
| 27 —arccos(7), falls (z,y) im dritten oder vierten Quadranten

Sei f = f(z,y) in kartesischen Koordinaten gegeben. F'(r,0) := f(x(r,0),y(r,0)),
2B f(x,y) =2+ 3> + L (¢ #0), F(r,0) = r* + tan(0)

(8_F 3_F) B <g g) cos@ —rsinf
or’ 00’ — ‘0z’ 9y’ \sinf rcosf
(g G_f) B (3_F 8_F) cos® —rsin@\
ox’ oy’ “Oor’ 09’ \sinf rcosd
B (8_F a_F) cos 6 sin 0
N or’ 00 —%sin@ %cos&
Also:
g = a—Fcosﬁ—la—FsinG
or  Or r 00
af oF . 10F
8_y = Esm&—i—;%cose
Im Beispiel oben:
or " 00 tan?6  cos26
of . Y
9 = QTCOSQ—TCOSQQSIHH—ZI =
af )
3_y = 2T51n9+TCOSQ
1
= 2y+—.
T

Satz 17.14. Sei D C R" offen und f : D — R eine differenzierbare
Funktion.
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Uy
Sei I C R ein offenes Intervall und u = : : I — D eine
Up
differenzierbare Funktion.
ua (t)
Sei g(t) = f : = f(u(t)) firt € I. Dann ist
Un(t)
of
gt) = Z =L u(0)) - i)

oL O
= Gt (1) + G O)(0) + -+ (b)) 1),

Beispiel: Sei f : R? — R differenzierbar, w = (gl) ein fester
2

Einheitsvektor und

() = () e () = (o) + ()

Dann ist
dat’ \us(t)) — Ou, Ot  Ouy Ot
B af af .
- Gul Tw 0u2

wir bekommen also wieder die Formel fiir Richtungsableitung.

Allgemeiner sei f : R?* — R irgendein skalares Feld (Temperatur,
Konzentration, elektrisches Potential, ...), eine Messsonde bewege sich
Ul(t)
auf der durch u(t) = [ u2(t) | gegebenen Bahnkurve in diesem Feld,
us(t)
wobei ¢ die Zeit bezeichnet.
t — (f ou(t) beschreibt dann den zeitlichen Verlauf der Von der Son-
de gemessenen Temperaturwerte, 4 (f o u)(t) = 8an1 1)+ SLuy(t) +
af %(t) deren Anderungsrate; diese erhilt man (wie bei der Rlchtungs—
ableltung) als Skalarprodukt aus dem Gradienten grad(f) und dem
U1 (t)
Geschwindigkeitsvektor u(t) = | ua(t) | der Sonde.
us(t)

Hat man hier etwa ein Teilchen, das sich in einem Kraftfeld ]? mit
Potential U (also F= grad(U)) bewegt und schreiben wir W(t) =
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U(21(t), z2(t), 25(t)), so ist 2 die Anderungsrate der potentiellen Ener-
gie des Teilchens, diese bestimmt sich als Skalarprodukt

dzxy
- t
. o i

F-v mtv=x=|=*],

t
ars
dt
wir erhalten also die bekannte Formel, die die Leistung (Anderungsrate
der Energie) als Skalarprodukt aus Kraftvektor und Geschwindigkeits-
vektor schreibt.
Als Ubungsaufgabe betrachtet man wieder

1

f(X) - T(X)
Bewegt sich ein Teilchen auf einer durch wz;(t) = rcos(t), xs(t) =
rsin(t), x3(t) = 0 gegebenen Kreisbahn vom Radius r in der zjxo-
Ebene, so rechnet man nach, dass die Leistung P = % Null ist.

Dies ist etwa der Fall bei einem die Erde in konstantem Abstand um-
kreisenden Satelliten, bei den als kreisférmige Bewegung angenéherten
Planetenbahnen, bei der Bewegung eines Elektrons um den Atomkern.

F() = (gradf)(x) = — g%

Betrachten wir andererseits einen Massenpunkt der Masse mo, der sich
zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Punkt x(® im Abstand 7o = ||x(|| vom Zen-
trum des Schwerefeldes der Masse m, befindet.

Seine Bewegung ist auf das Zentrum gerichtet, hier haben wir also

- = - — 1Mo
F-i=|F ||| =752 gt

Beispiel: f(z,y) = 32%y + Ty*z, z(t) = vy - t, y(t) = vo -
G _of do 0f dy

dt ox  dt Oy dt
= (6zy + Ty*)vy + (32% + 1dzy)vs

= (6v1vat? + Tvat*)vy + (3vit? + 14vvat?)vg
= vivy(6t2 + 3t) + vyv3 (TH* + 14¢t%)

= (9vivy + 21v103)t2.
~( 6xy + Ty?
(gradf) = <3$2 - 14a:y)
_( 6uguet? + Tvdt?
T\ 30 + vy uat?

) = ()
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Folgerung 17.15. Gegeben sei eine Funktion y = H(z,z), die wir in
der Ndihe von (xo, z0) nach x auflosen konnen, d.h., mit einer Funktion
=Gy, z) ist G(H(x,z),2z) = x bzw. H(G(y, 2), z) =y fir alle (z, ),
die hinreichend nahe bei (xq, zo) liegen (bzw. fir alle (y,z), die (mit
yo = H(x, 29)) hinreichend nahe ei (yo, 20) liegen.

Dann ist %—3 L — 1 (fir alle (z,y,z), die dicht genug bei (o, yo, 20)
liegen).
Man schreibt das auch als:

Ox 1

—), = Inversionsregel).

Begriindung. Die Gleichung G(H(z,z),z) = z leiten wir nach der
Kettenregel bei festem z nach x ab:

oG 0OH
l=—-—+40.
dy 0x+
Beispiel: z =1+ 21, y= vz — 24
gy, _ 1 w2 L2 1
. = Je-hF =300 = o
Ox ——

(a_y)z

Folgerung 17.16. Gegeben sei eine Funktion y = H(z,z), die wir in
der Nihe von (g, z9) sowohl nach x als auch nach z auflosen konnen,
d.h., mit yo = H(xo,20) hat man Funktionen x = G(y, z), z = F(z,vy),
so dass fiir alle (x,y, z), die hinreichend nahe bei (xo, Yo, z0) liegen, gilt:

y = H(G(y,2),2)
r = G(H(z,2),2)
z = F(z,H(z,2))

Dann gilt
oH G
OF
8:6 a—y
bzw.:
(%)Z - _ Egiy (Permutatorregel)
oy /T
sowre
oH oG OF
or 0z Oy
bzw.
(%)Z ) (%)y . (g_?j)m = —1 (Eulersche Kettenregel).
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Begriindung. Wir leiten F(z, H(z,z)) = z mit Hilfe der Kettenregel
nach x ab (bei festem z).

OF Oz N OF OH

ox Ox Oy Or

Also:
OF  OF OH oH -9
= — = A Al —/—/— — 9F °
ox Jy Ox ox 5
Das konnen wir auch so schreiben:
(@) = —@ (Permutatorregel)
Ox (g—;)x
Schreiben wir jetzt (mit Hilfe der vorigen Regel)
0z 1

(%)y (g_i)y7

so erhélt man 5 5 5
Y z r
2OV (22 (22 = 1.
Beispiel: Aufgabe 1 von Blatt 3:
z(z,y) = 5’y
y(@,2) = 55 (z#0)

z

2y, 2) = (£)

o=
~
<
LN
(=)
~—

Fir z # 0, y # 0 ist

(@) _ 3z _35% 3y

ox’* szt 5 at oz

0z

=), = bab

G = o

Ox 11 2 _» 1 53y, _» 1 _ 1

o = 3o i= (= =

0z 35y by 15y by 15y 1522y
dy 0z dxr, =3y 3 1

Wir wollen das schon mehrfach angesprochene Thema “Auflésen nach
einer der Variablen” noch etwas systematisieren.

Definition 17.17. Sei D C R? offen, ' : D — R eine Funktion,
(0,Y0) € D mit F(xo,y0) = 0. Man sagt, durch F(x,y) =0 sei in der
Nihe von (xo,yo) implizit eine Funktion y(z) gegeben, wenn gilt:

Es gibt ein offenes Intervall I um xq und J um yo und eine Funktion
g: I — J, so dass

{(,y) e D | F(z,y) =0, velycJ}={(z,9(x)) | x €I}
qgilt.
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Anders ausgedriickt: In der Nihe von (xo, o) ldsst sich die Nullstellen-
menge {(z,y) € D | F(z,y) =0, z € I,y € J} von F(z,y) als Graph
{(z,g(x)) | © € I} einer Funktion g schreiben.

In der Nihe heifst dabei: Im Durchschnitt eines geeigneten (geniigend
kleinen) Quadrats I x J mit dem Definitionsgebiet D.

Allgemeiner: Sei D C R™ offen, F : D — R eine Funktion, x© =
(x§°), . ,:ESZO)) € D mit F(x) = 0. Man sagt, durch F(x) =0 sei in
der Nihe von (x©) implizit eine Funktion x, = g(z1,...,2n_1) gege-
ben, wenn sich die Gleichung F(z1,...,x,) = 0 lokal nach x,, auflosen
lisst, d.h., wenn gilt:
Es gibt ein offenes Intervall J um 2 und einen offenen Quader I C
R um (27, 29) € R und eine Funktion g : 1 — J mit
I xJCD und
{xelIxJ|F(x)=0}={(z1,....,2n-1,9(x1,...,Tpn-1) | (x1,...,20n_1) € I}
Beispiel:
a) F(z,y) =ax+by+c, D=R%

F(z,y) = 0 lasst sich (offensichtlich) genau dann nach y auflosen,

wenn b # 0 ist, man schreibt dann y = @, hat also in obiger

Definition g(x) = =22=¢,

Geometrisch: Die Nullstellenmenge {(z,y) | F(z,y) = 0} ist
eine Gerade in der Ebene. Diese ist genau dann Graph einer
Funktion, wenn sie nicht parallel zur y-Achse verlduft.

b) F(z,y)=2*+y*—1, D =R%
Ist |xo| < 1 (und daher yo # 0) und I C] — 1, 1] ein Intervall um
Zo, so setze man fiir x € [

)= —v1—2% falls yp < 0.

Im Bild: Einen beliebigen Abschnitt des oberen oder unteren
Halbkreises vom Radius 1 konnen wir als Funktionsgraphen schrei-
ben.

Umgekehrt kénnen wir F(z,y) = 0 in der Nihe jedes Punktes
(20, yo) mit zg # 0 (also |yo| < 1) nach z auflsen.

Satz 17.18. Sei D C R"™ eine offene Menge, f : D — R eine differen-
zierbare Funktion (stetig partiell bzw. total), seix®) = (xgo), . ,xﬁfll, 13510)) €
D mit F(x0) = 0.

Dann gilt: Ist %(X(O)) # 0, so wird durch F(xy,...,x,) = 0 implizit

Ty, als Funktion von x1,...,x,_1 in der Nihe von x(0) gegeben.

Beispiel:
a) Lineare Funktionen F(x,y) = ax + by + ¢: siche oben
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b) F(z,y) = 2> +y*— 1

‘Z)—i = 2z = fiir  # 0 kann man nach z auflosen:
(y) = 1—y? fallszg>0
Y —/1—9y? fallszy <0
Genauso: %_5 = 2y =fiir yg # 0 kann man nach y auflésen:

(z) = v1—22 fallsyy >0
=L —vVT—22 talls yo < 0.

Die Bedingung stellt sicher, dass
N :={(z,y) | F(z,y) =0, (x,y) dicht bei (xo, %) (x € I,y € J)}

der Graph einer Funktion ist, d.h., dass es zu jedem x € I genau
ein (insbesondere nur ein) y € J mit € I und (z,y) € N gibt.
o) Flo,y) =y* —2° +x
& =2y, §E = =32 +1
Also %—5 =0&y=0
Zusiitzlich F(x,y) =0, falls2®* —z =0 z(z+1)(z—1) =0
zre€{0,—1,1}.
Also: nach y auflésbar aufier um die Punkte (0,0), (—1,0), (1,0).
(siehe Bild)

Man kann diese Aussagen auch auf Nullstellenmengen eines Systems
Fi, ..., F,, von Funktionen (anders gesagt: einer vektorwertigen Funk-
tion) verallgemeinern, wir fithren das hier nur der Vollstéandigkeit hal-
ber auf:

Satz 17.19. Sei D C R" offene Menge, F : D — R™ (m < n)
differenzierbar, sei x©) € D mit F(x(Y) = 0 gegeben.

Dann gilt: Ist die Matrix

OFy OFy
o0z YUY Oz
OF OF,
oz YUY Oxm

wnvertierbar, so ist durch das Gleichungssystem
Fi(x)=0,...,F,(x)=0
g1
implizit eine Funktiong = | : | : Dy — D} CR™ (mit Dy, C R"™™)

Im
in der Néihe von x© gegeben, d.h.,

{xe Dy x D, | F(x) =0} =

={(1(Tmats s Tn)s o I (Tonats -y )y Tonaty - Tn) | (Tt - - -

9

T,) € Dy}
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Bemerkung.  a) Statt der ersten m Variablen kann man hier belie-
big einen Satz x;,,...,x;,, von m der n Variablen herausgreifen.
b) Ist F : R — R™ linear, durch die Matrix A gegeben, und die
(m x m)-Matrix aus den ersten m Spalten von A invertierbar, so

ist obige Bedingung erfiillt.

Im Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme haben wir gesehen,

Ty
dass man dann alle Losungen [ : | von Ax = 0 in der Form
Tn
ry = $1(Q3m+1,...,£€n)
Tm = xm(mm—i-la s 7:1371)
mit beliebigem @, 11, . . ., &, angeben kann ((n—m)-dimensionaler

Losungsraum).

Der gegenwiértige Satz verallgemeinert dieses Kriterium auf nicht li-
neare Abbildungen. Im Gegensatz zu linearen Abbildungen erhélt man
hier im Allgemeinen eine Parametrisierung der Losungsmengen nur in
der Nihe des fest gewihlten Punktes x(©).

18. EXTREMWERTE, MITTELWERTSATZ, TAYLORENTWICKLUNG

Ist f: I — R eine differenzierbare Funktion einer Variablen (I C R
ein offenes Intervall), so hatten wir

Hat f in z¢ € I ein lokales Extremum, so ist f’(xq) = 0.
Ist umgekehrt f/(xo) = 0 und zusétzlich f”(z¢) # 0, so
liegt in 2y ein Extremum vor, und zwar ein Minimum fiir
f"(xg) > 0, ein Maximum fiir f”(z) < 0. Genauer galt:
Falls f'(z¢) = 0 gilt und nicht alle Ableitungen £ (z)
Null sind, so sei f die erste in zy nicht verschwindende
Ableitung.
Dann hat f in xy genau dann ein Extremum, wenn n gerade
ist, und zwar ein Minimum fiir ™ (z0) > 0, ein Maximum
fiir (™ () < 0.
Die Lage fiir mehrere Variablen ist dhnlich, aber naturgemif etwas
komplizierter.

Zuniachst haben wir:

Definition 18.1. Sei D C R” offen, f: D — R Funktion, x© € D.
f hat in x© ein lokales Mazimum, wenn gilt:
Fiir alle x € D, die hinreichend nahe bei x\° sind, gilt:

Fx9) > f(x).
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f hat in x© ein lokales Minimum, wenn gilt: Fir alle x € D, die
hinreichend nahe bei x© sind, ist f(x) < f(x).

Genauer lautet die “hinreichend nahe”-Bedingung: Es gibt eine offene
Kugel D' = U.(x9) (von einem geeigneten Radius ¢ > 0), so dass
f(xO) > f(x) fiir alle x € D'N D gilt.

Definition und Satz 18.2. Sei D C R"” eine offene Menge, f: D — R
differenzierbar, x© € D.
Falls f inx© ein lokales Extremum (also ein Mazimum oder ein Mini-

. 0 0
Snum) hat, so ist (grad(f))(x(?) = 0, also %(X(O)) =0,..., %(X(O)) =
Ist umgekehrt grad f (x(©) = 0, so sagt man x©) sei ein kritischer Punkt
von f.

Begriindung. Falls bei Variation um x(*) herum in einer beliebigen
Richtung f im Punkt x( seinen grofiten (bzw. kleinsten) Wert an-
nimmt, so gilt das erst recht, wenn die Variable x nur auf einer Geraden
durch x© laufen darf, die parallel zur xj-Achse verlauft (1 < j <n
beliebig).

Nach dem bekannten notwendigen Kriterium fiir Extrema einer Funk-
tion in einer Variablen muss dann aber ngj(X(O)) = 0 gelten.

Der Satz liefert, dhnlich wie im Fall von Funktionen einer Variablen,
zundchst eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein eines lo-
kalen Extremums. Um eine hinreichende Bedingung formulieren zu
konnen, brauchen wir die folgende Definition:

Definition und Satz 18.3. Sei A € M(n x n,R) eine symmetrische
Matriz (also A = (a;;) mit a;; = aj; fir alle i, j).
A heifit positiv definit, wenn die quadratische Form

QA(X) = XtAX = Z Qi LT j (X S ]Rn)
ij=1

fir 0 # x € R"™ nur positive Werte annimmt. (Speziell fir n = 2,
A= (Z b) und (:c) € R? haben wir:
c Y

Qa (g) = ax® + 2bxy + cy?.)

Falls Qa(x) sowohl positive als auch negative Werte annimmt, heifit
QA indefinit, falls die Werte von QQ o nur negativ sind, heifst Q 4 negativ
definit.
Es qgilt:
a) Istn =2 und A = (Z i) , s0 ist Q4 genau dann positiv definit,
wenn A > 0 und det(A) = ad — bc > 0 gilt, genau dann negativ
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definit, wenn a < 0 und det(A) = ad — be > 0 gilt, genau dann

indefinit, wenn det(A) < 0 gilt.

(Ist det(A) = 0, so ist keiner dieser Begriffe auf A anwendbar.)
b) Fir allgemeines n ist A genau dann positiv definit, wenn alle

Figenwerte von A positiv sind, genau dann negativ definit, wenn

alle Eigenwerte von A negativ sind, genau dann indefinit, wenn

A sowohl positive als auch negative Eigenwerte hat.

Beispiel:

a) A= (? ;) ist positiv definit wegen 2 > 0 und det(A) =2-2 —

1-1=3>0. Fiir 0 # (2) € R? sieht man auch direkt:

Qa (i) = 227 4+ 2zy + 297
= +y+a’+ 2y +y°
= 22 +y*+ (v +y)°
> 0.
2 3\. . .
b) A= (3 2) ist wegen det(A) = 2-2—3-3 = 4—9 = —5 indefinit.

Man sieht: Q4 (é) =2-12=2>0

QA(_ll) = 2.1246-1-(=1)+2-(=1)?

= 2-6+2
= —2<0.

c) (_12 _11) ist negativ definit.

d) (; ;) ist wegen det(A) = 0 weder positiv noch negativ definit

und auch nicht indefinit, die Form () 4 <§) nimmt in <_11) den
Wert 2-124+4-1-(=1)+2-(=1)*> = 0 an und liefert wegen
Qa <z> = 222 + 2y + day = 2(x + y)? nur Werte > 0.

Wir formulieren jetzt ein hinreichendes Kriterium fiir Extremwerte
zunéchst nur fiir Funktionen von zwei Variablen.

Definition und Satz 18.4. Sei D C R? offen, (xo,y0) € D, f : D —
R zweimal stetig partiell differenzierbar. Die Hessesche Matrix von f



160 RAINER SCHULZE-PILLOT

im Punkt (xo,yo) ist

2

2
H g%(xo,yo) aax_gy(ﬂ?o?yo)
(o, Yo) - O f ( 0 f
oz 0, Yo) a—yz(l'o,yo)

0%f _ 92%f
dxdy ~  Oydx

sie ist wegen eine symmetrische Matrix.

Es gilt:

a) Ist grad f(zo,yo) = 0 und Hy(xo,yo) positiv definit, so hat f in
(x0,Y0) ein lokales Minimum.

b) Ist gradf(zo,yo) = 0 und H(zo,yo) negativ definit, so hat f in
(xo,Y0) ein lokales Mazimum.

c) Ist gradf(zo,y0) = 0 und Hy(xo,yo) indefinit, so hat f in (xq,yo)
kein lokales Extremum; f nimmt dann in der Ndihe von (xq,yo)
sowohl Werte an, die grofier als f(xg,yo) sind, als auch solche,
die kleiner als f(xo,yo) sind.

Ist die Determinante der Hesseschen Matriz Null, so kann (zundchst)
keine Aussage tiber die Frage gemacht werden, ob f im kritischen
Punkt (xo,yo) ein lokales Extremum hat.

Beispiel: (Siehe auch das MAPLE-Worksheet zur Vorlesung.)
flx,y) = (r — y)® + 122y ist auf ganz R? definiert und beliebig oft
differenzierbar.

Wir haben
of 2
= = 3z - 12
5 (z —y)”+12y
0
8—5 = -3z —y)+ 122
Ist (2o, yo) eine gemeinsame Nullstelle von % und g—i, so haben wir
0 = S(LL’O - y0)2 + 12y0 .
0 = —3(x0— yo)? + 120 Addieren

also 0 = 12.1‘0 -+ 12y0 = 12(130 + yo)7 also To + Yo = 07 Yo = —Xg.

Wir setzen das in die erste Gleichung ein:
0 = 3(1’0 — (-I’g))Z — 121‘0
= 3-(2x)* — 122

= 3412 — 12w

= 12z — 1210

= 12z¢(zo — 1)
Also: 29 = 0 (mit yo = 0) oder zg = 1 (mit yo = —1)
Einsetzen zeigt: In (0,0) und in (1, —1) ist in der Tat g—i = g—i = 0.
Wir haben also die beiden kritischen Punkte (zo,y0) = (0,0), (x1,11) =
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(1,-1).
Wir haben
6(z —y) —6(z —y) +12
Hy(z,y) = (_6(31j — y)y+ 12 6(x ;U y) )
Also

a0 = (1 5
det(H,(0,0)) = —144 <0,

H¢(0,0) ist indefinit.
In (0,0) liegt also kein lokales Extremum vor.

6(1— (—1 —6(1 = (=1)) +12
Hy((1,-1)) = (—6(1(— (—(1>>))+ 12 (6(1—((—)1>>>+ >

(12 0
o 0 12
mit det(H(1, —1) = 144 > 0 und mit erstem Diagonaleintrag 12 > 0.

H¢(1,—1) ist also positiv definit, in diesem Punkt liegt ein lokales Mi-
nimum (mit Funktionswert f(1,—1) = 2% —12 = —4) vor.

Begriindung. Genau dann liegt in (xg, yo) ein lokales Extremum vor,
wenn dort bei Variation der Variablen ldngs einer beliebigen Kurve
durch (z¢,yo) ein Extremum vorliegt.

Wir geben uns eine solche Kurve durch

tr— (z(t),y(t)) (€] =1,1) mit 2(0) = z0,y(0) = yo

und miissen iiberpriifen, ob die Funktion g : t — f(z(t),y(t)) int =0
ein Extremum hat.

Wir hatten ausgerechnet:

9(0) = ()L w(t) y(0) + /(1) 5

y(w(t),y(t))-

Die notwendige Bedingung g'(0) = 0 ist wegen x(0) = o, y(0) = yo
und g (2o, %) = 0, (ﬂUo,yo) erfiillt.

Erneutes Differenzieren liefert:

2
50) = a(0)- G0 + 2 OO FE (0. 0) + 5/(0) 5 0]
oy oo 2

+y"(0)a—y(xo,yo) +y'(0)[2'(0 )8 ay (20,%0) + /(0 )8 5 (0, 90)]-
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Wegen (:Eo,yo) = 0, g—g(xo,yo) = 0 erhalten wir mit ug := 2/(0),
Vo =Y (0)

1 2 2f 2f
g'(0) = Uo@(l’o”yo)+Uovoayax($oayo)
0? 0?
—H)ouo(9 g (95073/0)“‘“88_;;(330,90)
O*f 2f *f
= U%@(%,yo) + QUOUOM(‘T&QO) + Uga—yg(ﬁo, Yo)-
Mit
82£(I07y0) ﬂ(%,yo)
Hf(x()?yo) = (%%f (:L' %xiafy(x )
dzoy \L0, Yo 3 2\ Lo, Yo
B a b
— \b ¢
ist also

(*)  ¢"(0) = aug + 2bugvy + cug,

wenn g(t) = f(x(t),y(t)) mit 2/(0) = wug, ¥'(0) = v ist, wenn also f
langs der durch (z(t),y(t)) gegebenen Kurve variiert.

Der Ausdruck x ist nach Definition genau dann fiir alle (ug, v9) # (0, 0)
positiv, wenn H(zo, yo) positiv definit ist, er ist genau dann fiir alle
(uo,v0) # (0,0) negativ, wenn H¢(xo, yo) negativ definit ist.

Ist H(zo,yo) indefinit, so ist ¢”(0) > 0 fiir alle Kurven, fiir die aug +
2bug + cvg > 0 ist, negativ fiir alle Kurven (x(t),y(¢)) mit Ableitung
(2/(0),4'(0)) = (ug, vo), fiir die aud + 2bugvy + cvi < 0 ist.

Es gibt also dann sowohl Kurven, lings denen f in (z,yo) ein Ma-
ximum hat, als auch Kurven, lings denen f in (o, o) ein Minimum
hat. Da dies die typische Eigenschaft eines Sattels ist, heifit (xg, yo) ein
Sattelpunkt von f.

Bemerkung. Oft hat man die Aufgabe, ein Extremum unter Ne-
benbedingungen zu bestimmen, also zu untersuchen, ob f(xy,...,x,)
im Punkt x(© = (x(o) S”) ein lokales Extremum hat, wenn x
nur iiber Punkte Varileren darf, die gleichzeitig eine Bedingung g =

(x1,...,2,) = 0 erfiillen.

Das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren 16st dieses Problem, wird
aber hier aus Zeitgriinden fortgelassen. Siehe etwa die Biicher von Zach-
mann bzw. Reinsch.

Definition und Satz 18.5. Sei D C R™ offen, xX% € D, f: D — R
zweimal stetig differenzierbar.
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Die Hessesche Matriz von f in x\9 ist die Matriz

PLxO) L, 2 (x©)
. n
Hp(x) = : € M(n x n,R)
02 52
e (xO) o SO

mit Eintrag af,zaj;l(x(o)) an der Stelle (4, 7).
i0Z;

Es gilt: Ist X ein kritischer Punkt von f und Hf(x(o)) positiv definit,
so hat f in x© ein lokales Minimum.

Ist xO) ein kritischer Punkt von f und Hf(X(O)) negativ definit, so hat
f in x© ein lokales Mazimum.

Ist x©) ein kritischer Punkt und H(x)) indefinit, so hat f inx© kein
lokales Extremum, f nimmt dann in der Néihe von x(© sowohl grifiere
als auch kleinere Werte als f(x©) an. Man sagt in diesem Fall, x*
sei ein Sattelpunkt von f.

Definition und Satz 18.6. Sei D C R? offen, seien f,o: D — R
differenzierbare Funktionen.

f hat in (zo,y0) € D ein lokales Mazimum (Minimum) unter der Ne-
benbedingung o(z,y) = 0, wenn f(z,5) < F(zo,u0) (bw. [(z,y) >
f(zo,90)) fiir alle (x,y) € D gilt, die hinreichend nahe bei (xo,yo) lie-
gen und fir die p(z,y) =0 gilt.

Hat f in (xo,y0) ein solches lokales Extremum unter der Nebenbedin-
gung @(x,y) = 0, so hat die Funktion F(z,y,\) := f(z+y) + de(x,y)
fiir ein geeignetes Ao einen kritischen Punkt in (xq, Yo, Ao)-

A heifst der Lagrange-Multiplikator.

Beispiel: f(z,y) = 2® + y2, p(x,y) = 3y — z + 2.
F(z,y,\) = 2% + y* + 3\y — 3\z + 2\

B_§:2y+3>‘ — 2y+6x=0
Jy—x+2=0
g—f:By—x—irZ
T =2+ 3y — 2y+124+ 18y =0
20y = —12
:—%:—1%:—0,6

r=2-1,8=0,2 A=0,4
r = 3y + 2 einsetzen
By+2)2+y* = 9P +120+4+9°
= 10y* + 12y + 4

Ableiten: 20y +12 =0, y = —42

Zweite Ableitung 20 > 2 — Minimum.

Wir kommen jetzt zur Taylorentwicklung und zum Mittelwertsatz.
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Wir erinnern zunéchst an die entsprechenden Resultate aus der Diffe-
rentialrechung in einer Variablen:

f I — R sei unendlich oft differenzierbar, I ein offenes Intervall,
xo € 1.

n L FO) (g |
Prpule) = ST

4!

= flwo) + f'(wo)(x — 20) +

f/// (x(])
6

Dann gibt es zu z € I und n € N gegeben ein 3 zwischen x und xy mit

n+1 f(n+1) (ﬁ)
(n+1)!

Mit anderen Worten: Durch das Polynom P, ¢, (z) vom n-ten Grad
wird f bis auf einen Fehlerterm vom Grad n + 1 approximiert, ein sol-
cher Fehlerterm wird fiir x, die sehr dicht bei zq liegen, aulerordentlich
klein.

f" (o) 5
5 (x — )

(™) (g
(x—xo)3+---+f n(! 0)(1'—3:0)”.

_|_

f(x) = Py g (z) = (x — 20) (Taylor-Formel).

Speziell fiir n = 0 haben wir den Mittelwertsatz:

f(z) = f(xo) = f'(B)(x — 20)
mit einem (3 zwischen z und zg; fiir n = 1 zeigt

L L0 =

f(z) = f(zo) + f'(x0)(x — 70)
dass die lineare Approximation

g(x) = f(wo) + f'(w0)(x — 20)

die Funktion f bis auf einen Fehler zweiter Ordnung approximiert.

Im Grunde das Gleiche geht in mehreren Variablen. Wir ersetzen hier
das offene Intervall I durch eine offene Kugel D im R"; allgemeiner
konnte man als D eine offene konvexe Menge wihlen, d.h., eine offene
Menge, die zu je zwei Punkten die Verbindungsstrecke zwischen beiden
enthélt.

Satz 18.7. (Mittelwertsatz.)
Sei D eine offene Kugel in R™, a € D fest, f : D — R differenzierbar.

Dann gilt fiir x € D mit einem geeigneten  zwischen X und a:

%) - fa) =3 (a; - a»ﬁ—i(m.

i=1
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B zwischen x und a heifft dabei: f =a+t(x —a) mit 0 <t < 1.
Speziell fir zwei Variable x,y und f = (xo) hat man

Yo
0 0
L.

f(xay) - f($0,y0) = (.’ﬂ - LL'Q) ay (7)7

(Z?) <£L'0> " (l’ — CC())
Y Yo Y Yo

Satz 18.8. (Taylor-Formel 2. Ordnung)
Sei D eine offene Kreisscheibe im R?, (xg,vy0) € D, f: D — R zeimal
stetig differenzierbar, (z,y) € D.

Dann gibt es ein (ﬁ) zwischen (x) und (xo), so dass
Y ) Yo

wobei

flz,y) = f($07yo)+($—$o)af($o,yo) +(y — yo)g;c(%?yo)

ox
P
%@’_ =) () (& =20}y = ) 55 (@

gilt.

Allgemeiner in n Variablen mit x© € D:
Es gibt 3 zwischen x und x© mit

6 = f +Z - ") 5 ()

62
330y~ —l)5(

7=1 k=1

Bemerkung. a) Wie in einer Variablen sieht man, dass f(x) —
f(x©) durch die lineare Abbildung

n 0
(x —x©) — Sy — 23) 2L (x©)
)

Skalarprodukt von Vektoren des R”

approximiert wird, und zwar bis auf einen quadratischen Fehler,
d.h., bis auf den Ausdruck

0? 92 e
%(I—Io)Qa_x‘]; (g) —|—(x—x0)(y—y0)axafy (5) +%<y_yo)2a_y£ (5) 7
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der fiir |z — zo| < &, |y — yo| < & durch 2¢? max(%, gin, a‘fgy)
abgeschétzt wird.

b) Man kann wie im Fall einer Variablen auch Taylorpolynome k-
ter Ordnung definieren und eine entsprechende Formel mit einem
Fehlerterm der Ordnung (k + 1) erhalten.

Da dabei auch (k + 1)-fache Summationen auftreten, verzichten
wir darauf.

Beispiel: f(z,y) = zcos(z +y) + (y — 1)%e .
of
Ox
of
Ox
of
y
of
'l - _9
0

f(z,y) =1+1 -2 —2-y+ quadratischer Term.

cos(z +y) — zsin(z +y) — 2z(y — 1)26_9[;2
0) =1

— 2y —1)e™™ — zsin(z +y)

Das Taylor-Polynom 2-ter Ordnung erhélt man so:
02 f

Fre) = —sin(z +y) — sin(x +y) — xcos(z + y)

2y —1)2e 4 daP(y — 1)2e

9l = -2

= —sin(z+y) —zcos(z +y) — da(y — e

0) = 0
8x8y( )
—= — —zcos(z+y)+2 "
0 f
Oy?
Also Approximation zweiter Ordnung:
14 (z—2y) —2” +4°

mit einem Fehlerterm, in dem sdmtliche dritten Ableitungen an einer
Zwischenstelle in einer Dreifachsumme vorkommen.

0 = 2

In Anwendungen begniigt man sich meistens mit der linearen Appro-
ximation (und quadratischen Fehlern).
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19. INTEGRATION FUR FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

In diesem Abschnitt geht es um zwei verschiedene Typen von Integra-

len:

A) Kurvenintegrale
B) Bereichsintegrale

Zunéachst zu A):

Definition 19.1. Eine parametrisierte glatte Kurve im R™ ist gegeben
durch eine stetig differenzierbare Abbildung

Uy
u= : [aa b] - Rna
Unp
wo [a,b] ein Intervall in R ist. Meistens wird hier [a,b] = [0, 1] gewdhlt.
Ist das Intervall [a, b] in Teilintervalle [aq, as), [az, as], ..., [an_1, an] mit
a=a; <ag <-- < ay,=>bunterteill und u : [a,b] — R"™ zwar stetig,

aber nur auf den Teilintervallen [a;, a;1 1] differenzierbar mit stetiger
Ableitung, so sagt man die Kurve sei stiickweise glatt.

Die Bildmenge u([a, b)) heifit die Spur der Kurve. Ist u(a) = u(b), so
heift die Kurve geschlossen.

Beispiel:

a)

Sind a, b € R? Ortsvektoren von Punkten der Ebene, so erhalten
wir durch

u(t) :=a+t(b—a)

eine Parametrisierung (mit Definitionsintervall [0, 1]) der Strecke
vom Punkt P mit Ortsevektor a zum Punkt () mit Ortsvektor
b.

Sind a, b, ¢ Ortsvektoren von Punkten P, Q, R des R?, so erhalten
wir durch

a+t(b—a 0<t<1
u(t) ::{ b+((t—1)(>c—b) Elstﬂ;

eine stiickweise glatte Parametrisierung des Weges, der aus den
Strecken von P nach @) und von () nach R zusammengesetzt ist.
Liegen die drei Punkte nicht auf einer gemeinsamen Geraden, so
hat dieser Weg bei () einen Knick: Die Kurve ist zwar stetig, aber
nur stiickweise glatt, da sie im Punkt ¢ = 1 nicht differenzierbar
ist.

Mit wuy(t) = rcos(2nt), uy(t) = rsin(27t) hat man eine Kurve
u: [0,1] — R?, die den Kreis vom Radius r um den Ursprung
einmal im Gegenuhrzeigersinn umléuft.
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0
ist der Kreis vom Radius » um den Ursprung.
d) Durch vy (t) = rcos(4nt), va(t) = rsin(4nt) definieren wir eine
geschlossene Kurve v, deren Spur ebenfalls der Kreis vom Radius
r um den Ursprung ist. Diese Kurve umlduft ihn zweimal im
Gegenuhrzeigersinn. Obwohl sie die gleiche Spur hat, ist sie im
Sinne unserer Definition eine andere Kurve. Das ist auch sinnvoll,
da es sicher einen Unterschied macht, ob man den Kreis einmal
oder zweimal durchlduft.

Wegen u(0) = u(l) = <1> ist die Kurve geschlossen, ihre Spur

Definition 19.2. Seiu: [a,b] — R" eine (stickweise) glatte Kurve.
Die Bogenldnge von u ist

s(u) := / VUG ()2 + -+ -+l (t)2dt,

also insbesondere fiir n = 2:

s(u) = / Vol ()2 + uly(t)2dt.

Ist dabei u nur stickweise glatt, so ist das Integral als die Summe der

Integrale
541

/ V@R T (D2t

[¢23

zu lesen.

Beispiel:

a) Im Beispiel a) von oben ist u}(t) = by — ay, ub(t) = by — ag, also

[ VO = o= @ o = b all

die Bogenldnge ist hier also der Abstand der beiden Punkte und
daher die Lénge der Strecke. Der Begriff der Bogenlénge einer
Kurve stellt also eine Erweiterung des Begriffs der Lénge einer
Strecke dar. Indem man eine beliebige stiickweise glatte Kurve
durch aneinander gefiigte (kurze) Strecken approximiert, sieht
man, dass auch fiir solche Kurven die obige Definition dem in-
tuitiven Begriff von der Léange einer solchen Kurve entspricht.

b) Im Beispiel b) von oben erhilt man genauso ||b — al| + ||c — b|
als Bogenldnge.
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¢) Beim einmal durchlaufenen Kreis hat man v} (t) = —27r sin(27t),
ub(t) = 27mr cos(27t), also

u) (t)? + ub(t)? = 4nr?(sin®(27t) + cos?(2nt)) = 4m?r?

und daher s(u) = V4n?r? = 27r.
d) Genauso erhélt man beim zweimal durchlaufenen Kreis s(u) =
47r.

Definition 19.3. Sei D C R? und f = ? : D — R eine stetige
2

Abbildung (ein Vektorfeld). Ferner seiu : [a,b] — D eine (stickweise)
glatte Kurve.
Dann heifst

[ + R

das Kurvenintegral von £ lings u (oder auch Wegintegral).

Ist hier u nur stiickweise glatt, so ist wie in der vorigen Definition das
Integral als die Summe der Integrale iber die Teilintervalle [a;, a;v1] 2u
verstehen.

Man nennt das Kurvenintegral auch das Integral der Differentialform
w = fidx + fody diber u und schreibt dann

/w:/ﬁm+ﬁ@

fﬁm+ﬁ@,

oder auch

wenn u geschlossen ist.
Entsprechend hat man fir D CR™, f: D — R", u: [a,b] — R":

b

[ s = | ) - wo)
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Bemerkung. Schreiben wir u;(t) = z(t), uj(t) = £, uy(t) = y(t),

uh(t) = %, so wird durch Betrachten von

b
/M@@M@+hwm%@w:

b
dx

[ituen o+ ugutey - Lan

a

die Schreibweise [ fidz + fody fiir das Kurvenintegral plausibel.

Beispiel: Das Vektorfeld f beschreibe die konstante Kraft, die einen
Massenpunkt lings des durch u : [0,1] — D C R? parametrisierten
Weges verschiebt. Wir haben dann

[ e gty = [ fdoie+ [ 1o
= S+ (u(1) =i (0)) + fa(uz(1) — u2(0))
= f.(b—a) (Skalarprodukt),

wenn wir b = u(1), a = u(0) setzen.

Wir erhalten also die Arbeit, die geleistet wird, wenn man den Massen-
punkt von a nach b verschiebt, wobei diese Arbeit fiir jeden gewéhlten
Weg von a nach b den gleichen Wert hat, ndmlich den, der auf der
geraden Strecke anfillt.

Indem man fiir eine beliebige, nicht notwendig konstante Kraft den
zuriickgelegten Weg durch sehr kurze gerade Strecken approximiert,
lings denen die Kraft nahezu konstant ist, sieht man, dass in dieser
allgemeinen Situation das Wegintegral eine verniinftige Definition der
geleisteten Arbeit liefert.

Wir werden aber gleich sehen, dass in dieser allgemeinen Situation die
geleistete Arbeit sehr wohl von der Wahl des Weges von a nach b
abhéngen kann, langs dessen man den Massenpunkt verschiebt.

In der folgenden Situation ist die durch das Kurvenintegral definierte
Arbeit bei Durchlaufen eines geschlossenen Weges (ndmlich des Kreises
vom Radius 1 um den Ursprung) nicht Null:

Sei u(t) = (cos 2rt, sin 27t) wie oben, F(z,y) = (+y, —x).
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Dann ist

1
/Fldx + Fody = /(sin(Zmﬁ)(—Zw sin(27t)
u 0

+ — cos(2mdt) (27 cos(27t))dt)
= —277/(sin2(27rt) + cos? (27t))dt
= 2.

(F zeigt stets in Gegenrichtung der Tangente an die durchlaufene Kur-
ve: F kann etwa die Kraft auf einen Magneten sein, der um einen strom-
durchflossenen Leiter herumgefithrt wird).

Satz 19.4. Sei D C R%?, U : D — R stetig differenzierbar, F =
(F1, Fy) gegeben durch

Pla.y) = (grad Ulany) = (5 (5.0). 5 (.0)

Sei w = (wy,ws) : [a,b] — D ein (stickweise stetig differenzierbarer)
Weg.

Dann ist [, Fidx + Fody = U(w(b)) — U(w(a)), das Kurvenintegral
von F diber den Weg w hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt des
Weges ab.

Begriindung. Ist W(t) := U(w(t)), so ist nach der Kettenregel

W (0) = S (wle))un (1) + G (w(O)uh )

das Kurvenintegral also gleich

wie behauptet. Il
Definition 19.5. Sei D CR", U : D — R stetig differenzierbar und
Fy
grad U=F = | :
Fy,

Dann sagt man, U sei eine Stammfunktion des Vektorfeldes F ( oder
auch ein Potential fiir F) und die Differentialform wg = .| F; - dz;
sei exakt; man schreibt dann auch

ou ou
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Satz 19.6. Ist wgp = Fidx+- - -+ F,,dx, eine exakte Differentialform in
D C R, so hingt das Wegintegral [, wg fiir einen Wegw : [a,b] — D
nur vom Anfangspunkt w(a) und dem Endpunkt w(b) ab. IstU : D —
R eine Stammfunktion des Vektorfelds ¥, so gilt

/ wr = U(w(1)) — U(w(0));

w

insbesondere ist fw wr = 0 fiir alle geschlossenen Wege w : [a,b] —
D.

Bemerkung. a) Physikalisch heifit das: Hat das Kraftfeld F ein
Potential, so héngt die auf dem Weg von a nach b durch F geleis-
tete Arbeit nur von der Potentialdifferenz zwischen den beiden
Punkten ab. Dieser Sachverhalt ist z.B. vom Schwerefeld und
von elektrostatischen Feldern geldufig, gilt aber bei Magnetfel-
dern wie dem im vorigen Beispiel beschriebenen Fall nicht.

b) Wir hatten schon frither gesehen, dass gilt:
Sei D C R3 ein konvexes Gebilde (z.B. eine Kugel oder ein ver-
allgemeinerter Quader), F: D — R3 ein Vektorfeld.
Genau dann hat F eine Stammfunktion (d.h., es existiert U :
D — R mit Fj(x) = a—Uj(x) Vx € D), wenn rot(F) = 0 gilt.

T Oz
ipit. OFs _ OFy OF, __ OFs OF, _ OF
EXptht' Oxo ~ Ox3’ Ox3  Ox1’ Oxrg Oz’

Ist D' C R? konvex (z.B. Kreis oder Rechteck), <F1> =F:

Iy
D' — R? ein Vektorfeld, so hat F genau dann eine Stammfunk-
tion, wenn
ory 0,
61‘2 N 81’1

gilt. In jedem Fall (d. h., auch ohne die Bedingung der Konve-
xitét fiir D) ist die jeweils genannte Bedingung notwendig fiir die
Existenz einer Stammfunktion:

Ist rot(F # 0 (in Dimension 3) bzw. 22 2£ 22 (in Dimension

o 1

2), so gibt es keine Stammfunktion fiir F.

Versucht man, eine Stammfunkton fiir F zu finden, so sollte
man also in jedem Fall zuerst diese Bedingung nachpriifen - ist

sie nicht erfiillt, so gibt es die Stammfunktion nicht.

Definition 19.7. Sei D C R", sei f : D — R eine skalarwertige
Funktion auf D und w = (wy,...,wy,) : [a,b] — D ein Weg in D.
Das Wegintegral von f lings w ist definiert durch
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[ sexas = / PO OWET T T
/ Fw () - [w )]

(Insbesondere erhdlt man fir f = 1 erneut die Definiton der Weglinge.)

Beispiel: Wir betrachten Zustandsédnderungen eines idealen Gases als
Weg in der (7, V)-Ebene, die dritte Zustandsgrofe p ist bekanntlich
durch pV = nRT mit V und T verkniipft. Der Einfachheit halber
betrachten wir ein Mol, setzen also n = 1.

Die Warmezufuhr bei einer kleinen Zustandsdnderung ist

T
dQ = C, dT+R7dV
N

p

Bewegen wir uns lidngs eines Weges u in der (7, V)-Ebene, so wird die
Wérmemenge (positiv oder negativ)

Q:/dQ:/(CvdTJrng)

bendtigt.
Wir betrachten jetzt folgende Wege:
Uy - [07 1] - R2 (] = 172)
un(t) = (T() +t- (T1 — T(]), ‘/0) (Tl > T())
up(t) = (Th,t(Vi = Vo) + Vo) (Vi > W)
Im ersten Schritt wird bei konstantem Volumen V; die Temperatur von
Ty auf T erhoht, anschliefend wird isotherm bei Temperatur 77 von

Vo auf V; expandiert.
Insgesamt bendtigen wir die Warmemenge

Q = /d@+/d@

RT,
= /C(T1 Todt+/ %)%H(V;_%)dt

0 0
= CU(Tl — T()) + RT1 . (111‘/1 —In VE))
N e
In(%)
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Wenn wir zuerst bei Tj isotherm expandieren und dann bei konstantem
Volumen Vj die Temperatur von Ty auf T erhohen, durchlaufen wir in
der (T, V)-Ebene die beiden folgenden Wegstiicke:

uy (t) = (To, Vo +t(Vi —W))
u22(t) = (TO —+ t(TI — To), ‘/1)
Eine analoge Rechnung ergibt die Warmezufuhr

Vi
QQ = Cv(Tl — To) + RTO hl(vl)
0

Beide (zusammengesetzte) Wege fithren in der (7', V')-Ebene vom Punkt
(To, Vo) zum Punkt (77, V7); sie liefern die unterschiedlichen Energie-

mengen (1, Q2.

Bei dem Kreisprozess, in dem wir zundchst den Weg uy1, u;2 und dann
in Gegenrichtung us;, ugs durchlaufen, wird in der Bilanz Q)1 — Q2 =
R(Ty — Tp) ln(%) von Wirme in Arbeit umgewandelt, das ist die ther-
modynamische Grundlage von Kraftwerken.

Mathematisch gesehen: Wir betrachten

T T
0 = o + Ly (¢, = 251,
i \% 2
f2
und sehen % =0, % = g # 0, die Differentialform ist nicht vollsténdig,

das Wegintegral ist vom durchlaufenen Weg abhéngig.

In der Thermodynamik bezeichnet man Gréflen als Zustandsgrofen,
deren Wert nur vom Anfangszustand (hier: (Tp, V)) und Endzustand
(hier: (T3, V1)) des Systems abhéngen, nicht aber vom Weg im Phasen-
raum (Zustandsraum), der dabei durchlaufen wird.

Wir haben also gesehen: Die Wiarmemenge () ist keine Zustandsfunk-
tion.

Betrachten wir dagegen

dQ  C, R
dS == =% = 24T + —dV,
T~ Ty
g1 g2
SO 1St
091 _ o _ 992
ov oT’

hier haben wir in {(T,V) | T > 0, V' > 0} ein totales Differential
(ndmlich die Entropiefunktion S(7',V)).

Wir kommen jetzt zu den Bereichsintegralen.

Definition 19.8. Seien a; < by € R, ay < by € R. Sei
Q:{($17372)€R2 | a1 < < by, as <y < by}
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das durch ay, by, as, by gegebene Rechteck in R* (mit Ecken (ay,as),

(b1, a2), (b1,b2), (a1,b2)).
Sei f: Q — R stetig.

Dann ist

b1 b2

/f(a:l,xz)d$1dx2 = /(/f(a:l,:rg)dxg)dxl
Q a1 as
by by

= /(/ f(331,$2)d$1)d932

= //f(a:l,xg)dwldxg
Q

das Bereichsintegral von f iber das Rechteck ().

Ist f(x1,22) > 0 fiir alle 1,79 € Q, so ist fo f(x1, x9)dz1dxs das
Volumen des Kérpers {(z1,22,73) € {Q® | a1 < x1 < by, ag < 29 <
bg, 0 S T3 S f(l’l,l‘g)}.

Beispiel:

a) Sei f(x1,22) = ¢ > 0 konstant in Q.
Dann ist offenbar

// f(z1, x9)dxrdae = ¢ - (by — a1)(by — asg)
Q

das Volumen des Quaders der Basis () mit Hohe ¢, also das Vo-
lumen unter dem Graphen

{(21, 22, f(z1,29)) € R? | (71,22) € Q} C R

Ahnlich wie bei der Integration von Funktionen einer Verdnder-
lichen schlieffit man bei einer beliebigen stetigen Funktion f :
Q — R, dass fo f(xy, 5)dx1dry als Grenzwert fiir N — oo
entsteht, wenn man ) in (gleich grofie) Rechtecke der Fliche
F(Q;), Q1,...,Qn2 zerlegt und fiir Punkte (z;,9;) € @; mit
f(zi,y:) = ¢; die Summe Zi]\fl F(Q;)c; bildet (also die Summe
der Volumina der Quader mit Basis ); und Hohe ¢;).



176 RAINER SCHULZE-PILLOT

b) Sei f(z,y) =22 +y* Q =10,1]x[0,2] = {(z,y) | 0<2<1,0<

y < 2}. Dann ist
2
/x +y*)dy)d
0

J[ s.zay - /

o) 0

_ /1((x2y+%3)z:§)d$
/

) Q=1[0,1] x[0,2], f(z,y) = (x +y)*

/ flz,y)dady = /(/(x+y)2d93)dy

1

= E((Z/Jrl —y!
1

= —(81—-16—1
12( )
1 _ 16

12 04 3

Satz 19.9. Es gilt

// [+ 9)(x1, 22)dx dxy = / [z, 2o d$1d$2+// (21, 22)dxq29
‘//f L1, T2 dwldeZ‘ </ ’f T1,T2 |d$1dl’2

Ist Q= U---U Qn eine Vereinigung von Rechtecken, die
hochstens Kanten gemeinsam haben, so ist

[ st.zay - Z [[ #t@vydod.
Q =170,

Bemerkung. Ist D C R? eine beliebige Menge (oder fast beliebig, D
sollte beschrankt und abgeschlossen sein sowie der Einfachheit halber
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zusammenhéingend), so kann man fiir stetige Funktionen f: D — R
das Integral definieren, indem man D durch kleine Quadrate der Kan-
tenlédnge % so gut wie moglich ausschopft, die Summe der Integrale
iiber all diese Quadrate ausrechnet und D gegen oo gehen lésst.

Man kann zeigen, dass man auf diese Weise einen Bereichsintegralbe-
griff erhdlt (unter Benutzung von 19.8a)), der die iiblichen Eigenschaf-
ten und fiir Rechtecke das bereits Definierte liefert.

Fiir D von nur wenig speziellerer Form kann man das Integral auch
wie in der folgenden Kombination von Definition und Satz definieren,
wahlt man den oben skizzierten Weg zur Definition, so wird Definition
und Satz 19.9 zu einer beweisbaren Aussage

Definition und Satz 19.10. Sei [ = [a,b] C R, p, ¢ : I — R stetig,
plz) <d(z) Ve eI, D={(z,y) € R* |z € I,p(z) <y < (2)}.
Dann st fir f: D — R stetig

// f(z,y)dzdy := /b(yx)f(x,y)dy)dx.
o @ po)

Bemerkung. Fiir D = @) stimmt das mit der fritheren Definition iiber-
ein.

Beispiel: Sei

D={(r,y) eR* |1 <2 <4, 0<y<2z-2}

das Dreieck mit den Ecken (1,0),(4,0), (4,6).

D ist nach oben begrenzt durch die Gerade y = 2z — 2, nach unten
durch die z-Achse.

Wir setzen also ¢(z) = 0, ¥(z) = 2z — 2. Integrieren wir f(x,y) =
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3(z* + y?) iiber D, so erhalten wir

//3(m2+y2)dxdy = 3/(/(w2—|—y2)dy)dx

=]

4

= 3/(29@3 —22%)dw + /(2x —2)%dx

0 0
4

3 4 34 3
= 3 — 2z |0—|—8/<£L‘—1) dx
0

4
= 3-128—128+8/(x—1)3dx
0
256482 )4
- + 4(33_ |0
256 + 2 - 81 — 2
416

Die meisten praktisch vorkommenden Bereiche lassen sich dhnlich wie
das Dreieck im vorigen Beispiel in der in 19.9 angegebenen Weise durch
geeignete Funktionen ¢, 1) beschreiben.

Wir geben ein weiteres Beispiel:
Beispiel: Sei 0 <z <7, p(x) =0, ¢¥(x) = Vr2—22, D ={(z,y) €
R? |2,y >0, 2% +y* <7}

Das Kugelachtel {(z,y,2) € R* | 0 < z,y,2 < r, 2 +y* + 2% < r}
ist das Volumen unter dem Graphen von f: D — R mit f(x,y) =

\/1r? — 22 — y2. Wir berechnen es

r Vr2-z2

/( / V12— a2 — y2dy)dx

0 0
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Mit a = v/r? — 22 berechnen wir das innere Integral:
/ va? —yrdy
0

Wir substituieren y = asinu, dy = acoswu du und erhalten (u =0 —

y:()’u:%—>y:a)

s
2

3
2 -2 _ 2 2
a?(1 —sin“wu)acosu du = a* [ cos®u du.
0

0

Wir hatten
1
/cos2 u du = §(sin(x) cos(z) + x)
0
also
3
2 7.(-
du = —.
/cos u du 1
0
Damit:
2 _ 020, — 2. T
/\/a yidy = a 1
0
Einsetzen von a? = r2 — x? liefert:
v ViP—a? .
/( / r? — a2 —y2dy)dxr = g/(r2 — %) dx
0 0 0
3
T, 3,
= Z(T L= 3 0)
T 2r3 wrd 4mrs

4 3 6 3
Das Volumen der Vollkugel ist das Achtfache, also gleich %.

Satz 19.11. (Transformationsformel, Substitutionsregel im R™)

Sei D' C R" eine offene Menge und ¢ = (p1,...,0,): D' — D CR"
stetig differenzierbar und bijektiv (mit ebenfalls stetig differenzierbarer
Umkehrabbildung o' : D — D'). Dann gilt fiir jede stetige Funktion
f:D—R:

/"'/(fOSO)(Ul,...,un)\detip(ul,,_,,un)|dul...dun
D/

:/...D/f(:zrl,...,asn)d:vl---dafn,
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wWo
Op1 .. Op1
8u1 6Un
Jp(ur, ... up) = : :
Opn .. Opn
ouq Oun

die Jacobi-Matriz (Funktionalmatriz) der Abbildung ¢ ist.

Speziell im Falln = 2 schreibt man haufig o1 (u,v) =: z(u,v), pa(u,v) =:
y(u,v), |det J,(u,v)| = \%[ und hat damit:

u,

J[ setuo oGS as = [[ e ay

Beispiel: Hat man das Integral einer Funktion in zwei Variablen {iber
einen Kreis zu berechnen, so benutzt man haufig Polarkoordinaten:
Mit Dp = {(z,y) € R* | 2 + y* < R*} und D = {r,0) e R? | 0 <
r<R,0<60<2r} setzen wir

x(r,0) =rcos, y(r,0) =rsind.

Die Abbildung (r,0) — (z,y) bildet dann D', bijektiv und in beiden
Richtungen stetig differenzierbar auf Dg\ {0} ab; die Funktionalmatrix

ist wie frither
(% %) - (005«9 —7sin 9>
8—3;” 8—3 sinf rcosf )’

ihre Determinante ist also r(cos? @ + sin® @) = r und wir erhalten

R 27

4/f<$7y)dx dy:O/D/f(rcose,rsine)rdrde.

Wir wenden das an auf die Funktion f(z,y) = e *"%"; aus Teil 1 der

Vorlesung wissen wir, dass die Funktion e von einer Variablen sich

nicht ohne weiteres integrieren lésst.
Hier haben wir aber mit D = Dg wie oben:

R 2w

/f(x,y)dx dy = //e‘wzrdrdﬁ
Dr 0 0
R

= 27r/r-e_7"2dr.

0



MATHEMATIK FUR NATURWISSENSCHAFTLER, 2008/09 181

Mit der Substitution r? = u, also 2rdr = du wird daraus:
R2

R
27T/7°6T2d7“ = ﬂ/e“du
0

0
= 7(1—e).
(Alternativ kann man sich die Substitution ersparen, wenn man direkt

sieht, dass —e™"" Stammfunktion von 2re™"" ist.)
Lassen wir hier R gegen oo wachsen, so erhalten wir

// eV dy dy = I%im // eV dy dy
Dgr

RZ

— 1 1_ —R2
e

Andererseits:

// eV dr dy = (/ exzd:c)(/ eV dy)

RZ —00 —00

= (/e—fv2dx)2.

—0o0

Wir erhalten also (wie im 1. Semester bereits erwihnt):

[e.o]

/ e dr = N
Bemerkung. a) Wir merken uns als wichtigen Spezialfall der Trans-
formationsformel fiir ebene Polarkoordinaten die Faustregel:

dx dy = rdr do.

b) Alle Definitionen und Sétze dieses Paragraphen gelten genauso
fiir Bereichsintegrale im R"™; man erhélt dann n-fache gewhnli-
che Integration.

Satz 19.12. (Differentiation von Integralen, die von einem Parameter
abhingen. )

Sei f . D — R stetig partiell differenzierbar in der offenen Menge
D CR? und Q = [a,b]x[c,d] C D einin D enthaltenes abgeschlossenes
Rechteck.

Dann ist
b

b
% / £ (e, y)dz = / %@,ym,

a
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die Ableitung des vom Parameter y abhdngigen Integrals nach y kann
also mit der Integration vertauscht werden.
Beispiel:

a) (Siehe Ubungen)

Fly) = — / vsin(zy)dz

0
a

F'ly) = - / 2% cos(zy)d.

0

Andererseits
SINZY z=¢  Sinay
cos(xy)dxr = o=
/ (=) y - y
0
sin(a acosa
Y )
" 2sin(ay) acos(ay) acos(ay) a?sin(ay)
F(y) = 3 2 2
Yy Y Yy Yy
Also

/ Peos()dr = —F"(1)

= —2sin(a) + 2acos(a) + a?sin(a)
= sin(a)(—2 + @®) + 2acos(a)
(a® — 2)sin(a) + 2a cos(a).

2

g(z) = /(x2 + 2y)dy — 22* + 4
g (x) = 4z
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Andererseits:

0
:/g(yf + 2y)dy
0
2

= /Zxdy = 4x.

0

Analog zu Kurven kénnen wir jetzt parametrisierte Flichen im R? de-
finieren und deren Fldcheninhalt messen:

Definition 19.13. Sei Q ein Rechteck im R?, etwa

Q:[O,l]x[o,l]:{(g) |0<t; <1,0<t, <1}

Durch eine Abbildung

Ui
u: Q —R=|u|,
U3

die tm Innern von @) stetig partiell differenzierbar ist, wird ein para-
metrisiertes Flichenstiick F im R3 gegeben, seine Spur (sein Triger)
ist die Menge u(Q).

Beispiel:
a) Sind vy, vy € R? zwei Vektoren, die zusammen eine Ebene F =
{vo+ Avi + uve | A\, € R} im Raum R? durch den Punkt vy
aufspannen (die also linear unabhéngig sind), so wird durch

u(A, p) i=vo+Avi+puvy, (0<A<1,0<u<1)

ein aparametrisiertes Flachenstiick gegeben, dessen Spur das in
E gelegene Parallelogramm P = {vo+Avi+puvy [0 <A < 1,0 <
p < 1} ist.

b) u: [0,1] x [0,27] — R?
uy(r,0) = rcos(0), ug(r,0) = rsin(0), us(r,0) = 1 —r2.
Wir haben u?(r, 0) + u3(r,0) + ui(r,0) = 1,
u parametrisiert die obere Hélfte (Nordhalbkugel) der Kugel vom
Radius 1 um den Ursprung.

Definition und Satz 19.14. Durch u: Q — R? sei ein parametri-
siertes Fldachenstick F = Fy gegeben. Sei

Our duq

o
u U
Ju= 6t12 61&22 € M;»(R)
Jus ous
ot Oto

die Jacobi-Matriz, Gy = (Ju)'- Ju € Mao(R) die zugehdrige Gram’sche
Matriz, es gilt det(Gy) > 0.
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Dann st die Fldache des durch u parametrisierten Flichenstiicks F de-
finiert als

A:é/ Vdet Gy(t)dtydts.

Ist f - u(Q) — R eine stetige Funktion, so ist das Oberflichenintegral
von f tber das Flichenstiick F gegeben als

/ F(u)do = / / F(u(t))y/det Gul®)dtrdts.
F Q

Hat man eine Menge M C R?, die man als Vereinigung der Spuren der
Flachenstiicke Fi, ..., JF, schreiben kann, wobei die Spuren von JF; und
F; fiiri # j hiochstens Teile threr jeweiligen Rinder gemeinsam haben,
so sagt man, die F; bildeten eine Parametrisierung der Fldiche M und
definiert das Oberflichenintegral [ v f(a)do einer Funktion f iber M
als die Summe der Oberflichenintegrale von f diber die parametrisierten
Flachenstiicke F;.

Der hierdurch definierte Wert von fM f(a)do hingt nicht davon ab, wie
man die Flachensticke F; gewdhlit hat.

Satz 19.15. (Sdtze von Gauf$ und von Stokes)

a) (Gaup) Sei D C R3 ein konveres Gebiet (allgemeiner: zusam-
menhdngend mit glattem Rand) mit parametrisierbarem Rand
OD (2.B. eine Kugel), f : D — R3 eine stetig differenzier-
bares Vektorfeld.

Dann ist

/ f(x) - n(x)do = / / / div(f)dzdzodas

oD

(n(x) der Einheitsnormalenvektor in x auf 0D, d.h. der Vektor
der Linge 1, der im Punkt x senkrecht auf der Randfliche 0D
steht und nach auflen zeigt).

b) (Stokes) Sei F C R3 ein Flichenstiick, das von der geschlossenen
parametrisierten Kurve OF berandet wird, £ ein Vektorfeld auf F.
Dann gilt

[ e = [(fidon + a0+ fx)dzs) = [ rot()x)  nix)do

oOF
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(n der Einheitsnormalenvektor in x).
Insbesondere:

rot(f) =0= [ we=0
/
)

div(f) =0 = /f(x) -n(x)do = 0.

Den letzteren Sachverhalt interpretiert man so:

Ist div(f) = 0, so stromt aus dem Gebiet D die durch das Feld
f gemessene Grofie weder hinein noch heraus: D ist weder eine
Quelle noch eine Senke fiir das Feld.

20. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Wir hatten schon mehrere Beispiele von Differentialgleichungen gese-

hen.

a)

Beim radioaktiven Zerfall ist die zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit
zerfallende Masse proportional zur vorhandenen Masse. Wird
diese durch m = m(t) gemessen, so ist die Differentialgleichung
m'(t) = —mf(t).

Bei einer chemischen Reaktion wird die Konzentration eines Stof-
fes gemessen durch die Funktion y = y(¢) (in Abhéngigkeit von
der Zeit). Wir nehmen an, dass y(0) = 0 ist und dass es einen
Sattigungswert a gibt, so dass die pro Zeiteinheit umgesetzte
Menge umso grofler ist, je mehr y(¢) von a abweicht. Speziell
haben wir fiir die Reaktion 1. Ordnung:

y'(t) = k(a — y(t)) (lineare Proportionalitiit)
und fiir die Reaktion 2. Ordnung:
Y (t) = k(a —y(t))* (quadratische Abhingigkeit)

oder verallgemeinert: y'(t) = k(a — y(t))(c — y(t)).

Wir erhalten also jeweils eine Gleichung, die die Ableitung von y
zum Zeitpunkt ¢ in Beziehung setzt zum Funktionswert y(¢) zum
Zeitpunkt t.

¢) Abkiihlung eines heilen Korpers:

Gegeben sei ein homogener Korper der spezifischen Warme ¢
und der Masse M, der Warme an die Umgebung abgibt. Dabei
kiihlt er sich ab, ohne aber die Temperatur 7, der Umgebung
zu erhohen (also etwa in ein sehr grofies Kiihlmittelreservoir),
T =T(t) sei die Temperatur des Korpers zum Zeitpunkt ¢.

Nach dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz ist dann die pro Zeit-
einheit abgegebene Wirme proportional zur Oberfliche F' des
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Korpers sowie zur Temperaturdifferenz 7'(t)—T5,. Da sein Wérmein-
halt zum Zeitpunkt ¢ gleich W = ¢- M - T'(t) ist, erhalten wir die
Differentialgleichung;:

cMT'(t) = W'(t) = —kF(T(t) — T,,),

also
kF

T(t) = —(T(t) ~ )

Gemeinsam ist allen drei Beispielen, dass wir eine Gleichung haben,
die die Abhéngigkeit zwischen dem Wert y(t) einer Funktion y und
dem Wert 4/(t) ihrer Ableitung ausdriickt. Diese Gleichungen kénnen
auBer y(¢) und y'(t) auch noch weitere Funktionen von ¢ enthalten und
miissen 3’ und y nicht so sauber getrennt enthalten wie hier, so wéiren
etwa auch

y =t —3y* +t oder y*-y + (v)? =sin(t’y)
Differentialgleichungen.

Definition und Satz 20.1. Sei D C R? eine Kreisscheibe in der Ebe-
ne R?, f: D — R stetig partiell differenzierbar.
Dann hat zu beliebigem Anfangswert (xo,yo) € D die Differentialglei-
chung

y' = f(z,y)

genau eine Lisung

y=y(x) mit y(xo) = Yo.
Das heifit genauer: Es gibt ein offenes Intervall I C R mit xg € I, eine
Funktion y : I — R mit y(zo) = yo und (z,y(x)) € D fir alle x € I,
so dass y'(x) = f(x,y(z)) fir alle x € I gilt.

Die Gleichung y' = f(x,y) heifit gewohnliche Differentialgleichung 1.
Ordnunyg.

Bemerkung. Das ist das, was der Naturwissenschaftler auf Grund des
Kausalitatsprinzips erwartet:

Ein vorgegebener Anfangszustand soll einen eindeutig vorhersagbaren
Zustand zum Zeitpunkt ¢ verursachen.

In Beispielen lassen sich Losungen von Differentialgleichungen oft leicht
erraten oder wie folgt finden:

Beispiel:
a) Die Differentialgleichung
1
I = it = —
y = flz,y) mit f(z,y) 5
sei gegeben im Bereich [1,00[ x |0, 00[C R% Eine Losung y =
y(x) erfilllt also ¢y = ﬁ und bei Anfangswert (xo,40) = (1,%0)
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zusétzlich y(1) = yp.
Wir schreiben

dy
2y —= =
y dx

Das integrieren wir, wobei wir rechts die Grenzen zy und x wéhlen,
links die Grenzen yo = y(z9) und y = y(z). Damit wir nicht
Grenze und Variable verwechseln, schreiben wir

fylg 2udu = f;; dt

T

1  oder 2ydy=dx.

s u?l? :t}
Yo xo
& Y-y =x—10

Vi=r—xo+yi=x—1+yi

Etwa fiir yp = 1 erhalten wir:
y? = z, also y = \/r (wegen y(1) = 1 miissen wir die positive
Wurzel nehmen).

Wir rechnen nach:

dy 1 1
Y L 1) =1
e VA y(1)
b) v = —ky fithrt auf
d
Yo~ kde
)
[d
ar_ —k(x — x0)
n
Y0
ln(i) = Iny—Inyy = —k(x — xo)
Yo
E _ efk(zfxo)
Yo
y = yoe HeT0),

Allgemeiner haben wir:

Satz 20.2. (Trennung der Variablen)

Seten I,J C R offene Intervalle, g : I — R eine stetige Funktion,
h: J — R eine differenzierbare Funktion, h(y) # 0 firy € J.

Seien xg € I, yg € J gegeben.

Dann erhdlt man die eindeutig bestimmte Liosung der Differentialglei-
chung
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mit der Anfangsbedingung y(xo) = yo, indem man die Gleichung

T

nach y auflost.

Ezxplizit: Ist G eine Stammfunktion von g, H eine Stammfunktion von
L 50 ist H umkehrbar mit Umkehrfunktion H = H™', und man erhilt

h’
y =y(z) = H(G(z) — G(xo) + H(yo))-

Im Spezialfall g = 1, also y' = h(y), spricht man von einer autonomen
Differentialgleichung.

Begriindung. Schreibe y' = dy = g(x)h(y)

Wie oben hat man durch Integrieren

also
H(y) — H(yo) = G(z) — G(z0), y = H(G(z) — G(zo) + H(w)).

Um die Umkehrbarkeit von H einzusehen, muss man beachten, dass
die Stammfunktion H von % Ableitung # 0 hat und daher monoton
ist, also eine Umkehrfunktion besitzt.

Wir rechnen schliefSlich nach

y(xo) = H(H (y0)) = o,

H(y) — H(yo) = G(x) — G(o)
= H'(y) -y =G (x) (Kettenregel)
= ¥ = 9@

y = h(y)g(z)

Beispiel:
a) ¥ = k(a —y) (Reaktion 1. Ordnung) (y = y(¢))

t

[ d
/ L :/de
a—1
0 0




MATHEMATIK FUR NATURWISSENSCHAFTLER, 2008/09 189

also
—ln(a—n)|g:k:7"g
a—y
1 = —kt
o2
y=a(l—e™)

b) v =k(a—y)(c—1y): Zuerst a #c,a#0,c#0
y p ¢
/—”:/lmzkt
(@ =mn)(c—n)

0 0
— 1 lna’_nly: 1 1nc(a_y)
c—a c¢c—n'% a—c alc—y)

(partielle Integration, Nachrechnen, dass das Stammfunktion ist).

c#0:

ca —cy

= In = (a—c)kt
ac — ay
y - (C . ae(afc)kt) — CLC(l . e(afc)kt)
ac(l — ela=o)kt) c—a

c — qela—o)kt 1— ge(afc)k:t

0#a=c a%y ist Stammfunktion von m, wir erhalten

o a’kt
kt+1 1+ akt

y(t) =a

a =0, ¢ # 0 fihrt auf

Y = —dy(c—y) = —key + ky*,
mit —kc = 7, k = —7 erhélt man die logistische Differentialglei-
chung ¢ = vy — 7y?, die wir im 1. Semester behandelt haben,
ihre Losung ist die logistische Funktion

N

TH (L —T)e "

mit Anfangswert (0, up).
Entsprechend behandle man a # 0, ¢ =0, a = ¢ = 0. (Ubung)

Bemerkung. Satz 20.2 16st das Problem in Wahrheit nur teilweise.
Die Bestimmung der Losung der Differentialgleichung ist zuriickgefiihrt
auf die Bestimmung der Stammfunktionen H, G. Wie schon in §11
erwahnt, gibt es aber nicht zu allen “elementar”, d.h., durch Potenzen,
Wurzeln, exp, In, sin, cos, arc sin, arc cos (ggf. geschachtelt) ausge-
driickten Funktionen eine ebenfalls elementar ausdriickbare Stamm-
funktion.
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Definition 20.3. Fine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung ist ei-
ne Differentialgleichung

Yy =g(x)y + h(z)
mit g, h stetig.

Ist h =0, so heifit sie homogen, andernfalls inhomogen.

Satz 20.4. Sei G eine beliebige Stammfunktion von g. Dann gilt: Die
allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung 1. Ordnung

y' = glx)y ist
y(x) = Cexp(G(z)) C € R beliebig.
Die (eindeutig bestimmte) Losung mit Anfangswert yo = y(xo) ist
o) = wesn( [ g(o)n)

xo
= Yo GGO (=) )

wo Go(z) die Stammfunktion von g mit Go(xg) = 0 ist.

Begriindung. Nach Satz 20.2 16st man die Differentialgleichung durch

y x
du
5= [t
Yo Zo

also y
hl(—) = G()(.CL')
Yo
Durch Variation des Anfangswertes erhélt man die allgemeine Losung.
O
Beispiel: Die Differentialgleichung des radioaktiven Zerfalls:
y = —ky
Go(z) = —k(z—x0)
y(z) = yoe o).

Satz 20.5. Ist y,(z) eine spezielle (partikuldre) Lisung der inhomo-
genen linearen Differentialgleichung y' = g(x)y + h(zx), so erhdlt man
alle Losungen dieser Differentialgleichung als die Funktionen y(z) =
Ynom () + Yp (), WO Ynom () alle Lisungen der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung durchlduft.

Begriindung. Wie bei linearen Gleichungssystemen sieht man, dass fiir
zwei Losungen y; und yo der Differentialgleichung die Differenz y; (x) —
y2(x) eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist
und dass mit y,(z) auch y,(z) + ynom(x) eine Losung der Differential-
gleichung ist. U
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Satz 20.6. (Variation der Konstanten)

Sei G(x) eine Stammfunktion von g(x), Go(x) die (eindeutige) Stamm-
funktion mit Go(x) = 0. Sei yi(x) = e“°@) die zu Gy gehorige Lisung
der homogenen Differentialgleichung y' = g(x)y.

Dann ist die allgemeine Liosung der Differentialgleichung
Yy =g(x)y + h(z)
von der Form
y = p(x)e,

h(t) h(t)
pla) =ct / ot / xp(Go®)

mat einer beliebigen Konstanten c ist.

wobei

Die eindeutige Losung mit y(xg) = yo ist

[ B o
y(z) = (yo —|—/€G0(t)dt) oGo(®)

zo
(. /

»(z)

Begriindung. Das erfordert eine etwas kompliziertere Rechung und entfallt
deshalb hier. Der Name ,, Variation der Konstanten“ kommt daher, dass
die Inhomogenitit h(z) dadurch beriicksichtigt wird, dass der im ho-
mogenen Fall konstante Vorfaktor der Exponentialfunktion e hier
so zu einer Funktion von x modifiziert wird, dass die resultierende

Funktion die inhomogene Gleichung 16st. U
Beispiel:
a) y' + by = 13, also h(z) = 13, g(z) = —5 und deshalb Gy(t) =
—5(t - JTO),

T

13
p(z) = yo—i—/mdt

o
T

= Yo+ 13 / S=m0) gt
0

13 _m 13
= y0+€e5(w 0)—3

Allgemeine Losung:

13 13
D 5

13, .y 13

= (yo—g)e 5 0)—1-3.
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Nachrechnen:

13 —o(x—x
(=5yo + 13)eo@0)
5y = (byo— 13)e (@) 413

y = —by+13

b)y =—2-y+3z (z>0)
Die homogene Gleichung hat (mit G(z) = — In(x)) die allgemeine
Losung
Yhom(T) = C - "% = (C'. l
x
Eine spezielle Losung riat man, indem man eine Potenzfunktion

versucht: y = a - 2* hat v/ = kaz* !

1
-y = —a,l'k_l
x
also
1
Y =—-y+3z
x
& kar" ' = —ax® ! + 32

S k=2, a=1
Also: y,(z) = 22 ist spezielle (partikulire) Losung.

Die allgemeine Losung ist dann y(x) = 2%+ C'- % mit beliebigem
CeR.

Definition 20.7. Die Differentialgleichung

9(z,y)
h(z,y)
(x,y € Q fiir ein Rechteck Q C R?) mit stetig differenzierbaren g, h,

h(z,y) # 0 auf Q, heifit exakt, wenn g—i = % in Q gilt.

y/:f(f,y):_

Aquivalent ist:

Die Differentialform g(x,y)dx + h(x,y)dy ist ein vollstindiges Diffe-
rential, es gibt also U : () — R differenzierbar mit g—g =g, %—Z =h
(U ist eine Stammfunktion der Differentialform).

Satz 20.8. Ist die Differentialgleichung

,_ 9(@y)
h(z,y)

exakt und ist U eine Stammfunktion, so gilt:
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T Y
Ulz,y) = /g(u, b)du+/h(m,v)dv+ C (CeR)
a b
fiir (a,b) € Q beliebig.
b) Die Lisungsfunktionen y(x) sind implizit durch die Gleichung
U(z,y(z)) =0 fir die Stammfunktion U gegeben.

Begriindung. a) Wir hatten gesehen, dass die Differentialform
g(z,y)dx + h(z,y)dy genau dann ein vollstindiges Differential,
also von der Form %—gdx + %—[y]dy fiir ein U : Q — R ist, wenn
die Bedingung g—z = g—Z erfiillt ist, ferner erhdlt man eine Stamm-
funktion U(x,y) durch Integration der Differentialform léngs ei-
nes (beliebigen) Weges von einem Punkt (a,b) € @ nach (z,y);
man beachte, dass die Bedingung dafiir sorgt, dass das Integral
vom Weg unabhéngig ist.

Als Weg wihlen wir einen in zwei Teile zerlegten Weg: Zunéchst
mit

7 (t) = <a + t(l‘f B a)) von (a, b) nach (x,b),
dann mit

Yo(t) = (b—i-t(f/ B b)) von (z,b) nach (y,b),

Das Wegintegral ist dann:

1 1
/g(a +t(x —a)b)(x — a)dt + /g(z7 b+t(y —b))(y — b)dt
0 0

Im ersten Integral substituiert man u = a + t(z — a), im zweiten
v =1y +t(y —b) und erhalt
x y
/g(u, b)du +/h(x,v)dv =:U(x,y)
a b
wie behauptet. Durch Addieren einer beliebigen Konstanten C'
erhélt man wie behauptet alle Stammfunktionen.

b) Hat man jetzt eine Stammfunktion U und ist U(z,y(z)) = 0 fiir
alle z, so ist (Ableiten nach x):

ou . oU
g‘i‘y(x)a—y =0

9(z,y) +g'(x)h(z,y) = 0,
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also

/ 9(x,y)
y'(z) =— :
= b
Umgekehrt gilt offenbar fiir jedes y(x), das die Differentialglei-
chung erfiillt, auch U(z,y(x)) = C fiir ein C.

U
Beispiel: 3 = i;z
Die Differentialform (z — y)dz — (z + y)dy hat die Stammfunktion
2
/udu—/x—i—v :——xy—E::U(x,y).

Suchen wir etwa die Losung durch (z,y9) = (1, 1), so haben wir offen-
bar die Gleichung

IZ yQ
gy - =U(1,1) =1

zu erfiillen:
Y +2r— (22 +2)=0
y=—x =+ Va2 + 2242
= —2+V2V22 + 1.
Wegen y(1) = 1 ist das +-Zeichen zu wéhlen:

y(x) = —z+ V222 + 2

ist die gesuchte Losung.
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21. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG UND
SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition 21.1. Gegeben sei ein System
yll = fl(xayla s >yn)

/

Yo = Jol@y1,. .5 Yn)
von Differentialgleichungen erster Ordnung. Dabei ist f : D — R,
D c R"" eine Kugel.
yi(z)
Fine Lisung des Systems ist eine Kurve y(x) = : [ — R

Yn(2)
(I C R Intervall) mit

vi(z) = flzn(@),... ua(2))

Yn(2) = falz,yi(2), ... ya(@))
fiir alle x € I und

y1 () y”

: (Anfangsbedingung)
Yn (330) yr(zo)

Satz 21.2. Sind alle f; nach allen Variablen stetig partiell differenzier-

bar, so besitzt das System genau eine Losung y(xz) mit vorgegebenen

Anfangsbedingungen y(zo) = y©.

Falls speziell fi(z,y1,...,yn) = bi(x) + >_7_, aij(x)y; mit Funktionen
a;,bi; : I — R, so heifit das System linear.

Falls zusdtzlich alle b; = 0 sind, so heifit das System homogen.
Beispiel:

v = sin(@)y +a? -y + 427

Yy = 31+ ey + cos(z)

ist ein linear inhomogenes System aus zwei Differentialgleichungen. Das
zugehorige homogene System ist

v = sin(@)y +a* -y

?Jé = "y
Satz 21.3. Die Menge der Lésungen eines linear homogenen Systems
st ein Vektorraum tiber R. Man erhdlt alle Losungen eines linear in-

homogenen Systems, indem man eine spezielle Losung fiziert und dazu
alle Losungen des zugehdrigen homogenen Systems addiert.
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Begriindung. Wie bei linearen Gleichungssystemen.
g

Im Allgemeinen ist es schwierig, ein System von Fundamentallésungen
eines linear homogenen Systems von Differentialgleichungen zu bestim-
men. Relativ leicht gelingt das nur bei konstanten Koeffizienten, also
bei einem (homogenen) System der Form

y1(z) yi(z)
Y@=1 © |=A-| i | =4y

Yn () Yn ()
mit A € M(n x n,R).

Wir diskutieren das in zwei Beispielen:

Beispiel:
A 000
a) Sein=3,A=10 X 0
0 0 A3
Dann zerfallt unser System in die vollig getrennten Gleichungen

v = A

Yo = Aoy

Ys = Asys

mit den Losungen: y; = CreM, y, = Che??, y3 = Cyee.

Der 3-dimensionale Losungsraum ist also:

Cle)\la;

{y(@) = [ e | | €eR}

3 e)\gx

mit den Fundamentall6sungen

eMe 0 0
yWa)={ 0|, yP@=|e|, yP@)=| 0
0 0 eMs®

b) Die Matrix A € M (3 x 3, R) habe die linear unabhéngigen Eigen-
vektoren b, b b®) mit zugehorigen Eigenwerten i, Ag, s,
es gelte also

Mit der Matrix
B = (b(l), b bB)) = (bi;)

gilt also
A
A-B=B A2
A3
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oder
A1
A':=B'AB = Ao
A3
Findet man die Losungen z(V, 2z z®) von 2/ = Az © 72/ =
B~'ABz, so ist
Bz = ABz.

Der Vektor Bz =: y ist also eine Losung von Ay =y’.

Wir betrachten etwa fiir k; # ko

?A = —kip
?Jé = kw1 — kaoyo
?Jé = koyo
(Reaktionsgleichung S; — Sz, Sy — S3), also
-k 0 0
A=\ k =k O
0 ko 0O
Als Ubung in linearer Algebra findet man die Eigenvektoren
1
bO = [ &% | (u=-k)
ko
[—
0
b® = [ 1 (Ao = —ky)
-1
0
b® = |0 (A3 =0)
1
creMt
Mit z = | cze*?! | erhalten wir die Lésungen
czedt
1 0 0 01€>‘1t
y= kgli;lcl L0 026;\22 ;
—kQ_le -1 1 c3e’d
also
yi = cie M
k
Yy = Clkg —1k16 Mt 4 o ket
—k
Yys = C1 2kt _ ekt 4 ¢
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Mit den Anfangsbedingungen ;(0) = My, y2(0) = 0, y3(0) = 0
erhélt man
cg = My
Ky
= —M
&) 0 A
c3 = My
yr = Moe ™
_ Mokl —kit —kat
Y2 = kz . kl (6 € )
k1 _ ko _
= M kot kit 1).
o WO TR Y
Bemerkung. a) Im Allgemeinen muss eine reelle n x n-Matrix
nicht n linear unabhéngige Eigenvektoren haben, selbst wenn
man komplexe Eigenwerte und komplexe Koordinaten der Ei-
genvektoren zuléisst, z. B. hat die Matrix (§1) nur die Vektoren
(8) mit ¢ # 0 als Eigenvektoren.
b) Hat die linear homogene Differentialgleichung y’ = A(t)y mit

reeller Matrix A(t) die komplexwertige Losung z(t) = x(t)+1iy(¢)
mit reellwertigen x,y, so siecht man leicht, dass auch die komplex
konjugierte Funktion z(t) = x(t) —iy(t) eine Losung ist. Da man
Realteil x und Imaginérteil y von z als x = (z + 2)/2,y =
(z—z)/2i erhélt und Summe und Differenz von Losungen fiir ein
homogen lineares System wieder Losungen sind, erhédlt man mit
x,y ein Paar reeller Losungen.

Gibt man reelle Anfangswerte g, uq, ..., u, vor, so erhdlt man
aus der allgemeinen komplexen Lésung die eindeutige reelle Losung
mit diesen Anfangswerten.

Man kann also auf dem Umweg iiber die voriibergehende Ein-
beziehung komplexwertiger Losungen zu den in naturwissenschaft-
lichen Anwendungen in aller Regel im Endeffekt gesuchten reellen
Losungen gelangen.

Im Fall eines linear homogenen Systems y’ = Ay mit konstan-
ten rellen Koeffizienten kann man daher zunéchst die eventuell
komplexen Eigenvektoren und Eigenwerte der Matrix A berech-
nen. In Realteil und Imaginirteil der so erhaltenen reellwertigen
Losungen treten dann wegen e = cos(t) + isin(¢) dann die tri-
gonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus auf.

Wir fithren das weiter unten im analog gelagerten Fall einer
linear homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung vor.
Die Situation, in der die Koeffizientenmatrix auch iiber C keine
n linear unabhingigen Eigenvektoren besitzt, ist komplizierter,
man benotigt zu ihrer vollstdndigen Behandlung aus der linearen
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Algebra die (in dieser Vorlesung nicht behandelte) Theorie der
Jordan’schen Normalform einer Matrix.

Wir geben hier nur ein einfaches Beispiel:

Das System

Vi o= i+
yé = Y2

mit der Matrix (§1) hat (wie man leicht nachrechnet) die allge-
meine Losung

(Clet + coef + tet))

coel

Definition 21.4. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y™ = flz,y,y, ... y"Y).

Gesucht ist darin eine Funktion y(t) mit

y (1) = fty).y' @),y (1)

fiir alle t in einem Intervall I C R. Ist die Differentialgleichung von
der Form

y™ = a(@) + bo(t)y + bi(8)y + -+ by By Y,

so heifit sie linear. Ist zusdtzlich a(t) =0, so heifit sie linear homogen,
andernfalls inhomogen.

Satz 21.5. Hat [ stetige partielle Ableitungen nach allen Variablen,
so hat die Differentialgleichung y™ = f(t,y,y,...,y" V) 2u vorge-
gebenen to, yo, . .., Yn_1 tm Definitionsgebiet von f genau eine Liosung,
die der Anfangsbedingung y(to) = yo,y'(to) = y1,-- -,y (to) = yn-
geniigt.

Ist die Differentialgleichung linear und homogen, so ist die Menge der
Losungen ein Vektorraum iiber R, d. h., Summen und Differenzen zwei-
er Losungen sowie konstante Vielfache einer Losung sind wieder Losun-
gen.

Ist die Differentialgleichung linear und inhomogen, so ist die Diffe-
renz zweier Losungen eine Ldsung der zugehiorigen homogenen Diffe-
rentialgleichung. Man erhdlt alle Losungen einer linear inhomogenen
Gleichung n-ter Ordnung, indem man eine spezielle Losung fixiert und
dazu alle Losungen der zugehdrigen homogenen linearen Differential-
gleichung addiert.

Satz 21.6 (Zusammenhang zwischen Systemen von Differentialglei-
chungen einerseits und Differentialgleichungen héherer Ordnung ande-
rerseits). Die Differentialgleichung n-ter Ordnung y™ = f(t,y©@, ... y™=b)
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sei gegeben. Man fiihre neue Variablen

Yo = Y
Y1 = y’
Yoo = ym Y

ein. Dann ist die Differentialgleichung y™ = f(t,y9, ... y™=V) dqui-
valent zu dem System (erster Ordnung)

?J() = U
yll = Y2
/
yn—Q = y’l’b—l

y;lfl = f<t7y0>"'7yn71>7

d.h., hat man eine Losung (Yo, ..., Yn—1) des Systems, so ist yo(t) eine
Losung der gegebenen Differentialgleichung n-ter Ordnung; hat man
umgekehrt eine Losung y(t) der gegebenen Differentialgleichung n-ter
Ordnung, so ist (yo = ¥, 91 ==V, ..., Yn1 = y™ V) eine Lisung des
Systems.

Satz 21.7. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

() y'+ay +by=0, abeR,

hat die folgenden reellen Losungen.

a) Ista’—4b > 0, so seien A\, Ay € R die Lisungen von \2+a\+b =
0, also Ny p = ==V =10 V2a2_4b

durch

. Dann sind die Lésungen von (x) gegeben

y(r) = AeM® 4 Be®  mit A, B € R.
b) Ist a®> —4b =0, so sind alle Lisungen von (x) von der Form
y(z) = (A + Bx)e 2™
c) Ist a®> —4b < 0, so sei 0 := —%, 7:= 2/4b— a?. Die Lisungen
von (x) sind die Funktionen
y(x) = (Acos(tz) + Bsin(rx))e’”, A, B e R.

In jedem Fall gibt es zu vorgegebenen xo, Yo,y genau eine Losung y mit
y(zo) = yo, ¥'(w0) = Yo-
Begriindung. Man macht den Ansatz y = e**, wobei man komplexe \

zuliisst. Das fithrt mit y” + ay’ + by = (A% + a\ + b)e*® auf

!

(A + aX +b)e =0,
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also wegen e # (0 auf
N 4+ar+b=0

In Fall a) hat diese quadratische Gleichung die beiden reellen Losun-
gen A1, A\y. Man erhélt also die beiden Fundamentallosungen y;(z) =
eM® yy(z) = e*2%; die allgemeine Losung ergibt sich als beliebige Line-
arkombination dieser beiden Fundamentallésungen. Die Anfangsbedin-
gung fithrt auf

AeM®o 4 Ber®o =y
A AMTO LN, Bt = gl

Dieses lineare Gleichungssystem in den Unbekannten A, B mit Deter-
minante

()\2 — )\1)6)\19306)\2960 7é O,

ist fiir beliebige yo,y( eindeutig losbar, man erhilt also fiir beliebig
vorgegebene Anfangswerte eine eindeutig bestimmte Losung der Form
y(z) = AeM® + Be*2® wobei man die Konstanten A und B durch
Losen der beiden obigen linearen Gleichungen bestimmt.

Fall b): A* 4+ aX + b hat die eine reelle Losung A = —%, also ist y(z) =
e~ 2% eine Losung der Differentialgleichung.

Man probiert und findet: y(x) = ze~2% ist auch Losung. Die allgemeine
Losung ergibt sich wieder als beliebige Linearkombination y(z) = (A+
Bx)e~2 dieser beiden Fundamentallsungen.

Einsetzen der Anfangsbedingung liefert:
Ae™2% 4 Brge 3% = Yo
A(_g)e—%xo +B(1- gxo)e—%xo =

Man erhélt also ein lineares Gleichungssystem mit Determinante

(1 - gZEQ + glﬁo)e—azo = e 40 7£ O,

das eindeutig losbar ist, hat also wieder fiir beliebig vorgegebene An-
fangswerte eine eindeutig bestimmte Losung der Form y(z) = (A +
Br)e 3%,

Fall ¢): Mit o, 7 wie oben sind A; = o + T, Ay = 0 — i die komplexen
Losungen von A2 + a\ +b = 0.

oxr L ITX Aox

Also sind eM® = e7%¢i™ und e’?* = e7%e~* komplexwertige Losungen
der Differentialgleichung. Damit sind auch

2 2

1 ITX T

?(e’\“‘ — M) = S — 2_6 =€7" - sin(71x)
1 1
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Losungen. Die allgemeine Losung ergibt sich wieder als beliebige Line-
arkombination y(z) = (Acos(tx) + Bsin(rx))e’ dieser beiden Fun-
damentallosungen. Wie in den anderen Féllen erhdlt man durch die
Anfangswertbedingung ein eindeutig 16sbares System aus zwei linearen
Gleichungen in den beiden Unbekannten A, B. O

Beispiel: Bei einer mechanischen Schwingung sei = die Auslenkung
eines Federpendels in Abhéngigkeit von der Zeit . Man hat an d&ufleren
Einwirkungen die Reibungskraft

K.=-rz
und eine periodische duflere Kraft
K, = Ky - cos(wt).
Wir erhalten die Bewegungsgleichung

. T o. k} Ko ~
T +— 2 +—x = — cos(wt)
m m m

(k ist die Federkonstante).

Entfillt die duflere Antriebskraft, so haben wir die gedampfte freie
Schwingung, die durch eine homogene lineare Differentialgleichung be-
schrieben wird. Wie oben hat man die drei unterschiedlichen Fille:

a) r? > 4mk (starke Dampfung)
x(t) = AeM + BeM', Ny = - (—r £ V1 —4mk),
Aus /r? — 4mk < r folgt, dass beide Losungen \q, A; der quadra-
tischen Gleichung negativ sind, die Losungen fallen exponentiell
ab.

b) r? = 4mk (aperiodischer Grenzfall)
z(t) = (A + Bt)ezm!, die Losungen fallen im Wesentlichen expo-
nentiell ab.

c) r? < 4mk (schwache Dampfung)
z(t) = (Acoswt+ BsinwT)e ' mit w = —W, die Losungs-
funktionen beschreiben eine periodische Schwingung mit Kreis-
frequenz w, deren Amplitude aber (wegen der Ddmpfung) expo-
nentiell abklingt.

Die Werte von A und B errechnen sich aus den Anfangswerten

To, Vo

z(0) = A
'(t) = (—Awsinwt + wB coswt)e !
—#(A coswt + Bsinwt)e 2m’

r
! = Bw-—-—A.
2'(0) W= o
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Also:
2'(0) + 5-2(0) vy 7
= —+
w w 2mw

Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus kann man
das noch weiter umrechnen:

Qualitativ: Wir haben eine Uberlagerung einer Sinus- und einer
Cosinusschwingung der gleichen Frequenz. Im Endeffekt erhélt
man wieder eine periodische Schwingung dieser Frequenz, aber
mit verschobener Phase.

B =

Zg-.

Man rechnet nach:
Acoswt + Bsinwt = C cos(wt — )
= (|- coswtsin ¢ + sinwt cos @]
und erhélt durch Koeffizientenvergleich
A = —Csing
B = (C-cosp
Also:
c? = A*+B°
B
VAT+ B

cosy =

In unserem Fall:

Vo r
C? = 224 (= z0)?
0 (w * 2mw 0)
’UUO + 2n7;w‘r0
cos = LShe
() o
Wir betrachten jetzt noch die inhomogene Gleichung
. ro. k K()
T +— T +—x = — Ccoswgt,
m m m

bei der die Schwingung zusétzlich zum Dampfungsfaktor = = noch
eine ebenfalls periodische antreibende Kraft K coswyt erfihrt, wobei
die Kreisfrequenz wy der antreibenden Kraft nicht notwendig etwas mit
der der freien schwach geddmpften Schwingung eigenen Frequenz

1
w::w1:2— dmk — r?
m

bzw. der Frequenz
k

Wy = —
m

der ungeddmpften Schwingung (im Fall 7 = 0) zu tun hat.

Man macht einen Exponentialansatz
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mit zunéchst noch unbekannten «, v und erhélt durch Einsetzen dieser
Funktion in die Differentialgleichungen die folgenden Bedingungen an

o, P

a = Ko
(v (k= mw?)? + r2w})’
TrWi
t =
any k — mw?

Setzt man von der so gefundenen komplexwertigen Losung den Real-
teil bzw. den Imaginérteil in die Differentialgleichung ein (in der alle
vorkommenden Terme reell sind), so sieht man: Der Realteil 16st die
gegebene inhomogene Differentialgleichung, der Imaginarteil 16st die
zugehorige homogene Differentialgleichung.

Wir beriicksichtigen den Imaginérteil daher nicht (den wir wollen ja
die inhomogene Differentialgleichung l6sen) und erhalten die spezielle
(partikuldre) reelle Losung

K, B
M o= g )

Bekanntlich erhdlt man bei einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung die allgemeine Losung, indem man zur gefundenen speziellen
Losung die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
addiert.

Ist (wie stets in der Realitdt) die Ddmpfung nicht 0, so klingt dieser
hinzuaddierte Anteil ab und die partikuldre Losung des inhomogenen
Problems dominiert: Das System strebt eine Schwingung mit den oben
angegebenen Werten fiir Amplitude und Phasenverschiebung an, die
Kreisfrequenz ist die der antreibenden Kraft.

Die Amplitude ist umso grofer, je kleiner wi — wi = £ — w2 ist, je

dichter also die Frequenz der antreibenen Kraft bei der Eigenfrequenz
des Systems ist. Ebenso: Je kleiner die Frequenzdifferenz, desto grofier
die Phasenverschiebung.

Es gibt zahlreiche Beispiele hierfiir, etwa bei der Absorption von Licht
(heier werden bevorzugt die Eigenfrequenzen der Atome des absorbie-
renden Materials absorbiert) oder bei der Messung einer Schwingung,
deren Frequenz dicht bei der Eigenschwingung des Messgeriits liegt.
Bekannt ist auch das Beispiel einer im Gleichschritt iiber eine Briicke
marschierenden Gruppe, die bei einer Schrittfrequenz, die dicht bei
einer Eigenschwingung der Briicke liegt, diese zum Einsturz bringen
kann.
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22. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG.

Wir betrachten zunéchst diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Ty-
pische Beispiele hierfiir sind etwa Experimente mit (mehrfachem) Wer-
fen einer Miinze oder (mehrfachem) Wiirfeln.

Wihrend das Ergebnis des einzelnen Miinzwurfs bzw. Wiirfelns rein
zufillig ist und in keiner Weise vorhergesagt werden kann, erwartet
man bei einer groflen Zahl von Miinzwiirfen, dass etwa gleich oft Wap-
pen wie Zahl als Ergebnis auftritt, bei haufigem Wiirfeln, dass jede der
Zahlen 1 bis 6 mit etwa der gleichen Haufigkeit auftritt.

In der Thermodynamik (statistische Mechanik) treten in der Struktur
dghnliche Probleme auf, wenn man eine grofie Zahl von Molekiilen eines
Gases betrachtet, von denen jedes einzelne sich rein zuféllig verhalt:
Durch ein Phidnomen, das “Gesetz der groflen Zahlen” genannt wird,
kann man trotz der Zufélligkeit im Kleinen Vorhersagen iiber das Ver-
halten der Gesamtheit machen.

Um zu prézisen Aussagen zu kommen, modellieren wir die in den An-
wendungen auftretenden Situationen in der Sprache der Mengen:

Beim einmaligen Wiirfeln etwa betrachten wir die Menge ©; = {1,...,6}
und fassen etwa das Ereignis “Es ist eine ungerade Zahl gewdiirfelt wor-
den” als die Teilmenge {1,3,5} C 2 auf.

Jedem Ereignis {1},{2},...,{6} ordnen wir die gleiche Wahrschein-
lichkeit % zu, der Menge {1, 3,5} die Summe % + % + % = % der Wahr-
scheinlichkeiten der einelementigen Ereignisse {1}, {3}, {5}.

Beim n-maligen Wiirfeln betrachten wir die Menge

Qn = Q? = {(1'17...,33”) ’ x; € Ql}
mit 6 Elementen und ordnen jedem Ereignis {(z1,...,z,)} die Wahr-
scheinlichkeit ()" zu.
Analog haben wir beim einmaligen Miinzwurf ; = {W, Z}, beim n-
maligen 2, = Q7.
Definition 22.1. 2 sei eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge
Q={a,...,a,} oder Q= {q4| |j € N}),

PQ) ={£ CQ}

die Potenzmenge von ) (die Menge aller Teilmengen von §2).

Eine (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf § ist eine Funktion
P B(Q) — [0,1], fir die gilt:
a) Sind endlich viele oder abzihlbar unendlich viele Teilmengen E;
von Q gegeben, die paarweise disjunkt sind (d.h., E; N E; = (),
falls i # j), soist P(U; Ej) = >, P(Ej).
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b) P(Q2) =1.
(Q, P) heifft dann ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Fir
E C Q heifit P(E) die Wahrscheinlichkeit von E. Die Teilmen-
gen E C Q) heiffen Ereignisse, die w € ) heiffen Elementarereig-
nisse.

Satz 22.2. Fir einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P) gilt:
a) Fir ECQist P(E) =) .p P{w})
b) P(@) =0
c) P(Q—A)=1—-P(A).

Beispiel: Einen fairen Wiirfel modelliert man durch Q = {1,...,6}
und

1
P(E) = |B| - ¢
Ein gefalschter Wiirfel kann bei gleichem Q2 etwa durch

PU1Y) = 75 PU2Y) = o, P2 = 5,
(HD——-H%D <mn=1

modelliert sein, die Teilmenge {5,6} hat dann die gleiche Wahrschein-
lichkeit % wie die Teilmenge {1,2,3,4}.

Definition und Satz 22.3. 2 sei eine endliche Menge.

a) Durch P(E) = % (also insbesondere P({w}) = ‘51') wird die
Laplace-Verteilung auf 2 gegeben, sie ist eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung.

b) Sei Q={0,1,...,n} und p €]0,1[, ¢ :=1—p.

Dann wird durch
Buy(k) = PN = () pa"™ (0<k<n)

die Binomialverteilung mit Parametern n,p gegeben.
Die Binomialverteilung ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Begriindung. Zu b) miissen wir nachrechnen, dass ), _ B, (k) = 1
gilt.

Wir haben: Y7 (%) pFg" ™ = (p+q)" =1" =

die erste Gleichung ist dabei der binomische Lehrsatz. U

Beispiel:
a) Ein fairer Wiirfel mit Q = {1,...,6}.
b) n-maliger Miinzwurf, wobei mit Wahrscheinlichkeit p Wappen
und mit Wahrscheinlichkeit ¢ Zahl geworfen wird.
Genauer: Sei X = {W, Z} und p, : X — [0, 1] durch p, (W) = p,
pz(2) = q gegeben, das ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
X.
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SeiY = X" und Py : Y — [0, 1] durch Py ((z1,...,2,)) = Px(x1) - - - Px(zy)
gegeben; auch Py ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Y. Ihre De-
finition ist motiviert durch den Gedankengang:

Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Wurf das Ergebnis x; zu erzielen, ist

Px (z1), die Wahrscheinlichkeit, im zweiten Wurf das Ergebnis x5 zu er-
zielen, ist Px(z2), die Wahrscheinlichkeit fiir das kombinierte Auftreten

der Ereignisse ist also Px (1) Px(x2), durch Wiederholen erreicht man
schlieBlich die Wahrscheinlichkeit Px (x1)-Px(z2) - - - Px(x,) dafiir, dass

im ersten Wurf x1, im zweiten Wurf xo, . . ., im n-ten Wurf x,, geworfen

wird.

SchlieBlich sei mit Q = {0,1,...,n} die Funktion P(k) als Py (E)) ge-
geben, wo Fj aus allen Folgen (z1,...,2,) € Y besteht, in denen genau
k-mal W und genau (n — k)-mal Z vorkommt.
Man zeigt (Schule?):
n
Py (Ey) = (k) P F,

indem man sich iiberlegt, dass E; genau (Z) Elemente hat, von denen
jedes mit Wahrscheinlichkeit p*¢"~* vorkommt.

Die Binomialverteilung B,, , verwendet man also in Situationen, in de-
nen ein Experiment mit zwei zufélligen Ausgéngen T' (= Treffer, =W)
und M (= Misserfolg, =7) n-mal wiederholt wird, wobei die Treffer
Wahrscheinlichkeit p und entsprechend die Misserfolge Wahrscheinlich-
keit ¢ = 1 — p haben.

Die Wahrscheinlichkeit, in einer solchen Serie genau k Treffer zu er-
zielen, ist dann B, ,(k). Beispiele fiir solche Experimente: Miinzwurf
wie oben oder: Ein Medikament heilt mit Wahrscheinlichkeit p. B, ,(k)
ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von n Patienten genau k
geheilt werden.

Definition und Satz 22.4. Sei Q@ = N = {0,1,2,3,...}, A > 0. Die
Poissonverteilug mit Parameter A auf P(Q) wird durch

P({k}) = He_A
(und P(E) = >, .5 P({k})) gegeben. Sie ist eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung.

Begriindung. Wir haben

P(Q) = ) P({K})
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g

Bemerkung. Wir betrachten Binomialverteilungen B, , mit variablen
n,p aber konstantem np = A und lassen n gegen oo streben.

Dann iiberlegt man sich

<n> v n! /\_k
P T W — k)t
k k
_ )\_n(n—l)---(n—k‘%—l),ﬂ)\_
k! n-n---n k!
= (gt = )
n

also i

B, (k) (Z) = pFg" P =X %B_A.
Die Binomialverteilung B, , strebt also fiir festes np = A und n gegen
oo gegen die Poissonverteilung Py. In der Praxis wird oft bereits fiir n >
10 die Poissonverteilung als Approximation fiir die Binomialverteilung
verwendet.

Definition 22.5. (2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum.
a) Sind A, B # () C Q FEreignisse, so ist die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(A|B) von A unter der Bedingung B definiert als
P(ANB)
P(B)
b) Die Ereignisse heiffen unabhingig, wenn P(A|B) = P(A) gilt;
dquivalent hierzu ist P(AN B) = P(A)P(B).
Definition und Lemma 22.6. (2, P) sei ein diskreter Wahrschein-
lichkeitsraum.
Fine Zufallsvariable (auch: diskrete Zufallsgrifse) auf Q ist eine (belie-
bige) Funktion X : Q — R.
Ist X : Q — R eine Zufallsvariable, so heifit die durch
Fx(t) = PHwe Q| X(w) <t})
= P(X <?%)
definierte Funktion Fx : R — [0,1] die Verteilung (auch: kumulative
Verteilungsfunktion) von X .

P(A[B) =

Fiir die Verteilungsfunktion Fx gult:
a) 0 < Fx(t) <1 fir allet € R



MATHEMATIK FUR NATURWISSENSCHAFTLER, 2008/09 209

b) Fira,b € R, a <b ist
PlweQ|a< X(w)<b})=:Pla< X <)
gleich
FX(b) - Fx(a).
c) Fx ist monoton wachsend.

Bemerkung. Der Wertebereich X (€2) ist fiir endliches 2 eine endliche
Teilmenge von R, fiir abzdhlbar unendliches € ist X () endlich oder
ebenfalls abzdhlbar unendlich.

Beispiel: Wir betrachten als Wahrscheinlichkeitsraum Q = {7, M }"

(dabei steht T fiir Treffer und M fiir Misserfolg) mit der Verteilung
Po({(x1,...,2,)}) = pFg"F,

falls in der Folge genau k-mal T (und daher genau (n — k)-mal M)

vorkommt, dabei ist 0 < p < 1 und ¢ = 1 — p (die Grenzfille p = 0,
p =1, in denen ein Treffer unmoglich bzw. sicher ist, sind langweilig).

Auf Q sei die Zufallsvariable X definiert durch

X((Sﬁl, e ,.Tn)) = k,
wenn genau k der x; den Wert T" haben. Dann ist der Wertebereich
X(Q)=A{0,...,n}.

Wie oben gibt es genau (}) n-Tupel in Q mit X((z1,...,2,)) = k.
Also ist

P(X=k) = P{weQ|X(w) =k}

= (Z) PPq" " = Buy(k)

und fiir die Verteilungsfunktion Fx gilt:

Fx(t)=P(X <t)= zt: (Z) s

k=0
Man sagt auch: Die Zufallsvariable X ist binomial verteilt (B,, ,-verteilt).
Definition 22.7. (2, P) sei ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,

X : Q@ — R eine Zufallsvariable, X (Q2) = {x;} (dabei j =1,...,n,
falls endlich, j € N, falls unendlich).

Der Erwartungswert von X st
E(X):= >  x;P(X =ux));
z;€X ()
ist die Wertemenge X (Q) der Zufallsvariablen X nicht endlich, so ist
E(X) nur definiert, falls die Reihe ) 7" x;P(X = x;) absolut konver-

giert.
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Bemerkung. Fiir den Erwartungswert gilt: Sind X, Y Zufallsvariable
auf Q, ¢,d € R, so ist E(cX +dY) = cE(X)+dE(Y).

Beispiel: Ist X(Q2) = {z1,...,x,} endlich und X gleichverteilt, d.h.
P(X::(;i):l fir 1 <i <mn,

so 1st
das arithmetische Mittel der x;: Sind alle x; gleich wahrscheinlich, so
erwartet man (im Mittel iiber mehrere Beobachtungen) das arithmeti-

sche Mittel.
Definition 22.8. Sei z : Q@ — R eine Zufallsvariable mit Erwar-

tungswert E(X) = pu.
Falls der Erwartungswert fiir die Zufallsvariable

Y = (X —p)?* (quadratische Abweichung vom Erwartungswert)

existiert, so heifit

die Varianz von X.
o=+EY)

heifst die Standardabweichung von X.
Bemerkung. Wegen Y (w) = [(X — p)(w)]*> > 0 ist auch E(Y) > 0
und kann deshalb als 02 geschrieben werden.
Satz 22.9. Es gelten die Regeln:

a) V(X) = E(X?) — (E(X))?

b) Fiir c,d € R ist V(cX +d) = 2V (X)

¢) Die normierte Zufallsgrifie X = U(IX) (X — u(X)) hat Erwar-

tungswert 0 und Varianz 1.

Begriindung. b), c¢): Nachrechnen. a):
B((X — ) = B(X®+2uX + 1)

= E(X?) - pB(X)+
= B(X?) -
_ B(X?) - E(X)).
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Beispiel:
a) Fir die B, ,-verteilte Zufallsvariable X ist

_ n! kE n—k
BEX) = Zk'k!(n—k)!pq

= np.

Die Grofie np, die bei der Diskussion der Poissonverteilung als

Grenzwert der Binomialverteilung fiir n — oo auftrat, ist also

gerade der Erwartungswert einer B,,,-verteilten Zufallsvariablen.
b) Fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X ist

— LA
E(X) = Y k e
k=0
o0 )\kfl
— A
D (k—1)!
k=1
A
= A\
Der Parameter A der Poissonverteilung ist also der Erwartungs-
wert.
c¢) Eine etwas langere Rechnung zeigt fiir eine B, ,-verteilte Zufalls-
variable X:

V(X) = np(1 —p) = npg.
d) Fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable ist

V(X) = B(X?)—(EX))?

k=0
= S . X — )\
~ (k=1
© k—1 . ) > N1 )
= )\;(k_l)(k:—l)!e + de kz(k—l)‘ A
=> 52 ?;{L;)?:A'ek et

= )\2—|—)\—>\2:)\
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Bei der Poissonverteilung ist also auch die Varianz gleich .

(Betrachtet man die Poissonverteilung als Grenzwert der Bino-
mialverteilung bei n — oo und festem \ = np, so strebt g =1—p
gegen 1 und np(1 — p) gegen np = \).

Satz 22.10. (Zentraler Grenzwertsatz, einfache Version)

(2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;)jen eine Folge von
Zufallsvariablen auf ), die alle die gleiche Verteilungsfunktion mit Er-
wartungswert u und Varianz o haben.

Ferner sollen die X; unabhdngig sein, d.h., fir alle t,5 € N gilt

P({w € Q| Xi(w) < wi, Xj(w) <y;}) = Fx, (i) Fx; (y;)

(bei beliebigen yi,y; € R). Fiirn € N sei Y, := 37" | X;.
Dann strebt fiir n — oo die Verteilungsfunktion fir die normierten
Variablen

gegen die Normalverteilung, d.h.,

Y

1 2

lim Fy (y) = —= [ e zdux.
n—00 n \ 27
Ferner gilt

E(Y,) = p
o
V(Y,) = (%

a2
2

)%
Bemerkung. a) Die Funktion \/%e_ nennt man auch die Ver-

teilungsdichte der Normalverteilung (auch: (N (0, 1)-Verteilung)
mit Erwartungswert 0 und Varianz 1.
Wie wir im Abschnitt iiber Integralrechnung gesehen haben, ist

also gilt mit
Fn(y) == lim Fy, (y)

wie fiir alle Verteilungsfunktionen
lim Fy(y) = 1.
y—00

b) In Anwendungen stellen die X; in der Regel sehr hiufige Wie-
derholungen des gleichen Zufallsexperiments dar.
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Der Satz liefert dann die {iberraschende Aussage, dass das Ver-
halten des Mittelwertes iiber eine grofle Anzahl von Wiederho-
lungen des Versuchs (nach Normierung auf Erwartungswert 0
und Varianz 1) sich durch die Gaufische Glockenfunktion

1 22

fx) = el

beschreiben lésst, und zwar vollig unabhéngig davon, welche Ver-
teilungsfunktion man fiir die einmalige Durchfithrung des Expe-
riments hat.
Die beiden letzten Aussagen haben die naheliegende Interpreta-
tion:
— Bei mehrfacher Wiederholung éndert sich der Erwartungs-
wert nicht.
— Je héufiger man das Experiment wiederholt, desto geringer
wird die durch die Varianz gemessene Streuung der Versuchs-
ergebnisse.
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23. FOURIER-REIHEN
Wir erinnern

Definition 23.1. f: R — R (oder f : R — C) heifst periodisch
mit Periode p, falls f(x + p) = f(z) fir alle x € R gilt.

Offenbar gilt: Ist f periodisch mit Periode p und 0 # ¢ € R, so ist
g(x) == f(cx) periodisch mit Periode 2:

gla+2) = fle(e +2)) = flex+p) = flex) = g(x).

Wir kénnen uns also auf periodische Funktionen mit Periode 27 be-
schrinken. Beispiele hierfiir sind sin(nx), cos(nz) oder allgemeiner

T.(z) :==ao+ Z ar, cos(kx) + by sin(kz).

k=1
Satz 23.2. Fiir k,l € Ny beliebig gilt:

™

/cos(kx) cos(fx)dx

—T

0 (#£k
T L=k

j sin(kz)sin((z)dz = { ?T gi;

—T

/sin(ka:) cos({x)dx =0

(Orthogonalitdtsrelationen).
Begriindung. Mit Hilfe der Formel
1
cos(kx) cos(lx) = §[COS((1{Z + 0)z) — cos((k — 0)x)]

rechnet man aus:

T Ko s

1 1
/cos(k:x) cos(lx)dx = 3 /cos((k + 0)x)dx + 5/(308((]{ —{)x)dx
B T k=1{
N 0 sonst.
Analog berechnet man die anderen Integrale. O

Bemerkung. Die 27-periodischen stetigen Funktionen bilden einen
Vektorraum iiber R. Man setze darin

(flg) = %/f(x)g(x)dm
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Dann ist (f|f) > 0, falls f # 0 ist, und die Abbildung (f,g) — (f|g)
verhélt sich genauso wie das Skalarprodukt im R"™. Die Funktionen
fr = cos(kx), gr = sin(kx) sind fiir dieses Skalarprodukt ein Orthonor-
malsystem. Sie stehen senkrecht aufeinander mit

(fulfr) =1 = (gk|gr)-
Ist x = Z?:1 a;e; im R3, so ist
a; = (x,e;) (Skalarprodukt).
Das moge motivieren:

Definition 23.3. Se: f : R — R stetig periodisch mit Periode 2.
Dann sind die Fourierkoeffizienten von f die Zahlen

ag = %/f(x)dx
ap = %/f(x)cos(k:x)dx (k € N).

by = %/f(x)sin(k:c)d:c

Die Fourierreihe von f ist die Reihe

o

5+ Z(ak cos(kx) + by sin(kx)).

k=1
Wir wollen wissen: Wann konvergiert diese Reihe? Ist f(x) der Grenz-
wert dieser Reihe?

Satz 23.4. Sei f : R — R periodisch mit Periode 21 und stiickweise
glatt (d.h., f ist stickweise stetig und [—m, 7| lisst sich so in Teilinter-
valle —m = 29 < x1 < --- < x, = 7 zerlegen, dass auf jedem (x;_q,x;)
die Funktion f differenzierbar mit beschrdnkter Ableitung ist.

Dann konvergiert die Fourierreihe von f in ganz R.

Ist f stetig in x, so konvergiert sie gegen f(x).

Ist x eine Sprungstelle von f, so seien a < x < b € R so, dass f in
la, ) und in (z,b] stetig ist und f(x —0) der Grenzwert von f|qq) fir
a—x, f(x +0) der Grenzwert von f|p firb— x.

Dann konvergiert die Fourierreihe von f gegen 3(f(x+0)+ f(xz —0)).

Due Fourierreihe von f st durch diese Figenschaften eindeutig be-
stimmt, d.h., sind ag, a;, b; fir j € N gegeben, so dass auch

% + ; a;cos(jx) + ; b; sin(jz)
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wie oben gegen f(x) konvergiert, so sind
C~L0:CLO, dj:aj, Z;J:b] fU’f’ allejEN.

Satz 23.5. Sei f wie oben mit Fourierreihe
% + ;(ak cos(kx) + by sin(kx)).

Dann konvergiert auch die gliedweise integrierte Reihe
= b
% + ;ef cos(kz) + % sin(kz))
fir alle x € R gegen einen Grenzwert F(x).

F ist stetig und an den Stetigkeitsstellen von f differenzierbar mit F' =
f.

Ist umgekehrt [ differenzierbar und f' stiickweise glatt, so erhdlt man
die Fourierreihe von [’ aus der von f durch gliedweises Differenzieren.
Die Fourierreihe von f’ ist

Z kby, cos(kz) — kay sin(kz)).
k=1

Beispiel:

2

a) Wir haben cos(2x) = cos?z — sin?x = 1 — 2sin z, also

1— 2
sin?x = —CZS< :C)

Das ist auch die Fourierentwicklung von sin?(z).

Allgemeiner gilt: Jede Funktion der Form sin"(x)cos™(z) hat
eine abbrechende Fourierreihe.
b) Sei f(x) := x fiir —7 < x < 7 periodisch mit Periode 27 (Sége-
zahnfunktion).
Die a;, sind 0, da f ungerade ist.
1 2
b = - /xsin(kx)dx = (—1)k+1%
(partielle Integration).
Die Fourierreihe ist also:

> sin2x sin3x  sindx
Z k“ sm (kx) = 2(sinz — + — +
— 2 3 4

Fir z = 5 sieht man:
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¢) Bei einer in z-Richtung fortschreitenden elektromagnetischen Wel-
le (etwa monochromatisches sichtbares Licht) werden elektrisches
und magnetisches Feld beschrieben durch Funktionen vom Typ
(harmonische ebene Welle) A cos 2v(t — £) mit Periode £ (zeit-

lich) und ¢ = X\ = Wellenldnge (rdumlich) fiir Licht der Wel-
lenldnge A (Frequenz v mit v = c\).

Uberlagert man Licht verschiedener Wellenlénge 14, ..., v, und
ist vy so, dass alle vorkommenden v; Vielfache von v sind (v; =
k;vo mit k; € N), so erhélt man als Resultat ein trigonometrisches
Polynom

Z A; cos 2k (t — %)

i=1

Die Fourierzerlegung oder harmonische Analyse (= Zerlegung in
die harmonischen Wellen) zeigt dann, welche Frequenzen v; =
vok; bzw. Wellenlédngen A\; = - in dem beobachteten gemischten
Licht vorkommen. Technisch géschieht das mit einem Spektrome-
ter, das einem die Spektrallinien zeigt, aus denen das beobachtete
Mischlicht sich zusammensetzt.

Bemerkung. Durch Benutzen der Eulerschen Gleichung e = cos x +
isinx lasst sich die Fourierreihe einer 2w-periodischen Funktion auch
zusammenfassen als

[e.o]

. 1 r .
Z cee™  mit ¢, = o /f(-’ﬂ)@_’kxdx (k € Z beliebig),
7r

k=—o00

diese Darstellung ist mit der obigen verbunden durch

Qo
Co — 3
o = %’ (k > 0)
b
., = W7 (k> 0).

Fiir nicht-periodische Funktionen, die dafiir fiir || — oo rasch ab-
fallen, ldsst sich dieser Ansatz noch verallgemeinern, indem man die
Fourier-Transformierte

1
V2T

(“Spektraldichte”)

fly) = 7 flz)e ¥ dx
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betrachtet und die Umkehrformel

1 I 7 Ty
fx) = E/ Flw)evdy

(Zerlegung von f in ein “kontinuierliches Spektrum”)
beweist. (f(y) verallgemeinert (y = k) die c).

Die Untersuchung von Fouriertransformationen spielt in der Quanten-
theorie eine wichtige Rolle.
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