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Aufgabe 1. Sei X eine Menge und sei 2X die Potenzmenge von X. Eine Teilmenge A ⊂ 2X

heißt Algebra (von Mengen), falls sie die folgenden Eigenschaften hat

(i) X ∈ A.
(ii) Falls A ∈ A, dann ist auch X \ A ∈ A.
(ii) Gilt A,B ∈ A, so ist auch A ∪B ∈ A.

Zeigen Sie:

(a) A := {A ⊂ X | A endlich oder X \ A endlich} ist eine Algebra.
(b) Ist A eine Algebra, so gehört die symmetrische Differenz

A∆B := (A \B) ∪ (B \ A)

zweier Elemente A,B ∈ A ebenfalls zu A.

Aufgabe 2. Sei X eine beliebige Menge und B ⊂ 2X . Zeigen Sie, dass⋂
A⊃B, A⊂2X Algebra

A

eine Algebra ist (die von B erzeugte Algebra).

Aufgabe 3. Sei f : Rn → Rn eine stetig differenzierbare Abbildung und N ⊂ Rn eine
Nullmenge. Zeigen Sie, dass f(N) ebenfalls eine Nullmenge ist. Gilt dies auch für f−1(N) ?

Aufgabe 4. (a) Wir definieren eine Folge von Funktionen (fn)n∈N durch

fn : (0, 4]→ R, x 7→

{
1√
x

falls x ≥ 1
n√

n falls x < 1
n
.

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (fn)n∈N punktweise gegen eine Funktion
f : (0, 4] → R konvergiert. Zeigen Sie ferner, dass f Lebesgue-integrierbar ist und
bestimmen Sie

∫
(0,4]

fdx

(b) Sei f eine Funktion auf A ⊂ Rn und (Ak) eine Ausschöpfung von A derart, dass f
über jedes Ak integrierbar ist. Zeigen Sie, dass f genau dann über A integrierbar
ist, wenn die Folge der Integrale

∫
Ak
|f |dx beschränkt ist. Zeigen Sie ferner, dass in

diesem Fall gilt: ∫
A

fdx = lim
k→∞

∫
Ak

fdx


