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Aufgabe 1. (a) Sei X eine Menge und sei £ C 2¥. Zeigen Sie, dass

N A

ADE, A o—Algebra

eine o-Algebra ist. £ heifit Erzeugendensystem dieser o-Algebra.

(b) Sei X eine Menge und (Y, B) ein messbarer Raum. Zeigen Sie, dass es eine kleinste
o-Algebra A auf X gibt, so dass eine Abbildung f : X — Y messbar wird. Sei
X C Y und € ein Erzeugendensystem der o-Algebra B. Zeigen Sie, dass £|x :=
{ENX | E € &} die kleinste o-Algebra erzeugt bzgl. der die Inklusionsabbildung
X — Y messbar ist.

Aufgabe 2.
(a) Zeigen Sie, dass p: 2Y — Rsg U {0}, A — |A| (:= Anzahl der Elemente in A)
ein Maf3 definiert, das sogenannte Zdhlmafs.
(b) Sei (pk)ren mit pr > 0 Vk € N eine Folge in R, sodass Y.~ pr = 1. Zeigen Sie, dass
durch g : 2% — [0,1], A — >, pr ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf N definiert
wird.

Aufgabe 3. Sei M eine o-Algebra auf einer Menge X und sei p: M — R U {00} eine
Funktion mit u(@) = 0 und u(AU B) = u(A) + pu(B) fiir alle A,B € M mit AN B = {.
Zeigen Sie fiir A, B € M:

(a) (AU B) + pu(AN B) = u(A) + u(B),

(b) Ist A C B, so gilt u(A) < u(B),

(c) Ist A C B und p(A) < oo, so gilt u(B\ A) = u(B) — u(A).

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass jede og-Algebra entweder endlich viele oder iiberabzéhlbar viele
Elemente enthélt.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass es eine abzdhlbar unendliche o-Algebra A C 2% gibt und
fithren Sie diese Annahme zu einem Widerspruch, indem Sie eine injektive Abbildung

¢ : 2V — A konstruieren. Betrachten Sie dazu die Mengen

M, = m B mit z € X
BeA mit z€B
und zeigen Sie:
o M,NM,+#0 firz,yec X = M,=M,
o Fiiralle A€ Agilt A=J,., M,



