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Aufgabe 1 (Fortsetzung Blatt 5 Aufgabe 1). Sei X 6= ∅ eine beliebige Menge, µ : 2X →
R≥0 ∪ {∞} ein äußeres Maß und

M := {B ⊂ X | µ(A) = µ(A ∩B) + µ(A ∩Bc) für alle A ⊂ X}.
Zeigen Sie, dass M eine σ-Algebra ist und µ|M ein Maß auf M definiert.

Aufgabe 2. (a) Sei f ∈ L1(R) eine integrierbare Funktion. Zeigen Sie:

lim
n→∞

1

2n

∫
[−n,n]

fdx = 0

(b) Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

n ·
∫
[0,1]

√
xe−n

2x2

dx = 0

Aufgabe 3. Sei (X,M) ein messbarer Raum. Sind fk : X → R (k ∈ N) messbare Funktio-
nen bzgl. der Borelschen σ-Algebra B(R) und f : X → R eine Funktion mit

lim
k→∞

fk(x) = f(x)

für alle x ∈ X, so ist f messbar.

Aufgabe 4. Sei (Ω,A, µ) ein W-Raum und f : Ω → R messbar bzgl. der Borelschen
σ-Algebra B(R). Zeigen Sie, dass

f∗µ : B(R)→ [0, 1], f∗µ(B) = µ(f−1(B))

ein Maß auf R definiert, welches eindeutig durch die Wahrscheinlichkeiten µ(f ≤ b) :=
µ(f−1(]−∞, b]) mit b ∈ R definiert ist.


