kM UNIVERSITAT

WIHHHM DES
YL  SAARLANDES

Maple als Visualisierungswerkzeug -

WS17/18

Einfache Algorithmen und ihre Implementierung

Sebastian Wack
09. Dezember 2017

Universitat des Saarlandes



Gliederung

1. GroRter gemeinsamer Teiler
2. Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren
3. O-Notation

4. Sortieralgorithmen



GroRter gemeinsamer Teiler



GroBter gemeinsamer Teiler - Definition

e Teiler einer ganzen Zahl: natiirliche Zahl, durch die sich x

ohne Rest teilen |asst

e ggT(a,b) : groRte natiirliche Zahl, durch die sich a und b
teilen lassen
e Beispiele:
e ggT(2,7)=1
o ggT(4,16)=4
o ggT(96,1024) = 32



OBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!
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groleren Zahl abzieht



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!

e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht

e Beispiel: ggT(7,12)



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!
e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht
e Beispiel: ggT(7,12)
1. ggT(7,12) = ggT(7,5),daa<b



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!
e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht
e Beispiel: ggT(7,12)
1. ggT(7,12) = ggT(7,5),daa<b
2. ggT(7,5) =ggT(2,5),daa>b



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!
e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht
e Beispiel: ggT(7,12)
1. ggT(7,12) = ggT(7,5),daa<b
2. ggT(7,5) =ggT(2,5),daa>b
3. ggT(2,5) =ggT(2,3),daa<b



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!

e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht

e Beispiel: ggT(7,12)

1. ggT(7,12) = ggT(7,5), daa<b
2. ggT( 5) =ggT(2,5),daa>b
3. ggT(2,5) =ggT(2,3),daa<b
4. ggT(2,3) =ggT(2,1),daa<b



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!

e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht

e Beispiel: ggT(7,12)

1. ggT(7,12) = ggT(7,5),daa<b
2. ggT(7,5) =ggT(2,5),daa>b
3. ggT(2,5) =ggT(2,3),daa<b
4. ggT(2,3)=ggT(2,1),daa<b
5. ggT(2,1) =ggT(1,1),daa>b



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!

e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht

e Beispiel: ggT(7,12)

1. ggT(7,12) = ggT(7,5),daa<b

2. ggT(7,5) =ggT(2,5),daa>b

3. ggT(2,5) =ggT(2,3),daa<b

4. ggT(2,3) =ggT(2,1),daa<b

5. ggT(2,1) =ggT(1,1),daa>b

6. ggT(1,1) =ggT(1,0)=1,daa<b



GroBter gemeinsamer Teiler - Implementierung

e naive Implementierung zu aufwendig!

e ggT(a, b) dndert sich nicht, wenn man die kleinere von der
groleren Zahl abzieht

e Beispiel: ggT(7,12)

1. ggT(7,12) = ggT(7,5),daa<b

2. ggT(7,5) =ggT(2,5),daa>b

3. ggT(2,5) =ggT(2,3),daa<b

4. ggT(2,3) =ggT(2,1),daa<b

5. ggT(2,1) =ggT(1,1),daa>b

6. ggT(1,1) =ggT(1,0)=1,daa<b

e Aufgabe: Implementiere die iterative Variante der , klassischen

Version“des grolten gemeinsamen Teilers!



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

e Idee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
e Setze b=rp
e a=qi*xrp+n
® rp=qgo*xr +nr
® r=qg3xmn+rnr
3 ooc
® r_1=qnpy1*xrp+0

L ggT(a> b) ="In



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg
e a=qi*xrp+n

® rp=qgo*xr +nr
® rn=qsxn+n

® Ih-1 :qn+1*rn+0

» ggT(a,b)=ry
e Beispiel: ggT(1248,1956)



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg
e a=qi*xrp+n

® rp=qgo*xr +nr
® rn=qsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0

° ggT(a, b) = Ip

e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg
e a=qi*xrp+n

® rp=qgo*xr +nr
® rn=qsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0

° ggT(a, b) = In

e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg
e a=qi*xrp+n

® rp=qgo*xr +nr
® rn=qsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0

° ggT(a, b) = Ip

e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708
e 12483 =1x%708 + 540



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg
e a=qi*xrp+n

® rp=qgo*xr +nr
® rn=qsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0

° ggT(a, b) = In

e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708
e 1248 = 1% 708 + 540
e 708 =1 %540+ 168



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg

e a=qi*xrp+n
® rp=qgo*xr +nr
e rn=4qgsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0

° ggT(a, b) = In

e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708
e 1248 = 1% 708 + 540
e 708 =1 %540+ 168
e 540 =3 %168 + 36



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg

e a=qi*xrp+n
® rp=qgo*xr +nr
e rn=4qgsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0

° ggT(a, b) = In

e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708
e 1248 = 1% 708 + 540
e 708 =1 %540+ 168

540 = 3 % 168 + 36

168 =4 %36 + 24



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg

e a=qi*xrp+n
® rp=qgo*xr +nr
e rn=4qgsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0
° ggT(a, b) = Ip
e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708
e 12483 =1x%708 + 540
e 708 =1 %540+ 168
e 540 =3 %168 + 36
e 168=4x36+24
e 36 =1%x24+12 4



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

o |dee: ersetze Subtraktion durch Division mit Rest:
Setze b=rg

e a=qi*xrp+n
® rp=qgo*xr +nr
e rn=4qgsxn+n

® r_1=qnpy1*xrp+0
° ggT(a, b) = Ip
e Beispiel: ggT(1248,1956)
e 1248 = 0% 1956 + 1248
e 1956 = 1% 1248 + 708
e 12483 =1x%708 + 540
e 708 =1 %540+ 168
e 540 =3 %168 + 36
e 168=4x36+24
e 36 =1%24+12 0
e 24 =2%x12+ 0= goT(1248.1956) = 12



GroBter gemeinsamer Teiler - euklidischer Algorithmus

e |dee: ersetze die Subtraktion im ggT - Algorithmus durch
Division mit Rest:
e Setze b=n
e a—qixrn+n
e n=qxn+n
o rn=q3xn+rn

® f1=¢qnt1%rm+0
e ggT(a,b)=r,
e Rekursiver Algorithmus
e cinfach zu implementieren
e Rekursionsfall: ggT(a, b) = ggT (b, a%b)
e Aufgabe: Implementiere den rekursiven euklidischen

Algorithmus!



Gram-Schmidtsches
Orthogonalisierungsverfahren




Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

e Liste linear unabhangiger Vektoren vy, --- , v, gegeben

e Berechne Orthogonalsystem, welches gleichen
Untervektorraum erzeugt
e Orthogonalsystem fiir eine Menge M:

e Nullvektor nicht im OGS enthalten
e je zwei verschiedene Vektoren aus M sind orthogonal
zueinander: Vv,w e M: v # w = (v,w) =0



Maple Demo



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,
e Berechnung:



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,
e Berechnung:

® W — VvV



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,
e Berechnung:
[ ] W]. — V].

— \y — (Wayv2)
RN <W1~,W1>



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,
e Berechnung:

® W — VvV

_ o (wi,v2)
O Up= % <W1~,W1>

O ooo
n—1< >

_ Wi Vn)

o W, =v, — 2:1 Ty Wi

=



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,
e Berechnung:

e W =V

® Wy =V — %Wl

. ...

" (wiv)
Wi, Vn
& W, = Vp— Z WW[
= Wi
e Ausgabe: Liste von wy, -+, w,



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

Eingabe: Liste von vy, -+, v,
Berechnung:

® W — VvV
_ _ (wa,v2)
¢ W2 =V2— M
O ooo
-1
o W, =V, — nz: i)
me o (wiw)

=

Ausgabe: Liste von wy, -+, w,

Aufgabe: Implementiere das Gram-Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren in Maple

Hinweis: Normieren der berechneten Vektoren wa, ..., w, liefert
das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren



Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsv. - Algorithmus

e Eingabe: Liste von vy, -+, v,
e Berechnung:
[ ] W]. — V].

_ o (wi,v2)
O Up= % <W1~,W1>

o oo -
® Wp=Vp— ,:Zl ol

e Ausgabe: Liste von wy, -+, w,

e Aufgabe: Implementiere das Gram-Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren in Maple

e Hinweis: Normieren der berechneten Vektoren wr, ..., w, liefert
das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

e Aufgabe: Implementiere das Gram-Schmidtsche

Orthonormalisierungsverfahren in Maple!



Wiederholung von Listen in Maple

Deklaration und Initialisierung: L := [1,6,2,4,8,16, 17, 21]
Zugreifen auf das j-te Element: L[i] = 32

Anzahl der Elemente: nops(M)

alle Elemente einer Liste: op(M)



O-Notation




O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen
e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

f(x)

g(x)

feO(g) < limsup < 00

X—n

e Beispiele:

e n



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen
e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

f
feO(g) < limsup fx) < 00
x=n | &(X)
e Beispiele:
e neO(n)
e 2n



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen
e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

feO(g) < limsup fx) < 00
x=n | &(X)
e Beispiele:
e neO(n)
e 2n € O(n)
[ ] n4



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen
e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

feO(g) < limsup fx) < 00
X—n g(X)
e Beispiele:
e neO(n)
e 2n € O(n)
e n* € O(n%)

e 18 xlog,(n)



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen

e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

f(x)

g(x)

feO(g) < limsup < 00

X—n

e Beispiele:
e neO(n)
2n € O(n)
n* € O(n*)
18 x log,(n) € O(log,(n))
n+n®+9



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen

e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

feO(g) < limsup fx) < 00
X—n g(X)
e Beispiele:
e neO(n)
e 2n € O(n)
e n* € O(n%)

18 x log,(n) € O(log,(n))
n® +n®+9 € O(n®)
o 2713



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen

e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

feO(g) < limsup fx) < 00
X—n g(X)
e Beispiele:
e neO(n)
e 2n € O(n)
e n* € O(n%)

18 x log,(n) € O(log,(n))
n® +n®+9 € O(n®)
23 = 93 4 o0



O-Notation

e beschreibt das ,Verhalten” von Funktionen

e (O(n) erfasst Wachstumsverhalten eines Algorithmus in
Abhangigkeit der Eingabegrole n

e formale Definition:

feO(g) < limsup fx) < 00
X—n g(X)
e Beispiele:
e neO(n)
e 2n € O(n)
e n* € O(n%)

18 x log,(n) € O(log,(n))
n® +n®+9 € O(n®)
213 — 23 427 € O(2")



Sortieralgorithmen




Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Ei

e teile Liste auf in sortierten und unsortierten Teil

e sortierter Teil initial leer, unsortierter Teil initial komplette
Liste

e solange unsortierter Teil nicht leer ist: wahle kleinstes Element
von unsortierter Liste, vertausche dieses Element mit dem
ersten Element der unsortierten Liste und vergroRere sortierten
Teil um 1 nach rechts

10



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index

0. Durchlauf

16

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 2 4
0. Durchlauf 7 16
1. Durchlauf - 7 16

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 1/2(3|/ 4|56
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 16| 6 | 1
1. Durchlauf 713|166 | 4
2. Durchlauf & 7116| 6 | 4

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 3145 /|6
0. Durchlauf 31166 |1
1. Durchlauf 3|16 6 | 4
2. Durchlauf 7116| 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 3145 /|6
0. Durchlauf 31166 |1
1. Durchlauf 3|16 6 | 4
2. Durchlauf 7116| 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7
4. Durchlauf 16| 7

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 3145 /|6
0. Durchlauf 31166 |1
1. Durchlauf 3|16 6 | 4
2. Durchlauf 7116| 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7
4. Durchlauf 16| 7
5. Durchlauf 16

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 3145 /|6
0. Durchlauf 31166 |1
1. Durchlauf 3|16 6 | 4
2. Durchlauf 7116| 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7
4. Durchlauf 16| 7
5. Durchlauf 16
6. Durchlauf

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:
Index 1 3145 /|6

0. Durchlauf | 4 | 7 |3 ]16| 6 | 1
1. Durchlauf 3/16| 6 | 4
2. Durchlauf 7116 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7
4. Durchlauf 16| 7
5. Durchlauf 16
6. Durchlauf

e Worst-Case Laufzeit: n+ (n—1)+---+1= "*(g_l)

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 1 3145 /|6
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 ]16| 6 | 1
1. Durchlauf 3|16 6 | 4
2. Durchlauf 7116| 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7
4. Durchlauf 16| 7
5. Durchlauf 16
6. Durchlauf

e Worst-Case Laufzeit: n+ (n—1)+---+1= w € O(n?)

11



Sortieralgorithmen - SelectionSort (Sortieren durch Einfiigen)

e Beispiel:

Index 1 3145 /|6
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 ]16| 6 | 1
1. Durchlauf 3|16 6 | 4
2. Durchlauf 7116| 6 | 4
3. Durchlauf 6|6 |7
4. Durchlauf 16| 7
5. Durchlauf 16
6. Durchlauf

e Worst-Case Laufzeit: n+ (n—1)+---+1= w € O(n?)

e Aufgabe: Implementiere den Selection Sort Algorithmus in
Maple und sortiere anschlieRend die Liste [4,7,1,16, 32,5, 2]!
Hinweis: Es kann davon ausgegangen werden, dass alle

Elemente der erhaltenen Liste unterschiedlich sind. .



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Divide & Conquer
e wenn Liste nur ein Element enthilt — fertig
e teile zu sortierende Liste gleichmaRig in 2 Teillisten auf

e rufe rekursiv MergeSort auf diesen beiden Teillisten auf und
verbinde das Ergebnis wieder zu einer gemeinsamen Liste
(Riickgabe)

12



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1123 4|5 |6
0. Durchlauf | 4 | 7| 3|16 | 6 1

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1123 4|5 |6
0. Durchlauf | 4 | 7| 3|16 | 6 1

1. Durchlauf !! 16 | 6 1

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:
Index 1123|4516
0. Durchlauf | 4 | 7 3|16 | 6 | 1
1. Durchlauf 3 16|61
2. Durchlauf 77‘ ‘ ‘ 1

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1/2/3| 4|5
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 | 16| 6
1. Durchlauf
2. Durchlauf
3. Durchlauf

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1/2/3| 4|5
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 | 16| 6
1. Durchlauf
2. Durchlauf
3. Durchlauf

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1/2/3| 4|5
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 | 16| 6
1. Durchlauf
2. Durchlauf
3. Durchlauf

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1/2/3| 4|5
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 | 16| 6
1. Durchlauf
2. Durchlauf
3. Durchlauf

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1/2/3| 4|5
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 | 16| 6
1. Durchlauf
2. Durchlauf
3. Durchlauf

e Worst-Case Laufzeit: n x logs(n) € O(n * log(n))

13



Sortieralgorithmen - MergeSort

e Beispiel:

Index 1/2/3| 4|5
0. Durchlauf | 4 | 7 |3 | 16| 6
1. Durchlauf
2. Durchlauf
3. Durchlauf

e Worst-Case Laufzeit: n x logs(n) € O(n * log(n))

13



Laufzeitvergleich

1,200 ¢

—— Selection Sort
—— Merge Sort

1,000 |
800 |

600 |

Laufzeit

400 +

200 |

0

0 10 20 30 40 50
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Laufzeitvergleich

'1011
5 o
—— Selection Sort
—— Merge Sort
%
N
=
8
2 4 6 8 10
n -106
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Vielen Dank fur die
Aufmerksamkeit!



Fragen?
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