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Aufgabe 1 (20 Punkte). Sei A eine C∗-Algebra. Ein positives Element h von A heißt
strikt positiv, falls hAh = A.

(a) Sei A unital. Zeigen Sie, dass ein Element h ∈ A strikt positiv ist genau dann, wenn
es invertierbar ist.

(b) Sei A nicht notwendigerweise unital. Zeigen Sie, dass A ein strikt positives Element
besitzt genau dann, wenn A eine abzählbare approximierende Eins besitzt.

(c) Sei A eine C∗-Algebra, die eine abzählbare approximierende Eins besitzt. Zeigen
Sie, dass A dann auch eine approximierende Eins (un)n∈N mit un+1un = un für alle
n ∈ N besitzt.

(d) Zeigen Sie: Ist h ∈ A strikt positiv und τ ein Zustand auf A, so gilt τ(h) > 0.

Sie dürfen dabei ohne Beweis Cauchy-Schwarz benutzen: Ist τ ein Zustand auf einer
C∗-Algebra A, so gilt |τ(y∗x)|2 ≤ τ(x∗x)τ(y∗y) für alle x, y ∈ A.

Aufgabe 2 (10 Punkte). (a) Zeigen Sie, dass die C∗-Algebra Mn(C) der komplexwer-
tigen n × n-Matrizen einfach ist: Ist I ein abgeschlossenes Ideal in Mn(C), so ist
I = {0} oder I =Mn(C).

(b) Zeigen Sie, dass kerϕ ein Ideal in einer C∗-Algebra A ist, wenn B eine weitere
C∗-Algebra und ϕ : A→ B ein ∗-Homomorphismus ist.

(c) Zeigen Sie, dass es keine ∗-Homomorphismen von Mn(C) nach C gibt, wenn n ≥ 2.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Ist h ∈ Mn(C), so definieren wir τh : Mn(C) → C durch
τh(x) := tr(hx), wobei tr : Mn(C) → C die normalisierte Spur ist, also tr(x) = 1
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für x = (xij). Zeigen Sie, dass τh ein positives lineares Funktional ist mit ‖τh‖ = tr(h),
wenn h positiv ist. Zeigen Sie auch, dass jedes positive lineare Funktional auf Mn(C) von
dieser Form ist.


