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Aufgabe 1 (10 Punkte). Seien A und B zwei ∗-Algebren. Zeigen Sie, dass es auf dem
algebraischen Tensorprodukt A⊗B genau eine Involution gibt mit

(a⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗ für alle a ∈ A und b ∈ B.

Hinweis: Verwenden Sie wie im Beweis zu Lemma 11.7 (1) die universelle Eigenschaft
des Tensorproduktes. Nutzen Sie ferner aus, dass Sie aus einem Vektorraum H durch
Abändern der Skalarmultiplikation gemäß λ ·x := λx einen Vektorraum H bilden können.

Aufgabe 2 (10 Punkte). SeienH undK zwei Hilberträume mit Orthonormalbasen (ξi)i∈I
und (ηj)j∈J . Zeigen Sie:

(a) (ξi ⊗ ηj)(i,j)∈I×J ist eine Orthonormalbasis von H⊗̂K.

(b) Es gilt: H⊗̂K ∼=
⊕
j∈J

H⊗̂(Cηj) ∼=
⊕
i∈I

(Cξi)⊗̂K

(c) Für alle j ∈ J sind die Abbildungen uj : H → H⊗̂K, ξ 7→ ξ ⊗ ηj isometrisch.

(d) Für alle j1, j2 ∈ J gilt 1⊗̂ej1,j2 = uj1u
∗
j2
, wobei ej1,j2 : K → K, η 7→ 〈η, ηj2〉ηj1 .

(e) Für x ∈ B(H⊗̂K) sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt x = a⊗̂1 für ein a ∈ B(H).

(ii) x kommutiert mit 1⊗̂b für alle b ∈ B(K).

(iii) Setzen wir xj1,j2 := u∗j1xuj2 ∈ B(H), so ist

xj1,j2 = 0 und xj1,j1 = xj2,j2 für alle j1, j2 ∈ J mit j1 6= j2.

(Die Matrixdarstellung (xj1,j2)j1,j2∈J von x unter H⊗̂K ∼=
⊕

j∈J H hat demnach
Diagonalgestalt, wobei sogar alle Einträge auf der Diagonalen gleich sind.)

bitte wenden



Aufgabe 3 (10 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass Mn(C) ⊗Mm(C) ∼= Mnm(C) gilt, und bestimmen Sie damit das
Funktional trn⊗ trm auf Mnm(C).

(b) Seien A und B zwei ∗-Algebren und seien ϕ : A → C und ψ : B → C positive
lineare Funktionale. Zeigen Sie, dass dann auch ϕ ⊗ ψ : A ⊗ B → C ein positives
lineares Funktional ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass die Matrix (ϕ(a∗i aj))i,j=1,...,n ∈ Mn(C) für be-
liebige Elemente a1, . . . , an ∈ A positiv definit ist. Begründen Sie ferner, dass jede
positiv definite Matrix aus Mn(C) als positive Linearkombination eindimensionaler
Projektionen geschrieben werden kann.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Seien X und Y lokalkompakte Hausdorffräume. Zeigen Sie, dass

C0(X)⊗̂C0(Y ) ∼= C0(X × Y ).

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass jeder Charakter der (klarerweise kommutativen) C∗-
Algebra A := C0(X)⊗̂C0(Y ) als Produkt eines Charakters auf C0(X)mit einem Charakter
auf C0(Y ) geschrieben werden kann. Das Spektrum von A kann daher als Teilmenge von
X × Y aufgefasst werden.
Beweisen Sie anschließend, dass das Spektrum von A mit X × Y übereinstimmen muss.


