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3.4 Komplexe Zahlen
Bemerkung

1. Man kann die komplexen Zahlen C relativ schnell auf algebraischen Wege
einfithren. C ist der kleinsten Erweiterungskérper der reellenZahlen,
in dem —1 ein Quadrat ist, d.h. die Gleichung £2 4+ 1 = 0 ist losbar. Es
gibt also eine Zahl i € C mit > = —1.

Man erhélt diesen Erweiterungskorper, als Quotient des Polynomrings
R[¢] nach dem maximalen Ideal (£2 + 1)R[¢] (A. L. CAUCHY 1847).

Die Bildung des Quotientenringes bedeutet, dafl zwei Polynome in dersel-
ben Klasse liegen, wenn ihre Differenz ein Vielfaches von &2 + 1 ist. Die
Klasse eines Polynoms P(&) ist also die Menge

P(€) + (&2 + 1)R[].

Der Korper C ist also ein zweidimsionaler Vektorraum iiber R, der als den
Basisvektoren die Klassen

lc:=1+ (&2 + 1R[] und i:=¢&+ (€2 + 1R[]
hat. Es gilt also
C:= {z1 +y€ + (€ + DRE] |,y € R}.
Als reeller Vektorraum ist C isomorph zu R?.
2. In der Basis {1,¢} hat jede komplexe Zahl z € C die Form

z=x-14y-t mitz,yeckR

Nach den Rechenregeln in einem Korper und wegen i2 = —1 gelten fiir

Summe und das Produkt zweier komplexer Zahlen z =z - 14y -4, w =
u -1+ v -4 die Regeln:
ztw=(r+u) 1+ (y+v)-i,
z4+w=(xu—yv) 1+ (xv+yu) i

Fiir den Kehrwert von z = x -1+ y -4 # 0 findet man

1 x —y .
z = -1+ - 1.
x2 + 12 x2 + 12

3. In vielen Lehrbiichern wird ausgehend von diesen Formeln eine Summe
und ein Produkt auf R? definiert und nachgerechnet, daff man so einen
Korper erhilt, indem die Gleichung 2% 4+ 1 = 0 eine Losung hat (W. R.
HAMILTON 1833).

Man umgeht so die Bildung des Polynomringes R[z] und die Bildung des
Quotientenkérpers R[z]/(z? + 1]R[z].
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4. Man sieht nur diesem so konstruierten Korper nicht an, warum er fiir die
Analysis und ihre Anwendungen in Physik und Technik so wichtig ist.

Dazu und fiir weiterfithrende mathematischen Aussagen, wie den Haupt-
satz der Algebra, bedarf es nicht-algebraischer Hilfsmittel: die Voll-
stiandigkeit der reellen Zahlen und die Deutung der komplexen Multipli-
kation als Drehung und Streckung der Ebene. Letzteres geschah histo-
risch gesehen mit Hilfe der Eulerschen Formeln, in denen die komplexe
Multiplikation durch trigonometrische Funktionen ausgedriickt wird (A.
DE MOIVRE 1724, L. EULER 1748).

5. Aus dem Hauptsatz der Algebra folgt, dal die komplexen Zahlen C die
einzige endlichdimensionale Koérpererweiterung der reellen Zahlen
sind.

6. Wir gehen vom Begriff der Drehung aus. Die Drehungen der Ebene
bilden eine Gruppe, die sogenannte Torusgruppe T, die wir zunéchst
einfithren.

Wir konstruieren zwei isomorphe Bilder der Torusgruppe:

(a) Als Quotientengruppe R/277Z der additiven Gruppe (R, +) der reel-
len Zahlen.

(b) Als Drehungen der Ebene ist die Torusgruppe eine Untergruppe des
Ringes der reellen 2 x 2-Matrizen.

Als Menge identifizieren wir die Torusgruppe T mit dem Einheitskreis S!
in der Ebene R2.

7. Dann betrachten wir die Drehungen und Streckungen der Ebene und ihre
Zusammensetzungen, die Drehstreckungen. Die Drehstreckungen sind
die Ahnlichkeitsabbildungen der Ebene, die den Ursprung festhalten und
die die Orientierung erhalten.

8. Komposition und Summe von Drehstreckungen sind wieder Drehstreckun-
gen. Sie bilden also eine Unteralgebra der reellen Algebra der 2 x 2-
Matrizen. Da die Inverse einer Drehstreckung wieder eine Drehstreckung
ist, ist diese Unteralgebra sogar ein Korper .

Wir nennen die Menge der Drehstreckungen den Kérper C der kom-
plexen Zahlen (J. R. ARGAND 1806).

Eine Basis bilden die identische Abbildung 1 und die Drehung um /2,
die mit ¢ bezeichnet wird:

. cosg —sing (0 -1
"\ sing cosk ) \1 0)°

Dann ist i? die Drehung um #. Diese iiberfiihrt jeden Vektor w € R? in
—w, d.h. 2 = —1.
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3.4.1 Torusgruppe

Bemerkung.

1. Die Abbildung
R >t (cost,sint) € R?

ist periodisch mit der Periode 27 (vgl. Bemerkung 3.3.14. Ihr Bild ist der
gesamte Einheitskreis S!.

2. Die Einschrinkung dieser Abbildung auf das Intervall (—m, 7] ist eine
Bijektion auf den Einheitskreis. Die Umkehrabbildung ist die Argument-
funktion (vgl. Satz 3.3.15)

St 3 (z,9) — arg(z,y) € (-, .

Lemma 3.4.1 Fiir s,t € R sind dquivalent:

1. (coss,sins) = (cost,sint).
2. Es gibt eine ganze Zahln € Z, so dafs
s —1t=2mn.
Beweis. Aus den Additionstheorem 3.3.18 folgt
cos(s —t) = 1.

Da x +— cosx nach Lemma 3.3.14 27-periodisch ist, folgt

s—t e 2n’.

Bemerkung.

1. Die reellen Zahlen bilden mit der Addition als Verkniipfung eine abelsche
Gruppe (R, +).
Die ganzen Zahlen Z sind eine Untergruppe von (R, +).
Eine weitere Untergruppe von (R, 4) sind die ganzzahligen Vielfachen von

2m:

217 := {2mn | n € Z}.
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2. Zwei reelle Zahlen s,t € R heiflen kongruent modulo 27, wenn es eine
ganze Zahl n € Z gibt, so daf§

t=s-+2mn.
D.h. s—t e 2nZ.

3. Fiir eine reelle Zahl s € R bilde man die Aquivalenzklasse von s :
[s]:={t|teR,s—te2nZ} =s+2nZ.

Ein Element § € [s] heiit ein Repréisentant der Klasse [s]. Fiir einen
Représentanten § gilt [5] = [s].

4. Man erkliirt eine Verkniipfung auf der Menge der Aquivalenzklassen durch
die Vorschrift:

[s] + [t] == [s + 1]

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert, d.h. die rechte Seite [s + t] ist un-
abhéngig von der Wahl der Repréisentanten s € [s] und ¢ € [t].

5. Die Klasse [0] = 27Z ist das neutrale Element unter dieser Verkniipfung.

6. Es gilt [s] + [—s] = [0].

Bezeichnung 3.4.2 (Quotientengruppe R|27Z)
Die Quotientengruppe R/277Z ist die Menge der Aquivalenzklassen

R/27Z :={[s] | s € R}
versehen mit der Verkniipfung
[s] + [t] := [s +t].

R/27Z ist eine abelsche Gruppe.

Bemerkung.

1. Auf Grund von Lemma 3.4.1 erhalten wir eine wohldefinierte Bijektion
R/277Z > [t] — (cost,sint) € St.

Mit Hilfe dieser Bijektion iibertragen wir die Gruppenstruktur von R/27Z
auf den Einheitskreis, so dafl diese Abbildung ein Gruppenisomorphismus
wird.

Die so erklérte Verkniipfung auf dem Einheitskreis schreibt man mit einem
Malpunkt und nennt die so definierte abelsche Gruppe die Torusgruppe
oder den Torus T.
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2. Fiir die Verkniipfung z - w zweier Elemente z,w € T gilt
[arg(z - w)] = [arg 2] + [arg w]

Die Abbildung T > w — z-w beschreibt die Drehung des Einheitskreises
um den Winkel arg z.

Bezeichnung 3.4.3 (Torusgruppe T)

Die Torusgruppe T ist der Einheitkreis versehen mit der folgenden Gruppen-
verkniipfung: Fiir z,w € T sei

2w = (cos(p + ), sin(p + ),
wobel ¢ := arg z und ¢ := argw ist.

Bemerkung 3.4.4 (Isomorphismus T mit R/277Z)

1. Die folgenden Abbildung sind zueinander inverse Gruppenisomorphismen:

R/277Z > [t] — (cost,sint) € T,
T >z [arg z] € R/27Z.

2. Manchmal nennt man auch die Abbildung z — [argz] € R/27Z Argu-
mentfunktion und die Funktion z — arg z € (—7, 7| den Hauptzeig der
Argumentfunktion.

Bemerkung Man kann das Produkt in T auch ohne Benutzung trigonome-
trischer Funktionen direkt aus den Koordinaten berechnen. Die entstehende
Formel wird klarer, wenn man sie als Matrizenprodukt liest.

Satz 3.4.5 (Produktformel in der Torusgruppe)

1. Fiir Das Produkt zweier Elelemente z = (x,y), w = (u,v) € T gilt

z-w = (zu—yv,xv + Yu).

2. Beziiglich der Standardbasis beschreibt die Formel 1. die Wirkung einer
Matriz auf eine Spaltenvektor:

(i)

Beweis (Produktformel in der Torusgruppe).
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1. Der Beweis der Formel folgt aus dem Additionstheorem der trigonometrischen
Funktionen 3.3.18. Es sei
Y= argz, P 1= argw.
Nach Definition des Produktes 3.4.3 gilt

2w = (cos(p + ¢),sin(p + 1))
= (cos p cos ) — sin psin, sin p cos ) + cos @ sin )

= (zu — yv, yu + xv).

2. Nachrechnen.

Bemerkung Eine reelle n x n-Matrix A heif3t orthonormal, wenn die trans-
ponierte A® = A~1 ist. Dann ist det(A) € {1,—1}.

Die spezielle orthonormale Gruppe SO(n) besteht aus allen orthonormalen
nxn-Matrizen A mit det(A) = 1. Die Elemente von SO(n) heilen Drehungen.

Korollar 3.4.6 (Spezielle orthonormale Gruppe SO(2)) Die Torusgrup-
pe ist isomorph zu der Gruppe SO(2). Der Isomorphismus wird durch die fol-
gende Abbildung gegeben:

TEZ:(x,y)H<Z _g>650(2).

Beweis. Man rechnet leicht nach, daB die angegebene Abbildung

Taz—(x,y)'—><z _i>eso(2).

ein Gruppenisomorphismus von T in SO(2) ist.

Es ist zu zeigen, daB diese Abbildung surjektiv ist. Es sei

A= ( @i di ) € SO(2).

a21 a2

Da det A = 22 + y? = 1 ist, folgt aus der Kramerschen Regel:

AL = az2 —ai2
—az1 ai

Vergleicht man dies mit der Transponierten A’ so folgt

(Y

mit 2,y € R.
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3.4.2 Konstruktion der komplexen Zahlen

Bemerkung 3.4.7 (Drehstreckungen)

1. Ein positives Vielfaches C' = rZ einer Drehung Z € SO(2) mit einem
reellen Faktor r > 0 heifit eine Drehstreckung. Also sind alle reellen
2 x 2-Matrizen der Form
a —b
=(5 )

mit r = va? + b? # 0 Drehstreckungen (vgl. Korr. 3.4.6).

2. Sind C =rZ, D = pW mit Z,W € SO(2) und r,p € (0, 00) Drehstreckun-
gen, so ist auch ihr Produkt:

C-D=rpzZ-W

und die Inverse eine Drehstreckung:

1 a b
S R
Cr=rZ _7a2+b2<—b a>'

3. Mit zwei Drehstreckung C',D und C' # —D ist auch die Summe C + D
eine Drehstreckung, da diese Matrix wieder die Form

(5 1)
y T
hat.

Fiir eine reelle Zahl A # 0 ist AC' eine Drehstreckung.

4. Nimmt man zu den Drehstreckungen noch die Nullmatrix hinzu, so erhélt
man eine unitale Unteralgebra C der Algebra der reellen 2 x 2-Matrizen.

Nach 2. enthilt die Algebra C mit jedem Element C' # 0 auch das Inverse
C~'. Die Algebra C ist also ein Kérper.

5. Die Matrixschreibweise fiir die Elemente von C ist etwas aufwendig. Wir
fithren noch eine abkiirzende Bezeichnung ein.

Definition 3.4.8 (Komplexe Zahlen)

1. Der Korper der komplexen Zahlen C besteht aus allen reellen 2 x 2-
Matrizen der Form
[ a b
‘v
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2. Man wdhlt als Basis von C die Einheitsmatriz 1 und die imagindre Einheit

()

Es ist i = —1.
Die Elemente von C haben also die Formc=a-1-+b-1i. Man kiirzt dies
ab zu
c=a+1b.
Bemerkung.

1. Die komplexen Zahlen C sind ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum.
Durch die Wahl der festen Basis {1,i} ist C als Vektorraum isomorph zu
dem Vektorraum R2.

2. Entsprechend zur Darstellung der reellen Zahlen auf einer Geraden, stellt
man die komplexen Zahlen als Punkte in einer Ebene dar. Man spricht
von der komplexen Ebene oder Gaufischen Ebene.

Man wéhlt in der Ebene ein kartesisches Koordinatensystem mit einer
waagerechten z-Achse und einer senkrechten y-Achse.

Fine komplexe Zahl ¢ = a 4 ib wird dann durch den Punkt mit den Ko-
ordinaten (a,b) oder einen Vektor mit den Koordinaten (a,b) dargestellt.

Satz 3.4.9 (Einbettung von R in C)
Die Abbildung

RSJ:H(JU 0

>:x-1—|—0-i€(C
0 =z

st ein Korperisomorphismus. D.h. die den reellen Zahlen entsprechenden kom-
plexen Zahlen werden genauso addiert und multipliziert wie die reellen Zahlen.
Sie bilden einen zu R isomorphen Unterkdérper von C.

Bezeichnung 3.4.10 (R als Unterkorper von C)

Die komplexen Zahlen der Form z = x -1+ 0-¢ heiflen reell. Man schreibt kurz
z und betrachtet von nun an die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen
Zahlen:

RcC.
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Bemerkung Auf C gibt es keine Ordnung, die den Axiomen eines geordneten
Korpers 1.1.5 geniigt.

In einem geordneten Korper sind Quadrate immer positiv (vgl. 1.1.6(1)). Es ist
1=1% und —1=4%

Gébe es eine solche Ordnung, so wiren im Widerspruch zum Ordnungsaxiom
sowohl 1 als auch —1 positiv .

Bemerkung.

1. Wir betrachten von nun an die komplexen Zahlen als eine Grundstruktur
der Mathematik und nehmen auf ihre Konstruktion nur noch ganz selten
bezug.

2. Die reellen Zahlen fassen wir als einen Unterkérper R C C der komplexen
Zahlen auf.

3. Wir schreiben die komplexen Zahlen z nicht als Matrizen sondern in der
Form

z=x+ 1y mit z,y € R.

Natiirlich ist « + iy = x + yi. Man schreibt aber den Faktor i meistens
zuerst. So sind Realteil und Imaginérteil optisch schneller zu erkennen.

4. Die Torusgruppe fassen wir als eine Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe C* :=C\ {0} auf:

T:={z|z=x+iyeC" 22 +¢y*>=1}.

Die Torusgruppe ist also der Einheitskreis S' mit der komplexen Multi-
plikation.

Wir schreiben T, wenn wir die Gruppenstruktur betonen wollen, anson-
sten S

Bezeichnung 3.4.11 (Realteil, Imaginirteil)

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy heiflen die reellen Zahlen z,y Realteil von
z bzw. Imaginirteil von z.

Die Abbildungen Real- und Imaginérteil sind reell linear:

Re : C — R, z=x+1ty+— Rez:=uzx,
Im : C =R, z=x+1iy— Imz:=y.
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Geometrisch sind die Abbildungen z — Rez bzw. z — Im z die orthogonalen
Projektionen der Ebene auf die Koordinatenachsen.

Fiir eine komplexe Zahl z gilt

z= Rez+ilmz.

Bemerkung.

1. Dem Transponieren von Matrizen entspricht die Konjugation komplexer
Zahlen.

2. Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat zwei Nullstellen i und —i. Algebraisch
gesehen, ist C der kleinste Oberkorper von R, der diese Nullstellen enthélt.
Konjugation entsteht durch Vertauschen dieser beiden Nullstellen.

3. Geometrisch handelt es sich bei der Konjugation um die Spieglung an der
reellen Achse.

Bezeichnung 3.4.12 (Konjugation z — %)

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy setzt man
zZ=x—1y.

Z = Rez — iIm z heifit die konjugiert komplexe Zahl zu z.

Feststellung 3.4.13 (Rechenregeln: Konjugation)

Fir die Konjugation gelten die folgenden Rechenregeln:

1. zZ=z,

2. zt+w=Z+w

5. zeERe 2z=72
6. zE::U2+y2 st reell und 2z > 0.

7. Firz#0 ist

Bemerkung. Die Regeln 1-3 besagen, dafl die Konjugation ein involutori-
scher Korperisomorphismus von C ist.
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Bezeichnung 3.4.14 (Der absolute Betrag |z|)
Es sei z = x + iy € C. Die nichtnegative Zahl

|z| ;= V2Z = Va2 + y?

heifit der (absolute) Betrag der komplexen Zahl z.
Bemerkung.

1. Der Betrag von z ist der euklidische Abstand des Punktes mit den
Kordinaten (z,y) vom Ursprung.

2. Fiir reelle z ist |x| = max{z, —x}. Die Definition 1.1.14 des Betrages in
R mit Hilfe der Ordnung und der Betrag in C ergeben dasselbe Resultat.

3. |z|? ist zugleich die Determinante der Drehstreckung
()
y

Feststellung 3.4.15 (Rechenregeln: Betrag)

Fiir z,w € C gelten:

L. |z2| 20 und |2| =0 2=0,
2. |zw| = |z||w| (multiplikativ),
3. [z = |2,

4. Firw # 0 gilt ‘%‘ = %

ot

. |Rez| < |z| und |Im z| < ||,

(@)

. |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),
Korollar 3.4.16 Fiir z,w € C gilt

2] = w[] < [z = w].

Beweis (Rechenregeln: Betrag).

Es seien z,w € C, dann folgt:
1. klar.
2. |zw|? = zwzw = 27 - ww = |z|*|w]?.

3. Z2 =224y = |2
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) L 1z2  2Z? 2] \ 2
4. Furw;éOglIt‘—) =— =(—] .
w wWw |w]
5. |[Rez| =|z| < |z| und |Imz|=ly| <z,
6. |z+w?> =(z+w)(zF+w)=|z|> +2Re 2w + |w|?
< [2l? + 22l |w| + [w]? = (2] + [w])?.

Bemerkung. Das Korollar folgt aus der Dreiecksungleichung.

3.4.3 Tangens und Arcus-Tangens

Beispiele 3.4.17 (Gebrochen lineare Funktionen)

1. D:={z||z] <1} heiBt offene Einheitskreisscheibe,
D :={z||z|] <1} heilt abgeschlossene Einheitskr.

2. Es sei ¢ € C, dann gilt

el <1 & {z]|z—c

|<|l-ef} =D
=1 & {z||lz—¢ <1—-¢z|}=C
el >1 < {z||]z—¢ <|1—¢z|} =C\D

3. Wenn ¢ € C und |¢| < 1, dann bildet die Abbildung

DBZ'—>12_C

—eD
—cz

die offene Einheitskreisscheibe D bijektiv auf sich ab.
Dieselbe Abbildung bildet auch S' bijektiv auf sich ab.

Beispiele 3.4.18 (f : Obere Halbebene — Kreisscheibe)

1. Die Menge H :={z | z € C, Imz > 0} heifit die obere Halbene. Wenn
Ime > 0 ist, so gilt (Zeichnung!)

{z]2€C, |z—¢c|<|z—¢|} =H.
2. Essei ¢ € C, Ime > 0 und wy € S'. Die Funktion

(C\{E}Bzr—wv::woz_c

eC

Z—C

e bildet die obere Halbebene H bijektiv auf die offene Kreisscheibe D
ab.



23. Mai 2001 229

e bildet die reelle Achse bijektiv auf S'\ {wo} ab.
Anschaulich gilt fiir x auf der reellen Achse:

—C r—cC

lim wo — = lim wy — = wp.
r—oo Zz—C xT—>—00 I —C
Yy
A
\ Wenn z und w in der oberen Halbebe-
w

ne liegen, ist der Abstand von z zu w
kiirzer als der Abstand von 2z zu w.

gl

Beweis. Da v := Imw > 0 ist, gilt fiir z =z + y:
0<|z—w?—|z—w?®=—2Rezw + 2Re 2w

= —2Rez(w —w) = 4yv
& 0<y & zeH

Beispiele 3.4.19 (Rationale Parametrisierung von S')
1. Die Funktion (Cayley-Transformation)
1w —
i+ w
bildet die obere Halbebene H bijektiv auf die offene Kreisscheibe D und die
reelle Achse R bijektiv auf S'\ {—1} ab.

wl0|1]-1]i] (0,00) | (—00,0) | o0
Z ’ 1 ‘ i ’ -i ‘ 0 ‘ oberer Halbkreis ‘ unterer Halbkreis ‘ -1

2. Man hat eine rationale Parametrisierung der Kreislinie

HURS w2z :=

RS 1—u2+, 2u
U — 7
u? 1+ u2

c S\ {-1}.

3. Die Umkehrfunktion ist

Y

e R.
1+

S\ {1}z +iyr u:=
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Bemerkung (Tangens und Arcus-Tangens).

1. Die rationale Parametrisierung des Einheitskreises aus Beispiel 3.4.19
héngt eng mit der trigonometrischen Funktion (—7,%) > ¢ +— tanp € R
und ihrer Umkehrfunktion arctan : R — (-7, §) zusammen.

2. Im Schulunterricht setzt man fiir ¢ € (=75, 5)

tan @ = = (tang) =1+ (tany)?.

Die Funktion ¢ +— tan ¢ ist streng monoton wachsend. Thre Bildmenge ist

ganz R.
3. Die Umkehrfunktion wird mit w — arctanu bezeichnet und hat die Ab-
leitung
(arctanu) = !
14w

Rationale Parametrisierung des Einheitskreises:

Y
A
..... B . 1—u? | 2u
yl z=x+y 1—|—u2+zl+u2
u 2
©/2
T T 1 » L
-1 0 T 1

Es sei ¢ := arg z. Die Gerade durch —1 und z schneidet die y-Achse im Punkte

y ¢
= tan =
1+z M

Bemerkung

1. Wir definieren zunichst die Funktion « — arctanw als Stammfunktion
und ¢ — tan ¢ als Umkehrfunktion.
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2. Im folgenden Beispiel 3.4.21 zeigen wir dann, daf die so definierten Funk-
tionen die aus der Schule bekannten Eigenschaften haben. Man vergleiche
dazu auch die vorangehende Zeichnung.

Bezeichnung 3.4.20 (arctan uw und tan )

1. Wir nennen die folgende Stammfunktion Arcus-Tangens:

u

R > u — arctanu ::/
0

dt
1+t2°

Arcus-Tangens ist streng monoton wachsend.

2. Die Umkehrfunktion heifit Tangens: ¢ — tan ¢.

Beispiele 3.4.21 (Kreisparametrisierungmit tan ¥)

1. Wir berechnen fiir einen Punkt auf dem oberen Halbkreis mit der Parame-
trisierung 3.4.19 und dem Parameter u € (0,00) das Argument ¢ € (—m, ).

Nach Feststellung 3.3.28 gilt fiir das Argument

<z’—u) d¢
= arg| - = _— .
/1 _ ¢2
14+ u 7 1 5
1+u§

Mit der Substitution (0,00) 3t +— £ € (—1,1)

)
_ 1ot dg:_Ldt

< (1412)2

S

und der Definition der Funktion arctan erhilt man

u
i—u dt
p = arg <z+u> 22/m:2arctanu.
0

2. Eine analoge Rechnung zeigt, daf3 dieselbe Beziehung auch fiir den unteren
Halbkreis gilt (vgl. Korollar 3.3.30).

3. Die Bildmenge der Funktion Arcus-Tangens ist das Intervall (-7, %).

4. Aus u = tan £ erhalten wir die Parametrisierung des Kreises S'\ {—1}:

1—(tan¥)? ~ 2tan?
+1
1+ (tan%)? 1+ (tan ¥)?

V)

(=m7m) 3¢
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5. Da ¢ das Argument des Bildpunktes ist, erhalten wir durch Vergleich mit
@ — cos ¢ + isin ¢ die Halbwinkelformeln:

1 — (tan £)?
1+ (tan £)2
2tan £
1+ (tan %)2

cosp =
fir p € (—m,m).

singp =

6. Wir Berechnen die Bogenldnge auf dem rechten Halbkreis

(—1,1) 5 umrs —— .
1+ U

Auf dem rechten Halbkreis ist cos p = 2 > 0 und

sinp y 2u

cosp T Tl
Mit der Substitution (—1,1) 3¢+ s € (—o0,00):

2t 1+ 2
ds = 21 gt

Tioe YT a-aeye

folgt fiir die Bogenlédnge:

2u
1—u

u
i d dt
arctan ik o / 5 5 = 2/ = 2arctanu = ¢.
Ccos 1+s 1+¢2
0 0

Feststellung 3.4.22 (Umrechnung: sin ¢, cos ¢, tan ¢, tan )

Wir haben die folgenden Formeln erhalten:

sin ¢ .. T T
1. tan o = €(—=, =
any Cos fir ¢ € ( 2 2)
_ 1—(tan %)?
R (S R
. T - .
) 2tan £ e o
sinp = -——=—
1+ (tan %)2
2tan @ T
3. tan2¢p = ———— irp € (——, —
an2p =) fir ¢ € (=3, 7)
2u .
4. arctan —— = 2arctanu firuwe (—-1,1).

02
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Bemerkung. Es bedeute R(cos @, sin ¢) eine rationalen Ausdruck in den beiden
Funktionen cos ¢ und sin ¢.

Beispiele 3.4.23 (Integration von [ R(cos ¢,sin ) dy)

1. Wendet man auf Integrale der Form

/ R(cos ¢, sin p) dp

die rationale Parametrisierung des Einheitskreises 3.4.19 an:

2

= 2arct dp = ——
® arctan u, ® Y

an, so erhélt man eine rationale Funktion als Integranden:

P1 tan ¢1/2 1 2 2 2

. —u w
/R(coscp,smso)d@: / R(1+u2’1+u2)1+u2du'
©o tan g /2

2. Wir berechnen nochmal spezielle Werte des Arcus-Tangens:

T 1 “/Qd L du 1
—_ = — = — t
4 2/0 v /0 Lra? 00

s . ¥ . bodu .
Z — 2 lim dp = lim —— = lim arctant.
2 2 y—m Jo t—oo o 1+ u2 t—o0

Die letzte Formel schreibt man als uneigentliches Integral:

w1/“d /00 du
27 2), YT ), 11

W:/_ﬂ—dq}:/_oo—l—i_uz

Aus der ersten Formel kann man die Leibnitzreihe folgern:

Tt 1
4~ 3 5

Analog folgt

Bemerkung. Es bedeute R(x,v/'1 — 2?) eine rationalen Ausdruck in den beiden
Funktionen z und v1 — 22

Beispiele 3.4.24 (Integration von [ R(z, V1 — 2?)dx)

Wendet man auf Integrale der Form

/R(x, V1= 22)ds
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die rationale Parametrisierung des Einheitskreises 3.4.19

1 —u? 2 —4
T Y V1—22= v der = Y

T 14w 14 u2’ (14 u?)?

an, so erhélt man eine rationale Funktion als Integranden:

1-b
/ ¢m 1—u? 2 4
12 _ ( —u U ) —4u '
/R(ZL’,\/ x?) dx /R T2 T8 (1+u2)2du
a \/ﬁ
14+a

Ziel: Wir werden die bisher betrachteten Funktionen folgendermafien zusam-
menfassen:

e komplexe Exponentialfunktion:

expz:=e"(cosy +isiny) fir z=x+iy e C.

e Hauptzweig des komplexen Logarithmus:

logw := log |w| + iargw

= log |w| + i 2 arctan (W)
w| +u

fiir w = w + v mit |w| # —u.

Beispiel: exp(27mi) = 1 und i* = ¢=™/2 (L. EULER 1728).

Zuvor betrachten wir das verwandte, aber etwas einfachere Problem der kom-
plexen Wurzelfunktion.

3.4.4 Einheitswurzeln

Beispiele 3.4.25 (Quadratische Gleichungen)
Man findet die Nullstellen einer quadratischen Gleichung

24 pz+q=0

mit komplexen Koeffizienten p, ¢ € C durch Bildung der quadratischen
Ergénzung;:
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Man berechne die beiden Wurzeln aus c := 1/4(p* — 4q):

1
wi g = :|:§\/p2 —4q .

Es folgt bekannte Formel fiir die beiden Nullstellen z; und zo einer quadrati-
schen Gleichung:

1
212 = —g + 5\/p—4q.

Feststellung 3.4.26 (Quadratwurzel)
Es sei c = a+ib € C. Die Gleichung

2

we=c
hat zwei Losungen:
Vva wenn a >0, b= 0,
\/Wi wenn a < 0, b=0,
wig =t \/m""i 2(le| —a) wennb>0,
2(le| +a) —iy/3(Jcf —a) wenn b < 0.

\

Bemerkung. 1.Wir nennen die jeweile +-Wurzel den Hauptzweig der Qua-
dratwurzel. Der Hauptzweig bildet die geschlitzte komplexe Ebene auf die
rechte Halbebene ab:

V- i C\R_. - {z|2z€C, Rez >0}
und /- : R_ — iRy

Beweis (Quadratwurzel).

w? = (u+iv)? =c=a+ib

s wW—vP=a und 2uv=0»

Aus u? 4 v% = |w|? = || folgt

1
W = S(lel +a).
v? = 5(\0] —a).

Also ist

ul =1/l +0)

ol = /5l )
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Beriicksichtigt man nun die verschieden Fille fiir die Vorzeichen von b, so folgt aus
2uv = b die behauptete Formel.

Beispiele 3.4.27 (Dritte Einheitswurzeln)

Die Gleichung

2 —-1=0
hat drei Losungen C(gg), Cfg), 2(3) € T. Sie heilen die dritten Einheitswurzeln.
Da

B-1=(z-1)E+2+1)

ist, sind dies die Zahlen C(gg) = 1 und die beiden Nullstellen der quadratischen
Gleichung 22 4+ 2z +1 = 0:

@ _ 1 V3, 3 __1_ V3
1—2+2zund§2—222

=gPl=n =P =16" - 6P = V5,

sind die dritten Einheitswurzeln die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. Es gilt
3)\ 2 3 3 3 3
@) =¢" md ¢+ + g7 =0,

Beispiele 3.4.28 (Dritte Wurzel)
Aus w = p(cos ) + isiny)) folgt
w3 = p?(cos 3¢ + isin 31).

Eine dritte Wurzel zu ¢ = r(cos ¢ + isin ) ist der Hauptzeig:

Ve =29 = %(COS% —i—isin%).

Da der Quotient zweier Wurzeln eine dritte Einheitswurzel ist, gibt es zwei
weitere Wurzeln:

2 =200 und 2o = 2cdY.
Es gilt
(2= 20)(z — 21)(z — 22) = 2% — 22 20 (¢ + ¢ + )
+2- 267G + (76 + ()

+ 23

:Zg—C.
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Beispiele 3.4.29 (Kubische Gleichungen)
FEine kubische Gleichung
B 4btez+d=0
wird durch die Trasformation w +— z := w — b/3 auf eine kubische Gleichung

ohne quadratischen Term reduziert:

b? 203 be
3_ _—— —_— = 3 =
w w(c >+<27 3+d) w® +pw +q = 0.

: p .. . .
Transformiert man nun v — w = v — 307 so erhilt man eine quadratische
v

Gleichung fiir die Unbekannte v3:
27(v*)? + 27¢(v®) — p* =0

Diese kann man explizit 16sen und dann die dritten Wurzeln aus den beiden
Losungen ziehen. Bei der Riicktransformation entstehen formal sechs Losun-
gen, von denen aber je zwei zusammenfallen.

Bemerkung. Wir wollen n-te Wurzeln aus komplexen Zahlen berechnen.
Dazu ersetzen wir die multiplikative Gruppe C* := C\ {0} durch eine isomorphe
Gruppe, in der sich Potenzen und Wurzeln besser berechnen lassen:

1. Jede komplexe Zahl z € C* lafit sich eindeutig in der folgenden Form
schreiben:

z
z=rw mitr:=|z|cR}, w=—¢€T.

2]

Diese Darstellung liefert einen bijektiven Gruppenisomorphismus
C*— R} xT.

2. Die Argumentfunktion liefert einen bijektiven Gruppenisomorphismus T —
R/27Z (vgl. Bemerkung 3.4.4).

3. Die Polarkoordinaten (vgl. Satz 3.3.15(2.)) liefern einen bijektiven Grup-
penisomorphismus

Ci — R} xR/2nZ,

2 (|z], [arg 2])
mit Umkehrabbildung

R x R/2nZ > (r,[p]) — r(cosp +isinp) € C*.
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4. In R% x R/27Z kann man die n-ten Wurzeln in jeder Koordinate einzeln
bestimmen.

5. In der multiplikativen Gruppe R existiert n-te Wurzeln eindeutig (vgl.
Feststellung 2.2.13).

In der Gruppe T = R/27Z ist die n-te Wurzel nicht eindeutig. Deshalb
betrachten wir zunéchst die n-ten Einheitwurzeln:

{¢I¢eT, ¢"=1}

Feststellung 3.4.30 (n-te Einheitswurzeln)

1. Es sein € N. Die Gleichung 2™ =1 hat in C genau n Lisungen
2k 2k
Ckn) — cos =8 4—z'sin—7r firk=0,1,...,n—1.
n n

C(()n), Cfn), e ,(fln_)l heifien die n-ten Einheitswurzeln.

2. Da
¢ = ("™ firk=0,1,...,n—1

ist, bilden die n-ten Einheitswurzeln eine zyklische Untergruppe der
Ordnung n der Torusgruppe T.

Ly, = Z/0nZ > [k] — ,g") € T ist ein Gruppenisomorphismus der zykli-
schen Gruppe Zy in die Torusgruppe.

Bemerkung. Die n-ten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines regelméfligen
n-Ecks auf dem Einheitskreis:

65 = ¢ = (™)1 = 1) = Je™ 1],

Daher heifit die Gleichung 2" = 1 auch die Kreisteilungsgleichung.

Beweis Einheitswurzeln.

Esseine N. Dafirk=0,1,...,n—1
(C,i )) :(cos—ﬂ+zsm—w>
n n
2km 2k
cos(n - )+zsm(n - )

ist, sind die ¢\" Lésungen der Gleichung 2" = 1.

Gilt umgekehrt fiir ein z =cos¢p +isinp € T

1 = 2" = cos(nyp) + sin(ny),
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so ist (vgl. Lemma 3.4.1) np € 27Z. D. h. es gibt ein [ € Z mit

Es gibt genau ein k € {0,1,...,n — 1}, so daB
k=1 mod n.

Also ist z = C,gn).

Feststellung 3.4.31 (n-te Wurzel)

Eine n-te Wurzel zu ¢ = r(cos ¢ + isinp) ist der Hauptzweig:
Ve =z = {L/F(cosf —i—z’sinf).
n n
Es gibt insgesamt n Wurzeln. Fir k=0,...,n —1 sind dies:

2k 2k
2k = zoggn) = ’C/?(cos PR +n T —I—isin—@ +n T )

Es gilt

2t—c=(z—20)(z—21) (2 — zp—1).

Beweis (n-te Wurzel).
Aus w = p(cos 1) + isin) folgt

w" = p"(cosn + isinnap).
Ist also ¢ = r(cos ¢ + ising) so folgt

2y = W"(cos% +isin%)n =c.

Da der Quotient zweier n-ter Wurzeln eine n-te Einheitswurzel ist, haben alle wei-
teren Einheitswurzeln die Form

Zp = ZoClgn) firk=1,2,--- ,n—1.

Die beiden normierten Polynome

2t—c=(z—20)(z—21) (2 — zpn-1)-

haben die gleichen Nullstellen. Nach dem Identitatssatz 3.4.36 sind sie gleich.

Bemerkung. Wir betrachten Polynome iiber R oder C.
In der Algebra beweist man den Euklidischen Algorithmus:
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Satz 3.4.32 (Polynomdivision)

Es seien P und Q # 0 Polynome. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte Poly-
nome P und R, so dajs

GradR < Grad@,
P=P-Q+R.
Wenn R =0, so heifit P durch Q) teilbar.

Korollar 3.4.33 (Abspalten einer Nulstelle)

Ist zg eine Nullstelle des Polynoms P, dann gibt es eindeutig ein Polynom 15,
so dafs

P(z) = (z — 2z0)P(z) fiir alle z € C.
Es ist GradP = GradP — 1.

Bezeichnung 3.4.34 (Vielfachheit einer Nullstelle)

Es sei 2y eine Nullstelle des Polynoms P # 0 und k € N. Ist P durch (z — z)*
teilbar und nicht durch (z — zo)**! teilbar, so heifit k die Vielfachheit der
Nullstelle zg.

Satz 3.4.35 (Anzahl Nulstellen eines Polynoms)

1. Ein Polynom vom Grad n € N hat hichstens n Nullstellen.

2. Sind zg,...,z verschiedene Nullstellen von P mit den Vielfachheiten

ng,-..,NE so gibt es ein eindeutiges Polynom P, so daj$
P(z) = (2 — 20)™ - -+ (z — 2)"* P(2).
Es st
GradP = GradP — (ng 4 - - - + ny,).
Satz 3.4.36 (Identititssatz fiir Polynome)
Stimmen die Polynome
P(z) =cp2" + 12" 4 ez + e,
]5(2) =0 2" 4+ Cp 12" G2+
an n + 1 Stellen tberein, so gilt
c, =¢ firk=0,1,...,n
und somit P = P.
Bemerkung. Gibt man die Werte an n + 1 verschieden Stellen vor, so gibt es

genau ein Interpolationspolynom vom Grade < n, das an diesen Stellen die
vorgegebenen Werte annimmt.
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3.4.5 Komplexe Exponentialfunktion

Bemerkung 3.4.37 (Komplexe Exponentialfunktion)
1. Die reelle Exponentialfunktion ist ein Gruppenisomorphismus der additi-

ven Gruppe (R, +) in die multiplikative Gruppe R :

exp: (R, +) = R}.

2. Nach Bemerkung 3.4.4 gibt es den Gruppenhomorphismus mit Kern 277Z:

(R,+) = R/27Z — T.

Y — cosy + isiny.

3. Man bilde aus 1. und 2. den Gruppenhomorphismus

(R, +) x (R, +) = R} x T,
(2,9) — (exp(z), cosy + isiny).
4. Nach Definition 3.4.8 ist die additive Gruppe (C, +) isomorph zu (R?, +) =
(R, +) x (R, +).
5. Die multiplikative Gruppe C* ist isomorph zu R x T:
RY x T — C*,
(r,cost 4+ isine) — w = rcosyy + irsin .
6. Die Verknpfung des Gruppenisomorphismus (4.), des Gruppenhomomor-

phismus (3.) und des Gruppenisomorphismus (5.) ergibt einen Gruppen-
homorphismus

C+)— R, +)x (R, +) =Ry xT — C,
z :x+iyr—>expx(cosy+isiny),

den man die komplexe Exponentialfunktion nennt.

Sein Kern ist i27Z.

Definition 3.4.38 (Komplexe Exponentialfunktion)

Die komplexe Exponentialfunktion ist:

exp: C — C*,

z=x+1iy — expz = e’(cosy + isiny).

Man schreibt auch kurz e® := exp z.
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Feststellung 3.4.39 (Rechenregeln fiir exp z)
Fiir z =x 4+ 1y, z1, 29 € C gilt:

1. exp(z1 + 22) = exp 2] - €xp 22.

2. expz=1 <& ze€i2nZ.

3. expzi=expze & 21— 2 €1277%.

4. |expz| =eRer =2,
5. Jexpz|=1 < x=Rez=0.
Y
. A
........... inh

................ gt

Wir haben die Bijektionen:

exp: {z| Imz = b} — exp(ib)R,

exp:{z| Rez=a, -7 < Imz <7} — {w| |w| =€}

Bezeichnung 3.4.40

Die Exponentialfunktion bildet also den Streifen
{z]| -7 < Imz<m}
bijektiv auf die geschlitzte komplexe Ebene
C\R_ = {z] Rez # —|z|}
ab. Die Umkehrfunktion
logC\R_ —C

heifit der Hauptzweig des komplexen Logarithmus.
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Bemerkung 3.4.41 (Hauptzweig von log w)

Fiir den Hauptzweig des komplexen Logarithmus gilt:
log: C\R_ — C,
w=u+iv +— log |w| +iargw

v
= log vV u? + v? + i2 arctan ———
8 VuZ+v2+u

U ..
arccos ﬁ fir Imw =v > 0,
w

U .
—arccos —  fir Imw =wv <0,

N |w]

. v .
arcsin W fir Rew =u >0,
w

Beweis (Hauptzweig von log w).
Nach Gleichung 3.4.19(2.) und (3.) gilt fiir einen Punkt z = x + iy des Einheits-
kreises S' \ {—1}:

1—u2+, 2u it Y
a— (3 mi u = .
1+ u? 1+ u? 1+2

Nach Gleichung 3.4.21(1.) und (2.) gilt:

arg z = 2arctanu.
Fir w = u +iv € C\ R_ gilt w/|w| € S'\ {—1} ist folglich

argw = argﬂ = 2arctan ——— .
|wl w| +u

Die Formeln fiir die obere und die untere Halbebene folgen aus Feststellung 3.3.26(1.)
bzw. (2.), die Formel fiir die rechte halbebene folgt aus Bemerkung 3.3.27

Feststellung 3.4.42 (Regeln fiir log w)

1. Fir wy, we in der rechten Halbebene gilt wq - we € C\ R_ und

log(wiws) = log wy + log ws.

2. Wenn wi, we € in der gleichen Halbebene, entweder der oberen oder der

rechten oder der unteren Halbebene liegen, gilt “ € C\R_ und
w2

log o logw; — logws.
w2
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Beweis (Regeln fiir log w).
1. Nach Bemerkung 3.4.4(1.) ist
arg(wjwg) = argw; + argws( mod 27)
Wenn w1, wo in der rechten Halbebene liegen, ist

< < nd < <
5 arg wi 2 u 5 arg wo 5

und folglich arg(wjws) = argw; + argws.

2. Nach Bemerkung 3.4.4(1.) ist
arg Y _ argw — argws( mod 27)
w2

Wenn w1, wy in der rechten Halbebene liegen, folgt wie in (1.) arg(w; /we) =
argw; — argwa.

Wenn wi, ws beide in der oberen bzw. beide in der unteren Halbebene liegen,
folgt die Behauptung auch.

Beispiele 3.4.43 (Kompl. Logarithmen)
1. log(+i) =logl + iarg(+i) = ig.
2. Es ist log(—1+1i) = log V2 + i3, aber
log(—1 + i)% = log(—2i) = log 2 — zg £ 2log(—1 + ).
3. Fiir |w| < 1 liegen 14+ w, 1 — w in der rechten Halbebene. Also gilt:

1 14w
O
&7

= log(1 4+ w) —log(1 — w).

4. Fir t € R liegt (vgl. 3.4.19(2.) und 3.4.21(1.) und (2.))

t+1
t—1

y
es'\{-1} und argt+z,:2arctant.
—i

Also gilt

1 t+1
—lo = arctant.
2% B _i
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Beispiele 3.4.44 (Formeln von Moivre)
Fiir n € N gilt
cos(nyp) + isin(ng) = ™ = (ew)n = (cosp +ising)".

Zerlegt man die Formel in Real- und Imaginérteil, so erhélt man Darstellungen
von cosny und sinng und n € N.

7.B.:
cos 2¢ = (cos p)? — (sin@)? = 2(cos p)* — 1,
sin 2¢ = 2sin ¢ - cos .
cos 3¢ = (cos ¢)? — 3cos p(sin )2 = 4(cos ¢)* — 3cos p,
sin 3¢ = 3(cos )2 - sin p — (sin @) = 3sinp — 4(sin )3,
u.s.w

Beispiele 3.4.45 (Trigonometrische Summenformeln)

1. Die Summenformel fiir die endliche geometrische Summe gilt in jedem Képer:
1— Zn—i—l

/rL —_—
sz: 1—2z
k=0

n+1 fiir z = 1.

fir z # 1

Wir setzen speziell z = e*? = cos ¢ + i sin :

n 1— ei(n+1)<p )
Z ke _ ) T e fiir p & 277
k=0 n+1 fiir p € 2nZ.

2. Zerlegen wir die Formel in Real- und Imaginérteil:

(1 _ ei(n—i—l)gp)(l _ e—itp)

n
, fii 277
Z e'he = 2(1 — cosp) ir o & 27
k=0 n+1 tiir ¢ € 27Z.
Ubung: Mit (vgl 3.4.44)
. QN2
—1- 2( @
cos « sin 2) ,
. 9sin & o
ina = 2sin — cos —
sina sin 5 cos o
folgt fiir ¢ & 2nZ:
n o n+l n
sin 2= ¢ - cos &
> coslg) = 2
P sin 5¢

n o ntl A
. S TQD - S1n 5(,0
Zsm(kgp) = — :
Pt sin 5
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3.4.6 komplexwertige Funktionen

Bezeichnung 3.4.46 (Ableitung und Integral)

Wir definieren ad hoc — dies ordnet sich spéter in eine allgemeine Definition ein
— fiir komplexe Funktionen auf einem Intervall I C R Stetigkeit, Ableitung
und Integral. Eine komplexe Funktion

fi=g9g+ith: I —-C mit f,g: 1 —R

heifle stetig, bzw. differenzierbar bzw. integrierbar, wenn der Realteil Re f =
g und der Imaginérteil Im f = h stetig, bzw. differenzierbar bzw. integrierbar
sind. Dann sei

%f(t) = f(t) :== g (t) + il (t).
/If(t)dt ::/Ig(t) dt+i/jh(t)dt.

Bemerkung 3.4.47 (Regeln: Ableitung)
Es seien fi = g1 + thy, fo = go +thy : I — C differenzierbar.

1. Dann gilt fiir ¢1, co € C
(c1fi +cafs) = c1f] +cof) (komplex linear)
2. Es gilt die Produktregel und, wenn f> # 0, die Quotientenregel:
(fi-f) =M for+fi-fa

<ﬁ)/: fi-fo—fi-fs
f2 13 .

Beweis (Regeln: Ableitung). Die Regeln folgen aus den entsprechenden Re-
geln fiir reelle Funktionen.

1. Nachrechnen.

2. Die Produktformel folgt durch Nachrechnen.

Zur Quotientenregel berechne man zuerst den Spezialfall:

()= (7) - () (i)

_ gIf? — 9299 +2hK) | — h(2g9’ + 2h1)

HE Z TE
_(g'(g® = 1?) + W'2gh) +i(W'(¢* — h?) — g'2gh)
B Vs
B _(g’ +ih")((g* — h?) — i2gh) _ _g’ + k' _ _i’
Vs f? e

Nun wende man die Produktregel an.
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Feststellung 3.4.48 ((exp f(t))’ und (log f(t))’)

1. Es sei f: I — C differenzierbar. Dann gilt
(exp (1)) = exp(f (1)) - f'(1).
2. Es sei f: 1 — C\R_ differenzierbar. Dann gilt

,_ W
(g £(1)) = 15 -

Beweis. 1. Nach Definition der Ableitung 3.4.46 und Definition der Exponential-
funktion 3.4.38 folgt:

(exp f) = (e9cosh)' +i(eIsinh)’
= (g'e9 cosh — Wedsinh) +i(g'e? sin h + h'ed cos h)
= (¢’ +ih")e9(cosh + isinh) = flexp f.

2. Man berechne:

g'g+hh f!
R
h N\ hlg—4gh I
/: 2 t = = I z
(arg f) <arc an|f’+g> s mf

Aus der Formel 3.4.42(1.) fiir den Hauptzeig der Logarithmusfunktion folgt:

(log f) = (log]f] + 72 arctan ]f\i:—g), = f7/ :

Bemerkung 3.4.49 (Regeln: Integral)
Es seien fi = g1 4+ thy, fo = go +ihy : I — C integrierbar.

1. Dann gilt fiir ¢1, co € C
/I(lel +eafa) =1 /Ifl + CQ/IfQ (komplex linear)
2. Es gilt der Hauptsatz der Differential und Integralrechnung (vgl. Satz
3.2.22)
3. Es gilt die Regel der partiellen Integration (vgl. Satz 3.1.34)
4. Es gilt die Substitutionsformel (vgl. Satz 3.2.23)

Bemerkung. Die Beweise folgen aus den entsprechenden Sétzen fiir reelle Inte-
grale und den Ableitungsregeln 3.4.47 fiir differenzierbare komplexwertige Funk-
tionen einer reellen Variablen.
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3.4.7 Lineare DGLn. 2. Ordnung

Beispiele 3.4.50 (Lin. DGL 1. Ord. mit konst. Koeff.)

Gegeben sei die lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit kon-
stantem Koeffizient A\ € C und stetiger rechter Seite v: R — C :

fr=Xf=n.

Gesucht ist eine stetig differenzierbare Funktion f : R — C, die das Anfangs-
wertproblem mit dem Anfangswert ¢y € C fiir ein festes to € R

f(to) = co

16st. Es gibt eine eindeutige Lésung:

t
R >t f(t) = coeMtt) 4 / ATy (1) dr

to

Bemerkung. Wenn v nur auf einem Intervall I C R erklart ist, tg € I, so gilt
das Ergebnis fiir ¢t € I.

Beweis (Lin. DGL 1. Ord. mit konst. Koeff.).
1. Homogne Gleichung.

Existenz: Eine Losung der homogenen DGL mit v = 0 ist:
R 3t (t) := coe 1),
Nach den Ableitungsregeln 3.4.48 und 3.4.47(1.) folgt

W (t) = AcopeMtT0) = Ay (1),

Eindeutigkeit: Es sei 1/; eine weitere Losung des homogenen Anfangswertproblems.
Man bilde

P(t) = e M) (¢).

Aus der Produktformel 3.4.47(2.) folgt

U () = —AeNt0) w< > e~ A=10) i (1)

Also ist 1/:) konstant und t(t) = 1) (tg)e* 1) = 4(t).

2. Inhomogne Gleichung.
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Eindeutigkeit: Die inhomogne Gleichung ist eindeutig I6sbar, da die homogene
Gleichung zum Anfangswert ¢y = 0 nur die Nulldsung hat.

Existenz: Wir rechnen nach, daB die angegebene Formel eine Lésung ist:

t
£0)i= o 1 [ AN Tr)ar

to
t
=0+ [ e (rdr
to

Aus der Linearitat der Ableitung 3.4.47(1.), der Produktformel 3.4.47(2.) und dem
Hauptsatz 3.4.49(2.) folgt

F(t) = 0'(t) + xe /t ey (1) dr + eMeMA(1)

to

= Af(1) + ().

Bemerkung. Nach LAGRANGE findet man eine partikuldre Losung der in-
homogenen Gleichung durch einen Ansatz, der Variation der Konstanten
heifit:

Gegeben sei die DGL Lf = f' — Af = 7. Die Losung der homogenen DGL
Y(t) := eM hat keine Nullstellen. Man suche eine Losung der inhomogenen
Gleichung mit Anfangswert f(tp) = 0 in der Form

ft) = CO)p(t)

mit einer zu bestimmenden Funktion ¢ — C(t). Setzt man dies in die DGL ein,
so erhélt man:

y=Lf=C%+CW — M) =C% wd Clto) =0,
S C) = / ((r) " y(r) dr,

= (1) = w(0) / () () dr = / AT (1) dr.

to to

Bemerkung. Man kann die Methode kiirzer formulieren:

Bemerkung 3.4.51 (Variation der Konstanten)

Gegeben sei die DGL Lf = f' — Af = v und eine Losung ¢ der homogenen
DGL Ly = 0.

Da 1) keine Nullstellen hat, gibt es eine stetige Funktion ¢ : t — ¢(t), so daf§

T=Y-c

Man bilde die Stammfunktion C' von c:

C:te | (0(r) 1y(r)dr,

to
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und setze
f=v-cC
Dann folgt

Lf=~ und f(tp)=0.

Beweis. Nach Definition ist

f1@E)y=v'(t) - / (W(r) " () dr +(t) = ' (t) - O() + (1),

to

Lf =@ -M) - C+y=1.

A

Bemerkung Setzt man 1(t) = e in die Formel 3.4.51 ein, so erhélt man

wieder die Losungsformel aus 3.4.50

Bezeichnung 3.4.52 (Riume C*(I,C))

Man bezeichnet fiir £ € N die komplexe Algebra der k-mal stetig differenzier-
baren, komplexwertigen Funktionen auf dem Intervall I C R mit

CH(I,C),
oder kurz mit C*. Die stetigen Funktionen bezeichnent man mit
C°(1,C) = C(I,C).

Die Ableitung betrachtet man als Abbildung zwischen diesen Rdumen und be-
zeichnet den Differentiations-Operator mit

D : CH(I,C) — CF(1,0),
D:f—f.

FEine Zahl \ € C bezeichne auch den Multiplikationsoperator f — \f.

Bemerkung 3.4.53 (Differentialoperator 1. Ordnung)

1. Wir haben einen linearen Differentialoperator

L:CHYI,C) - Ck(I,0),
L:fw— f —\f.
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Esist also L = D — A.

2. Der Kern von L ist 1-dimensional und besteht aus den Funktionen

kern L := {t — ce* | ¢ € C}.

3. Fiir ein festes tg € I ist die Punktauswertung

b, - CFL(I,C) — C,
5t0 : f — f(to)

eine komplexe Linearform, die auf kern L nicht verschwindet.

Feststellung 3.4.54 (Bijektion (L,d;,) : C**1 — C* x C)

Faf$t man die Abbildungen L und &y, zu einem Paar zusammen, so erhdlt man
eine bijektive lineare Abbildung:

(L, 6s,) : CHY(I,C) — CK(I,C) x C
= (L6 f) = (f = Af, f(to))-

Bemerkung(Struktur der Losungsformel).
Die Losungsformel 3.4.50 gibt die Umkehrabbildung.
Man erhélt die Losung als Summe der Lésungen
e der homogenen DGL Lf = 0 mit vorgegebenen Anfangswert d;, f = co,

e der inhomogenen DGL L f = v mit verschwindenden Anfangswert d;,f =
0.

Die Losungsformel 3.4.50 besteht aus diesen beiden Summanden.

Bemerkung 3.4.55 (DGL 2. Ord. mit konst. Koeff.)

1. Ein linearer Differentialoperator L zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten p, g € C hat die Form

L:CF2(I,C) — Ck(I,C),
Lif—f"+pf +af.

Ist P das quadratische Polynom mit den Koeffizienten p, ¢
P(z)=2* +pr+q
so bezeichne P(D) den entsprechenden Differentialoperator

L=P(D)=D*+pD+q: f— f"+pf +qf.
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2. Die Komposition zweier Differentialoperatorenerster Ordnung
Li=D—-X\ und Lo=D-— )X
ergibt einen Differentialoperator zweiter Ordnung;:
ck+2 L1 ok+1 Lz ck,
Fo (=20 = Xa(f = Mf) = "= a4+ X)) f + Mdaf.
Es gilt also (D — A\2)(D — A1) = D% — (A1 + X2)D + A1 )o.
3. Die Zerlegung eines quadratischen Polynoms P in zwei Linearfaktoren
P(z) =2 +pz+q=(2—X)(z — \1)
ergibt eine Faktorisierung des entsprechenden Differentialoperators
P(D)=D*+pD+q= (D —X)(D — \1).

Feststellung 3.4.56 (Lin. DGL 2. Ord. mit konst. Koeff.) Es
sei Lf = f" 4+ pf" + qf ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten p, q € C.

1. Die Anfangswertaufgabe ist eindeutig losbar:
f"+pf +af =,
f(to) = co,
f'(to) = c1.
2. Der Lésungsraum kern L der homogenen Gleichung ist 2-dimensional:

3. Es seien M1, Ay die Nullstellen von P(z) := 2%+ pz +q. Die folgenden beiden
Funktionen sind eine Basis von kern L:

Rot—eMt und RSt ™t wenn A1 # Ag,

Rt e und RSt teMt wenn A1 = Ag.

Anmerkung zum Beweis: (Wronski-Determinante)

Die lineare Unabhiingigkeit zweier differenzierbarer Funktionen 1,12 kann
man mit der sogenannten Wronski-Determinante

= de VYi(t) aba(t)
et ‘“{wa(t) %@}

zeigen. Wenn die Wronski-Determinante an einer Stelle tg nicht verschwindet,
sind die Vektoren

(1(to), ¥1(t0)), (2(to), ¥5(to))

im C? linear unabhingig. Also sind 1)1, linear unabhiingig im Vektorraum
der Funktionen.
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Korollar 3.4.57 (Fundamentalsystems)

Fine Basis {1, 2} des Losungsraumes kern L der homogenen DGL heifit ein
Fundamentalsystem.

Fiir ein Fundamentalsystem hat die Wronski-Determinante keine Nullstellen:

e ¢1(t) ¢2(t> Ur alle
dt[zz)a(t) wgm}#“ fir alle t € &

Beweis (Lin. DGL 2. Ord. mit konst. Koeff).
Es sei P(2) := 22 +pz+q= (2 — A2)(z — A1). Dann ist

L=P(D)=(D—X)(D—\).

1. Fiir ein festes ty € R ergibt die Hintereinanderausfiihrung der bijektiven linearen
Abbildungen (vgl. 3.4.54) :

(D—)\l,éto) und (D_)\Q,(Sto)
eine bijektive lineare Abbildung:

Ck2(1,C) - C*I,C) x C x C
[ (Lf,600(Df = A1f), 04 f)
= (Lf, f'(to) — ALf(to), f(to)).

Die Anfangswerte (f'(to) — A1f(to), f(to)) kann an noch eindeutig aufldsen zu

[ (6t0f7 5t0Df) = (f(t0)7 f/(t()))'
Also ist die folgende lineare Abbildung bijektiv:

(L,6,) : CF2(I,C) — C*(I,C) xC x C
[ (Lf, 0t f, 6, DF)
= (Lf7 f(t0)> f/(tO))

D. h. die Anfangswertaufgabe ist eindeutig l6sbar.
2. Aus 1. folgt, daB die Abbildung

kern L — C?2
f = (f(to), f'(to))

bijektiv ist. Also ist dim(kern L) = 2.

3. Wir zeigen, daB die angegebenen Funktionen im Kern liegen und linear un-
abhangig sind.
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Fall A1 # Aa: Es seien:

Yy it eMt o liegt in kern (D — \y),
Yot et liegt in kern (D — \y).

Also liegen liegen sie im Kern von
L=(D—-X\)(D—X)=(D—X2)(D— \p).

Um die lineare Unabhangigkeit zu zeigen, bildet man die Wronski-Determinante:

Vi) va(t) | _ oy
det [ @/Ji(t) ¢/2(t) ] - (>\2 Al)wl(t)wZ(t) 7é 0.

Fall A1 = X\5: Es seien

Y1t eMt o liegt in kern (D — \p),
Yo it — teMt liegt in kern (D — \p)2.

Man beachte, daB3
Yy =11+ My und (D — X))y =y

ist. Fiir die Wronski-Determinante erhilt man:

V1(t) Ya(t) | _ 2
det [ G B ] = (Y1(t))” #0.

Beweis (des Korollars 3.4.57).

Wenn die Wronski-Determinante an einer Stelle verschwindet:

V1(to) Yalto) | _ o eo
det { Wilt) Uh(to) } =0 fireinty € R,

dann gibt es eine Linearkombination der Spalten, die an dieser Stelle verschwindet:
a191(to) + azypa(to) = 0,
a1y (to) + azty(to) = 0.

Dann ist f := a1¥1 + agty eine Lésung der homogenen Gleichung Lf = 0 mit
Anfangswerten f(t9) =0, f'(to) = 0. Nach Feststellung 3.4.56(1.) ist dann f =0
im Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der 1, 2.

Beispiele 3.4.58 (Variation der Konstanten)

Nach Lagrange findet man zu der DGL Lf = f"+pf’'+qf = ~ eine partikulire
Losung der inhomogenen Gleichung durch die Methode der Variation der
Konstanten:
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1. Fir ein Fundamentalsystem {t7,12} von L gilt nach Korollar 3.4.57
(Wronski-Determinante):

ot | V1(1) a(t) v alle
dt[ﬂ)i(t) %(t)];éo fiir alle t € R.

Zu jedem Paar von Funktionen f, f gibt es also eindeutige Koeffizienten
t— (C1(t), Ca(t)),
so dafl

f = Ci¢1 + Cao,
f = Cif + Ol

2. Man suche nach LAGRANGE eine partikulidre Losung der inhomogenen
Gleichung Lf = v in der Form:
f=C1h1 + Cahy,
f'= Cripy + Oy,

mit noch zu bestimmenden Funktionen ¢ — Cy(t) und t — Cay(t). Aus
dem Ansatz fiir f und f’ folgt

Ciwl + CélﬁQ =0].

Setzt man die Gleichungen fiir f, f’ und
[ =" + Coy + Claby + Oy
in die DGL ein, so erhélt man
v =Lf = Ly + Lyps + C19) + Oy,
= | O]+ Gy =]

3. Man erhélt ein lineares Gleichungssystem

Ciwl + C{¢2 = 07
Clut + Clth, =+,

dessen Determinante nicht verschwindet. Man berechnet:

/ w27
)= —F—

LT lahe — iy’
Cé _ w17

e — gy
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Die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

Lf =7, f(to)=0, f'(to))=0

erhélt man mit den Stammfunktionen von C] und C%:

t Py ¢ P1y

W — g, V20 ar

f(t) = ¢1(t) " w/le — ¢1¢é .

Feststellung 3.4.59 (Variation der Konstanten)
Gegeben sei die DGL
Lf=f"+pf +af =~

mit konstanten Koeffizienten und stetiger Funktion . Es sei {11,192} eine
Losungsbasis der homogenen Gleichung.

Das lineare Gleichungssystem
11+ cope =0
a1y + cathy =y

hat eine eindeutige Losungen t — (c1(t), co(t)). Diese ist stetig. Es seien Cy,
Cy Stammfunktionen von ci bzw. cg. Setzt man

= C1y1 + Cayho,
dann gilt

Lf =n.

Beweis (Variation der Konstanten).

Nach Korollar 3.4.57 gilt fiir die Wronski-Determinante eines Fundamentalsystems

{ah1, 92}

9a(t) (0
det [ W) (D) ] %0 fiirallet € R.

Da 11, 1}, 12, 14 und  stetig sind, erhalt man mit der Kramerschen Regel stetige
Funktionen ¢1 und cs, so daB3

11 + cahe =0

ey + ety = 1.
Also gilt

[ = Ci + Caro,

= Ciy) + Coth,

"= Cyf + Coy,
Lf=f"+pf +qf =C1-Lp1 + Cy - Lipg + v = 7.
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Beispiele 3.4.60 (Integraldarstellung der Lésung)

Wir wollen die in 3.4.58(3) gefundene Integralformel fiir die Losung der inho-
mogenen Gleichung genauer untersuchen:

1. Es sei {11,992} eine beliebiges Fundamentalsystem der DGL Lf =
f" + pf' + qf Dann sind

. _ ha(®)i(7) — i ()s(7)
T = () — ()
- _ P1O)a(r) = ()¢ (7)
B elh) = 1(T)2(T) — 1 (T)y(7)
Losungen der homogenen Gleichung Ly(-,7) = 0, mit den Anfangswerten

im Punkt ¢t = 7 (Ableitung nach t):

wo(r,7) =1, e1(1,7) =0,
/

¢o(r,7) =0,  ¢i(r,7)=1
Es gilt
wo(t,7) = @o(t — 1,0), e1(t,7) = ¢1(t — 7,0).
2. Wir bezeichnen mit
Po(t) = ¢o(t,0),  P1(t) := ¢1(t,0)
die Losungen der homogenen DGL zu den Anfangswerten

(I)O(O) =1, @1(0) =0,
®y(0) =0,  P}(0)=1.

3. Die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

Lf=v, f(to)=ao, [f'(to)=a

ist:

f(t) == aoPo(t —to) + a1 P1(t —to) + /t Py (t —7)y(7)dr.

to

Beweis (Integraldarstellung der Lésung).

1. Setzt man fiir Kk =0,1
t— Qr(t,7) == @it — 7,0),
so gilt ebenfalls Loy (-, 7) = 0 und (Ableitung nach t)

Qo(t,7) =1, @1(1,7) =0,
oo(r,7) =0, &i(r,7)=1.
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Da die Lésung des Anfangwertproblems eindeutig ist, folgt fiir £ = 1,2

or(t,7) = @r(t, 7) = pr(t — 7,0).

2. Es gilt also

Bt — 1) s L1OV2() = Ua(B) (1)

3. Vergleichen wir das Integral

/ tcw —7)a(r) dr

D1 (0)a(r) — (e (7)
., wlm A7) da (i)
(

mit der Losungsformel 3.4.58 (3) fiir die inhomogne Gleichung, so folgt die
Behauptung.

Bemerkung: Man kann das letztere Integral auch zweimal differenzieren und
in die DGL einsetzen.

Bemerkung.

1. Man nennt

/ Oy (t —7)y(r)dr

to
das Duhamel-Integral.

2. Man nennt E(t) := H(t)®1(t) die Fundamentallésung oder Elemen-
tarlosung des Differentialoperators L. Dabei ist H die Heaviside-Funktion.

Das Anfangswertproblems im Punkte 0 auf dem Intervall [0, c0):

Lf=~, f(0)=0, f(0)=0

hat fiir ¢ > 0 die (eindeutige) Losung

= / E(t—71)~y(r)dr.
0

Man schreibt die Losungsformel symbolisch als als Faltung der Funda-
mentallosung mit der rechten Seite v der DGL:

F(t) == (Ex)(t /Et—T o) dr.
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Beachte: fiir 7 > ¢ ist der Integrand E(t — 7) = 0. Wenn v = H - v ist,
kann man das Faltungsintegral auch als

o0

F(t) = (Exy)(t) = / E(t — )~ (r) dr

—0o
schreiben.

Der Sinn dieser Bezeichnungen erschliefit sich erst, wenn man darauf die
Methoden der Distributionentheorie (verallgmeinerte Funktionen) und die
Laplace-Transformation anwendet.

Beispiele 3.4.61 (Losungsformeln mit Eigenwerten)

Gegeben sei der Differentialoperator 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Lf=f"+pf +qf =~

Wir wollen die Funfamentallosung 3.4.60(2) ganz konkret ausrechnen:
Es seien A1, Ay die Nullstellen von P(2) := 22 + pz + q.

Fall:\1 # As: Die folgenden beiden Funktionen sind eine Basis von kern L:

)\16)‘2t — )\26)‘1t

Pyt ——m—F——

0 = )\1 — )\2 ’
At Aot
et —e

it —m——

S VRS
mit den Anfangswerten
¥o(0) =

Die Losung der inhomogenen Gleichung Lf = v mit verschwindenen Anfangs-
werten im Punkte ty ist:

folt) = / By(t — 7)y(r) dr

to

t e/\1(t—7') _ e)\Q(t—T)
= 7)dT.
/to N oy v(7)

Die eindeutige Losung des inhomognen Anfangswertproblem:

Lf=r, [f(to)=ao, f'(to)=a1
ist

f(t) = a0<1>0(t — t()) + a1<I>1(t — to) + fo(t).
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Fall\; = Ag: Die folgenden beiden Funktionen sind eine Basis von kern L:
(I)() = 6)‘1t(1 — /\1t),
P, St te Mt

Es ist

Po(0) =1,  94(0) =0,
d,(0) =0,  P1(0)=1.

Die Losung der inhomogenen Gleichung Lf = + mit verschwindenen Anfangs-
werten im Punkte t( ist:

folt) == / By(t — 7)y(r) dr

to

— /t(t — T)e’\l(t_T)v(T) dr.

to

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
Lf=v, f(to)=ao, f(to)=am
ist

f(t) = aoq)()(t — to) + a1®1(t — t[)) + fo(t).

Beispiele 3.4.62 (reelle Koeffizienten)

Es sei die Koeffizienten p, ¢ € R und die quadratische Gleichung 22_+ pz+q=0
habe zwei konjugiert komplexe Nullstellen \; = o 4 tw und g = A;.

Wenn w = Im A\; # 0, sind es zwei verschiedene Nullstellen. Aus den Lésungs-
formeln 3.4.61 folgt fiir diesen Fall:

1. Die folgenden beiden Funktionen sind eine Basis von kern L:

A eMt _ X et w cos(wt) — acsin(wt
By :t s L Attt o weos(wt) (wi)
AL — A1 w
At Xlt :
et —e sin(wt
Pyt ——m— :eo‘t—( )
A1 — M\ w

)

mit den Anfangswerten
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2. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
Lf =, f(to)=ao, ['(to)=a
ist
f(t) := ag®o(t — to) + a1 P1(t — to)
+ /t elt=7) sinw(t = 7)) y(7)dr.

to w

Bemerkung. Die DGL Lf = p” + pf’ + qf =~ beschreibt im Fall
p>0, und p?—4g<0

eine geddmpfte, erzwungene Schwingung mit der Anregung ~. p ist die DA&mp-
fung oder Reibung im System, ¢ die elastische Kraft z.B. Federkraft.

Das Polynom 2% + pz + g hat zwei konjugiert komplexe Nullstellen A\; = a + iw
und A\ = o — w.

Die Losungen der homogenen Gleichung heiflen freie Schwingungen:
co®Po + c1P1.
Die freien Schwingungen klingen exponentiell ab mit der Rate:

a=-p/2<0

_ p?

heifit in der Technik Kreisfrequenz. Wenn ¢ die Zeivariable ist, dann heifit

Der Imaginérteil

V= ; die Frequenz der Schwingung.
T

3.4.8 Metrische und topologische Begriffe
Ziel: Wir wollen die bisher auf den reellen Zahlen verwendeten Begriffe wie

e Beschrianktheit und Konvergenz von Folgen, Cauchyfolge,
e Vollstéandigkeit, Kompaktheit,

e Stetigkeit, gleichméfige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion,
Grenzwert einer Funktion in einem Punkt,

e Konvergenz von Funktionenfolgen,

e offene und abgeschlossene Intervalle, Zwischenwertsatz(?)
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sinngem#fl auf die komplexen Zahlen C iibertragen, so dafl soweit moglich,
die bekannten Resultate weitergelten.

Bemerkung. 1. Die Begriffen, die mit Hilfe des Betrages einer reellen Zahl
definiert sind, werden wir vollig analog auf komplexe Zahlen iibertragen.

Aus diem Grund haben wir bisher, wenn immer méglich, die Definitionen und
Beweise auf den Betrag gestiitzt. Die Ordnung der reellen Zahlen wurde
benutzt, um Betrédge zu vergleichen. Der Betrag einer komplexen Zahl ist anders
definiert, hat aber weitgehend die gleichen Eigenschaften.

2. Man beachte, daf3 die komplexen Zahlen kein geordneter Korper sind. Die
Begriffe Monotonie einer reellen Folge oder Funktion, Maximum, Minimum, In-
fimum oder Supremum einer Menge von reellen Zahlen sind auf komplexwertige
Funktionen oder Teilmengen von C nicht {ibertragbar.

Das Bild eines Intervalles unter einer stetigen reellen Funktion ist ein Inter-
vall. In der komplexen Ebene gibt es keine naheliegende Entsprechung zu den
Intervallen.

Bemerkung (Metrik und metrischer Raum)

Der Begriff Betrag ist stark mit der algebraischen Struktur der des Korpers
verkniipft.

Im Hinblick auf weitere Verallgemeinerungen auf Situationen, in denen eine an-
dere oder sogar keine algebraische Struktur vorliegt, wollen wir die Definitionen
und die folgenden Resultate auf den schwicheren Begriff Metrik stiitzen, der
keinerlei algebraische Struktur auf der zu betrachtenden Menge voraussetzt.

Metrik ist ein anderes Wort fiir die Abstandsfunktion, die zwei Punkten ihren
Abstand zuordnet.

Definition 3.4.63 (Metrik auf C)

Der iibliche Abstand oder die Distanz zweier komplexer Zahlen z = x + iy,
w+ v € C ist

Az w) = de(z,w) = /(@ — w)? + (y — 02
Der iibliche Abstand auf C ist der euklidische Abstand in der Ebene.

Bemerkung. Wir formulieren vorerst alle folgenden Begriffe mit Hilfe des Ab-
stand zweier Punkte und den Eigenschaften derMetrik und nehmen keinen
Bezug darauf, wie der Abstand berechnet wird.

Diese Definitionen und Sétze gelten dann fiir jeden metrischen Raum, z.B.
den Abstand auf der Kreislinie oder der Kugeloberfliche, aber auch fiir den
Abstand von Funktionen (vgl. 2.8.8)
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Definition 3.4.64 (Metrik)
Es sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung

d: X xX — Ry =10,00)
mit folgenden Figenschaften. Fir x, y, z € X gilt:
(M1) d(z,y) =0 genau, wenn x = y.

(M2)  d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie).

(M3)  d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungl.).

263

Man nennt d(xz,y) den Abstand oder die Distanz der Punkte x, y € X. Das
Paar (X,d) heifft metrischer Raum. Man bezeichnet den metrischen Raum

meifst kurz mit X .

Bemerkung. Es reicht d : X x X — R zu fordern. Aus (M1)—-(M3) folgt dann

0=d(z,z) <d(x,y) +d(y,x) = 2d(z,y).

Bemerkung. Hiufig entsteht eine Metrik aus einer Norm. Man vgl. hierzu die
Norm 2.8.8 auf dem Raum beschrankten Funktionen und ihre Eigenschaften

2.8.9.

Definition 3.4.65 (Norm)

Eine Norm auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V ist eine Funktion

[-1:V =Ry =[0,00),
so daf$ fiir z, y € V und A € R bzw. C folgendes gilt:
(N1) |[z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

(N2)  |[Az|| = |A\|||lz|l (absolut homogen).

(N3) |z +yll <zl + [yl (subadditiv),

Bemerkung. Es reicht || - || : V — R zu fordern, denn aus (N1)-(N3) folgt:

0= lle =zl <zl + [(=D)z[| = 2=

Beispiele 3.4.66 (Metriken)
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1. Es sei (V,| -||) ein normierter Raum. Man bildet dann die zugehorige
Metrik:

d(z,y) =dy(z,y) = |z —y|| firz,yeV.

Die Eigenschaften (M1)-(M3) folgen unmittelbar aus den Normeigen-
schaften (N1)-(N3).

Spéter schreibt man kurz ||z — y|| fiir die Metrik und verwendet die Be-
zeichnung d(x, y) nicht weiter. Wir wollen aber zunéchst den Abstand auf
einem normierten Raum unter dem Gesichtspunkt einer Metrik behan-
deln.

Beispiele sind die euklidischen Normen:

R? mit der Norm ||(z1,z2)|| := /23 + 23.

R3 mit der Norm ||(z1, 22, x3)|| := /2% + 23 + 22.

2. Bei der Bildung der Metrik d zu einer Norm || - || wird die Normeigenschaft
(N2) nicht voll benutzt. Es reicht eine abelsche Gruppe G mit einer Funk-
tion || - || : G — Ry, die die Eigenschaften 3.4.65 (N1), (N3) und

(N2)  J|z]=||—=z| (additive Gruppe)
erfiillt, beziehungsweise (N1) und

(N2") =]l = ||(z7Y|| (multiplikative Gruppe),
(N3")  lz -yl < [l=]l + [lyll.

Beispiel: Torusgruppe mit der Norm
I¢lT = |arg¢|  fiir ¢ € T.

Die Norm |[[¢||7 mifit die Linge des Bogens von 1 bis ¢ entlang des Ein-
heitskreises. Es gilt die Dreiecksungleichung:

dr(G, @) = |GG I = |arg(GG | < Jarg G| + |arg Cal.

3. Das néchste Beispiel zeigt, daBl man ohne zusétzliche Vorraussetzungen
wenig interessante Ergebnisse iiber metrische Rdume erwarten kann.

Man nehme eine beliebige Menge X und versehe sie mit der folgenden
Metrik:

0 firz, ye X und x =y,

do1(z,y) == { 1 firz,y € X und z # y.
Diese Metrik heifit die diskrete Metrik und hat folgende Eigenschaften:

e Jede Abbildung von (X,dp;) in einen beliebigen metrischen Raum
ist gleichméfBig stetig.
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e Eine Folge konvergiert genau dann, wenn Sie fiir fast alle n € N
konstant ist. Der metrische Raum (X, dp1) ist vollsténdig.

Die diskrete Metrik ist nur gut fiir Gegenbeispiele.

Bemerkung. Mit der Metrik werden weitere Begriffe definiert. Z. B.:

e fiir Folgen: Konvergenz, Cauchyfolge,
e fiir Funktionen: Stetigkeit, gleichméfige Stetigkeit,

e fiir Mengen: offene Menge, Vollstandigkeit, Kompaktheit.
Einige von ihnen, wie
e Konvergenz, Stetigkeit, offene Menge, Kompaktheit

definieren wir im Hinblick auf spédtere Verallgemeinerungen nicht direkt durch
die Metrik, sondern fithren sie auf den

e Begriff der Umgebung eines Punktes

zuriick. Wir werden aus diesem Grunde in Sidtzen und Beweisen moglichst mit
diesen Begriffen und weniger mit Abschétzungen der Metrik arbeiten.

Definition 3.4.67 (Umgebungen eines Punktes)

FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und xo € X ein Punkt des Raumes.

1. Fire > 0 erklirt man die offene e-Umgebung
U(zo,e) = Ul(xg,e,d) :={z |z e X, d(z,z) <e}.

Man sagt auch offene Kugel mit Radius € um den Punkt xo oder kurz
e-Umgebung von xg.

2. Der Begrif der offenen e-Umgebung ist héufig etwas zu einschrénkend,
deshalb definiert man weiter:

Fine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung des Punktes xg, wenn es
ein € > 0 gibt, so daf

U(Ct?o,ﬁ) cU.

Es bezeichne U(xg) die Menge aller Umgebungen von xg.
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Bild: In der Ebene ist — anschaulich ausgedriickt — eine Menge U genau dann
eine Umgebung eines Punktes zg, wenn es ein € > 0 gibt, so dafl von zg aus in
jeder Richtung die Strecke der Lénge € ganz in U liegt.

Man zeichne in der Ebene eine Menge M mit einem Punkt xo € M, derart dafl
von o aus in jeder Richtung eine Strecke positiver Linge ganz in M liegt, aber
M keine Umgebung von xq ist.

Wie ist das auf der Geraden?

Beispiel. In einem diskreten metrischen Raum ist die einpunktige Menge U :=
{zo} eine Umgebung von z.

Bemerkung Wir formulieren einige bekannte Definitionen und Sétze auf R mit
Umgebungen statt mit Epsilontik:

Beispiele 3.4.68 (Umgebungen in R)
R bezeichnet immer die reellen Zahlen mit der Standardmetrik
dr(z,y) == |z —y| firz,yeR.
1. Es sei z € R und € > 0. Die e-Umgebung von x ist das offene Intervall:
U(z,e) = (x —e,xz+e¢).

FEine Teilmenge U C R ist eine Umgebung von x, wenn es ein € > 0 gibt,
so daf

(r—e,x+e)=U(z,e) CU.

2. Eine Folge (ay,), in R konvergiert gegen ¢ € R, wenn es zu jeder Umgebung
U von c einen Index ng € N gibt, so daf3

an, € U fiir alle n € N, n > ng.

Nach Definition 3.4.67 und Definition 2.1.1 gilt:

VU €eU(c) Je>0Vax eUl(ee) : zeU,
Ve>03dnpeNVn>=ny : a, € U(ce).

Hieraus folgt: VU € U(c) Ang e NVn>ng : a, € U.
Nach Definition 3.4.67 und nach Vorausetzung gilt:

Ve>0 : Ulee) €U(e),
VU eU(c) Ing e NVn>=ng : a, €U.

Hieraus folgt: Ve > 03no e NVn >ng : |a, —c| <e.
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3. die e-0-Definition der Stetigkeit kann man folgendermaflen umformulie-
ren:

Eine Funktion f : R — R ist stetig im Punkt x¢p € R, wenn es zu jeder
Umgebung V' des Bildpunktes f(zp) eine Umgebung U von zy gibt, so
daf

fu)cVv.

Zu einer Umgebung V von f(z) gibt es ein ¢ > 0, so daB
U(f(x0),¢) = (f(wo) — &, f(xo) +&) C V.
Zu e > 0 gibt es ein § > 0, so daB
|f(z) = f(xo)] < e firallez € R mit |z — zo| < 0.
Fiir die Umgebung U := U(xg,0) = (xo — d, 20 + 9) gilt also
fu)cv.

Esseie > 0. Zuder Umgebung V := U(f(zy), ) gibt es eine Umgebung
U von zg, so daB f(U) C V. Zu U gibt es ein 6 > 0, so daB U(x,d) C U.
Es gilt also:

f(U(x0,6)) C f(U) CV =U(f(0),¢)
und somit

|f(x) — f(zo)| <e fiir alle z € R mit |z — x¢| < 9.

4. Wenn die Funktion nur auf einer Teilmenge von R erklirt ist, miissen
wir dies in der Formulierung beriicksichtigen:

Es sei M C R. Eine Funktion f : M — R ist stetig im Punkt 2y € R,
wenn es zu jeder Umgebung V' des Bildpunktes f(xg) eine Umgebung U
von xg in R gibt, so daf

FUNM)CV.

Man nennt U N M eine relative Umgebung von zg in M oder im Bezug
auf M.
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5. Die Teilmenge M C R ist mit der Einschriankung der Metrik von R ein
selbstindiger metrischen Raum M. Dann gilt:

Ist U eine Umgebung von xo in R, so ist U:=UNM eine Umgebung
von xg 1m metrischen Raum M.

Man konnte also die Formulierung wie in (3) wihlen und von einer Um-
gebung U von xg in M sprechen.

Die iibliche Formulierung (4.) ist aber kiirzer und klarer.
6. Bezeichnung. Fiir eine reelle Zahl x ist mit einer Umgebung U € U(x)
immer eine Umgebung im Bezug auf R gemeint.

Wenn z in einer Teilmenge M C R liegt, sprechen wir von relativen Umge-
bungen von = im Bezug M und bezeichnen die relativen Umgebungen
mit

UNM, wobeiU € U(x).

7. Das Formulierungsproblem (5.) tritt nicht auf, wenn die betrachtete Teil-
menge ein offenens Intervall I = (a,b) und z¢ € I ist. Dann gilt:

Ist U eine Umgebung von xo in R, so ist U = U NI ebenfalls eine
Umgebung von xqg in R.

Wir sprechen in diesem Fall nicht von relativen Umgebungen.
Im Fall eines offenen Intervalls I gibt es zu jedem x € I eine Umgebung
von x, die ganz in I liegt.

8. Es sei I C R ein Intervall. Dann sind dquivalent:
(i) I ist ein offenes Intervall.
(ii) Zu jedem x € I gibt es eine Umgebung U von z, die ganz in I liegt.
(i))=(i) | Die Endpunkte von I liegen nicht in I.

9. Man kann zeigen:
Es sei M C R. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
(i) Zu jedem x € M gibt es eine Umgebung U von z, die ganz in M
liegt.

(ii) Es gibt hochstens abzihlbar viele disjunkte offene Intervalle I,,, so
dafl

M:UM
n
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Teilmengen von R mit der Eigenschaft (i) heiflen offen.
Auf Grund von (ii) reicht es i. a., in R nur offene Intervalle zu betrachten.

In der komplexen Ebene gibt es kein so einfaches Resultat iiber die Struk-
tur offener Mengen.

Definition 3.4.69 (Grenzwert einer Folge)

Es seien (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (ay), in X heifit konvergent
gegen einen Grenzwert ¢ € X, wenn folgendes gilt:

Zu jeder Umgebung U von ¢ gibt es ein ng € N, so daff aus n € N und n = ng
stets

anp €U
folgt.

Bemerkung 3.4.70 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)
In einem metrischen Raum ist der Grenzwert ¢ einer konvergenten Folge (ay ),

ist eindeutig bestimmt und wird mit

lim a, :=c
n—oo

bezeichnet.

Beweis (Eindeutigkeit des Grenzwertes).
Annahme: Es seien ¢; und co Grenzwerte der Folge (ay,), und ¢1 # ¢o. Dann ist
0= d(Cl,CQ) > 0,
) )

U(Cl, 5) N U(CQ, 5) = @

Nach Voraussetzung gibt es fiir K = 1,2 zu den Umgebungen U (¢, %) ein ng € N,
so daB fiir alle n > ny, gilt:

an € Ul(cg, %)

Fiir n > max(n1,ns) ist a, € U(c1, §) NU(ea, §). Widerspruch.
Bemerkung (Hausdorff-Eigenschaft).

In einem metrischen Raum haben, wie der obige Beweis zeigt, zwei verschiedene
Punkte disjunkte Umgebungen. Man nennt dies die Hausdorff-Eigenschaft.

Feststellung 3.4.71 (e-Def. der Folgenkonvergenz)

Es seien (X,d) ein metrischer Raum, ¢ € X und (ay), eine Folge in X. Dann
sind dquivalent:
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1. lim a, = ¢ im Sinne der Definition 3.4.69.
n—oo

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N, so daf fir alle n € N, n > ng stets
d(an,c) < e.
3. FEs gibt ein C' > 0 mit der folgenden FEigenschaft:

Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N, so daff fir alle n € N, n > ng stets

d(ap,c) < Ce.

Bemerkung. Fiir den Beweis (1.)<(2.) vgl. man den Beweis zum Beispiel
3.4.68(2). Fiir den Beweis (2.)<(3.) vgl. man Feststellung 2.1.5.

Definition 3.4.72 (Stetigkeit einer Abbildung)

Es seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume, M C X und f: M — Y eine
Abbildung.

1. f heifit stetig im Punkt zo € M, wenn es zu jeder Umgebung V von f(xg)
eine Umgebung U von xg gibt, so dajs

FUNM)CV.

2. f heifst stetig auf M, wenn f in jedem Punkt von M stetig ist.

Bemerkung (Zur Definition der Stetigkeit).

In der Definition 3.4.72(1.) ist V' eine Umgebung von f(x¢) im metrischen Raum
(Y,dy) und U eine Umgebung von x( im metrischen Raum (X, dx).

U N M heifit relative Umgebung von xg beziiglich M.

Bemerkung. Die folgenden Feststellung beweist man analog zur Feststellung
?7.

Feststellung 3.4.73 (Folgenkrit: Stetigkeit)

Es seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume, M C X und f: M — Y eine
Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. f ist stetig im Punkt a € M.

2. Zu jeder Folge (x,,)yn in M die gegen a konvergiert, konvergiert die Bild-
folge (f (xn))n gegen f(a):

lim z, =a = lim f(z,) = f(a).
n—oo n—oo
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Beweis (Folgenkrit: Stetigkeit).

Es sei (z5,)n in M und lim z, = a. Nach Voraussetung gibt es zu einer
n—oo

Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a, so daB

fUnM)cCV.
Da z,, — a, gibt es ein ng € N, so daB
T, €U firneN, n > ng.
Also ist

flxzp) e f(UNM)CV firneN, n=ng.

Wir fiithren einen Widerspruschsbeweis:

Annahme: Es gibt eine Umgebung V von f(a), so daB fiir jede Umgebung U von
a gilt

funM)¢gVv.
Also existiert zu jedem n € N ein z,, € U(a, %) N M, so daB

Nun gilt x,, — a, aber die Bildfolge (f(x,))n konvergiert nicht gegen f(a). Wi-
derspruch.

Definition 3.4.74 (offene Mengen)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M C X heifst offen, wenn
es zu jedem x € M eine Umgebung U von x ¢ibt, die ganz in M liegt.

Bemerkung 3.4.75 (Regeln: offene Mengen)
1. Nach Definition sind die leere Menge () und der ganze Raum X offen.

2. Eine beliebige Vereinigung offener Mengen ist offen.

3. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Beispiel. In einem metrischen Raum mit der diskreten Metrik ist jede Teil-
menge offen.

Die Bezeichnung offene Kugel ist richtig gewéhlt:
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Beispiele 3.4.76 (offene Kugel)
Die offene Kugel mit Radius r» > 0

U(zo,r) :={x |z e X, dlz,zg) <r}
ist offen. Speziell sind in R offene Intervalle offen.

Beweis (offene Kugel).

Es sei 1 € U(xp,r). Dann ist

d(z1,20) <7,
g:=r—d(zy1,x0) > 0.

Wenn z € U(x1,¢), so ist d(z,x1) < €. Aus der Dreicksungleichung folgt:
d(z,z9) < d(z,z1) + d(x1,20) <4 (r—e)=r.

D.h., die Umgebung U(z1,¢) liegt in U(zo, 7).

Bmerkung. In vielen Schlulweisen bené6tigt man nicht die volle Schérfe der
Dreiecksungleichung, sondern kommt mit dem folgenden Aussage aus:

Korollar 3.4.77 (offene Umgebung)

1. Jede Umgebung U eines Punktes x¢ enthdilt eine offene Teilmenge G mit
o€ G CU.

2. FEine nichtleere offene Menge ist Umgebung von jedem ihrer Punkte.

Bemerkung. Eine Teilmenge U C X ist Umgebung eines Punktes x(, wenn es
eine offene Menge G C X gibt, so daf}

o e GCU.

Man kann also auch die Reihenfolge der Definitionen vertauschen und alles auf
den Begriff offene Menge stiitzen. In der Topologie wahlt man offene Mengen
als Ausgangsbegriff.

Definition 3.4.78 (innerer Punkt) Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
McX

1. Fin Punkt x € M heiffit innerer Punkt, wenn es eine Umgebung U von
x gibt, die ganz in M liegt.

2. Die Menge der inneren Punkte von M heifit das Innere von M und wird
mat M° bezeichnet.
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Bemerkung. Eine Teilmenge M ist genau dann offen, wenn jeder Punkt von
M ein innerer Punkt ist

Feststellung 3.4.79 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Das Innere einer
Teilmenge M C X ist offen.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Korollar 3.4.77 und der Regel 3.4.75(2.)

Bemerkung. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M C X ist
mit der Einschrinkung der Metrik von X ein metrischer Raum (M, dyy).

Man bildet im Bezug auf (M, dys) die relative Umgebung eines Punktes zy €
M, relativ offene Teilmengen N C M, relativ innerere Punkte von N C M und
das relatives Innere von N C M .

Beispiel Die Metrik auf R ist die Einschriankung der Metrik von C. Eine offene
Teilmenge N C R, ist relativ offen in R im Bezug auf C. Zu jedem x € N gibt
es ein g, > 0, so daf

(x —eg,x+¢€4) CN.

Die Vereinigung der offenen Kreisscheiben
G:= U Uz, ez)
zeN

ist offen in C und es gilt N = G N R.

Bemerkung. Einfacher bildet man die relativen Begriffe folgendermafien:

Bemerkung 3.4.80 (relative Begriffe)
Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X

1. Eine relative Umgebung eines Punktes z¢o € M ist von der Form U N M
mit einer Umgebung U von zq in X.

2. Eine relative relativ offene Teilmenge N C M ist von der Form N = GNM
mit einer offenen Menge G C X.

3. Esist g € N ist relativ innerer Punkt von N C M, wenn es eine Umge-
bung U von z¢ in X gibt, sodaB UNM C N.

Feststellung 3.4.81 (Charakteriserung: Stetigkeit)

Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume. Fir eine Abbildung f : X —Y
sind dquivalent:

1. f ist stetig auf X.
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2. Fiir jede offenen Teilmenge G C'Y ist das Urbild f~1(G) offen in X.

Bemerkung. Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und M C X.

Eine Abbildung f : M — Y ist genau dann stetig auf M, wenn fiir jede offenen
Teilmenge G C Y das Urbild f~1(G) relativ offen in M ist.

Definition 3.4.82 (abgeschlossene Menge)
Es sei (X,d) ein Metrischer Raum und M C X.

1. Die Teilmenge M heifst abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ M
offen ist.

2. Ein Punkt x € X heifit Berthrungspunkt von M, wenn x kein inne-
rer Punkt des Komplements X \ M ist. Mit andere Worten: x € X st
Berihrungspunkt von M, wenn fir alle Umgebungen U von x

UNM#0.

3. Die Menge der Beriihrungspunkte von M heifit der Abschluf3 von M und
wird mit M~ bezeichnet.

Man bezeichnet den Abschlu8 von M auch mit M, nicht zu Verwechseln mit
der Menge der konjugiert komplexen Elemente von M.

Bemerkung Eine Teilmenge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Beriihrungspunkte enthilt.

Bemerkung. Aus den Regeln 3.4.75 fiir offene Mengen folgen die entsprechen-
den Regeln fiir abgeschlossene Mengen.

Bemerkung 3.4.83 (Regeln: abgeschlossene Mengen)

1. Nach Definition sind die leere Menge () und der ganze Raum X abge-
schlossen.

2. Eine beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

3. Der Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Beispiel. In einem metrischen Raum mit der diskreten Metrik ist jede Teil-
menge abgeschlossen.

Feststellung 3.4.84 (Abschluf3 abgeschlossen)
Der Abschluf einer Teilmenge M ist abgeschlossen:

(M)~ =M.
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Beweis. Es sei xg ein Beriihrungspunkt von M.

Zu einer Umgebung U von zq gibt es ein offene Umgebung V' von x¢g mit V C U.
Da zg Beriihrungspunkt von M~ ist, gibt es ein

rreVnNM.

Nach Korollar 3.4.77 ist die offene Menge V' Umgebung von z;. Da x; Beriihrungs-
punkt von M ist, gibt es ein

zo € VNM.
Also ist U N M # (). Da U beliebig war, folgt g € M.

Feststellung 3.4.85 (Folgenkriterium)

FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Fir einen Punkt a € X sind
dquivalent

1. a ist ein Berihrungspunkt von M
2. Es gibt eine Folge (zy,), in M, die gegen a konvergiert.

Korollar 3.4.86 (Folgenkriterium)

Fiir eine Teilmenge M C X sind dquivalent:
1. M ist abgeschlossen.
2. Fiir jede Folge (xy)n, in M, die in X konvergiert, ist der Grenzwert
lim z, € M.

n—oo

Ubung. (Charakterisierung der Stetigkeit).

Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume, M C X und f : M — Y eine
Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. f ist stetig

2. Das Urbild f~!(A) jeder abgeschlossenen Teilmenge A C Y ist relativ
abgeschlossen in M (vgl.Feststellung 3.4.81).

3. Fiir alle Teilmengen N C M liegt das Bild des relativen Abschlusses von
N im Abschlufl des Bildes von N:

FINTNM) C (f(M))”

Bemerkung. Es sei D C R. Den Grenzwert c einer Funktion f: D — R
in einem Punkt a¢ € R hatten wir auf zwei Weisen charakterisiert.

Zunéchst muf es eine Folge (x,), in D geben, die gegen den Punkt a konver-
giert. Aquivalent sind dann:
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1. Folgendefinition: Fiir jede Folge (z,), in D folgt aus
Ty, — a stets f(x,) —c
(vgl. die allgemeine Grenzwertdefinition 2.3.27)

2. € - §-Definition: Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so daf§ fiir alle x € D
aus

|z —a| < stets |f(x)—c|<e

folgt (vgl. Feststellung 2.3.5)

Definition 3.4.87 (Grenzwert einer Funktion)

Gegeben seien metrische Riume (X,dx), (Y,dy), eine Teilmenge M C X und
eine Abbildung f : M — Y.

Es sei a ein Bertihrungspunkt von M. Ein Punkt ¢ € Y heifit Grenzwert der
Abbildung f im Punkte a, wenn folgendes gilt:

Zu jeder Umgebung V wvon ¢ gibt es eine Umgebung U von a, so daf
fUnM)cCV.

Man schreibt kurz

¢ = lim f(z)

r—a

oder f(z) — ¢ fir x — a.

Feststellung 3.4.88 (Grenzwert eindeutig)

Gegeben seien metrische Riume (X,dx), (Y,dy), eine Teilmenge M C X und
eine Abbildung f : M — Y.

Wenn f im Punkte a € M~ einen Grenzwert hat, so ist dieser eindeutig be-
stimmd.

Beweis Eindeutigkeit des Grenzwertes.
Annahme: Es seien ¢; und ¢y Grenzwerte von f im Punkte a € M.

Nach der Hausdorff-Eigenschaft gibt es disjunkte Umgebungen Vi von ¢; und V5
von ¢ (Man vergleiche den Beweis zur Eindeutigkeit des Grenzwertes von Folgen
3.4.70).

Nach Voraussetzung gibt es fiir £ = 1,2 Umgebungen Uy, von a, so daB3

f(Ux N M) C V.
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Der Durchschnitt U := U; N Uy ist Umgebung von a. Da a € M~ ist, gibt es ein
x € UN M. Man erhilt nun den Widerspruch:

flxye f(UNM)C f(UinM)Nf(UsNnM)CVinVy=10.

Bemerkung 3.4.89 (dquivalente Def. des Grenzwertes)

Gegeben seien metrische Rdume (X, dx), (Y, dy), eine Teilmenge M C X und
eine Abbildung f : M — Y. Fiir einen Berithrungspunkt a € M~ sind dquiva-
lent:

1. Die Funktion f hat im Punkt a einen Grenzwert.

2. Fiir jede Folge (x,,), in M, die gegen a konvergiert, konvergiert die Folge

3. Es gibt ein ¢ € Y mit folgender Eigenschaft:
Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dafl

d(f(x),c) <e firalle z € D mit d(z,a) < 0.

In diesem Fall ist ¢ = lim f(z).

r—a

Bemerkung 3.4.90 (Grenzwert und Stetigkeit)

Gegeben seien metrische Raume (X, dx), (Y, dy), eine Teilmenge M C X und
eine Abbildung f : M — Y. Fiir a € M sind dquivalent:

1. Es existiert der Grenzwertes von f im Punkt a.

2. f(a) =limg_q f(2).

3. f ist stetig im Punkte a.

Bemerkung. Der Satz 2.3.29 iiber die Komposition von Grenzwerten gilt all-
gemeiner in metrischen Rdumen:

Satz 3.4.91 (Komposition von Grenzwerten)

Gegeben seien metrische Riume (X,dx), (Y,dy), (Z,dz), M C X, N CY und
Abbildungen

ML NSz

1. Es seia € M~ und es existiere b := lim f(x). Dann ist b€ N~

r—a
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2. FEs existiere ¢ := lin% 9(y). Dann hat auch go f eine Grenzwert im Punkt
y*)

a und es gilt

lim g(f(2)) = c.

r—a

Bemerkung. Nach dem Satz von BOLZANO WEIERSTRASS 2.7.5 hat in R jede
beschriinkte Folge eine konvergente Teilfolge.

Mit dem Folgenkriterium 3.4.86 fiir die Abgeschlossenheit einer Menge kann
man den Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS folgendermaflen formulieren:

Feststellung 3.4.92 (Kompakte Teilmengen von R)
Fiir eine Teilmenge M C R sind dquivalent:
1. M ist abgeschlossen und beschrinkt.

2. Jede Folge in M hat eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert in M
lvegt.

Bemerkung Nach Definition 3.4.93 heifit eine Teilmenge, die die Bedingung
(2.) erfiillt, kompakt.

Definition 3.4.93 (Kompakte metrische Riume)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

Eine Teilmenge M C X heifst Folgen-kompakt, wenn jede Folge in M eine
konvergente Teilfolge hat, deren Grenzwert in M liegt.

Man sagt kurz: Jede Folge in M hat eine in M konvergente Teilfolge.

Bemerkung. Man sagt kurz: M ist ein kompakter metrischer Raum statt
Folgen-kompakter Raum.

Allgemeiner werden kompakte Riume durch eine Eigenschaft der offenen
Uberdeckungen des Raumes definiert Nach dem Satz von HEINE-BOREL ist fiir
metrische Rdume Kompaktheit dquivalent zur Folgen-Kompaktheit.

Bemerkung.

1. Eine Teilmenge eines diskreten metrischen Raumes ist genau dann kom-
pakt, wenn sie nur endlich viele Punkte hat, also eine endliche Menge
ist..

2. Kontinuierliche Rdume, die kompakt sind, erlauben vielfach dhnliche Schluf3-
weisen und Resultate wie endliche Mengen. Kompake metrische Ridume
sind in vieler Hinsicht eine Verallgemeinerung der endlichen Mengen.

Beispiel:
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e Eine reelle Funktion auf einer endliche Menge hat ein Maximum (vgl.
Feststellung 1.3.21).

e Eine stetige reelle Funktion auf einem kompakten metrischen Raum
hat ein Maximum (vgl.den Satz vom Maximum 2.6.3).

Feststellung 3.4.94 (abg. Teilmenge eines kpt. Raumes)
Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
1. FEine kompakte Teilmenge M C X ist abgeschlossen.

2. Ist M C X kompakt, so ist jede abgeschlossene Teilmenge N C M kom-
pakt.

Satz 3.4.95 (stetige Bild einer kpt. Menge)
Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Ridume, M C X und f: M —'Y stetig.
Ist M C X kompakt, so ist auch das Bild f(M) CY kompakt.

Satz 3.4.96 (Satz vom Maximum)

1. FEine kompakte Teilmenge der reellen Zahlen hat ein Mazximum in R.

2. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X kompakt. Eine stetige
Funktion f: M — R hat ein Mazximum.

Bemerkung. Eine stetige reelle Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum ist beschrankt.

Bemerkung. Es sei f : I — R eine injektive, stetige Funktion auf einem
Intervall I C R. Dann ist J := f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion
f~1:J — I ist wieder stetig (vgl. Korollar 2.5.15 und Satz 2.5.17)

Wenn [ Vereinigung zweier Intervalle ist, ist die Umkehrfunktion einer injekti-
ven stetigen Funktion i.a. nicht stetig.

Beispiel. f:[0,1] U (2,3] — [0, 2] mit

B fir z € [0,1],
:ch(x)—{ r—1 firze (2,3

Der néchste Satz zeigt, dal so ein Beispiel auf [0, 1] U [2, 3] nicht existiert.

Bemerkung. Fiir eine stetige bijektive Abbildung zwischen metrischen Ridum-
en ist i. a. die Umkehrabbildung nicht stetig.

Wenn der Definitionsbereich aber kompakt ist, ist die Umkehrabbildung einer
stetigen Bijektion automatisch stetig:
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Satz 3.4.97 (Stetigkeit der Umkehrabbildung)

FEs seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riaume, M C X kompakt und f: M —Y
stetig.

Ist f injektiv, so ist die Umkehrabbildung f=1 : f(M) — M stetig.

Beweis (Stetigkeit der Umkehrabbildung).
Es sei f: M — N bijektiv und stetig.

Wenn M C X kompakt ist, so ist nach Feststellung 3.4.94(1.) M abgeschlossen in
X.

Wenn A C M abgeschlossen ist, so ist nach Feststellung 3.4.94(2.) A kompakt.

Dann ist nach Satz 3.4.95 das Bild f(A) kompakt und nach Feststellung 3.4.94(1.)
ist f(A) abgeschlossen in Y.

Also ist das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge A C M unter der Umkehrabbil-
dung f~! abgeschlossen. Dies besagt, daB f~! : N — M stetig ist (vgl.Feststellung
3.4.81).

Ubung. Es seien (X, dyx), (K,dg) metrische Réume, K kompakt. Dann gilt:

1. Wenn M C X x K abgeschlossen ist, dann ist die Projektion p; (M) auf
die erste Komponente abgeschlossen:

p(M):={z|ze X,Jye K: (z,y) € M}

Gilt dies auch fir die zweite Komponente? Man gebe ein Beispiel einer
abgeschlossenen Teilmenge ) # M C R x R, fiir die p;(M) offen ist.
(Hinweis: Graph von 1/x).

2. Eine Abbildung f : X — K ist genau dann stetig, wenn ihr Graph I'(f) C
X x K abgeschlossen ist.

Man gebe ein Beispiel einer unstetigen Funktion f : R — R mit abge-
schlossenen Graphen (Man experimentiere mit 1/z).

3. Es seien (Z,dz) ein metrischer Raum, g : X x K — Z stetig und zp € Z.
Die Gleichung

g(z,y) = 20

sei fiir alle x € X eindeutig l6sbar.

Dann ist die dadurch eindeutig bestimmte Abbildung
f: X —>K mit g(z, f(x)) =20

stetig.



23. Mai 2001 281

Bemerkung. Wir kennen bisher folgende Beispiele zur Konstruktion kompak-
ter Mengen

endliche diskrete Mengen,
abgeschlossene, beschrinkte Teilmengen von R,

abgeschlossene Teilmengen und endliche Vereinigungen kompakter Men-
gen,

stetige Bilder kompakter Mengen,

Der wichtigste Prozess zu Erzeugung neuer kompakter Rdume ist das Pro-
dukt metrischer Riume. So entstehen aus abgeschlossenen, beschrénkten
Intervallen das abg. Rechteck

[al,bl] X [ag,bg] C R2
und der abgeschlossene Quader

[al,bl] X [ag,bg] X [a3,b3] C Rg.

Definition 3.4.98 (Produkt metrischer Riume)

Das Produkt (X,dx) x (Y,dy) zweier metrischer Riume (X,dx) und (Y,dy)
ist die Menge X XY mit der folgenden Metrik:

dxxy((x1,91), (x2,y2)) := max{dx (1, 22), dy (y1,y2}).

Bemerkung 3.4.99 (Produkt von Umgebungen)

Im Produktraum (X, dx)x (Y, dy) sind die e-Umgebungen eines Punktes (¢, yo)
das Produkt der e-Umgebungen der Komponenten:

U((l’o,yo),€) = U(l’0,€) X U(yo,E)

Bemerkung. Offene Mengen im Produktraum lassen sich im allgemeinen nicht
als Produkt G| x Go zweier offener Mengen G; und G9 schreiben, sondern nur
als Vereinigung solcher Produkte.

Bezeichnung 3.4.100 (endliche Produkte)

Das Produkt [[)_,(X,,d,) endlich vieler metrischer Réume (X,,d,), (v =
1...,n € N) ist die Menge

ﬁX,,:Xlx--'xXn
v=1
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mit der Metrik d = dpax :
d((l’l, s e 7'1.71)7 (y17 e 7yn)) = max{dl(:cl, yl)? e ,dn(l'n, yn)}
Diese Bildung ist assoziativ:

(X1,d1) x -+ % (Xp,dn)) X (Xns1, dnt1)
= (X1,d1) X - X (Xpt1, dnt1)-

Es reicht daher meistens, zwei Faktoren zu untersuchen.

Bemerkung. Die oben definierte Metrik auf dem Produkt zweier metrischer
Réume erzeugt in vielen Fiéllen nicht den durch die anschauliche Geometrie
gegebenen Abstand.

Man kann auf dem Produkt mit anderen Formeln Metriken erzeugen. Z. B.

da((21, 1), (22, 92)) = Vdx (21, 22)? + dy (y1,72)?
di((z1,91), (2, 92)) := dx (21, 22) + dy (y1,92),

Diese Metriken erzeugen fiir einen Punkt im Produktraum dasselben Umge-
bungssystem wie dxxy. Man sagt, sie sind dquivalent.

Wir zeigen dies fiir die Metrik ds.

Bezeichnung 3.4.101 (iquivalente Metriken)
Es seien d; und dy Metriken auf einer Menge X.
d1 und ds heiflen dquivalent, wenn die identische Abbildung von X in beiden
Richtungen
idX : (X, dl) — (X,dg) und idX : (X, dz) — (X,dl)
stetig ist.

Bemerkung. Zwei Metriken auf der gleichen Menge sind genau dann dquiva-
lent, wenn sie das gleiche Umgebungssystem erzeugen.

In allen Aussagen, die nur vom Umgebungssystem abhingen, kann man eine
Metrik durch eine dquivalente ersetzen.

Beispiel. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Die folgenden Funktionen sind
dquivalente Metriken, die Werte in [0, 1] haben:

X x X 3 (21, 22) — max{d(z1,z2),1},
d(l’l,l’Q)

X x X3 (x1,20) > —————.
( ! 2) 1+d(l‘1,3§2)
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In einem beliebigen metrischen Raum kann man also aus der Beschrénktheit
der Metrik auf einer Menge nichts schlieflen!

Beschrianktheit einer Menge ist nur in normierten Vektorrdume ein sinnvoller
Begriff (vgl. auch die Charakterisierung 3.4.108 kompakter Teilmengen des R™).

Feststellung 3.4.102 (dy dquivalente Metrik)

Es seien (X,,dy), (v = 1,...,n) endlich viele metrische Riume und x :=
n

(xlw"a:pn)} Yy = (ylvyn) € H XI/'
v=1

Es bezeichne d := dyax die Metrik 3.4.100 auf dem Produktraum.

n
1. FEine weitere Metrik auf [] X, ist:

v=1

n

d2(xv y) = (Z dl/(xua yu)Q)%'

v=1

2. Es gilt d < do < \/nd. Fiir die e-Umgebungen gilt:
£
o

d und do erzeugen das gleiche Umgebungssystem von x.

Ul(x, d) C U(z,e,da) C U(x,e,d).

Beweis (dy dquivalente Metrik).

1. Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt, daB do eine Metrik ist.
2. Die Abschatzungen zwischen d und ds sind offensichtlich. Hieraus folgen die
Inklusionen der jeweiligen e-Umgebungen.

Eine Teilmenge U ist Umgebung eines Punktes x im Bezug auf eine der
beiden Metriken, wenn sie eine entsprechende e-Umgebung enthilt.

Aus der obigen Inklusion der e-Umgebungen folgt, daB eine Umgebung beziigli-
che der einen Metrik auch Umgebung beziiglich der anderen Metrik ist.
Korollar 3.4.103 (Produktraum R™)

Der R™ mit der euklidischen Metrik ist das n-fache Produkt des metrischen
Raumes R.

Bemerkung. Das Produkt metrischer Raume ist so definiert, dafl eine Abbil-
dung (vgl. Bezeichnung ?? fiir Tupel von Abbildungen)

f:(fx,fy):ZHXXY
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in einen Produktraum genau dann stetig ist, wenn ihre Komponenten
fx:Z—-Y ud fy:Z2-Y

stetig sind.

Man kann diese Eigenschaft auch zur Charakterisierung des Produktes
verwenden.

Genauso kann man die Grenzwerte von Folgen und Funktionen komponen-
tenweise bilden.

Satz 3.4.104 (komponentenweise Stetigkeit)
Es seien (X;dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume.
Eine Abbildung

f=Ux,fy): Z— XxY

in den Produktraum ist genau dann stetig im Punkt z € Z, wenn thre Kompo-
nenten

fx:Z—=Y und fy:Z->Y

mm Punkt z stetig sind.

Beweis (komponentenweise Stetigkeit).

Essei z € Z und (z,y) := f(z). Wenn Ux € U(z) und Uy € U(y), dann ist
Ux x Uy € U(f(z)). Da f im Punkt z stetig ist, gilt:

Y (Ux x Uy) € U(2).
Es gilt:
F N Ux x Uy) = fx'(Ux) N fy (Uy).

Also ist die Obermenge fx' (Ux) € U(z), d.h fx ist stetig.

Es sei (z,y) := f(z). Jede Umgebung von (z,y) € X x Y enthilt eine
Umgebung der Form Ux x Uy mit Ux € U(z) und Uy € U(y).

Da fx und fy im Punkt z stetig sind, ist
FxH(Ux) 0 fyH(Uy) € U(z).

Also ist f~Y(Ux x Uy) € U(z) und f stetig im Punkt 2.
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Satz 3.4.105 (komponentenweise Konvergenz)
Es seien (X;dx), (Y,dy) metrische Riume.
Eine Folge ((xn,yn))n i X XY konvergiert genau dann, wenn die Folgen der

Komponenten

(Tn)n  und (yn)n

konvergieren.

Dann gilt

lim (2, yn) = ( lim xz,, lim yn).
n—oo n—oo n—oo

Beweis (komponentenweise Konvergenz).
Es sei nlirrgo(xn,yn) = (a,b).

Wenn Ux € U(a) und Uy € U(b), dann ist Ux x Uy eine Umgebung von (a,b).
Nach Voraussetzung gibt es ein ng € N, so daB3

(Tn,yn) € Ux x Uy fiir n = ny.
Dann ist x,, € Ux, yn € Uy. Also gilt lim z,, = a und lim y, =b.
n—od n—oo

Es seinlln;o Tp =a und lim y, =b.

Jede Umgebung von (a,b) € X x Y enthalt eine Umgebung der Form Ux x Uy
mit Ux € U(a) und Uy € U(b). Nach Voraussetzung gibt es ein ng € N, so daB

T, € Ux und vy, € Uy firn > ng.

Dann ist (zp,yn) € Ux x Uy. Also gilt lim (zy,yn) = (a,b).

Korollar 3.4.106 (komponentenweise Grenzwerte)
Es seien (X;dx), (Y,dy), (Z,dz) metrische Riume und M C Z.
Eine Abbildung in den Produktraum

f=(x.fr): M- XxY
hat genau dann einen Grenzwert im Punkte zo € M~ , wenn die Komponenten
fx : M—=Y wund fy: M —Y
im Punkt zo Grenzwerte haben. Dann gilt

lim f(z) = (Zh_)lglo fX(Z)’Zli_{glo fr(2))-

zZ—20
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Satz 3.4.107 (Produkt kompakter Riume)
Das Produkt von endlich vielen kompakten metrischen Rdumen ist kompakt.
Umgekehrt gilt:

Wenn die Faktoren verschieden von der leeren Menge sind, und thr Produkt
kompakt ist, so sind alle Faktoren kompakt.

Bemerkung. Man kann auch das Produkt von abz&hlbar vielen metrischen
Réumen bilden. Das Produkt ist ein metrischer Raum. Es gilt, wenn alle Fak-
toren kompakt sind, ist auch das Produkt kompakt.

Ein entsprechendes Resultat gilt fiir beliebige Produkte kompakter topologischer
Réume (Satz von TYCHONOFF bzw. TIKHONOV).

Beweis (Produkt kompakter Riume).

Es reicht das Resultat fiir zwei Faktoren zu zeigen, dann folgt es induktiv fiir endlich
viele Faktoren.

Es seien (X, dx), (Y,dy) kompakte metrische Raume.

Wir miissen zu einer Folge (z,,, yn)n in X X Y eine konvergente Teilfolge finden.
Da X kompakt ist, hat die Folge (x,), eine konvergente Teilfolge (zy, ).

Da Y kompakt ist, hat die Folge (yy, )i eine konvergente Teilfolge (ynkl)l-

Dann ist (xnkl)l eine konvergente Teilfolge.

Nach Satz 3.4.105 konvergiert die Teilfolge ((mnkl,ynkl))l) in X xY.

Satz 3.4.108 (kompakte Mengen im R")

Eine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrdankt ist.

Bemerkung. 1. Die Beschrinktheit einer Teilmenge M C R"™ bezieht sich auf
die euklidische Norm des R™:

sup [l < oo
xeM

2. Nach Satz 3.4.112 gilt der Satz fiir jeden endlichdimensionalen
Vektorraum V und jede Norm auf V.

3. Da es zu einer Metrik d immer dquivalente beschrinkte Metriken gibt, ist es
nicht sinnvoll, Beschréinktheit fiir beliebige Metriken zu erkléren.

Korollar 3.4.109 (kompakte Mengen im C")

Eine Teilmenge des C™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrdnkt ist.
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Beweis (kompakte Mengen im R").

Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS 2.7.5 sind abgeschlossene beschrank-
te Intervalle kompakt in R. Nach Satz 3.4.107 sind folglich die Quader

n

CQZZZII[QV,QJ

v=1

kompakt im Produktraum R™ (vgl. 3.4.103).

Eine Beschrankte Menge M liegt in einem solchen Quader:

r:=sup |z]| <oco = MCI[-rr]"
xeM

Wenn M zusatzlich abgeschlossen ist, ist M also kompakt.

Die Umkehrung ergibt sich aus dem Satz vom Maximum 3.4.96 und aus Feststellung
3.4.94

Beweis (des korollars). Als reeller Vektorraum ist C” isometrisch zu R?".

Bezeichnung 3.4.110 (Aquivalenz von Normen)

Zwei Normen || - ||; und || - |2 auf einem Vektorraum V heiflen dquivalent, wenn
es Konstanten ¢ > 0 und C > 0 gibt, so daf

cl-l<l-ll2<Cl -l

Bemerkung. Wenn zwei Normen &quivalent sind, so sind die zugehoérigen Me-
triken #quivalent (vgl. Bezeichnung 3.4.101 ) und auch uniform &dquivalent (vgl
Bezeichnung 3.4.116).

Aquivalente Normen haben dieselben beschrénkten Mengen.

Beispiele 3.4.111 Auf dem R" gilt fiir die Normen

n n
1
Izl =" lawl, llallz = (Y [@0l?)?, |zl := max |ay|
v=1 v=1

1<v<sn
die Abschitzung

[ floo < M2 < - Ml < 2l - oo

Satz 3.4.112 (Normen auf endlichdim. Vektorraum)

Auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V sind je zwei Normen
dquivalent.

Die Aussage gilt entsprechend fiir endlichdimensionale komplexe Vektorrdume.
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Bemerkung. 1. Wenn V ein reeller Vektorraum mit dimg V' = n ist, so ist V' =
R™. Es reicht, die Behauptung fiir den R™ mit der Standardbasis {ej,- - ,e,}
zZu zeigen.

2. Wenn V ein komplexer Vektorraum mit dime V' = n ist, so ist V= C". Als
reeller Vektorraum ist C"™ = R?",

Korollar 3.4.113 (Kpt. Teilmengen in n-dim. Vektorr.) Eine Teilmenge
eines normierten, endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vektoraumes ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis Normen auf endlichdim. Vektorraum.

Wir zeigen, daB auf dem R" jede Norm || - || &quivalent zu euklidischen Norm || - ||2
ist.

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt:

n n

n
1 1
Izl <Y laulllenll < (D lewnl®)? (D ll2ul*)? = Clll2.
v=1

v=1 v=1

|| - || ist stetig auf dem euklidischen R™, da ||z — y| < C||lz — y||2.

Die Einheitssphare S™ ist in dem euklidischen R™ abgeschlossen und beschrinkt,
also kompakt. Die stetige Funktion || - || hat auf S™ ein Minimum in einem Punkt
xo mit ||zoll2 = 1:

c:=min{||z|| | x € S"} = ||zo|| > 0.

Da Normen absolut-homogen sind, folgt fiir z £ 0:

ol = || || - alle > -l
[l g

Bemerkung. (topologische und uniforme Begriffe)

1. Metrische Begriffe sind die nur mit Hilfe des Abstandes definierten Be-
griffe. Zum Beispiel:

e fiir Folgen: Konvergenz, Cauchyfolge.
e fiir Funktionen: Stetigkeit, gleichméfige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit,

e fiir Mengen: offene Menge, Vollstandigkeit, Kompaktheit.

Diese zerfallen in zwei Klassen. Wir demonstrieren dies an einem Beispiel. Ge-
nauer findet man dies in einem Buch tber Topologie
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2. Der iibliche Abstand auf C ist der euklidische Abstand in der Ebene. Diese
Metrik beruht auf dem Isomorphismus der reellen Vektorrdume C = R x R.

3. Auf C* bietet sich eine andere Metrik an. Die multiplikative Gruppe C* ist
Produkt zweier eindimensionaler Gruppen:

z
2|

R x T ist ein unendlich langer Zylinder (Schlauch). Bezeichnet man die Lange
des kiirzeren Bogens auf T zwischen zwei Punkten ¢; und o mit dr((1,(2) (vgl
Beispiel 3.4.66(2.)), so berechnet man den Abstand auf dem Zylinder ( passend
aufschneiden und flach legen):

C*"=(R,+)xT wobeiz= (logl|z|, —).

1
do-(z,w) o= ( (log 2] — log wl)” + (7 7)%)

(C*,dc+) = (R,+) x T ist ein isometrischer Gruppenisomorphismus.

4. Auf C* haben wir zwei Metriken: d¢ und dex. Wir wollen an diesem Beispiel
zeigen, was mit topologischen und uniformen Begriffen gemeint ist — genauer
und abstrakter definiert man dies spéter in der Topologie. Die Frage ist, ob und
wie die in (1.) aufgezihlten Begriffe von der Wahl der Metrik abhingen.

10. Diese beiden Metriken d¢ und dcx erzeugen fiir einen Punkt aus C* die glei-
chen Umgebungen. Sie sind also dquivalent im Sinne der Definition 3.4.101.

Man nennt Begriffe, die man auf den Umgebungsbegriff zuriickfithren kann,
topologische Begriffe und dquivalente Metriken auch topologisch dquiva-
lent.

Zu den topologischen Begriffen gehéren also
e Konvergenz, Stetigkeit, offene Menge, Kompaktheit

Ganz anders verhalten sich die tibrigen Begriffe aus (1.)

6. C mit der Metrik d¢ ist vollstdndig.

7. Die Teilmenge C* ist in der Metrik d¢ nicht vollstdndig, da ihr der Grenz-
punkt O fehlt. Dagegen ist C* in der Metrik dc+ vollstindig, da C* isometrisch
zu dem vollstdndigen Raum R x T ist.

8. Die Eigenschaft Cauchy-Folge hingt also stark von der Wahl der Metrik
ab.

Z. B. ist eine Nullfolge in C, die in C* liegt, in der Metrik d¢ eine Cauchy-
folge — hat aber in C* keinen Grenzwert. In der Metrik d¢« ist dieselbe Folge
unbeschrinkt, also sicher keine Cauchyfolge.
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9. Die Funktion C* 5 z — log|z| € R ist stetig. Beziiglich der euklidischen
Metrik dc ist sie nicht gleichméflig stetig, beziiglich der Metrik dc- ist sie
sogar kontrahierend.

10. Die Begriffe
e Cauchyfolge, Vollstéindigkeit, gleichméflige Stetigkeit

kénnen — aber miissen nicht — fiir (topologisch) dquivalente Metriken ganz un-
terschiedlich sein. Wir werden zum Beispiel sehen, daf§ sie fiir alle Normen auf
dem R" zusammenfallen.

Das Gemeinsame an diesen Begriffen ist, daf} sie auf einem Gréf3envergleich
von Umgebungen verschiedener Punkte beruhen. Am leichtesten sieht man das
an der gleichméfligen Stetigkeit.

Man fafit diese auf einer Gleichméfligkeit beruhrenden Begriffe als uniforme
Begriffe zusammen. Wir werden den Groflenvergleich zunéchst direkt durch eine
Metrik vornehmen und anschlieBend eine passende uniforme Aquivalenz von
Metriken erkléren.

Bemerkung. Wir beginnen mit der gleichméfligen Stetigkeit (vgl. Defini-
tion 2.6.6)

Definition 3.4.114
Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, M C X.
Eine Abbildung f : M — Y heifit gleichmdfSig stetig wenn folgendes gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dafs fiir alle x1, vo € M aus dx(x1,z2) <
stets dy (f(z1, f(x2)) < € folgt.

In Zeichen:
Ve >036>0Vry,z0 € M :
d(z1,22) <6 = dy(f(x1), f(z2)) < e.

Bemerkung. Die Feststellung 2.1.5 gilt sinngema$ fiir die Definition der gleichm&fi-
gen Stetigkeit.

Bemerkung.

1. Ein Vergleich der Definitionen 3.4.114 der gleichméfligen Stetigkeit und der
Stetigkeit 3.4.72 zeigt, dafl gleichmiBig stetige Abbildungen stetig sind.

2. Um den Unterschied herauszuarbeiten, kann man kann die gleichméfige Ste-
tigkeit auch so formulieren:

Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine § > 0, so daf} fiir alle z € M gilt:

fU(x,6)) CU(f(x),e)
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Dagegen bedeutet die Stetigkeit von f:
Zu jedem z € X und jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daf

fU(z,06)) CU(f(x),¢)

Bezeichnung (Lipschitz-stetige Abbildung).
Es seien (X,dx), (Y, dy) metrische Raume, M C X.

Eine Abbildung f : M — Y heiit Lipschitz-stetig (vgl. Definition 2.4.1),
wenn es eine Konstante L € Ry so gibt, daf3

dy(f(l'l), f($2)> < Ld)(({rl,wz) fir x1,T2 € X.
Das Beispiel der uniform dquivalenten Metriken
dy und max{dy,1}

zeigt, daf die Lipschitz-Stetigkeit nicht erhalten bleibt, wenn eine der Metriken
durch eine uniform &dquivalente ersetzt wird.

Bezeichnung (Isometrie).

Eine Abbildung f : M — Y heifit Isometrie, wenn

dy(f((L‘l), f($2)) = dx(l'l,xg) fir x1,T2 € X.

Bemerkung 3.4.115 (Komposition glm. stetiger Abb.)
Gegeben seien metrische Rédume (X, dx), (Y,dy), (Z,dz) und Abbildungen

xLvyszg

Wenn f und g gleichméflig stetig sind, dann ist auch ihre Komposition g o f
gleichméfig stetig.

Bezeichnung 3.4.116 (uniform #quivalente Metriken)
Es seien d; und do Metriken auf einer Menge X.

d1 und ds heiflen uniform dquivalent, wenn die identische Abbildung von X
in betden Richtungen

idx : (X,d1) — (X,d2) und idx : (X,d2) — (X,d1)

gleichmiflig stetig ist.
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Bemerkung. Da die Komposition gleichméflig stetiger Abbildungen wieder
gleichméfig stetig ist, bleibt eine Abbildung gleichmifig stetig, wenn man die
Metriken auf dem Definitionsbereich oder dem Wertebereich durch uniform
dquivalente Metriken ersetzt.

Bemerkung 3.4.117 (uniforme Aquivalenz)
Es seien d; und dy Metriken auf einer Menge X.

1. dj und ds sind genau dann uniform #quivalent, wenn folgendes gilt:

Ve>0d0>0Vz,ye M :

dl(x)y) <d= dQ(x’y) <g,
da(z,y) <6 = di(x,y) <e.

2. Haufig kann man sogar Lipschitz-Stetigkeit von idx nachweisen. Hinrei-
chend fiir uniforme Aquivalenz ist:

Es gibt Konstanten ¢ > 0, C > 0, so dafl
cdi(z,y) < do(z,y) < Cdy(x,y) firz,ye M

gilt.

Satz 3.4.118 (stetige Abb. auf kpt. Raum glm. stetig)
Eine stetige Abbildung

fiK—X

von einem kompakten metrischen Raum (K,dr) in einen metrischen Raum
(X,dx) ist gleichmdf3ig stetig.

Ubung. Mit den Bezeichnungen von Satz 3.4.118 gilt:
1. f injektiv, stetig = f und f~': f(K) — K glm.stetig.
2. Wenn d; eine weitere Metrik auf K ist, so daf§ die identische Abbildung
id: (K,dg) — (K,dy)

stetig ist, dann sind dx und d; uniform &dquivalent.

Der Beweis des Satzes folgt dem Beweisgang in Beispiel 2.7.7.
Beweis (stetige Abb. auf kpt. Raum glm. stetig).
Annahme: f: K — X nicht gleichmiBig stetig.
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Dann gibt es ein €9 > 0 und Folgen (x,)n, (Yn)n in K so, daB

i n) < - und - dx(f(za), fon)) > <0

Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (z,, ), und

k

c:= lim z,, € K.
k—o0

Da dK(xnk,ynk) = —nlk — 0, ist
lim = lim =z = C.
k y’l’bk ]C Nk

Da f stetig ist, folgt nun ein Widerspruch:

0=dx(f(c), f(c)) = lim dx(f(wn,), f(yn.)) = €0 > 0.

k—o00

Bemerkung. Zur Definition von Cauchy-Folgen in R vergleiche man ?77.

Definition 3.4.119 (Cauchy-Folge)

FEine Folge (), in einem metrischen Raum (X, d) heifst Cauchy-Folge, wenn
folgendes gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es einen Index ng € N, so daf fiir alle m, n € N aus
m,n =ng stets d(zp,,x,) <e folgt.
In Zeichen:

Ve >03ng e NVn,m >ng:  d(zm,z,) <e.

Bemerkung. 1. Das folgende Lemma zeigt, dafl die Eigenschaft Cauchy-Folge
sich nicht d&ndert, wenn man die Metrik durch eine uniform &dquivalente ersetzt.

2. Das folgende Lemma ist der Schliissel zu einem wichtigen Fortsetzungssatz
fiir gleichméBig stetige Abbildungen. (vgl. hierzu den Fortsetzungssatz 2.4.4 fiir
Lipsschitz-stetige Funktionen).

Lemma 3.4.120 (Bild von Cauchy-Folgen)

Eine gleichmdfig stetige Abbildung bildet Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen ab.

Definition 3.4.121 (vollstindiger metrischer Raum)

FEine metrischer Raum (X, d) heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in X
einen Grenzwert in X hat.
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Satz 3.4.122 (Vollstéindigkeit des Produktraumes)

Das Produkt endlich vieler vollstindiger, metrischer Rdume ist vollstindig.

Bemerkung. Man kann auch das Produkt von abzihlbar vielen metrischen
Réaumen bilden. Das Produkt ist ein metrischer Raum. Es gilt, wenn alle Fak-
toren vollstédndig sind, ist auch das Produkt vollsténdig.

Korollar 3.4.123 (R" und C” vollsténdig)

1. Firn € N ist R™ vollstindig.
C ist vollstindig.

C™ st vollstindig

e

Ein endlichdimensionaler reeller oder komplexer normierter Vektorraum
ist vollstdndig.

Beweis (Vollstindigkeit des Produktraumes).

Es seien (X,,d,), (v = 1,...,n) vollstandige, metrische Raume und (x,), eine
Cauchy-Folge in ﬁ X,. Der Produktraum trage die Metrik dpax. Da die Projek-
tionen =

n
Dy - H X, — X,
v=1
auf die Komponenten kontrahierend sind, bilden die Komponenten
Tpm = p,u(xn)
fir p=1,...,n eine Cauchy-Folge in (X, d,).
Da die Faktoren X, vollstandig sind, existieren die Grenzwerte
Cy = nh—{gox“n € X,.

Nach Satz 3.4.105 konvergiert die Folge (z,), gegen ¢ := (ci1,...,¢n).

Satz 3.4.124 (Fortsetzung glm.-stetiger Funktn.)

Es seien (X,dx), (Y, dy) metrische Riaume, M C X und f : M — 'Y gleichmdfSig
stetig.

Wenn Y wvollstindig ist, dann hat f genau eine stetige Fortsetzung f: M- —
Y auf den Abschluf$ von M.

]? ist ebenfalls gleichmdfig-stetig.
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Beweis (Forsetzung glm.-stetiger Abbildungen).

Bildung der Fortsetzung: Zu x € M~ gibt es eine Folge (x,), in M, die gegen
x konvergiert.

Da (&,)n ein Cauchyfolge in M ist, ist nach Lemma 3.4.120 (f(2,)) eine Cauchy-
Folge in Y. Da Y vollstandig ist, existiert

lim f () = y.

Nach dem ReiBverschluBprinzip 2.3.17 konvergiert fiir jede Folge (&,,)n in M mit
Grenzwert z die Bildfolge f(&,) — v.

Da f stetig ist, ist y = f(x) fir z € M.

Wir definieren die Fortsetzung f: M~ — Y durch

f(:):) = lim f(x,) wobei (z,), in M und z,, — x.

Eindeutigkeit: Wenn wir gezeigt haben, daB f stetig ist, so ist es durch diese
Vorschrift eindeutig bestimmt.

GeichmaBige Stetigkeit der Fortsetzung: Da f : M — Y gleichmaBig stetig ist,
gibt es zu € > 0 ein § > 0, so daB

dy (f(u), f(v)) <e firu, ve M mit dx(u,v) < 9.

Es sei nun d(x,&) < é.

Zu z, £ € M~ wihle Folgen (zy,)n, (&n)n in M mit z, — z und &, — &.
Dann konvergiert dx (xn, &) — dx(z,y).

Da d(z,€) < 9, gibt es ein ng € N, so daB

dx(xn,&n) <6 firn >=ng

und folglich dy (f(zy), f(&n)) < e fiir n > no.
Hieraus folgt:

d(f(x), f(§)) = lim d(f(xn), f(&n)) < e

n—oo

Also ist f gleichmiBig stetig.

Bezeichnung 3.4.125 (Ridume von Abbildungen)

Fiir eine Menge M, einen metrischen Raum (Y, dy) bezeichne

F(M,Y) die Menge aller Abbildungen von M in Y.



23. Mai 2001 296

Wir betrachten die folgenden Teilmengen von F(M,Y):

Fiir eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, dx) sei
C(M,Y) die Menge der stetigen Abbildungen.
Ist V ein normierter Vektorraum, so sei

B(M,V) der Vektoraum der beschrinkten Abbildungen von M in V'
Cp(M, V) der Vektorraum der stetigen, beschrinkten Abbildungen.

Bemerkung. Fiir eine Folge (f,), in F(M, X) betrachten wir die

punktweise Konvergenz gegen einen Grenzwert f : M — X (vgl. Defi-
nition 2.8.3).

gleichmiflige Konvergenz gegen eine Grenzwert f : M — X. (vgl. Defi-
nition 2.8.5)

Satz 3.4.126 (glm. Stetigkeit der Grenzabbildung)

FEs seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Raume und (f,) eine Folge in F(X,Y),
die gleichmdfig auf X gegen f € F(X,Y) konvergiert.

1. Sind alle fp, in einem Punkt xo € M stetig, so ist auch die Grenzabbildung
f in xg stetig.

2. Sind alle f, gleichmdfsig stetig auf X, so ist auch die Grenzabbildung f
gleichmdfSig stetig.

Beweis (glm. Stetigkeit der Grenzabbildung).

1. Fiir den Beweis der Stetigkeit vgl. den Beweis von Satz 2.8.6

2. Es sei ¢ > 0. Da die Folge (f,)n gleichmiBig gegen die Grenzfunktion f
konvergiert, gibt es ein ng € N, so daB fiir alle n > ng und fiir alle z € X

dy (fn(2), f(2)) <€

ist. Da f,, gleichmaBig stetig ist, gibt es ein § > 0, so daB fiir alle 1, z2 € M
aus

dx(x ) <6 stets dy(fn(21), fro(x2)) <€
folgt. Dann gilt fiir x1, zo € M mit dx(x1,22) < 0:
dy (f(x1), f(22)) < dy (f(#1), fno (1))
+ dy (fno (1), fro (22)) + dy (fno (22), f(22))

<e+e+e=3c.
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Satz 3.4.127 (Cauchy-Kriterium fiir glm. Konv.)

Es sei M eine Menge und (Y.dy) ein vollstindiger metrischer Raum.

Fine Funktionenfolge (f,) in F(M,Y') konvergiert genau dann gleichmdfig auf
M, wenn gilt:

Ve>0dno e NVn,m>=ng Vo e X : dy(fu(z), fm(z)) <e.

Beweis.

=:| Die Folge (f,)n konvergiere gleichmaBig gegen f. Es gibt also zu £ > 0 ein
ng € N, so daB

dy (fn(z), f(x)) <e firn >mngund z € M.

Dann gilt fiir alle n, m > ng:

dy (fn(@), far(2))
< dy (fu(@), f(2)) + dy (F(X), fm(2)) < 26

<:| Wenn die Cauchybedingung des Satzes erfiillt ist, dann ist die Folge der

Funktionswerte (f,,(z)), eine Cauchyfolge in Y. Da Y vollstindig ist, gibt es
die Grenzfunktion

feFMY) mit f(z):= nh_)rrgofn(:z)
Zu £ > 0 wahle ein passendes ng € N, so da3
dy (fn(z), fm(z)) <e firn, m = ngund z € M.
Dann folgt fiir n > ng und alle z € M

dy (fu(@), f(2)) = Tim_dy (fo(2), fn(2)) <e.

Die f,, konvergieren gleichmaBig auf M gegen f.

Bemerkung. In Definition 2.8.8 hatten wir die sup-Norm einer beschrénkten
reellen Funktion eingefiihrt und gezeigt:

e cine Funktionenfolge in B(M) konvergiert genau dann gleichméfig auf M,
wenn sie in der sup-Norm konvergiert (vgl. 77).

e Funktionenfolgen, die in der sup-Norm Cauchy-Folgen sind, konvergieren
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e Also ist (B(M),]| - ||sup) eine vollstéindig normierte Algebra.

e Da die Grenzfunktion einer gleichméflig konvergenten Folge stetiger Funk-
tionen stetig ist (vgl. Satz 2.8.6), ist der Raum C,(M) der stetigen, be-
schriankten Funktionen eine abgeschlossene Unteralgebra von B(M).

Definition 3.4.128 ((Norm || - ||sup auf B(M,V)))

Es seien M eine Menge und (V, || - || ein normierter Vektorraum. Man definiert
die Norm einer beschrinkten Abbildung

fM—->V
als

1f]] = sup || f(2)]|.
zeM

Feststellung 3.4.129 (Eigenschaften der sup-Norm)

Es seien M eine Menge und (V.|| - || ein normierter K-Vektorraum. Fir f,
g€ B(M,V) und o € K gilt:

L |Ifll =0, und ||f|| = 0 genau dann, wenn f =0,
2, |lafll = lafllf]l;
3. lf +all <A+ Mgl

D. h. B(M,V),| - |lsup ist ein normierter Raum.

Wenn (V|| - ||) eine normierte Algebra ist, so gilt

4 gl <A - lgll-

D.h. B(M,V), || - ||lsup ist eine normierte Algebra.

Bezeichnung. Ein normierter Vektorraum, der vollstandig ist, heifit ein Banach-
Raum.

STEFAN BANACH, 1892-1945
Bemerkung. Aus Satz 3.4.127 bzw. Satz 3.4.126 erhélt man:

Satz 3.4.130 (B(M,V) vollstéindig normiert)

Es seien M eine Menge und (V, ||-||) ein vollstdndiger normierter K- Vektorraum
(Banach-Raum).

Dann ist B(M,V') mit der sup-Norm vollstindig.
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Korollar 3.4.131 (Cy(X,V) vollstéindig normiert)
Es seien X ein metrischer Raum und (V.|| - || ein Banach-Raum.

Der Raum Cy(M,V') der beschrinkten, stetigen Abbildungen von X nach V mit
der sup-Norm ist vollstdndig.

Bemerkung. (lokal geichmiflige Konvergenz).

1. Fiir Folgen von Abbildungen (f,), ist die punktweise Konvergenz i. a. nicht
ausreichend. Die gleichméflige Konvergenz ist héufig eine zu starke Forderung,
die man nicht erfiillen kann.

2. Ein guter Kompromis ist die lokal gleichmiflige Konvergenz und die
lokal gleichméflige Cauchy-Bedingung.

3. In vielen praktischen Fillen ist die lokal gleichméflige Konvergenz und
die lokal gleichmiflige Cauchy-Bedingung die Konvergenz bzw. Cauchy-
Bedingung in einer gewissen Metrik auf dem Raum der Abbildungen. Man
rechnet i.a. nicht mit dieser Metrik. Man mufl nur wissen, daf} es sie gibt, um
die Resultate iiber metrische Ridume anzuwenden.

4. Dies Metrik ist etwas unhandlich und es gibt fiir sie keine natirlichen For-
meln. Wir werden eine Formel angeben. Die Metrik ist dadurch bis auf uniforme
Aquivalenz festgelegt

Bezeichnung 3.4.132 (lokal glm. Konvergenz)

Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und (f,), eine Folge von Abbildun-
gen von X nach Y.

1. Die Folge (fn)n heifit lokal gleichméiflig konvergent gegen eine Abbil-
dung f: X — Y, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C X die Folge
der Einschréankungen (f,|K), gleichméBig auf K gegen f|K konvergiert.

2. Die Folge (fn)n heifit lokal gleichméflige Cauch-Folge, wenn fiir jede
kompakte Teilmenge K C X die Folge der Einschrankungen (f,|K), das

Cauchy-Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz auf K erfiilt (vgl. Satz
3.4.127).

Satz 3.4.133 (Stetigkeit des Grenzwertes)

Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und (f,) eine Folge in F(X,Y),
die lokal gleichmdfig auf X gegen f € F(X,Y) konvergiert.

Sind alle f, in einem Punkt xq € M stetig, so ist auch die Grenzabbildung f
m xq Sstetig.
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Bezeichnung 3.4.134 (offen-kompakte Ausschépfung)

Es sei (X, dx) ein metrischer Raum. Eine Folge (K},), kompakter Teilmengen
von X heif}t eine offen-kompakte Ausschopfung, wenn

1. alle K,, kompakt sind,

2. die Folge (K, ), eine Ausschopfung ist:

o
X = U K,
n=1

3. K, im Inneren von K, liegt:
K,CK, , firneN,

Man schreibt kurz K,, € K, 1.

Beispiele 3.4.135 (offen-kompakte Ausschépfung)

Feststellung 3.4.136 (offen-kompakte Ausschépfung)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (K,), eine offen-kompakte Auschipfung
von X.

Dann gibt es zu jeder kompakten Teilmenge M C X ein ng € N, so dafs

M C Ky,

Satz 3.4.137 (Metrik zur lokal glm. Konv)

Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume und (K,), eine offen komapkte
Ausschopfung von X.

1. Dann ist
1
d(f,9) := max { — min{dsup (f|Kn, g Kn), 1}}

eine Metrik auf F(X,Y).

2. Eine Folge (fn)n in F(X,Y) ist genau dann lokal gleichmdfig konvergent
gegen eine f € F(X,Y), wenn

d(fn, f) — 0.
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3. FEine Folge (fn)n in F(X,Y) ist genau dann eine lokal gleichmdfige Cauchy-
Folge, wenn sie eine Cauchy-Folge in der Metrik d ist.

Bezeichnung 3.4.138 (dichte Teilmenge)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M C X heifit dicht in X,
wenn der Abschlufl

M- =X.

Bezeichnung. Wenn N C M C X, dann heifit N dicht in M, wenn der
relative Abschlufl N™ N M gleich M ist:

N NM=M.

Beispiele 3.4.139 (dichte Teilmengen)

1. Die rationalen Zahlen Q sind dicht in R (vgl. Satz 2.3.32)
2. der Korper Q[i] := Q + iQ ist dicht in C.

3. Die Gruppe Q|Z ist durch den Gruppenhomomorphismus Q > t — exp(2mit)
dicht in die Torusgruppe T eingebettet.

Definition 3.4.140 (Vervollstéindigung)

Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume und j : X — Y eine isometrische
Abbildung.

Der Raum Y - genauer: das Paar (Y,j) — heifst Vervollstindigung von X,
wenn

Y wollstindig, und das Bild j(X) dicht in'Y ist.

Bemerkung. Es sei (Y,j : X — Y) Vervollstdndigung von X. Nach Satz
3.4.124 hat jede gleichméfig stetige Abbildung

f: X—>Z

in einen vollstédndig metrischen Raum Z eine eindeutig bestimmte (gleichm#fig)
stetige Fortsetzung

f:Y > Z mit foj=/.

Offensichtlich gilt: f isometrisch = fisometrisch.
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Korollar 3.4.141 (Eindeutigkeit der Vervollstindigung)

Es seien (X,dx), (Y1,d1), (Yo,d2) metrische Riume und j1 : X — Yy, jo :
X — Y5 isometrische Abbildungen.

Wenn (Y1,j1) und (Ya,j2) Vervollstindigungen von X sind, dann gibt es
genau eine isometrische, bijektive Abbildung

Ji2:Y1T = Yo,
so daf$ jo = j12 0 j1 gilt.
Dann gilt j, = ji% o jo

Bemerkung. Die Vervollstdndigung ist bis auf eine Isometrie eindeutig be-
stimmt. Im allgemeinen fixiert man eine Vervollstindigung (X, 7) von X und
schreibt j kurz als Inklusion:

XCcX™.

Bemerkung.

Wenn man die reellen Zahlen bereits zu Verfiigung hat, kann man jedem metri-
schen Raum X leicht isometrisch in den vollsténdigen metrischen Raum B(X)
einbetten.

Diese Konstruktion beruht darauf, dafl ein Punkt eines metrischen Raumes
eindeutig bestimmt ist, wenn man seinen Abstand zu allen anderen Punkten
kennt.

e Nur bei der Konstruktion der reellen Zahlen R als Vervollstdndigung der
rationalen Zahlen @ sollte man eine anderen Weg benutzen, der die Exi-
stenz von R nicht bereits voraussetzt!

AnschlieBend betrachten wir die Cantorsche Beschreibung der Vervollstandi-
gung als Menge der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen.

Beispiele 3.4.142 (Konstruktion einer Vervollstindigung)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum, X # ().
1. Zu a € X bilde man die Abstandsfunktion:
dg :=d(a,-) : X = R.
Dann gilt
do —dp € B(X) und |dg — dp||sup = d(a,b).

Der Abstand der Funktionen d, und dp ist gleich dem Abstand der Punkte
a und b.
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2. Essei F(X) der R-Vektorraum aller reellen Funktionen auf X. Man fixiere
einen Punkt ag € X und bilde den affinen Unterraum

Vi=d,, + B(X) C F(X).

3. Fiir alle a € X ist d, € V. Der affine Raum V héngt nicht von der Wahl
von ag € X ab.

4. Fiir f, g € V setze man als Abstand

dsup(fvg) = ||f _gHSUP'

V ist vollstéindig, da V isometrisch zu dem vollsténdigen, metrischen

Raum B(X) ist.
5. Die Abbildung
j: X —=V mit j:ra—d, €V
ist isometrisch.

6. Man setze X~ := j(X)~. Dann ist (X", ) eine Vervollstdndigung von X.

Satz 3.4.143 (Existenz der Vervollstindigung)

Jeder metrische Raum hat eine Vervollstindigung.

Bemerkung. Nach einer auf G. CANTOR zuriickgehenden Idee fasse man die
Punkte 2™~ € X~ der Vervollstandigung als Aquivalenzklasse aller Cauchy-
folgen in X auffassen, die gegen ™ konvergieren.

Bemerkung 3.4.144 (Klassen von Cauchy-Folgen)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum mit einer Vervollstdndigung X C Y.

Auf der Menge C'F(X) aller Cauchy-Folgen in X erkldre man die Aquivalenz-
relation

(xn) ~ (Yn)n & d(Tn,yn) — 0.
Es sei X~ := CF(X)/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Die Abbildung

CF(X) > (zn)p — lim 2, €Y

n—oo

erzeugt eine Bijektion von X~ — Y.
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Beweis (Klassen von Cauchy-Folgen).

Offensichtlich sind zwei Cauchy-Folgen genau dann dquivalent, wenn sie in der
Vervollstandigung den gleichen Grenzwert haben.

Bemerkung (Konstruktion der Vervollstindigung).

Man kann auch die Menge X~ der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen mit
folgender Metrik versehen:

d(z™,y~) = lim d(zn,yn) wobei (xp)n €27, (Yn)n € y~.

n—oo

Dann zeige man, dal (X~,d.) vollstéindig ist.

Anschliefend identifiziert man die Punkte von X mit den Aquivalenzklassen
der konstanten Folgen.

Diese niitzliche Konstruktion der Vervollstindigung ist etwas aufwendiger. Wir
haben diese Konstruktion umgangen, indem wir zundchst in Beispiel 3.4.142
eitne andere Vervollstindigung angegeben haben, bei der man weniger zu rechnen
hat.

Bemerkung (Klassen von Cauchy-Folgen).

Die Beschreibung der Vervollstindigung X~ als Menge der Aquivalenzklassen
von Cauchy-Folgen in X ist anschaulich und gut geeignet, um die Vererbung
von Eigenschaften von X auf die Vervollstindigung zu untersuchen:

e Fortsetzung gleichméfBig stetiger Abbildungen von X auf X~ durch

f(”ﬁw) = lim f(x,) wobei (x,), € z™.

n—oo
e Ein Spezialfall ist die Fortsetzung algebraischer Verkniipfungen:

— Vervollsténdigung von normierten Rdumen, Algebren

— Vervollstéandigung von metrisierbaren Gruppen

Bemerkung (Vervollstindigung von Q zu R).

Bei der Vervollstindigung der rationalen Zahlen Q zu den reellen Zahlen
R, kann man nicht sogleich die Metrik auf CF(Q)/~ angeben, da diese
Metrik ihre Werte in R hat und R erst konstruiert werden werden soll.

Nach G. CANTOR geht man folgendermaflen vor:

Cantors Konstruktion von R aus Q:

— Die Menge N der Nullfolgen ist ein maximales Ideal im Ring CF(Q).
Also ist der Quotient CF(Q)/~ = CF(Q)/N ein Korper.

— Eine Cauchy-Folge (), in Q heifle positiv, wenn es ein ¢ > 0 in Q
gibt, so daf fast alle r, > ¢ sind.
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— Die Menge P der Aquivalenzklassen positiver Cauchy-Folgen erfiillt
die Axiome 1.1.5 (O1)—(0O3) eines geordneten Korpers.

— Das Archimedische Axiom 2.1.9 (A) gilt.

— Das Intervallschachtelungsprinzip 2.2.6 (I) ist erfiillt.

— Man erklart den Betrag und die Metrik.

— Cauchy-Folgen sind konvergent (vgl. Satz 77)

Q ist dicht. Der so konstruierte Korper ist R (vgl. Satz 2.3.32).

3.4.9 Fundamentalsatz der Algebra

Bemerkung: (Fundamentalsatz der Algebra)
Der Fundamentalsatz der Algebra besagt

Jedes nicht konstante, komplexe Polynom hat im Kérper C mindestens eine
Nullstelle.

Fiir diesen Satz, der die Mathematiker seit dem Ende des 16. Jahrhundert her-
ausgefordert hat, sind im Laufe der Jahrhunderte eine grofie Zahl von Beweisen
— iiber 100 — gefunden worden.

Zunachst wurden der Satz fiir Polynome mit reellen Koeffizienten postuliert,
wobei man jedoch die Notwendigkeit sah, imagindre Nullstellen zuzulassen.

VIETA 1540-1603, GIRARD 1595-1632, DESCARTES 1596-1650, EULER 1707-
1783, LAGRANGE 1736-1813, LAPLACE 1749-1827

Dafl man diese imagindren Nullstellen immer in den komplexen Zahlen finden
kann, wurde wohl erst am Ende des 18. Jahrhunderts vollig klar.

EULER 1707-1783, GAUSs, 1777-1857, ARGAND 1768-1822, CAUCHY 1789-1857

Alle bekannten Beweise kommen nicht mit rein algebraischen Methoden aus,
sondern benutzen neben algebraischen Argumenten irgendwie Hilfmittel der
Analysis, wie

e Zwischenwertsatz fiir die Existenz reeller Nullstellen,

e stetige reelle Funktionen auf einer abgeschlossenen Kreisscheibe der Ebene
haben ein Minimum

Wir werden der Beweisidee von Argang (1814) folgen. Das dabei verwendete
Minimum-Prinzip fiir Polynome formulieren wir etwas ausfiihrlicher, als fiir
den Beweis unbedingt notig.

Lemma 3.4.145 (Wachstum eines Polynoms)
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Zu einem Polynom
n—1
P(z):=2"+ Z a,z”
v=0

mit Grad P =n > 1 gibt es ein g > 0, so daf

1
|P(z)] > §|Z|n > |P(0] firze€C, |z| > ro.

Beweis. Man setze

a:= max |a,| >0,
or<n—q
ro := 1 + 2a.

Fiir |z| > 1 gilt dann

’ n

n—1
P(z) 2 |z["—a) |2 = 2" —a
v=0

Fiir |z| > 1+ 2a ist also

Lemma 3.4.146 (Minimum—Maximum-Prinzip)

Es sei P ein Polynom vom Grad n > 1.

1. Zu jedem zy € C mit P(z) # 0 gibt es eine Richtung (o € S* und ein
p >0 so daf

[P(20 + tC0)| < |P(20)| fiir 0 <t < p.

2. Zu jedem zg € C gibt es eine Richtung (1 € St und ein p > 0 so daf

|P(z0 +tC1)| > [P(20)| fir 0 <t <p.

Bemerkung zum Beweis. Wenn P(zp) # 0 entwickele man das Polynom
P(z) =%, _yay,z” um den Punkt zq:

P(zo +w) = Zau(zo +w)” = P(z0)(1+ Z bw”) = P(20)Q(w).
v=0 =1

und zeige die entsprechende Aussage fiir () im Punkte wy = 0.
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Beweis (Minimum—Maximum-Prinzip).

‘Minimum—Prinzip:‘ Man entwickele P um den Punkt zg:

P(zo +w) = P(z)(1 + bw® + Z bw™)
»x=k+1

= P(z0) (L + bpw® + 0 >~ baw™*) = P(z) - Q(w).
w=k+1
Dabei sei k£ > 1 die kleinste Potenz, fiir die by, # 0 ist.
Setzt man

—areb :
po = T~ %8k ng F und (o = €',

dann ist (¥ = —|by| /by (k-te Wurzel) und

bl = — bl

Nun wahle man p > 0 so klein, daB

n

e 23
Pl <1 und Y Pl < 2
w=k+1

Fiir 0 < t < p folgt dann (man beachte, daB by(Y = —|bx|):

Q80| = [1+ brgit* + (20)" > bucltCo)™ |

x=k+1

<L+ 0RGEE" 1] | YT ba(tGo) |
»=k+1

U+ "G + 15 Y b ™"
2=k+1

bk |
< (U=t +£757) < 1.

Maximum-Prinzip: ‘ Wenn P(zp) = 0 ist nichts zu zeigen.

Anderenfalls setze man wieder P(z + w) = P(29)Q(w) und wahle

2w — arg by,

’ und (1 = eiPo.

w1 =
dann gilt

bl = |b-
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Die Aussage folgt nun mit einer analogen Abschitzung.

Bemerkung. Stellt man sich den Graphen der Funktion
C> 2z~ |P(2)]

als Zeltdach iiber der Ebene vor, so wiirde bei einem Regen das Wasser iiberall,
aufler in den Nullstellen, abfliefen und sich in den Nullstellen sammeln.

Dieses Zeltdach hat sonst keine Senken, in den sich ein Pfiitze bilden kann.

Satz 3.4.147 (Minimum—Maximum-Prinzip)

Es sei P ein Polynom vom Grad n > 1.

1. Zu jedem zy € C mit P(z9) # 0 gibt es in jeder Umgebung U von zy ein
z1 € U, so daf

[P(z1)] < [P(20)]-

2. Zu jedem zy € C gibt es in jeder Umgebung U von zy ein zo € U, so dafs

|P(22)] > [P(20)]-

Bemerkung. Das Minimum-Maximum-Prinzip gilt allgemeiner fiir analyti-
sche Funktionen. Diese Funktionen lassen sich um jeden Punkt in eine Po-
tenzreihe entwicklen. Man kann die gleiche Beweisidee verwenden.

Satz 3.4.148 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom vom Grade n > 1 mit komplexen Koeffizienten hat in C minde-
stens eine Nullstelle.

Bemerkung. Der folgende Beweis geht auf R. ARGAND zuriick. Dieser Beweis
benutzt die folgenden Hilfsmittel:

e Den Satz von Bolzano-Weierstraf fiir C.

Eine stetige reelle Funktion auf einer kompakten Teilmenge hat ein Mini-
mum.

Der Betrag eines Polynoms hat eine Minimalstelle auf C

Die Existenz k-ter Wurzeln.

Eine Minimalstelle des Betrags eines Polynoms ist eine Nullstelle.
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Beweis (Fundamentalsatz der Algebra).
Wenn P(0) = 0 sind wir fertig.
Anderenfalls gibt es nach Lemma 3.4.145 ein 9 > 0, so daB

|P(z)| > |P(0)| fiir |z] > ro.

Die stetige Funktion C > z — |P(z)| hat nach Satz 3.4.96 auf der kompakten
Kreisscheibe

{z]2€C, |z| <ro}
ein Minimum in einem Punkt zg. Dort gilt
[P (z0)] < [P(0)].

Also ist | P(zp)
nun P(zp) = 0.

< |P(2)| fir alle z € C. Aus dem Minimum-Prinzip 3.4.147 folgt

Bemerkung. Da jedes komplexe Polynom mindestens eine komplexe Nullstelle
hat, folgt nun die Zerlegung eines jeden komplexen Polynoms in Linearfaktoren
(vgl. Satz 3.4.35):

Satz 3.4.149 (C algebraisch abgeschlossen)

Es gibt keinen echten endlichen Erweiterungskdrper von C.

Beweis. Es sei K ein Erweiterungskorper von C und dimc K =n € N.

Es sei w € K \ R. Die Potenzen {1 = w® w!,... ,w"} sind linear abhingig. Es
gibt ein komplexes Polynom P mit P(w) = 0.

Es sei (vgl. Satz 3.4.35)

k
P(z) = [ (z = z)"™
=1

die Zerlegung in Linearfaktoren. Da P(w) = 0 ist, verschwindet einer der Faktoren
W — Zs.

Also ist w € C.
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Feststellung 3.4.150 (Zerlegung reeller Polynome)

Es sei P ein Polynom mit reellen Koeffizienten vom Grad n € N. Es seien
T1,...,2, die reellen Nullstellen und z1,Z1,...,2%m,2m die Paare konjugiert
komplexer Nullstellen in C\R. Das Polynom P zerfillt iiber C' in Linearfaktoren

k m
P(z):Hz—xﬁ Hz—zu (2 —Zu)"™
x=1 pn=1

Uber R hat P die Darstellung
k m
P(Z):Hz—:cn Hz +puz +qu)™
=1 pn=1
Dabei sind die Koeffizienten der quadratischen Faktoren
w=2Rez, wund q,:= 2,7z,

reell. Die Darstellung ist bis auf die Rethenfolge eindeutig.

Bemerkung. 1. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dal C der einzige
endliche Erweiterungskorper von R ist.

2. Die rationalen Funktionen mit reellen Koeffizienten bilden einen unendlich-
dimensionalen Erweiterungskorper von R.

Satz 3.4.151 (Einzigkeit von C)

Es sei K ein echter Erweiterungskorper der reellen Zahlen, so dafs
dimpr K =neN

ist. Dann ist n = 2 und K ist isomorph zu C.

Beweis. Es sei w € K \ R. Die Potenzen {1 = w® w!,...,w"} sind linear
abhéngig. Es gibt ein reelles Polynom P mit P(w) = 0.

Das Polynom P hat die reelle Zerlegung 3.4.150

k m
P(z) = H (2 — )" - H(z2 +puz+ qu)”u
=1 pn=1

Da P(w) = 0 ist, verschwindet einer der Faktoren
w—x, oder w? —puw +qy
Da w ¢ R gibt es p, ¢ € R mit

w4+ pw+¢g=0 und p?—4q<O0.



23. Mai 2001 311

Fir das Element

2
jim WP 2o g

V4q — p?

Dann ist C 2 ling{1,j} C K . Also ist K ein endlicher Erweiterungskorper von
Cund somit K = C (vgl. Satz 3.4.149).

Bemerkung. In die Beweisen zu Satz 3.4.149 und Satz 3.4.151 wurde die Vor-
aussetzung, dafl K ein Korper ist, nicht voll benutzt. Allgemeiner gilt:

Feststellung 3.4.152 (nullteilerfreie komm. Algebren)

Eine reelle, nullteilerfreie, kommutative, endlichdimensionale Algebra A ist iso-
morph zu R oder C.

Beweis. Nach dem folgenden Feststellung gilt fiir jede nullteilerfreie endlichdimen-
sionale Algebra A:

e A hat eine Eins und jedes von Null verschieden Element ist invertierbar.

Da A kommutativ ist, ist A ein endlicher Erweiterungskérper von R und somit
A =R oder A =C (vgl. Satz 3.4.151).

Feststellung 3.4.153 (nullteilerfreie Algebra)

Es sei A eine reelle, nulteilerfreie, endlichdimensionale Algebra. Dann hat A
hat eine Eins und jedes von Null verschieden FElement ist invertierbar. A ist
eine Divisionsalgebra.

Bemerkung. Die Quaternionen H bilden eine 4-dimensionale nullteilerfreie,
nichtkommutative reelle Algebra mit Eins. Man sagt, H ist ein Schiefktrper.

Man kann die Algebra H als Unteralgebra der komplexen 2 x 2-Matrizen dar-

stellen:
H::{[; _Ew} |z,w€(C}.

Die einzigen Divisionsalgebren iiber R sind R, C und H.

Beweis. Fiir a € A, a # 0, betrachte man die Multiplikationsoperatoren

Ly:A— A mit L,:z— ax,
R,:A— A mit R,:z— za.

L, und R, sind linear. Da A nullteilerfrei ist, sind L, und R, injektiv. Da A
endlichdimensional ist, sind L, und R, bijektiv.
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Es gibt genau ein Element e € A mit L,e = a. Wir zeigen, daB e das Einselement
ist. Fiir ein beliebiges x € A ist gilt:
Ly(ex) = a(ex) = (ae)r = ax = Lo(z) = ex=uz,
Ry(ze) = (ze)a = x(ea) = xa = Ry(x) = we=
Wenn z € A, x # 0, so sind L, und R, bijektiv: Es gibt 3, z € A mit
Lyy=e und R,z=ce.

Dannisty =z =2~ L.
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