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1 Zahlen und Funktionen

1.1 Reelle Zahlen

Die folgenden Mengen von Zahlen werden als bekannt vorausgesetzt:

N ={1,2,3,4,5...} natiirliche Zahlen

No = NU {0}

Z ={..—-2,-1,0,1,2...} ganze Zahlen

Q = L lpez qe N} rationale Zahlen

Q. = ’é pEZ,p#0,q¢€ N} rationale Zahlen ungleich Null
Qt = L lpeNo, g€ N} nichtnegative rationale Zahlen
Qf = g peN geN } positive rationale Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.

Ziel 1.1.1 Wir werden die reellen Zahlen R durch ihre Eigenschaften charak-
terisieren. Diese Eigenschaften lassen sich auf wenige Axiome zuriickfiihren, die
in die folgenden Gruppen unterteilt werden:

die Korperaxiome (K1)-(K11),

die Axiome (01)-(03) fiir die positiven Zahlen,
das archimedische Axiom (A),

das Intervallschachtelungsprinzip (I).

Die reellen Zahlen bilden das Fundament des Gebidudes Analysis, das wir bau-
en wollen. Fiir das Fundament geben wir nur die Anforderungen in Form der
Axiome an und vertrauen vorerst den Konstrukteuren (Richard Dedekind 1872
und Georg Cantor 1883).

1.1.1 Korperaxiome
Die Menge R geniigt den K6rperaxiomen:

Definition 1.1.2 (Koérperaxiome.) (K1) Je zwei Elementen a, b € R ist

eindeutig ein FElement a + b € R zugeordnet, das Summe von a und b
heift.

(K2) Fira, b, c € R gilt das Assoziativgesetz

(a+b)+c=a+ (b+c).
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(K3) Es gibt ein Element 0 € R, so dafs fir alle a € R gilt

a+0=a.

(K4) Zua € R gibt es x € R mit a+z = 0.
(K5) Fiir a, b € R gilt das Kommutativgesetz

at+b=b+a.

(K6) Fiir a, b € R ist eindeutig ein Element ab € R zugeordnet, das Produkt
von a und b heifst.

(K7) Fiir a, b, c € R gilt das Assoziativgesetz
(ab)c = a(bc).
(K8) Es gibt ein Element 1 € R\ {0}, so daf fir alle a € R gilt
al =a.
(K9) Zua € R\ {0} gibt es x € R mit ax = 1.

(K10) Fira, b€ R gilt das Kommutativgesetz
ab = ba.

(K11) Fira, b, c € R gilt das Distributivgesetz

(a4 b)e = ac+ be.

Eine Menge mit den Eigenschaften (K1) - (K11) heifit ein Korper.
Aufler den reellen Zahlen gibt es noch viele weitere Korper, die zum Teil ganz

andere Eigenschaften haben:

Beispiele 1.1.3 1. Die rationalen Zahlen @Q mit der iiblichen Addition und
Multiplikation bilden einen Korper.

2. Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper. In C gibt es eine Zahl ¢ mit
2
1° = —1.

3. Die Menge Zs bestehend aus den zwei Elementen 0 und 1 und den folgen-
den Verkniipfungen ist ein Korper:

+10 1 0 1
010 1 0,0 O
111 0 110 1

In Zy gilt 1 = —1.
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Bemerkung 1.1.4 1. Aus den Koérperaxiomen folgen alle weiteren bekann-
ten Rechenregeln fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
von Zahlen.

2. Die Losung der Gleichung (K3) a + z = 0 ist eindeutig. Wir nennen die
Losung den negativen Wert von a und bezeichnen sie mit —a. Differenzen
definieren wir wie iiblich als b — a := b+ (—a).

3. Die Losung der Gleichung (K9) ax = 1 ist eindeutig. Wir nennen die
Losung den Kehrwert von a und bezeichnen sie mit é Briiche definieren
wir wie {iblich £ := b1.

4. Wir benutzen die Potenzschreibweise a™ fiir das n-fache Produkt von «a
mit sich, setzen a™" = ain und verwenden die bekannten Rechenregeln
fiir ganzzahlige Potenzen. Insbesondere setzen wir a® := 1 fiir alle a € R.

1.1.2 Geordnete Korper

Die Menge der positiven Zahlen kann wie folgt axiomatisch eingefiihrt wer-
den:

Definition 1.1.5 (Geordneter Kérper)

(O1) Es gibt eine Teilmenge P C R, so daf8 fir alle a € R genau eine der
folgenden drei Mdéglichkeiten zutrifft:

a=0, aeP, —acP.

(02) P ist abgeschlossen unter der Addition, d.h. fir a,b € R gilt a+b € P.

(03) P ist abgeschlossen unter der Multiplikation, d.h. fira,b € P gilt ab € P.

Bezeichnung Wir werden spéter die Menge der positiven reellen Zahlen mit
R; bezeichnen oder als offenes Intervall (0, 00) schreiben.

Ein Korper, der die Ordnungsaxiome (O1) - (O3) erfiillt, heifit ein geordneter
Korper.

Beispiele und Bemerkungen 1.1.6

1. In einem geordneten Kérper ist fiir alle a # 0 das Quadrat a® € P, speziell
ist 1 € P. Die Korper C und Zs sind also keine geordneten Koérper.

2. Aus a € P folgt é e P.
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3. Essei n € N. Mit 1 € P ist auch die Summe von n Einsen positiv. Jeder
geordnete Korper enthélt die natiirlichen Zahlen N und damit auch die
ganzen Zahlen Z und deren Quotienten, die rationalen Zahlen Q.

4. ZNP =N

5. Eine rationale Zahl %’ ist genau dann in P, wenn p, ¢ € N. D.h. PNQ = Q.

1.1.3 Anordnung

Wir arbeiten im allgemeinen nicht mit den Axiomen (O1)-(03), sondern mit
den entsprechenden Regeln fiir die Anordnung;:

Definition 1.1.7 (Anordnung.) Wir definieren eine Anordnung auf R durch
a<b & b—acP
und fiihren die Notation
a>b & b<a

ein.

Die Anordnung von R driickt sich geometrisch in der vertrauten Darstellung
der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden aus: Dabei bedeutet a < b, da3 der
Punkt a links vom Punkt b liegt.

Die Addition x — z + b wird zur Verschiebung (Translation) um die Strecke b
und die Multiplikation & — b mit einem b > 0 zur Streckung um den Faktor
b.

Man veranschauliche sich die geometrische Aussage der folgenden Regeln.

Feststellung 1.1.8 (Rechenregeln fiir Ungleichungen.)

1.ae P& a>0.

2. Fir beliebige reelle Zahlen a,b gilt genau eine der drei Relationen

3. Aus a < b und b < ¢ folgt a < ¢ (Transitivitdt der Anordnung.)
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4.
a+c<b+c firjedesceR
ac < be falls ¢ >0
Ausa <b folgt ¢ falls ¢ < 0
%<2 falls a >0

5. Man kann Ungleichungen addieren:

Aus a < b und c < d folgt a+c < b+d.

6. Ungleichungen zwischen positiven Zahlen kann man multiplizieren:

Aus 0 < a < b und 0 < c < d folgt ac < bd.

7. Es setenn € N und 0 < a, 0 < b. Dann gilt

a<b & ad"<d

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 8.

Bezeichnung 1.1.9 Wir fiihren eine abkiirzende Bezeichnung ein:

b<a & b<aoderb=a

und entsprechend

Bemerkung 1.1.10 (zur Relation <)
1. Fiir beliebige reelle Zahlen a, b ist

entweder a <b oder a>b.

2. Die Aussage a < b ist die Negation der Aussage b < a.

Man kann eine Aussage a < b beweisen, indem man den die Annahme
b < a zu einem Widerspruch fihrt
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3.

Aus a <bund b > a folgt a = b (Antisymmetrie).

Diese Schluffweise wird hdufig benutzt, um kompliziertere Identititen zu
beweisen, die man nicht durch durch einfaches Anwenden von Formeln
erhalten kann.

. Wenn

a<b+efirallee >0
gilt, dann ist
a <b.

Wenn man den Punkt b ein wenig nach rechts riickt, lifit sich die Abschdtzung
oft leichter zeigen

1.1.4 Minimum und Maximum

Definition 1.1.11 (Minimum und Maximum.)

FEs sei M C R.

1.

Eine Zahl a € M heifit Minimum von M, falls fir alle x € M gilt:
a < x. Man bezeichnet das Minimum von M mit min M.

FEine Zahl b € M heifst Maximum von M, falls fir alle x € M gilt:
z < b. Man bezeichnet das Mazimum von M mit max M.

Bemerkung 1.1.12 (Minimum und Maximum)

1. Sind a7 und ao Minima von M so ist a1 = as.

Ebenso sind Maxima eindeutig bestimmt.

2. Wenn M ein Minimum hat, so ist min M das kleinste Element von M.

Wenn M ein Maximum hat so ist max M das grofite Element von M.

Beispiele 1.1.13 (Minimum und Maximum)

1. I={x € R|0 <z <1} besitzt kein Minimum und kein Maximum.

2. FirJ={z eR|0<a <1} gilt

minJ =0 und maxJ =1.
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3. Die Mengen 0, N, Z, Q und R haben kein Maximum. Es ist minN = 1.
4. M habe ein Minimum. Dann hat die Menge
—M:={zeR|—xe€ M}
ein Maximum und es gilt

max(—M) = —min M

1.1.5 Betrag

Definition 1.1.14 (Betrag.) Der Betrag einer reellen Zahl a wird definiert

durch
la = a fir a>0
" | —a fir a<0

Bemerkung 1.1.15 1. Fiir a € R gilt
|a| = max{a, —a}
2. Fiir a,b € R gilt
ol <o & —[pl<a<|b|

3. Fir a,b,z,y € R gilt:

a<z<bunda<y<b = J|z—y|<|b—a|l=0b—a.

Bei der Darstellung der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden mifit |a| den Ab-
stand des Punktes a zum Nullpunkt und |a — b| miit den Abstand der Punkte
a und b.

Viele Rechnungen mit Betrigen beruhen nur auf dem Abstandsbegriff und be-
nutzen nicht die Definition des Betrages.

Rechnungen, die auf den folgenden Regeln fiir einen Betrag beruhen, lassen sich
problemlos auf den Abstand komplexer Zahlen und weitere Abstandsbegriffe
iibertragen.

Satz 1.1.16 (Rechenregeln fiir den Betrag.) Fiir a, b € R gelten:

1. la|] >0

2. la]=0<a=0
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3. |ab| = |al|b|
4. la+0b| < |a|+ |b| (Dreiecksungleichung)

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | ,S. 9.

Korollar 1.1.17 Fiir a, b € R gilt

llal = [6]] < la — b].

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S, 9]

Beispiele 1.1.18
Fiir die Menge
M:={xeR | |z-3||lz+3]|<16}
gilt
reM & —-5<ax<b.

1.2 Vollstiandige Induktion
1.2.1 Summen und Produktzeichen

Summen von endlich vielen reellen Zahlen nennt man im Unterschied zu den
noch zu behandelnden unendlichen Reihen auch endliche Summen oder endliche
Reihen.

Summen werden mit Hilfe des Summenzeichens abgekiirzt:

Bezeichnung 1.2.1 (Summenzeichen) 1. Es seien m,n € Z und m <
n. Wir schreiben die Summe der Zahlen ay,, ami1,---,a, € R mit dem
Summenzeichen:

n
Zak = Om T+ Omt1 + QGmy2 T F Ap—1 F an.

k=m

2. Man nennt
m  untere Summationsgrenze
n  obere Summationsgrenze,
k  Laufindexr oder Summationsindex,
ar  Summand.

Die Anzahl der Summanden ist n — m + 1.
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3. Eine formale Erweiterung des Summenzeichens ist die leere Summe:
Eine Summe bei der der obere Summationsindex kleiner als der untere
Summationsindex ist, heiit leere Summe. Die leere Summen wird als 0
definiert.

Bei der leeren Summe wird nichts addiert, die formalen Summanden miissen
nicht einmal definiert sein.

Ein Beispiel einer leeren Summe ist

1
0= k#104+9+ - +1.
k=10

Beispiele 1.2.2 (Summenzeichen)

Zxk = 14z+22+---+2" (geometrische Reihe),
k=0
10
1 1 1
27k — 14—
;) +2+4+ +1024’

Z cr10F wobei ¢ € {0,1,...,9}, m,n €Ny (Dezimalzahl)

k=—m
n

Z apz® = ap+ a1z + asx® + - apz™ (Polynom vom Grad n),
k=0

m—1
Zak = 0 (leere Summe)
k=m

Feststellung 1.2.3 (Rechenregeln fiir endliche Summen)

1. Auf die Bezeichnung des Index kommt es nicht an:
n n
S o=
k=m j=m

2. Verschiebung des Laufindex:

n n+l
Sw= 3
k=m j=m+l

Die Summationsgrenzen miissen entgegengesetzt verschoben werden.
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3. Das Assoziativgesetz gilt: Wenn l,m,n € Z und l < m < n ist so gilt

m—1 n

n
ap + Z ap = Zak.
k=m k=l

Beachte, das Summenzeichen bindet stirker als das ‘“+’-Zeichen.

k=l

4. Das Kommutativgesetz gilt: Bei einer Umordnung (Permutation) der
Summanden dndert sich der Wert der Summe nicht.

5. Beispiel: umgekehrte Reihenfolge der Summanden:
n n
> =Y o
k=m k=m

6. Beispiel: Summen mit gleichen Summationsgrenzen kann man unter ei-
nem Summenzeichen zusammenfassen:

n

Z ar + Zbk = Z(ak+bk)-
k=m

k=m k=m

7. Beispiel: Bei Doppelsummen kann man die Summationsreihenfolge ver-

tauschen:
n q q n
DD =) ) an
k=m l=p l=p k=m

Man ordne die Summanden in einem Rechteck an:

amvp am7p+1 te aqu
Um+1,p Am+1p+1  --- Am4lg
Anp Anpt1 cee lpge

Man kann nun entweder zuerst die Zeilensummen bilden und diese aufad-
dieren oder mit den Spaltensummen beginnen. Auf beiden Wegen erhélt
man die Summe aller Eintrage.

8. Das Distributivgesetz gilt:

n n
c Z ap = E cag.
k=m k=m
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9. Beispiel: Fiir das Produkt zweier Summen gilt:
n q n q
(Ca)(Xn) =X San
k=m l=p k=m l=p

Man kann also auf die Klammern auf der linken Seite verzichten.

Produkte werden mit Hilfe des Produktzeichens abgekiirzt:

Bezeichnung 1.2.4 (Produktzeichen)

1. Es seien m,n € N und m < n. Wir schreiben das Produkt der Zahlen
Ay Gmt1s - - -, Ay € R mit dem Produktzeichen:

n
H Ak = Qm * Am+1 - Gm42 * " Anp—1 * An.
k=m

2. Ein Produktzeichen, bei dem die obere Grenze kleiner als die untere Gren-
ze ist, heilt leeres Produkt. Das leere Produkt wird als 1 definiert.

Bemerkungen und Beispiele 1.2.5 (Produktzeichen)

1. Auf die Bezeichnung des Index kommt es nicht an; es ist:

m m
[Tex=]a
k=n j=n

2. Der Laufindex 14t sich transformieren:

m m-1
o= T e
k=n Jj=n+l

Die Grenzen miissen entsprechend transformiert werden.

3. Das Produkt ist assoziativ und die Reihenfolge der Faktoren kann beliebig
permutiert werden.

4. Beispiel eines leeren Produktes:
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5. Fir n € Ny, a € R gilt

Fiir n < 0 stimmt dies nicht!

6. Das Produkt der Zahlen 1,2,...,n € N nennt man Fakultit von n und
bezeichnet es mit n!. Man setzt 0! := 1. Sprich: n-Fakultat.

Es gilt fiir n € Ny:

1.2.2 Induktionsprinzip

Wir setzen weiterhin die natiirlichen Zahlen als bekannt voraus, wollen aber
ihre FEigenschafter etwas formaler beschreiben. Das kann auf verschieden Weisen
geschehen.

Ublich ist das folgende Axiomensystem (Peano Axiome), das wir hier nur
umgangssprachlich formulieren.

Die Axiome prézisieren den Vorgang des Zahlens:

e Es gibt eine natiirliche Zahl 1.
e Auf jede natiirliche Zahl n folgt eine néchste, die man mit n+1 bezeichnet.

e Man kann beim Z#hlen nicht mehrmals auf dieselbe Zahl stoflen. D.h.
wenn zwel natiirliche Zahlen m,n denselben Nachfolger haben, sind sie
gleich:

m+l=n+1 = m=n.

e Man kommt beim Zahlen nicht zuriick zur 1. D.h. fiir alle natiirlichen
Zahlen n gil:

n+1#1

Man erreicht durch Zéhlen, ausgehend von der 1, alle natiirlichen Zahlen.

Die zuletzt genannte Eigenschaft heifit das Induktionsprinzip. Wir formulie-
ren es in der Sprache der Mengenlehre.
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Feststellung 1.2.6 (Induktionsprinzip) Es sei M C N ein Teilmenge der
natirlichen Zahlen mit den Eigenschaften

a) le M
byneM = n+leM

Dann folgt schon M =N

In den Anwendungen hat man eine Aussage A(n) iiber eine natiirliche Zahlen
n. Die Aussage sei fiir alle natiirlichen Zahlen formulierbar. Man mochte die
Aussage A(n) fiir jedes n € N beweisen.

Dazu bilde man die Menge
M :={n|n €N, A(n) ist richtig fiir n}

und zeige mit Hilfe des Induktionsprinzips, da M = N ist.

Dazu mufl man fiir M die Eigenschaften a) und b) nachweisen. Man kommt so
zu dem folgendem Beweisprinzip:

Feststellung 1.2.7 (Vollstéindige Induktion)
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(1) ist richtig .
Induktionsschritt: Fiir alle n € N gilt der Schlufs:

An) = A(n+1).
Dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 13].

Beispiele 1.2.8 (Induktionsbeweise)

1. Dreiecksungleichung fiir endliche Reihen:
n n
2 arl <) laxl
k=1 k=1

2. Summenformel der geometrischen Reihe:
1 — gntl

n —
Zl’k: 1—=x
k=0

n+1 fiir x = 1.

fir x # 1
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3. Zweite binomische Formel:

1.2.3 Varianten des Induktionsprinzips

Anmerkung. Aus den Peano-Axiomen folgen alle weiteren Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen; insbesondere:

e Die natiirlichen Zahlen haben eine Anordnung (totale Ordnung).

e Die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen ergibt wieder natiirli-
che Zahlen.

Die Herleitung dieser Aussagen erfolgt in einer langen Kette an sich einfacher
Induktionsbeweise, die man aber in der richtigen Reihenfolge durchfithren mufl
(siehe | ).

Wir verwenden diese Regeln im folgenden kommentarlos.

Anmerkung. Dariiber hinaus kann man zeigen:
Jeder geordnete Korper, insbesondere R, enthélt die natiirlichen Zahlen.

Letzteres kann man auch zur Definition der natiirlichen Zahlen erheben.

In einem strengen axiomatischen Aufbau fithre man zunéchst die reellen Zahlen
mit den folgenden Axiomen ein:

Korperaxiome (K1)-(K11), Ordnung (O1)-(03) und die Supremumseigen-
schaft (S)

Anschlielend kann man die natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R definieren
und das Induktionsprinzip beweisen:

N ist der Durchschnitt aller Teilmengen M C R, die die folgenden beiden
Figenschaften haben:

le M.

Ausn € M folgtn+1¢€ M.
Es gibt solche Mengen M, z. B. R selber. Also ist N wohldefiniert und
erfillt das Induktionsprinzip.

Manchmal ist es praktischer, eine Aussage nicht fiir die natiirlichen Zahlen,
sondern fiir alle ganzen Zahlen ab einem ng € Z zu formulieren:
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Feststellung 1.2.9 (Vollstéindige Induktion ab ng)
Es seing € Z. Fiir n € Z mit n > ny sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(ng) ist richtig .
Induktionsschritt: Fiir alle n € Z, n > ng gilt der Schlufs:

A(n) = An+1).

Dann ist A(n) fir alle n € Z mit n > ng richtig.

Manchmal ist es hilfreich, statt der Aussage A(n) die folgende Aussage zu be-
weisen:

B(n) = A(1)und ... und A(n).

Beim Induktionschlu8 B(n) = B(n + 1) hat man stérkere Vorraussetzungen,
muf} aber nur A(n + 1) zeigen:

Feststellung 1.2.10 (Schlu3 1,...,n=n+1)
Fir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(1) ist richtig .
Induktionsschritt: Fir alle n € N gilt der Schlufs:

A(l) und ... und A(n) = A(n+1).

Dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

Bezeichnung ({1,...,n})
Es sei n € N. Wir schreiben zur Abkiirzung:

{1,...,n} :={k|keN, k<n}
Anmerkung. Manchmal schreibt man auch suggestiver
{1,2,...,n}:={1,...,n}.

Man beachte aber, daf§ im Falle n =1 dann 2 ¢ {1,2,...,n} istl.

Fine dquivalente Formulierung des Induktionsprinzip ist:

Feststellung 1.2.11 ({1,...,.n} C M =>n+1€ M)
Es sei M C N ein Menge mit den Figenschaften
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Induktionsanfang: 1 € M

Induktionsschritt: {1,---n} CM = n+leM

Dann folgt M = N.

Man benutzt das Induktionsprinzip bei der rekursiven Definition einer Funk-
tion f, die fiir alle natiirlichen Zahlen erkliart werden soll:

Feststellung 1.2.12 (rekursive Definition)

Anfangswert: Man gebe den Wert f(1) an.

Rekursion: Man gebe eine Vorschrift an, wie aus den Werten f(1),..., f(n)
der Wert f(n+ 1) zu bilden ist.

Dann ist f auf ganz N erkldrt.

Bemerkung. 1. Manchmal beginnt die rekursive Definition auch mit einem
Anfangswert f(ng) fiir ein ng € Z.

2. Die Herleitung des Rekursionsprinzips aus dem Induktionsprinzip ist nicht
so einfach (vgl. [ D.

1.2.4 Fakultit, Binomialkoeffizient

Beispiele 1.2.13 (Rekursive Definition der Fakultit)

Man setze
ol:=1.
Fiir n € Ny setze man
(n+1)!:=nl(n+1).

Offensichtlich gilt fiir alle n € Np:

n! = ﬁ k.
k=1

Satz 1.2.14 (Anzahl der Permutationen)

FEs st n! die Anzahl der mdoglichen Anordnungen (Permutationen) einer Men-
ge aus n Elementen.
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Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 15].

Definition 1.2.15 Es sei n € Ng. Fir k € {0,...,n} bezeichnet der Bino-

mazialkoeffizient die Anzahl der mdéglichen Auswahlen von k Elementen

n
k
aus einer Menge mit n Elementen.

Anmerkung: Fs ist ( 3 > = 1.

Lemma 1.2.16 Firn € Ng und k € {0...n+ 1} gilt:

()=o) (),

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 16].

Aus diesem Lemma erhalten wir das Pascalsche Dreieck:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Jede Zahl ist die Summe der beiden dariiberstehenden Zahlen.

Satz 1.2.17 Fiirn € Ny und k € {0,...,n} gilt

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 15].

Satz 1.2.18 (Binomischer Satz) Firn € N und z, y € R gilt:

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S, 17].

Anmerkung. Man vergleiche die #hnliche zweite binomische Formel 1.2.8 (3)
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1.2.5 Wohlordnung der natiirlichen Zahlen

Satz 1.2.19 (Minimum und Maximum)

Es sein € N. Jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n} hat ein Minimum und
ein Mazimum.

Beweis (Minimum und Maximum).

Beweis durch Induktion nach n € N.

0#Mc{l} = minM=1
Wenn M = {n + 1} so ist min M = n + 1, anderenfalls ist

min M = min(M N{1,...,n}).

Beweis durch Induktion nach n € N.

D#A#Mc{l} = maxM=1
Wenn n+1 € M so ist max M = n + 1, anderenfalls ist

max M = max(M N {1,...,n}).

Satz 1.2.20 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen)
Jede nichtleere Teilmenge M C N hat ein Minimum.

Beweis (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen).

Es gibt ein np € M. Dann hat nach Satz 1.2.19 die Menge M N {1,...,np} ein
Minimum und es gilt:

min M = min(M N{1,...,np}).
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1.3 Abbildungen
1.3.1 Abbildungsbegriff

Definition 1.3.1 (Anschauliche Definition: Abbildung) Es seien zwei Men-
gen M, N gegeben. Unter einer Abbildung f von M nach N verstehen wir eine
Vorschrift, die jedem Element x € M genau ein Element y = f(x) € N zuord-
net.

Bemerkung 1.3.2 (zur Definition einer Abbildung)

Hier wird der Begriff Abbildung durch den ebenfalls undefinierten Begriff Vor-
schrift erklart. Wir werden unten (siehe 1.3.10) den Abbildungsbegriff mit Hilfe
der Mengenlehre prézisieren.

Bezeichnung 1.3.3 (Definitions-, Zielbereich)

1. M heifit der Definitionsbereich der Abbildung f. Wir bezeichnen den
Definitionsbereich mit D(f) := M.

2. N heiit der Zielbereich von f. Wir bezeichnen den Zielbereich mit
Z(f) := N. Statt Zielbereich sagt man auch Wertevorrat von f. (vgl.
die Anmerkung zu 1.3.11)

3. Wenn y = f(z) ist, so heifit y der Wert der Abbildung f an der Stelle
oder auch das Bild von x unter der Abbildung f.

4. In dem Ausdruck f(x) nennen wir x das Argument der Abbildung f.
Um zu betonen, dafl in einer Aussage iiber f(x) das Argument x beliebig
in M gewahlt werden darf, sprechen wir von der Variablen zx.

Definition 1.3.4 (Gleichheit von Abbildungen)

1. Das Symbol f fiir eine Abbildung beinhaltet die Abbildungsvorschrift, den
Definitionsbereich D(f) und den Zielbereich Z(f).

2. Zwei Abbildungen f, g werden nur dann als gleich betrachtet, wenn sowohl
thre Definitionsbereiche als auch ihre Zielbereiche tibereinstimmen:

und wenn fir alle x im Definitionsbereich die Werte tibereinstimmen.:

fx) = g(x).
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Bezeichnung 1.3.5 (Abbildungen)

1. Kurzschreibweisen um Namen, Definitionsbereich und Zielbereich einer
Abbildung zu benennen:

f+M — N
M LN
M>x A yeN
/

x oy

Statt des Wertes y kann auch eine Formel oder y = Formel stehen.

Man beachte die Form des Pfeiles in letzten beiden Zeilen!

2. Bei Angabe einer Formel vergibt man hiufig kein Namenssymbol fiir die
Funktion:

M > z +— Formel

3. Wenn eine Funktion f innerhalb einer umfangreichen Formel vorkommt,
schreibt man manchmal

f0)

statt f. Man sieht dann leichter, wo die Variable einzusetzen ist. Es gilt

) =1

4. Die Klammern um das Argument kénnen auch entfallen, wenn dadurch
keine Miflverstiandnisse entstehen konnen. Beispiele:

logx, sinx, lineare Abbildung ® z.

Anmerkung: (unabhiingige und abhéingige Variable)

Wenn klar ist, welche Funktion gemeint ist, findet man in Physikbiichern die
Kurzschreibweise y = y(z). Man nennt = die unabhéngige Variable und y
die abhéngige Variable.

Physikalische Groflen werden mit einem feststehenden Buchstaben bezeichnet.
Wenn eine Gréfle von einer anderen abhéngt, wird ihr Buchstabe auch fiir das
Abbildungssysmbol verwendet. Z.B.:

v Geschwindigkeit
t Zeit
v(t) Geschwindigkeit als Funktion der Zeit
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Beispiele 1.3.6 (identische und konstante Abbildung)

a) Fir N = M erkldren wir die identische Abbildung:
id=1idy M — M
idy(z) = =z firxze M.
Anwendungsbeispiel:

f=idy <& f(x)=2z fiirallexe M.

Haufig 148t man bei der identischen Abbildung das Funktionssymbol weg
und schreibt nur z.

b) Fiir festes ¢ € N wird eine konstante Abbildung
c:M — N,
clx) = ¢ firzeM
definiert.

Das Zeichen ¢ steht also sowohl fiir das Element in N wie auch fiir den
Namen der konstanten Funktion. Strenggenommen miiffiten wir hierfiir
unterschiedliche Symbole verwenden.

Beispiele 1.3.7 (Funktionen)
Abbildungen in die Zahlen heiflen auch Funktionen.

d) Fir M = N := R und a, b € R wird durch f(z) = az + b, v € R, eine
affine Funktion
f:R—->R

definiert.

In Rechnungen spart man sich héufig den Funktionsnamen und spricht
von der affinen Funktion ax + b, x € R.

e) Essei n € N fixiert. Man definiert die Potenzfunktion zur Potenz n:

Roz— 2"

e) Es seien cg,...,c, € R. Man erklirt ein Polynom P durch:

P : R—-R
n

P(z) = chxk
k=0

Die Zahlen cy, ..., c, heiflen die Koeffizienten des Polynoms.
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1.3.2 Graphen

Definition 1.3.8 (Kartesisches Produkt)
Fiir Mengen M, N bezeichnet

M x N :={(z,y) |z € M, y € N}

das kartesische Produkt von M und N, d.h. die Menge aller geordneten Paare
(x,y) mitx € M undy € N.

Der Name kartesisches Produkt erinnert an René Descartes (1596-1650), den
Begriinder der analytischen Geometrie.

Beispiel: R x R kénnen wir durch eine Ebene veranschaulichen. Man zeichne in
der Ebene zwei Koordinatenachsen. Jedem Punkt P ist dann durch seine Ko-
ordinaten x und y auf den Achsen eindeutig bestimmt. Die Punkte der Ebenen
entsprechen so eineindeutig den Koordinaten-Paaren (x,y) € R x R.

Bemerkung 1.3.9 (Graph einer Abbildung)
Eine Abbildung f: M — N wird durch ihren Graphen

L(f) == {(z,y) |z eM,y=f(z)}
= {(z, f(z))|[re M} € MxN

eindeutig festgelegt. Dieser hat offensichtlich die Eigenschaft:
Vee M JwyeN : (x,y)€l(f).

In Worten: Fiir alle x € M gibt es genau ein y € N, so daf (z,y) € T'(f) ist.
Umgekehrt ist die Abbildung f durch ihren Graphen eindeutig festgelegt:

y=[fz) < (zy) cl()

Anmerkung: Etwas préziser sollte man zuerst Graphen einfithren und dann
die Definition 1.3.1 einer Abbildung nicht als Definition sondern Vereinbarung
einer (praktischeren) Schreibweise betrachten.

Definition 1.3.10 (Graphen)
Ein Graph I' mit Definitionsbereich M und Zielbereich N ist eine Teilmenge

' C M x N,

fiir die gilt:
Vee M JiyeN : (z,y) el
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Anmerkung: (alternative Definition von Abbildungen)
Essei I' C M x N ein Graph.

e Man vereinbart dann die Abbildungsbezeichnung f = fr: M — N und
erklart:

y=f(z): & (z,y)el.

e In dieser alternativen Definition sind eine Abbildung und ihr Graph das-
selbe Objekt.

e Im folgenden wird die mehr intuitive Vorstellung von Abbildungen im
Sinne der Definition 1.3.1 beibehalten und die Graphen als die daraus
abgeleiteten Objekte angesehen.

1.3.3 Umkehrabbildung

Definition 1.3.11 (Bild und Urbild)
Es sei f : M — N eine Abbildung.

1. Fiir A C M erkliren wir durch
f(A) = {f(z) |z € A}
das Bild von A. Es ist f(A) C Z(f) = N.
2. Fir B C N erkliren wir durch
fH(B):={zre M| f(z) € B}
das Urbild von B. Es ist f{~(B) c D(f) = M.

Anmerkung. Man unterscheide Bild(f) := f(M) und den Zielbereich Z(f)
einer Abbildung.

Definition 1.3.12 (injektiv, surjektiv,bijektiv)
Eine Abbildung f : M — N heifst

1. injektiv, falls fiir alle x,2' € M gilt:

2. surjektiv, falls es zu jedem y € N ein x € M so gibt, dafi y = f(x) ist.

3. bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
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Anmerkung: Fiir eine Abbildung f: M — N gilt:

f surjektiv & f(M)= N.

Feststellung 1.3.13 (bijektive Abbildungen)
Es sei f : M — N . Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. f ist bijektiv

2. Zu jedem y € N gibt es genau ein x € M, so daff y = f(x) ist.

Man sagt, x ist die eindeutige Losung der Gleichung f(z) = y.

Definition 1.3.14 (Umkehrabbildung)
Es sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Die Umkehrabbildung

ffYN—->M

wird fir alle y € N definiert durch:

1.3.4 Komposition von Abbildungen

Wenn der Zielbereich einer Abbildung f im Definitionsbereich einer weiteren
Abbildung ¢ enthalten ist, konnen wir die beiden Abbildungen nacheinander
ausfiihren:

Definition 1.3.15 (Komposition)
Fiir Abbildungen f: M — N, g: N — L definiert man die Komposition

gof:M— L
durch
(9o f)(x) = g(f(z))

fir alle x € M.

Anmerkung
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1. Sprich g nach f fiir die zusammengesetzte Abbildung g o f.

2. Statt Komposition sagt man auch Zusammensetzung, Hintereinan-
derausfithrung oder Verkettung.

3. Die Komposition bindet stéirker als das Argument:

go f(x)=(go f)(x).
Um Mifiverstdndnisse zu vermeiden, sollte man die Klammern aber setzen.

4. In langeren Formeln schreibt man statt g o f auch
g(f) oder g(f(-)) .
5. Man kann die Komposition auch anschaulicher als Diagramm schreiben:

MLNS L.

Beispiel.
Auch wenn M = N ist, so ist im allgemeinen go f # fog. Z.B.:

RS:E»LM

R>z+% —g.

Dann ist (go f)(z) = —|z| und (f o g)(z) = |z|.

Feststellung 1.3.16 (Assoziativgesetz der Komposition) Fiir
f:M—N, g:N—L h:L—K
gilt
ho(gof)=(hog)of.
Man kann also kurz ho g o f schreiben.

Wir veranschaulichen das Resultat als kommutierendes Diagramm:

gof
e —

M L
fl lh
N — K

hog
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Feststellung 1.3.17 (Umkehrabbildung)
Eine Abbildung

f:M— N
ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung
g:N—-M
so existiert, dajf
gof=idy wund fog=1idy .
Dann ist g = f~ L.

Als kommutatives Diagramm sieht das so aus:

M—— M
S
N—— N

1.3.5 Endliche Mengen

Bemerkung 1.3.18 (Mengen {1,2,...,n})

1. Es seien m,n € N und m < n.

a) Es gibt keine injektive Abbildung {1,...,n} — {1,...,m}.
b) Es gibt keine surjektive Abbildung {1,...,m} — {1,...,n}.

2. Es sei n € N. Fiir jede Abbildung
AL ... on—={1,... )n}
gilt:
f injektiv < f surjektiv.
3. Eine bijektive Abbildung
o:{1,2,...,n} —{1,2,...,n}.

heifit eine Permutationen der Menge {1,2,...,n}.

Bemerkung 1.3.19
Es sein € Nund M C {1,...,n} eine nichtleeren Teilmenge.
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1. Es gibt es ein m € N, m < n, und eine bijektive Abbildung
f:AL...,m} — M.

2. M#{l,...,n} & m<n.

Bemerkung 1.3.20 (endliche Mengen)
1. Eine Menge A heifit endlich, wenn es ein n € N und eine surjektive
Abbildung
a:{1,2,...,n} - A
gibt oder A = () ist.

Man schreibt dann die Werte in der Form ax, k = 1,2,...,n, und kiirzt
den Sachverhalt folgendermaflen ab:

A = {aha??"'aan}
= {ak|k:172,,n}

2. Zu einer endlichen Menge A gibt es immer eine natiirliche Zahl n € N
und eine bijektive Abbildung (Aufzihlung)

a:{1,2,....,n} — A

Die Zahl n heifit die Anzahl der Elemente von A oder die Méchtigkeit
von A.

Auf Grund von Bemerkung 1.3.18 ist die Méchtigkeit einer endlichen Men-
ge wohldefiniert.

3. Es kommt auf die Reihenfolge der Aufzéhlung nicht an.

Hat man eine andere Aufzdhlung, so gibt es eine Permutation o von
{1,2,...,n}, so daBl die andere Aufzdhlung die Form

k'—>ag(k), k::l,...n,
hat:

A= {ala -- 7an} = {a0(1)> s 7aa(n)}'

4. Auf Grund von Bemerkung 1.3.19 ist eine Teilmenge M einer endlichen
Menge A endlich.

Wenn die Teilmenge M # A ist, so ist die M#chtigkeit von M kleiner als
die Machtigkeit von A.
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5. Es sei A eine endliche Menge und f : A — A. Dann gilt:

f injektiv. < f surjektiv .

Feststellung 1.3.21 (Maximum endliche Menge) Jede endliche Teilmen-
ge M C R hat ein Mazimum.

Beweis. Zum Begriff der endlichen Menge vgl. Bemerkung 1.3.20. Wir zeigen die
folgende Behauptung durch vollstindige Induktion:

Eine Teilmenge M = {z1,...,2z,} C N mitn Elementen, n € N, hat ein Maximum.

M ={z1} und max M = z;.
M =A{x1,...,xn,xnt1} = {x1 ..., 2} U{xnt1}. Also ist

max M = max{{x1,...,Zn}, Tni1}-

1.3.6 Karthesisches Produkt

Wir verallgemeinern die Definition 1.3.8 und erklédren das Karthesische Produkt
von endlich vielen Mengen:

Definition 1.3.22 (Kartesisches Produkt [[,_; Ax)
Sind die Mengen Ay, As, ..., A, nicht leere Mengen, dann heifit die Menge

Ay x - x Ay = {(a1,a9,...,a,) |ax € Ak, k=1,2,...,n}
das kartesische Produkt der Mengen Aq,...,A,.

Anmerkung:

1. Man erklart das Produktzeichen fiir Mengen:

HAk::Alx--~><An.
k=1

2. Beim kartesischen Produkt kommt es auf die Reihenfolge der Faktoren
an!

3. Die Elemente des kartesischen Produktes A; x - -+ x A, heiflen n-Tupel.
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4. (a1, az) heiit ein Paar.
(a1, a2, a3) heifit ein Tripel

(a1, a2, as,aq) heiit ein Quadrupel.

5. Man schreibt zu Abkiirzung:
(ak)peq = (a1,...,an).

6. Sind alle Ay gleich einer Menge A so schreibt man

n

7. Auch in diesem Fall kommt es auf die Reihenfolge der Koeffizienten
eines n-Tupels an. Beispiel: A = {0, 1}:

{0,133 = {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,
(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,

Anmerkung: (Abbildungen mit n Variablen)

Abbildungen von einem kartesischen Produktes A; X --- x A,, in eine Menge M
nennt man auch Abbildungen mit n Variablen:

fiAl:x---xA,— M

Beispiele sind die Projektionen auf die Kordinaten:
P Al X x Ay — Ag,
pr(a,...,an) = ay,

fir k =1,...,n. Man spricht auch kurz von den Kordinaten eines n-Tupels.
Verkniipfungen sind Abbildungen A x A — A
Die Addition ist eine Verkiipfung:

+:RxR—R

Bezeichnung 1.3.23 (Tupel von Abbildungen)
Es seien M eine Menge und fy : M — A, k = 1,...,n, Abbildungen. Man
definiert dann das n-Tupel:
fZ:(fl,...,fn):M — A1X--'XAn,
(fio- o fo)(@) o= (fi(2), .. ful2)).
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Beispiel: Ein Punkt in der Ebene ist durch seine Koordinaten (z1,xs) € R?
festgelegt. Eine zeitliche Bewegung eines Punktes in der Ebene beschreibt man
durch zwei Funktionen

fi:10,7] — R
f2:10,T] — R.

Dabei sei [0,T] ein Zeitintervall. Das Tupel
(flva) : [OvT] — R?

beschreibt den Weg des Punktes in der Ebene.

Bezeichnung 1.3.24 (kartesisches Produkt von Abbildungen)

Es seien g : Ap — B, k=1,2,...,n, Abbildungen. Man definiert das karte-
sische Produkt der Abbildungen:

g;:glx...xgn:Alx...XAn N le...xBn’
(g1 X - xgn)ar,...,an) = (g1(a1),...,gn(an)).

Beispiel: Ein Tupel von Abbildungen:
f=01,sfn) M- A x---x A,
Ein kartesisches Produkt von Abbildungen:
g =g1 X - Xgn:A X+ XA, > By X--- X By
Die Komposition g o f dieser Abbildungen ist dann:

gof=(g10f1,- - sgn0fn) 2= (91(f1(2));- -, gn(fu(2)) ).
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1.4 Reellwertige Funktionen
1.4.1 Funktionen

Eine Abbildung f : M — R mit Zielbereich R heifit auch Funktion. Fiir
Funktionen f, g lassen sich Summe, Produkt, und Quotient punktweise fiir
x € M definieren:

(f+g9)(x) = f
(f-9)(x) = flz)-
/

(D = 28w 20,

wobei g nur auf M \ {z € M | g(z) = 0} erklért ist.

Entsprechend definiert man

[fl(z) = [f ()],
max(f,g)(z) = max{f(z),g(x)}

und min(f, g). Weiter hat man die punktweisen Beziehungen
f<g &= VeelM: f(x)<g(z).

und
f<g & YreM:f(z)<gx).

Definition 1.4.1 FEine Menge M C R heifst

a) nach oben beschrinkt, falls

I eRVreM:x<C.

b) nach unten beschrinkt, falls

JC eRVeeM:C <uzx.

c) beschrdinkt, falls M nach unten und nach oben beschrinkt ist.
Die C € R, die a) bzw. b) erfiillen heiflen obere, bzw. untere Schranke von

M.

M ist genau dann beschrénkt, wenn ein reelles C' existiert, so daf} fiir alle x aus
M gilt x| < C.

Beispiele 1.4.2 Siehe auch | , S. 22].
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a) Hat M C R ein Maximum, so ist M nach oben beschrénkt. Hat M C R
ein Minimum, so ist M nach unten beschrankt.

b) Fiir 0 < ¢ < 1ist {d}_,¢" | n € N} beschréinkt

c¢) {z € R |23 < 2} ist nach oben, aber nicht nach unten beschrénkt.

Wichtige Teilmengen von R sind beschriankte oder unbeschrénkte Intervalle:

[a,b] = {zeR|a<z<0b}
[a,b) = {xeR|a<z<b}
(a,b] = {reR|a<xz<b}
(a,b) = {zeR|a<z<b}
[a,00) = {ze€eR|a<z}
(a,00) == {xeR|a<z<b}
(—00,b] = {zeR|z<b}
(—00,b) = {zeR|x<b}

Das Symbol oo fiir ,,unendlich* steht hier, wie im folgenden, lediglich als Abkiirzung.

Die Beschrénktheitsbegriffe fiir Mengen lassen sich auf Funktionen iibertragen,
in dem man sie auf die Bilder der Funktionen anwendet.

Definition 1.4.3 Sei M eine Menge. Eine Funktion f : M — R heifst
1. nach oben beschrdnkt, falls f(M) nach oben beschrinkt ist.

2. nach unten beschrdnkt, falls f(M) nach unten beschrdinkt ist.

3. beschrdnkt, falls f(M) beschrinkt ist.

Definition 1.4.4 Sei M eine Menge.

1. Eine Funktion f : M — R besitzt ein Minimum, falls f(M) ein Mini-
mum besitzt. Punkte xq € M mit

= mi = mi M
f(@o) = min f(z) := min f(M)
heiffen Minimalstellen.

2. Eine Funktion f : M — R besitzt ein Maximum, falls f(M) ein Maxi-
mum besitzt. Punkte xg € M mit

(o) = mae f() i= max f(M)

heiffen Maximalstellen.
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Maximalstellen und Minimalstellen nennen wir auch Extremalstellen.

Fiir Funktionen mit D(f) C R fithrt man folgende Monotoniebegriffe ein:
Definition 1.4.5 Es set M C R. Fine Funktion f: M — R heifit

1. (a) monoton wachsend, falls fir alle z, y € M aus x < y folgt, dafs
f(z) < fly) dst.

(b) streng monoton wachsend, falls fir alle x, y € M gilt, daff aus
x <y die Abschitzung f(x) < f(y) folgt.

2. (a) monoton fallend, falls fiir alle z, y € M mit x < y stets f(x) >

f(y) ist.
(b) streng monoton fallend, falls f(x) > f(y) fir alle x,y € M mit
x <y.
Beispiele 1.4.6 Siche auch | , S. 24].

1. Konstante Funktionen sind monoton wachsend und fallend.
2. Die Potenzfunktionen sind auf [0, c0) streng monoton wachsend.

3. Die Potenzfunktionen R 5 z — 2™ sind genau dann streng monoton
wachsen, wenn n ungerade ist.

4. Die Inversion z — L ist auf (0, 00) streng monoton fallend.

Bemerkung 1.4.7 Im Fall M, N C R nennt man die Umkehrabbildung f~!
der Funktion f : M — N auch Umkehrfunktion.
Satz 1.4.8 Es seien M CR und f : M — R streng monoton wachsend.

1. Dann ist f injektiv.

2. Dann ist f: M — f(M) bijektiv.

3. Dann ist f~1: f(M) — M streng monoton wachsend.

Dieser Satz gilt sinngem#fl auch fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beispiele 1.4.9 Siche auch | , S. 26].

1. Die Potenzfunktionen R 3  — z™ € R sind genau dann injektiv, wenn n
ungerade ist. Wir werden spdter sehen, dafl sie dann sogar bijektiv sind

2. Die Inversion z +— 1 ist auf (0, 00) bijektiv.
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1.4.2 Folgen

Definition 1.4.10 Fine Funktion a : N — R heifit Folge. Die Funktionswerte
ap := a(n) heiffen Folgenglieder. Man schreibt die Folge a in der Form:

(a(n))pZy = (an)pZy = (an)nen = (an)n = a.
oder auch als ap, neN, bzw. a, (neN) oder ganz anschaulich als
G1,G2,03, ...
Folgen kinnen auch mit einem ng € Z beginnen. z.B. (an)neN,-

Bei einer Folge kommt es auf die Reihenfolge der Folgenglieder an. Man unter-
scheide die Folge (a;,), und ihre Bildmenge a(N) = {a,, | n € N}.

Allgemeiner nennt man eine Abbildung a : N — M eine Folge in der Menge M
und spricht im Fall M = R von reellen Folgen.

Beispiele: (Folgen)

1.
(%);?Lo:l = 17 %7 %,
(nlfz)?f:l < (%)E’O:l
(an)nGN + (bn)neN = (an + bn)neN
(@an)n(bn)n = (anbn)n

Wenn alle Folgenglieder b,, # 0, so ist (’g—:)neN wieder eine Folge.

2. Zu einer Folge (a;,), kann man die Folge (s,,), der Partialsummen

n
Sn ::Zak firn e N
k=1

bilden. Die Folge (}_}_; an), nennt man auch eine (unendliche) Reihe
und die a, die Summanden der Reihe.

3. Da Folgen Funktionen sind, kann man auf sie die bereits bekannten Be-
schranktheits- und Monotoniebegriffe verwenden.

Eine Folge (a,), heit monoton wachsend, wenn a,, < a,; fiir alle
n € N gilt und streng monoton wachsend, wenn ... .

Eine Folge von Partialsummen s, = >";_; a; (n € N) ist monoton wach-
send, wenn die Summanden a,, > 0 sind.
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4. Die vollstéandige Induktion ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersu-
chung von Folgen. Man kann Folgen auch rekursiv definieren. Z.B. die
Folge der Fibonacci-Zahlen:

Anfangswerte: ap :=0, a; :=1

Rekursion: Ap = Gp_9+an_1 flirn=23,...
Es ist also:

(an)n =0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

Beispiele 1.4.11 (harmonische Reihe)

1. Die Folge hy, :=>__; + (n € N) heiit harmonische Reihe.

2. Wir werden spiiter sehen, daff die Partialsummen s, := " ;_; %% (n € N)
gegen %2 ~ 1.6449340 streben.

n ZZ:l % 22:1 1%2
2|1 1,5 1,25

3| 1,833 1,3611

51| 2,2833 1,46361
10 | 2,92897 1,54977

100 | 5,18738 1,63498

10000 | 9,78761 1,64483
108 | 14,39272672 | 1,6449331
100 | 23,60306659 | 1,6449340

Satz 1.4.12 Fir allen, m € N und n > 2™ gilt die Abschdtzung

Zn: >14+ 2
k=1 2

| =

Anmerkung: Dies wurde zum erstenmal um 1350 von Nicole ORESME — Bischhof
von Lisieux — gezeigt.

Da N anschaulich unbeschrankt ist — dies werden wir auch noch als Axiom
formulieren — ist die Folge (3}, %)n unbeschrinkt.
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Satz 1.4.13 Fiir alle n € N gilt die Abschdtzung
n
1
> @S2
k=1
Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 33].

Beweis.

Wir geben hierfiir zwei Beweise:

1. Man vergleiche >_7'_; ;% mit der Teleskopsumme

ist.

36
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1.5 Ungleichungen

Die Aufgabe einer Ungleichung ist es, komplizierte, schwer berechenbare Aus-
driicke durch einfachere, iibersichtlichere nach oben oder nach unten abzuschétzen.

Interessante Gleichungen der Analysis werden héufig durch Ungleichungen be-
wiesen. Am Ende steht dann der Schlufl:

a<b und b<a = a=0b.

Abschitzen ist eine Kunst, die man durch Ubung und Verinnerlichen von Bei-
spielen erwirbt. Dazu gehort die Kenntnis einer Reihe von Rezepten, sprich
Standard-Ungleichungen, die man bei der Tétigkeit des Abschitzens nachein-
ander - in der richtigen Reihenfolge - anwendet.

Beim Abschétzen von Produkten, Potenzen und Fakultidten hilft hiufig die
Bernoullische Ungleichung.

1.5.1 Bernoullische Ungleichung
Satz 1.5.1 (Bernoullische Ungleichung) FEs gilt

(I1+2z)">14nz fire>—-2undn € N .

Jakob Bernoulli, 1654-1705.

Anmerkung: Zum Beweis unterscheide man die Fille:

—2<x < —1: Klar

—1 < 2: Vollstdndige Induktion.

Satz 1.5.2

1. Fir alle q € (0,1) existiert ein C > 0 so, daf8 fir allen € N gilt:
C

< —.
n

2. Fir alle g > 1 existiert ein C' > 0 so, dafs fir alle n € N gilt:
q" > Cn.

Hinweis: (1) Man schreibe
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und benutze nun die Bernoullische Ungleichung.

Zur Abschitzung der Fakultiten n! ist es naheliegend die Faktoren durch ihren
»Mittelwert” 5 zu ersetzen.

Wir zeigen in den beiden folgenden Sétzen, dafi fiir n =1,2,...

n\m” n\m”
M" < !<2(—)
3(3) ==
gilt.

Lemma 1.5.3 Fir alle n € N st

Satz 1.5.4 Firn € N gilt:

oz (y)
Beweis.
nachrechnen!
(n+D!=nl(n+1)
<2 (g)n (n+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
n+1\" n \"
=92 1
( 2 > <n—|—1> (n+1)
n+1\" 1
=2( ) (1)
2 (1+3)
n+1\"1
<2 — 1
(52 e
_y <n+1>n+1.
2

Lemma 1.5.5 Fir alle n € N st

1\"
(1+3) <3
n
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Beweis. Fir k=1,...,n ist
n\1 _ 1n-l_1_ 1
k)nk k! n — kI T 2kl
1=0
Also
N\" & (/n\ 1
1+-) = —
() -2 ()
k=0
"1
§1+22k71
k=1
1— (L
_y 4 R g

Satz 1.5.6 Fiir allen € N st

Beweis.

Klar.
Die Ungleichung gelte fiir ein n, dann folgt:

m+D)l=m+1)n > (n+1)3 (g)”

> (n+1) <1+%)n(g>n
=t () ()
_ 3<n_;_1>n+1

1.5.2 Approximation der Eulerschen Zahl

Diskrete Simulation eines Wachstumsprozesses.

Man hat die folgende Beobachtung eines realen Prozesses:

1. Fiir hinreichend kleine Zeitintervalle [t1, o] ist die zeitliche Entwicklung
a(t) eine lineare Funktion der Zeit:

a(t) ~ a(tl)(l + Oé(t — tl)) fir t € [tl,tg]. (*)
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2. Die relative Anderung

o~ 1 a(tg) — a(tl)
- a(tl) t2 — tl

ist fiir alle hinreichend kleinen Zeitintervalle [t1, 2] dieselbe. Die relative
Anderung « ist also zeitlich konstant.

3. Fiir groflere Zeitintervalle ist dagegen die beobachtete zeitliche Entwick-
lung nichtlinear.

Aufstellung eines diskreten mathematischen Modells zur Berechnung
der zeitlichen Entwicklung fiir einen grofleren Zeitraum [to,t]. Der Wert a(t,)
sei bekannt.

Man wihle eine n € N und teile das Intervall [tg,t] in n gleiche Teile. Fiir
die Teilpunkte t; := to + k(t_to), k= 1,2,...n, ergibt das Modell die Werte

n
ag. Zur Berechnung der a; wende man nacheinander auf die Teilintervalle die
Naherungformel (%) an.

Die aj kann man rekursiv berechnen. Fir k£ =1,2,... ,n gilt:
Anfangswert: ap = a(tp)
Rekursion: ap = Gp_1 (1 + @)

Also ist fir k=0,1,2,...n:

ap = ag (1 + a(t7t°)>k

n

Der Endwert a,, approximiert den realen Wert a(t).

Frage: Wie grof3 soll man das n € N wihlen und wie &ndern sich die Endwerte

ao(1+ @)” mit n? Zur Vereinfachung betrachten wir vorerst den Fall o(t —

t) = 1.

Wir untersuchen nun die Folge

1 n
Cp = (14‘5) )

die bei kontinuierlichen Wachstumsprozessen eine Rolle spielt. Hilfreich bei der
Untersuchung ist die Folge e}, := e, (1 + ). Es ist e, < €.

Satz 1.5.7

1. Die Folge (1 + %)n ist streng monoton wachsend.

2. Die Folge (1 + %)HH ist streng monoton fallend.
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Bemerkung 1.5.8 ( Intervallschachtelung [(1 + 1)" (1+ 2)"1] ) Es gilt
nun

2=(1+ ) < <A+ <A+ )"t <

Wir haben also die folgenden Inklusionen von Intervallen:

[(1+ DA+ DT 2 [+ )% 1+ 2
1 n

(
[T A+ )M 2 A+ )™ A ) 2

Fiir die Lénge der Intervalle gilt (vgl.Lemma 1.5.3 und 1.5.5):

2|14 iy o by < 2,

Anmerkung: (Intervallschachtelung fiir e)

Unsere Anschauung sagt uns, dafl die Linge der Intervalle beliebig klein wird.
Wenn man diese Begriff | beliebig klein werden® prézisiert, sieht man, dafl man
dies nicht beweisen kann, sondern als ein Axiom der reellen Zahlen (sieche Ar-
chimedisches Axziom) fordern mu$.

Wenn wir nun bereits wissen, dal die Intervalle beliebig klein werden, dann
sollten sie sich auf einen Punkt zusammenziehen. Wir werden zeigen, dafl dieser
Punkt keine rationale Zahl sein kann.

Die Existenz einer reellen Zahl, die in allen diesen Intervallen liegt, werden wir
spiter aus einem weiteren Axiom der reellen Zahlen (siehe Intervallschachte-
lungsprinzip) folgern.

Diese Zahl, die durch die im Satz 1.5.7 angegebene Intervallschachtelung be-
stimmt wird, heifit die Eulersche Zahl e, nach Leonhard Euler (1707-1783)

Feststellung 1.5.9 Die Folge

n

1
E (n S NO)
k=0

st streng monoton wachsend. Die Folge

"1 1
ZH+n~n! (n€N)
k=0

st streng monoton fallend.

Vergleichen wir diese mit den vorhergehenden Folgen:
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Satz 1.5.10

IN

n n 1
k!
k=0

1 1 n+1
<
n! < n)
Wir setzen zur Abkiirzung
\" Z” 1
€n = <1 + E) En : 2 E

1
n
n .

b)

—_
+
|

a) <1 +
"1
T +
k=0

&

Wir haben also eine Intervallschachtelung in der anderen:

en <E, <E;<e,

Beweis (Satz 1.5.10). (a)

"L /n\ 1 n! 1
= Z<k>$ - kzok!(n—k)!ﬁ

I
-
]
|
|
=

(b) Firm=1giltef =3<4=E}. Firn=2,3,... gilt
1 1
e B = en<1—|——>—En——

n nn!

Da (siehe nichste Folie) (E, —e,) < %(En,l - % ) ist, folgt:
1 1 1
(t)-4(e
n! n 2
11
n! 2

S

€n — En—l -

/\/Q\/\
3
|
H
+
N | =
SN—"

Sl 3l 3
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Hilfsbehauptung (E, —¢,) < 1(E,_; — ) firn=2,3,... :
Bocen= (g g) - (o3 DX ()
1 &1y, Tl
— -+ (1-TI0-2)) (2)
k=3 =0
(-5 2
<t (- (- 1) g
n—2
G E) = 2B ) < H(B-))

"1 . 1
En::Z— und En::En—l—W.

Satz 1.5.11 (e nicht rational)
Es gibt keine rationale Zahl, die in allen Intervallen [E,, E], n € N, liegt.

Anmerkung: Der Beweis wird etwas mehr zeigen:

Wennrz%,pEZ,qEN, dann ist

r ¢ [Eq+1a E;+1]-
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Beweis (e nicht rational).

Annahme: es gibt ein r € QQ, so daB gilt:

1
En<7“<En—|——' fir alle n € N.
nn!

Es sei r = g, p € Z, ¢ € N. Dann gilt:
gr=(q-1peZ,
| — 2
qE, = Z I eN,
k=0
q'r —q'Ey € Z.
Anderererseits ist nach Annahme:

1 1
QE, <qr<q¢BE;+- = 0<qgr—qE,<-<1.
q q

Widerspruch!
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