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1 Elementare Losungsverfahren
(Yvonne Johann)

Im Folgenden sollen einige elementare Losungsverfahren fiir explizite gew6hn-
liche Differentialgleichungen erster Ordnung vorgestellt werden.

1.1 Trennung der Veridnderlichen

1.1.1 Satz. Seien f : I — R, g : U — R stetige Funktionen auf offenen
Intervallen I,U C R. Seien tg € I, yp € U feste Punkte mit g(yo) # 0. Dann
existiert ein offenes Intervall Iy C I um tgy, auf dem das Anfangswertproblem

v =ftgly).  ylto) =w
eine eindeutige Losung besitzt. Diese ergibt sich auf Iy durch Auflésen der
Gleichung

y(®) 1 p t p
/yo mn— t0f<t)t

nach y(t).
Beweis. Angenommen y : I — R 16st das gegebene Anfangswertproblem. Dann

gilt notwendigerweise y(t) € U und g(y(t)) # 0 auf einer Umgebung Iy von t.
Folglich

y(t) L _ t y’(t) B t B
/yo s ™= /to awy™= ), fydt = H(ty(t) =0
mit ) t
H:IyxU—R, Hty)= / 1/g(n)dn— | f(t)dt.
Yo to

Offenbar ist H eine C''-Funktion mit H (¢, yo) = 0 und %—I;(yo) =1/g(yo) # 0.

Nach Verkleinerung von Iy und U (zu Iy bzw. Uy) existiert daher nach dem
Satz iiber implizite Funktionen eine C'!'-Funktion

y: Iy — R, so dass H(t,y)=0 ((t,y) e loxUy) < y=y(t).

Hieraus folgt bereits die behauptete Eindeutigkeit; um den Existenzbeweis ab-
zuschlieflen, bleibt zu zeigen, dass die oben konstruierte Funktion y : Iy — R das
gegebene Anfangswertproblem 16st. Differenzieren der Identitidt H (¢, y(t)) = 0
nach ¢ liefert —f(t) + my(t) = 0 oder #quivalent ' = f(t)g(y(t)) auf Iy. O

Der Satz bzw. der Beweis zeigt, dass zur Losung der Differentialgleichung
y = f(t)g(y)

folgende Strategie meist zum Erfolg (d.h. zur allgemeinen Losung) fithrt: Divi-
diere durch g(y), bilde auf beiden Seiten Stammfunktionen

1
/g(y)dy:/f(t)dﬂrc (c€R)
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1 ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN
(YVONNE JOHANN)

und versuche, nach y aufzulosen. Da dies jedoch keinem rigorosen Beweis ent-
spricht, hat man anschlieflend zu priifen, ob die so erhaltene Funktion y tatséch-
lich eine Losung ist. Ferner beachte man: Ist g(y) = 0 fiir ein § € R, so ist die
Konstante Funktion y = ¢ eine Losung.

1.1.2 Beispiel. Das oben beschriebene Verfahren soll nun am Beispiel der
Differentialgleichung

y'(x) = —22(y° —y)

explizit durchgefiithrt werden. Hierzu wihlen wir (mit den Bezeichnungen von
oben)

1
flx)=—=-2z und ¢g(y) = .
(z) (y) iy
Wir erhalten dann wie oben beschrieben:
dy 2
7 9 _
T z(y” —y)
1
& / 5 dy = /—Qxdx
y =y
1 1
<:>/—dy = —2/a:da:
y—1 'y
shly—1 -y = —2*+ea
N L e He = om0
Yy
-1
= y—o _ ce™® mit c = e
Yy
- _ 1
vy = 1—ce**

1.1.3 Beispiel. Die Differentialgleichung

Y(@)=1+z-yl@) (%)

hat zwar nicht die von uns gewiinschte Form y/(x) = Lx)), kann aber durch die

.. g(y
Substitution
z(z) =z —y(z) = Z(z) =1-19(2)

in diese Form tiberfiihrt werden, wie die kurze Rechnung

) = 1-9y(2)
RS R + y(x)
= —z+y()
= 2@
= —2(z) = z(x)
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1.2 Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

zeigt. Nun kann man trennen und integrieren:

dz
- — z
dzx
d
<:>——Z = dz
z
1
= — | —-dz = dzx
z
S —Injz| = z+a
Sz = LA
Sz = ce P mitc=+e @

Da 2z = 0 Losung ist, kann ¢ € R beliebig gewéhlt werden. Die Losungen der
urspriinglichen Gleichung ergeben sich nach der Riicksubstitution:

2(2) = 2 — y(a)
=z—ylr) = ce”
sSylx) = x—ce "

1.2 Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

Dabei handelt es sich um Differentialgleichungen der Form

Sie lassen sich nach folgender Methode 16sen:

Substitution: z(x) = @
ylx) = z(x)z
=y (x) = z(z)+x(x)
= neue DGL: f(2) = z(z)+ x2/(x)
o) = Il

Trennung der Variablen:

/glcdx:/f(z(x))l—z(a:)dz+cl

Wiéhlt man ¢; = —In|¢|

1
:>1n\x] = /f(z)_zdz—ln|c\
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1 ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN
(YVONNE JOHANN)

& In |cx] :/f(z)l—zdz (*)

Nach Ausfithrung der Integration auf der rechten Seite versucht man, die ent-
standene Gleichung nach z = z(z) aufzuldsen. Anschliefend ist die Riicksubsti-
tution y(z) = xz(x) durchzufiihren.

Hat der in (x) auftretende Nenner eine Nullstelle zg, also f(z9) —zo = 0, so tritt
zu den Losungen der DGL noch y(z) = zpx hinzu, denn:

Ist zo = f(z0) fiir zo = z(xo), also zp = f(z(xp)), so setze y(x) = z(xg)z

= o/ (z) = z(z0) = f(2(x0)) = f(X2)

= y(x) = zpx ist Losung.

2

1.2.1 Beispiel. y/(z) = yz;;

<
)
|
8
[\

/ — z
Yy (z) 52y

Rleyg e 8

~—

—~
~—

]l |8

~ N~ N =
=
N—

Subst: z = £ Yy =z+ax2

T

= neue DGI:

Trennung der Verédnderlichen: Tr = —% £
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1.3 Auf Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen zuriickfithrbare Fille

2z dx
& 5 dz = — | —+1Inc
2z +1 T

= In(z%+1) —Inz+1Inc

c
2241 = -

Riicksubstitution:

=9 L Y
T
=

= Die Losungskurven sind Kreise um M = (£7;0) mit r = 3|c|

1.3 Auf Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen zuriickfiihrbare Fille
Differentialgleichungen der Form

ax +by(z) a+bZ

/ = =
y (o) cx +dy(r) c+d¥

(2)

kann man auf Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen zuriickfiihren, denn

a+ b
c+d

a+ bE
c+ d¢

=7 mit £ =

Auch die allgemeinere Differentialgleichung

ar +by(z)+g¢

y(@) = cx + dy(z) + h

kann man durch Koordinatentransformation auf obige Form zurtickfithren. Man
erhélt ein neues Koordinatensystem &,7n dessen Ursprung der Schnittpunkt
(zs|lys) der beiden Geraden Gy : ax + by + g und G : cx + dy + h ist.

Es gelten folgende Transformationsbeziehungen:

r=xs+¢ Y =1ys+n.

Nun fallen die beiden Konstanten g und h heraus und die neue Gleichung sieht
folgendermaflen aus:
dyp o+ b(%)

¢ c+d(1)

Sind die beiden Geraden parallel, macht man folgende Substitution

M| S

z(x)=ax+by+g

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 9
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1 ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN
(YVONNE JOHANN)

Dadurch erhilt man eine Differentialgleichung, die man meist mit Trennung der
Veréinderlichen oder elementar lésen kann. Ahnlichkeitsdgl lassen sich hiufig
durch Polarkoordinatentransformation vereinfachen. Transformationsgleichun-
gen fiir Koordinaten und Differentiale sind:

T =TCoS
Yy =rsing
P
¢ = arctan £

dr=dr —cosp —rsing dp
dy=dr —sinp+rcosy dp

r—

1.3.1 Beispiel. y

<
—
|
8 I

. Y ;o 14z
Subst: z:= 2 =y == =2z +2

TV = /1dx:/1_zdz
x 14 22

1
= In|z|+ ¢ = arctanz — §ln|1+z

’|

2 2
Riicksubst: = arctan y_ In x +2y
x T

arctan 2 = In /22 + y? —Inljz| +1In|z| +
T

& arctan 2 = In /22 +v2+ac1
T

=In|z|+ ¢

T

Ein formelméfBiges Auflésen nach x bzw. y ist hier nicht nicht moglich.
Mit Polarkoordinaten wird es iibersichtlicher:

arctan ¥ = ¢ r = /2% + 92

= ¢=Inlrl+¢

S r=ce? mit c=e 4

1.4 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

FEine Differentialgleichung der Form

y'(z) =p(x)y(z) = r(z) (3)

nennt man lineare DGL.

Ist r(x) = 0, so spricht man von einer homogenen, ist r(z) #Z 0 von einer
inhomogenen Gleichung. Im 2. Fall bezeichnet man r(x) als Storfunktion.

10 Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02:
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1.4 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Lésung der homogenen Gleichung

Die homogene Gleichung

Y () + p(z)y(z) =0 (4)

16st man durch Trennung der Verdnderlichen:

/yc(li)dgj = —/p(m)d:n+61

= Inly(z)] = —Plz)+a mit P(z) Stammfunktion von p(z)

= y = ce P@ mit c € R

Losung der inhomogenen Gleichung

Y () +p(@)y(z) = r(z) (5)

Diese 10st man durch Variation der Konstanten.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung setzt sich additiv zusammen
aus der allgemeinen Losung yr der homogenen Gleichung und einer speziellen
Losung yg der inhomogenen Gleichung:

Berechnung von y(x):

Berechnung von yg(z):

Man fasst die Konstante ¢ von yp als Funktion c¢(x) auf, geht also mit dem
Ansatz y(z) = c(z)e~P®) in die Differentialgleichung hinein. Es ergibt sich eine
Bestimmungsgleichung fiir ¢/, aus der sich ¢ durch Integrieren gewinnen lisst.

Fiithrt man die Rechnung explizit durch, so sieht man, dass die allgemeine
Losung von der Form

y(z) = ys(x) 4+ ce P@ = ¢~ P@) </ " r(z)dz + k>

ist, wobei ¢ € R bzw. k € R freie Konstanten bezeichnen.

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 11
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1 ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN
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1.4.1 Beispiel.

y'(x) = z+y(x)
Syg(z) = ce”
=y(x) = c(x)e”
=y(x) = (@) +c(x)e” =z + c(x)e”
sd@)e’ = o
sdx) = ze™®
=c(x) = /me_wdac

= —xe“—i—/exdaj

= —ze ¥ —eT+k
e (—x—1)+k

T

¢
<
—
B
I

c(z)e
(e (—x—1) + k)e®
= —x—14+ke”

1.5 Bernoullische Differentialgleichungen

Differentialgleichungen der folgenden Form nennt man Bernoullische DGL

y' (@) + p(@)y(z) = r(2)y" (z) (6)

n # 0 und 1, da sonst eine lineare Gleichung vorliegt.

Allgemeiner Losungsweg;:

n

Setze y!™" = z

/

Dann gilt: r = + pz
1—-n

Nun ist noch eine lineare Differentialgleichung zu l6sen.

Beweis.

Substitution: z = y'™"
1
Sy = zi-n ()
!
, z 1-1+4n
=y (z) = z 1-n
y () T
z n
p— Z —n
1—n
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1.5 Bernoullische Differentialgleichungen

Multipliziert man nun (6) mit 271 so erhilt man

(¥ (x) + p(a)y(z)znT = (r(2)y"(x))z"T
/
& (1 Z2T-n +p(ac)zﬁ)zﬁ = (rzT-n)zn-1 (durch Einsetzen in (x))
-n

o) = e

z r)z = Tz
1-n P
/
* 1. +p(x)z = 7

Damit ist die Gleichung inhomogen linear und kann nach bekannten Methoden
gelost werden. O

1.5.1 Beispiel. ¢/(z) + Ly(z) =22y*(z) n=2 r =2’

z
Ansatz: z = '™ r= +p(z)z
1—-n
Sz o= y_1
1
sy = -
z
2 / 1
Sxt = -2+ -z
x
1
s -=z = —z?
x

Variation der Konstanten:

2(z) = clx)eP®
= c(x)z
= J(2) = d@)z+cla) = cle z?
x
sdxr = —x?
sdx) = -
=c(x) = /—J:‘dZL‘
1
= —5172 + k
1
=z = (—51:2 +k)z
1
= —§$3 + kx
Riicksubstitution: . )
= — = = ———
: Y Y %x?’ — kx

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 13
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1 ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN
(YVONNE JOHANN)

1.6 Riccatische Differentialgleichungen
Differentialgleichungen der Form
Y (2) + p(a)y(z) +r(z)y*(z) = () (7)

nennt man Riccatische DGL.

Diese lassen sich auf eine Bernoullische Differentialgleichung zuriickfiihren, falls
man eine spezielle Losung

y(@) = u(z)
findet. Mit dem Ansatz y(x) = u(x) + v(z) erhélt man durch Einsetzen und

Umformen:
o (x) + plx)u(z) + r(z)u?(z) +v' (2)+ (p(z) +2u(z)r(z) )v(z) +r(z)v?(z) = q(z)

q(z)
& v'(x) + (p(x) + 2u(z)r(z))v(z) = —r(z)v*(z)

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung fiir v(z), die man wie im vor-
angehenden Abschnitt 16sen kann.

1.6.1 Beispiel. ¢/(z) — (1 — 22)y(z) + y*(z) = 22 (%)
Durch Probieren erhélt man: y = 1 = u ist Losung.

Ansatz: 14+ v(z) =y(x) y'(z) =o' (x)
Einsetzten in (x) liefert:

v (x) — (1 —22)(1 4+ v(z)) + (v(z) +1)* = 22

' (z) — (1-22) — (1 — 22)v(x) + v*(z) 1 = 2z
s (z) + 22— (1 -2z —2u(x) +0%(x) = 2z
sv'(z)+ 1+ 22)w(z) = —v*(x)

= Bernoullische Differentialgleichung mit n = 2

Ansatz: z = vl = %

r o= 1in +p(z)z
-1 = -2+ (1+22)2
1 = 2 —(1+22)2

Diese hat die allgemeine Losung
5= e:p(z+1)(c+ /em(w-i-l)dx)'

Das Integral ist nicht geschlossen 16sbar,

14 Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02:
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2 Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten

Koeffizienten
(Sabrina Bechtel)

2.1 Problemstellung

Gegeben sei eine quadratische Matrix A € M, (C). Gesucht sind alle differen-
zierbaren Abbildungen y : I — C™ auf einem Intervall I C R, welche das
Differentialgleichungssystem

Y (2)=Ay(x) (zel)

l6sen. Die Struktur der Losungsmenge dieser Gleichung wird durch den folgen-
den Satz beschrieben.

2.1.1 Satz.

1. Die Losungen der Differentialgleichung y'(x) = Ay(x) sind auf ganz R
definiert und bilden einen n-dimensionalen, komplexen Unterraum L von

CL(R,C").
2. Ist ein beliebiges xg € R gegeben, so ist die Abbildung
L—C" yr y(zo)
ein Vektorraumisomorphismus.

Insbesondere ist ein System von Losungen yi,...,yr € L genau dann line-
ar unabhéingig (in L), wenn fiir ein (und dann jedes) zy € R die Vektoren
y1(xo), - -, Yr(zo) € C™ linear unabingig sind.

2.1.2 Definition. (Fundamentalsystem) FEin System von n linear unabhéngi-

gen Losungen y1 : R — C", ... y, : R — C" eines gegebenen linearen Diffe-
rentialgleichungssystems, d.h. eine Basis (y1,...,yn) von L bezeichnet man als
Fundamentalsystem.

Nach dem vorangehenden Satz kann man alle Losungen des obigen Differenti-
algleichungssystems als Linearkombination der Vektoren des zugehorigen Fun-
damentalsystems darstellen. Es ist daher nur noch notwendig, ein geeignetes
Fundamentalsystem zu finden.

2.2 Systeme mit symmetrischen Matrizen

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass man jede reelle symmetrische Matrix
A € M,(R) durch eine Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalgestalt D brin-
gen kann, so dass die Eintrige auf der Hauptdiagonalen gerade die Eigenwerte
Ai (i =1,...,n) von A sind. Genauer gilt: Zu jeder reellen symmetrischen
Matrix A € M, (R) findet man eine Basis des C" bestehend aus Eigenvektoren
v; zum Eigenwert \; (¢ = 1,...,n) von A. Indem man die Eigenvektoren als

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 15
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2 LINEARE SYSTEME ERSTER ORDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

(SABRINA BECHTEL)

Spaltenvektoren einer Matrix T' = (v1, ..., v,) auffasst, erhélt man eine inver-
tierbare Matrix T' € M,,(C), mit der die Beziehung

N0
0 A

gilt. Mit Hilfe dieser Gleichung kann man ein Fundamentalsystem von

D=T"T1TAT =

y'(x) = Ay()

finden. Dazu setzt man

und erhilt fiir z(x) das System
x) =T Yy (z) = T Ay(x) = T1 AT 2(2) = Dz(x)
oder dquivalent:
21(z) A1 0 21(z)

Dieses System zerfillt in n voneinander unabhéngige Differentialgleichungen:

21(z) = Aizi(z) zi(z) = ceM?®
mit den Ldsungen:
Z;I(l‘) = )\nzn(*’n) Zn(x) = Cne)\nma
wobei c¢q,...,c, € C frei wihlbare Konstanten bezeichnen. Durch Riicktrans-

formation erhélt man als Losung der Ausgangsgleichung die Funktion
creM?®

y(z) =Tz(x) = (v1,...,0n) : = Clvle)‘lx + ...+ cnvne)‘"x.

cneA"I

Aus der linearen Unabhéingigkeit der Vektoren vy, . . ., v, folgt (durch Auswerten
in x = 0) sofort die lineare Unabhiingigkeit der Losungen vieM?, ... v,e*®.
Somit ist also

Az AnT
we e’n?)

(v1e . Un

ein Fundamentalsystem des Systems ¢/(z) = Ay(z), und die allgemeine Losung
lautet:

y(z) = 101N 4 L+ cpupen®

mit beliebigen ¢q,...,c, € C.
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2.3 Systeme mit beliebigen Matrizen

Hier iiberfithrt man die Matrix A in Jordansche Normalform (JNF) und verfihrt
dann #dhnlich wie bei den symmetrischen Matrizen. Man weiss, dass zu jeder
Matrix A € M,(C) eine invertierbare Matrix T existiert, deren Spalten aus
Figen- und Hauptvektoren bestehen, so dass gilt:

n0
0

mit speziellen oberen Dreiecksmatrizen (Jordankéstchen) Jy, ..., Jy,. Wir wer-
den dies jetzt etwas genauer formulieren. Dazu erinnern wir an folgende Defi-

J =T 1AT =

nition.

2.3.1 Definition. (Hauptvektor)
Ist A ein Eigenwert von A, so heisst ein Vektor v € C"™ Hauptvektor g-ter Stufe
von A zum Eigenwert A, falls gilt:

(A= AE)w =0 und (A—\E)lv#£0.
FEigenvektoren sind Hauptvektoren erster Stufe.

2.3.2 Satz. (Jordansche Normalform) Zu jeder Matrix A € M,(C) exi-

T

stiert eine Basis des C" bestehend aus Hauptvektoren v; ; von A derart, dass

(A— )\i)vgj) =0 (Ul(lj) Eigenvektor)
(A— )\i)vfj) = UZ%-) (vl@]) Hauptvektor 2-ter Stufe)
(A - Ai)vgjlji"j) = vgjlji’j_l) (Ul(:]ji’j) Hauptvektor ¢; j-ter Stufe)

gilt, wobei i und j den folgenden Einschrinkungen unterliegen:
i=1,...,1 (I = Anzahl der (verschiedenen!) Eigenwerte),
j=1,...,ki (k; = Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert \;).

Die Bezeichnung vgj) fiir den jeweiligen Hauptvektor driickt aus, dass es sich

um einen zum Eigenwert );, genauer zum Eigenvektor vgj), gehodrenden Haupt-

vektor der Stufe r handelt. Mit den Hauptvektoren (aus obigem Satz) als Spal-
tenvektoren bildet man dann zunéchst die n x (gi1 + - - - + ¢;,j)-Matrizen

1 . 1 i 1 (4i.k;)
T, = ((vl(’l), - ,v(ql’l)), (0572), e vl.(g’Q)), ce (Ug,k)i, . ,vl.j]kik )

/[:7
und daraus durch Aneinanderreihen die Matrix
T=(T,...,T;) € M,(C).
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Mit dieser Wahl von T hat dann J = T—' AT Jordan-Normalform, d.h. es ist

J(AMlgi1)

J()‘1|q1,k1)

J(Nilgi1)

0

J (Nl k)

wobei J(A|r) ein Jordankéstchen der Lange r zum Eigenwert A bezeichnet:

A1)

J(Alr) =

—_

Die Anzahl dieser Késtchen ist:

m==ky+...+kj.
Auflerdem gilt:

n=(qi+.-.-+qr)+t - Fl@ai+...+ar)
Zur Behandlung des Differenzialgleichungssystems
y'(z) = Ay()
setzen wir nun:
2(z) =T y(z) bzw. y(z):=Tz(z).
Fiir z(z) erhalten wir (wie bei den symmetrischen Matrizen) das System:
J(x) =T 'AT2(2) = J2(z)

bzw. in Matrixschreibweise:
J1 0
0 .
Dieses System 16st man, indem man jedes Jordan-Kistchen separat betrachtet:

7 (z) Al 0 [z

2 (x) =

: o1 :
z(x) O A zr ()
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2.3 Systeme mit beliebigen Matrizen

Man erhélt folgendes Gleichungssystem:

() = Azi(x) + 22(x)
() = Aza(x) + 23(x)

z

/
1
/
&)

A @) = Asa(@) + 2 (@)
zZi(x) = Az

Dieses 16st man von unten nach oben auf:

e Aus z.(z) = Az-(z) folgt:

Az

zr(z) = cre

e Die Gleichung
Ze1(z) = Az (2) + 20(z) & 2 (@) = A1 (x) = 1€
16st man durch Variation der Konstanten mit dem Ansatz:

zr_1(z) = C(xz)e??, 2 (x) = C'(2)eM + C(z) e

Fiir C(x) ergibt sich:

C'(x)e’ + C(x)Ae — NC(z)e? = ¢
VN C'z) =
=N C(z) = c-z+c.

Durch Einsetzen von C(x) erhélt man fir z,_1(z):

A\x

2r_1(2) = c1xe + coe

e Fiihrt man nun wieder Variation der Konstanten fiir z,_s usw. durch, so
erhilt man:

2
zZr—o(x) = 019”2—!6)‘”“ + 02%6)‘“’" + cgeM®

3 2
zr—3(x) = cl%e/\x + 62%6)‘9” + 63%6)"” + g™

Fiir das Teilsystem ergibt sich folgender allgemeiner Losungsvektor z(z) =

"1 Az "2 Az T Az Az
Cc1 (ril)!e + 627(7“72;6 + . + Cr—177€ + cre
z"” Az T Az Az
C1 =2y e + e + Cr—2717€ + Cr_1€

2
cl%e’\x + 62%(3)@ +  c3eM®

c1yre + e
Az

cie
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Um ein “schones“ Fundamentalsystem zu erhalten, wahlen wir cq,...,¢, so,
dass die Bedingungen

21(0) 0
2i1(0)

zi(0) | =11]=¢ (i=1,...,r1)
Zifl(O)

ZT&O) 0

erfiillt sind. Wegen z;(0) = e; sind die Vektoren z;(z) fir z = 0 linear un-
abhingig, also sind die z; bereits als Funktionen linear unabhéngig. Somit ergibt
sich fiir das Differentialgleichungssystem

1)

folgendes Fundamentalsystem:

AT r—3
e Az x Az
0 e 3¢
e "~ 6)@
0 (r—4)!
Zl(ﬂ?) = ; ZQ(IE) = ) ) ZT*2(J:) = ;
e)\:c
: 0
0 0 0
r—2 r—1
(ffgg!em (fqg!em
" ° Az "% A\x
(r—32!€ (r—Q?)!e
"~ 6)\1 " e)\:(:
zr_1(x) = | (=4 . ze(x) = | =3
e)‘\x 1‘6')‘36
0 6)\:0

Aus der Beziechung y(z) = Tz(z) erhalten wir ein Fundamentalsystem fiir un-

sere Ausgangsgleichung y'(r) = Ay(x), dessen Form wir in folgendem Satz
festhalten.

2.3.3 Satz. Sei A € M,(C). Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen zur
Jordanschen Normalform: Wéahlt man Indizes i, j, k € N mit

1<i<|, 1<) <k, 1<q¢<q,
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2.3 Systeme mit beliebigen Matrizen

und definiert man die Vektoren vV, ... v(@ € C™ sowie A € C als
A=\, v = vz(’lj), oD = vg?j),
so ist

y(x) = U(l)%EAx + 0 éq_j)!e)‘x + .. oD

eine Losung des Differentialgleichungssystems
y'(z) =Ay(z)  (zeR);

die Menge aller auf diese Art entstehenden Losungen bildet ein Fundamental-
system.

Beweis. Dass alle diese Funktionen Losungen sind, folgt nach obiger Kon-
struktion, ldsst sich aber auch leicht durch Einsetzen und direktes Nachrechnen
zeigen. Die Anzahl der auf diese Art gebildeten Losungen betréigt offenbar

l ki
> D dg=n

i=1 j=1

Konnen wir deren lineare Unabhéngigkeit zeigen, liegt ein Fundamentalsystem
vor. Die lineare Unabhéngigkeit ldsst sich einfach zeigen, indem man an der
Stelle x = 0 auswertet und dort die lineare Unabhéngigkeit zeigt. O

Die Anwendung des vorangehenden Satzes soll nun an einem konkreten Beispiel
verdeutlicht werden.

2.3.4 Beispiel. Gesucht ist die allgemeinen Losung y = (y1, y2, y3) des homo-
genen Systems:

Y= y1io— 2y + y3
Yy = - Y - U3
Yy = dys  +  3ys.

e Man mdochte das System in der Form 3’ = Ay schreiben, dazu setzt man:

v 1 -2 1
y= |y und A=[0 -1 -1
Y3 0 4 3

e Als erstes bestimmt man die Eigenwerte von A aus der Beziehung
pa(A) =det(A — AE) = 0.

Als charakteristisches Polynom erhilt man p4(A\) = (1 — \)3, dies liefert
den
3-fachen Eigenwert Aj23 = 1.
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e Als nichstes bestimmt man eine Basis des C3, beziiglich der A Jordan-
sche Normalform hat. Es ergeben sich die folgenden Hauptvektoren zum
Figenwert A =1 :

1

vgl) =10 Eigenvektor
0
0

viz) = - i Hauptvektor 2-ter Stufe
2
0

vg?’) = 1—16 Hauptvektor 3-ter Stufe.
8

o Gemif Satz 2.3.3] erhalten wir folgendes Fundamentalsystem:

2

(e%gl), em(vg) + xvg)), ex(vf)) + azvgz) + :;!vgl))> .

e Die gesuchte allgemeine Losung fiir y(x) sieht dann wie folgt aus:

@, @ 2

y(x) = ce®(vy” + vy + W

(2) (1)) z, (1)

U )+ coe”(vy” + xvy ) + czetvy
2
x

= €' [011153) + (az + cg)v§2) + (615 + cox + 03)1)9)]

0 0 .2 1
= ¥ |¢g % + (e1 4 zc2) —i +(cl§—|—02w+03) 0

1 1 '

1 1 0

8 2

2.4 Losung mit Hilfe der Matrix-Exponentialfunktion

Vorbemerkung

Wie aus der Analysis bekannt ist, ldsst sich die reelle Exponentialfunktion e®
mit x € R durch die Potenzreihe

darstellen. Analog kann man die Matrix-Exponentialfunktion e” mit Hilfe der
folgenden Matrix-wertigen Potenzreihe darstellen:

e}

1
et =) A" (A€ M,(C)),
= n!
Weiterhin gilt:
Ax __ — in n 0 _
eA? = 2) S (A’ = E)
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2.4 Losung mit Hilfe der Matrix-Exponentialfunktion

Die beiden letzten Reihen konvergieren fiir jede n x n - Matrix A und fiir alle
x € R. Auflerdem gilt folgende Beziehung:

%GAQJ = AeA®,

Setzt man nun

d
Y(z) = e, soist Y'(z)= d—Y = Ae?,
x

und folglich stellt Y(x) eine Losung der Matrix-Gleichung
Y'(z) = AY (x) (8)

dar.

L6sen von Systemen

Nun aber zu unserem eigentlichen Problem, dem Losen des Systems

Y (z) = Ay(=) (9)
fir y : R — C™ mit Hilfe dieser Exponentialfunktion. (Hier besteht zu (8) der
Unterschied, dass in diesem Falle y ein Vektor in Abhéingigkeit von x ist, und
nicht wie oben eine Matrix.) Zunéchst einmal wollen wir ein Fundamentalsystem
von Gleichung (9) bestimmen. Wir wissen bereits, dass ein solches System aus
der Losung der n Anfangswertprobleme

entsteht. Fasst man nun die Losungen yg(z) zu der n x n - Matrix

Y(z) = (11(2),52(2), .., yn(z))

zusammen, so kann man obige Anfangswertprobleme dquivalent auch als An-
fangswertproblem fiir eine Matrixgleichung

Y'(z) = AY (z) mit Y(0)=FE

schreiben. Y (z) ist jetzt kein Vektor mehr, sondern eine Matrix mit den Vek-
toren des Fundamentalsystems als Spalten, entstanden durch Lésen der n An-
fangswertproleme, deren Anfangsbedingungen in der Gleichung Y (0) = E zu-
sammengefasst sind. Nach der Vorbemerkung ist klar, dass

Y (z) = eA?
der Matrixgleichung geniigt, ausserdem folgt aus (2.4) sofort
Y(0) = E.

Man hat also ein Fundamentalsystem gefunden und die allgemeine Losung des
Systems /' (z) = Ay(x) lautet:

y(z) =Y (2)e = e (c e C" konstant).

Der Vorteil dieser Methode ist, dass man (keine Informationen iiber die Eigen-
werte von A bendotigt. Das Problem bei der praktischen Anwendung liegt jedoch
in der Berechnung von e*, was jedoch unter Ausnutzung der Jordanschen Nor-
malform moglich ist.

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 23
Ausarbeitung durch die Studierenden



2 LINEARE SYSTEME ERSTER ORDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

(SABRINA BECHTEL)
Die Berechnung von e

Az

Fiir den Fall, dass A eine Jordan-Zelle ist, ist die Berechnung von e* besonders
einfach. Sei also A € M,(C) von der Form

A1 0

—_

= +
S
0 A 0 0
= M+ B.
Zunichst bestimmt man eB*. Wegen
0 01 0 0
0
: I 0
BF = : Do 1| (B+1) —te Zeile (falls £ < r)
0
0 0 0 . 0
BY = 0€ M,.(C) (falls &k > r)
gilt die Formel
eBm _ iBn
= n!
r—1 "
= 7Bn
= n!
20 2l 22 21
= =B+ B'+=_B*+... Bt
TR TR TR AR o b

JJQ ‘,L.rfl
= E+azB+=—B%*+.. .+ B 1
2 (r—1)!
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2.5 Ein Anwendungsbeispiel aus der Mechanik

Die Summe in der letzten Zeile konnen wir mit unserem Wissen iiber B konkret
berechnen. Damit erhalten wir die explizite Darstellung

r—1
1 =z ... ... ... (i—l)!

Bzx

Aufgrund der Beziehung

e()\E—i—B)a: _ ekExeBx _ e/\xeBx

erhalten wir schlieBlich fiir e* das Ergebnis

Az Az 2"l Az
e xe R = )k

Ar __

O xe)\x

A\x

2.5 Ein Anwendungsbeispiel aus der Mechanik

Bevor nun eine konkrete Anwendung aus der Mechanik vorgestellt wird, soll
noch auf folgendes Problem eingegangen werden: Bisher haben wir den allge-
meinen Fall komplexer Matrizen A € M, (C) betrachtet. Ist A reell, A € M, (R),
so ist man an einem reellen Fundamentalsystem interessiert. Schliissel zu ei-
nem solchen ist die folgende einfache Beobachtung: Zu jedem nicht-reellen Ei-
genwert \ einer reellen Matrix A ist die konjugiert-komplexe Zahl A ebenfalls
ein Eigenwert von A. Das daraus resultierende Verfahren, von einem komple-
xen auf ein reelles Fundamentalsystem zu kommen, lautet dann (ohne Beweis):
Ein reelles Fundamentalsystem erhdlt man, indem man nacheinander fiir jeden
nicht-reellen Figenwert X\ den zugehdrenden Anteil des komplexen Fundamen-
talsystems in Real- und Imagindrteil aufspaltet (diese losen beide einzeln das
Differentialgleichungssystem) und den zu X gehérenden Anteil des komplezen
Fundamentalsystems streicht.

Fin Beispiel hierfiir wird in der nun folgenden Anwendung gerechnet.

Anwendungsbeispiel

Problem:
Zwei Pendel gleicher Lénge | und gleicher Masse m sind durch eine Feder der
Federkonstante k£ wie in folgender Zeichnung verbunden.
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AL I IS SIS I AT

x(t) yit)

Frage:
Wie ist das Schwingungsverhalten dieses mechanischen Systems?

DGL-System:

ma"(t) = —TLa(t) — k(z(t) —y(t)) g = Erdbeschleunigung

(konstant)
my"(t) = —5fy(t) = k(y(t) — (1))
(10)
Wy - — % ko = %
neues DGL-System:
y'(t) = kow(t) — (w§ + ko)y(t)

Die Substitutionen ‘x’(t) = u(t) ‘ ‘y’(t) = w(t) ‘ fiithren das DGL-System (11)
auf ein System 1-ter Ordnung (12) zuriick.

System 1-ter Ordnung:

Z(t) = 0-x(t) + 0-y(t) + u(t) + 0-v(t)
y'(t) = 0-z(t) + 0-y(t) + 0-u(t) + v(t)
u'(t) = —(wi+ko) z(t) + ko-y(t) + 0-u(t) + 0-v(t)
V() = ko-xz(t) — (w3+ko) -yt) + 0-u(t) + 0-v(t)
(12)
Mit

x(t) 0 0 10

_ | y(@) B 0 0 0 1

Z(t)_ u(t) und A= —(w§+k0) ko 0 0

v(t) ko —(wi+ky) 0 0

kann man nun (12) in der Form: ’z’(t) = Az(t) (10) ‘ schreiben.
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Bestimmung eines Fundamentalsystems von (10):

charakteristisches Polynom: A* + 2A2(w2 + ko) + (w3 + ko) — k2 =0
Substitution = quadratische Gleichung:
5% + 2s(wi + ko) + (wf + ko)® — k5 =0

Losung der quadratischen Gleichung:

2

S = —(wg + Qko)
Riicksubstitution: = komplexe Eigenwerte:
)\1,2 = 4+ in
)\3,4 = =+ 1 w(z) + 2/€0

Da die 4 x 4-Matrix A vier verschiedene Eigenwerte besitzt, ist sie diagonali-
sierbar, d.h. es existiert eine Basis des C* aus Eigenvektoren.

Bestimmung einer Basis aus Eigenvektoren:

W0

1
- y : 1 0
Eigenvektor zu A; = iwp : . =2z
’L'wo

1
. , 1 1)
Eigenvektor zu Ay = —iwy : y =2y
—1wo

—iwo
1
. . —1 (1)
Eigenvektor zu A3 = z\/wg + 2kg : . 5 = 23
i\/wi + 2ko
—iv/wi + 2ko
-1

1
Eigenvektor zu My = —i\/wg + 2kg

w
iJwE+ 2k [ T

i/ wi + 2ko

komplexes Fundamentalsystem :

2’51)6)\”, Zél)e)\gt’ Z:gl)eASt, zil)e)qt (13)

reelle Losungen von (13) erhdlt man durch Bilden von Real- und Imaginérteil

1 1) 4 (1 . 1 —
von z§ )e)‘lt und zé )e)‘3t. Der Teil zé )e’\Qt sowie zé(l )e)“*t kann wegen A1 = Ao
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und A3 = A4 gestrichen werden.

reelles Fundamentalsystem:

1 0
1 01 .
21(t) = o | cos wot = | | wot
0 wo
1 0
1] . 0
zo(t) = o | 5in wot + o cos wot
0 wo
1 0
z3(t) -1 cos \/wi + 2ko ¢ 0 siny/w3 + 2ko ¢
3 = 0 0 - 2 0 0
0 Vwg + 2k
0 —/ wg + 2]430
1 0
-1 . D) 0 2
2(t) = 0 sin\/wg +2ky t + \/m cos/wj +2ky t
0

0 —\/w8+2k0

Entstehung des reellen Fundamentalsystems am Beispiel von zgl)e)‘lt:

1
zgl)e)\lt — ) 1 eiwot
wwo
iwo
1
1 1 ..
& zg Jeht = . eY(coswot + i sin wot)
1wy
in
coswolt + 1 sin wot
o Dot coswot + © sin wot
1 iwp coswot 4+ i2wp sinwot
iwgcoswot +  i2wp sin wot
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0
0 .
coswot — sin wot
wo

wo

0
. 0
sinwgt  + w coswot

0

wo

= Realteil: Re(z%l)e)‘lt) =

Imaginérteil: Im(z e

SO M= OO =

Die Losungen z1(t), z2(t), z3(t), z4(t) stellen folgende Eigenbewegungen des ge-
koppelten Pendels dar:

Allgemeine Losung des DGL-Systems:

Sie entsteht durch Uberlagerung der Eigenbewegungen
z(t) = c121(t) + caza(t) + c323(t) + caza(t) (c1,...c4 € R Deliebig)

Anfangsbedingungen einbeziehen:
linkes Pendel ist um xg ausgelenkt, rechtes bleibt in Ruhezustand.

z(0)=z0 2'(0)=0 y(0)=0 ¥(0)=0

Berechnung der Konstanten:

z(0)
0
z(O) = ;J/((O))
y'(0)
xo
7 0
- 0
0
1 0 1 0
—c1+c0+c_1+c 0
- o 2 wo 510 Ve + 2k
0 wo 0 —+vwo + 2kg
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Daraus ergibt sich folgendes lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten
€1,C€2,C3,C4 :

g = cC1 + c3
0 = C1 — C3
0 = woC2 + \/w8+2k0 C4
0 woC2 — \/w8+2k0 C4

spezielle Losung;:

1 0
z(t) = 5 (1) cos wot - u?o sin wot
0 wo
1 0
-1 5 0 . 5
+ o | cos Vi +2ky t — \/m sin \/wg +2ky ¢

W,
0 —\/w8+2k30

Fiir die Pendelauslenkung folgt:

z(t) = L (coswot + cos /w2 + 2kg )

y(t) = B (coswot — cos /Wi + 2ky 1)
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3 Die Laplacetransformation
(Conny Clausen)

3.1 Eigenschaften der Laplacetransformation

3.1.1 Definition. Sei F': Rar — C eine stetige Funktion. Die durch
+oo
L{FY(s) = / ctF(t)dt (s € C)
0

definierte Funktion L{F'} heiit die Laplacetransformierte von F. Man beachte,
dass L{F}(s) nur fiir solche s € C sinnvoll definiert ist, fiir die das Integral
existiert und endlich ist.

Im Folgenden bezeichnen wir oft die Laplacetransformierte mit dem zugehori-
gen Kleinbuchstaben, also etwa £{F} = f. In diesem Zusammenhang nennt
man F' auch die Original- und f die Bildfunktion. Um die Konvergenz des La-
placeintegrals zu sichern, schrinken wir uns bei den Originalfunktionen auf eine
geeignete Funktionenklasse ein.

3.1.2 Definition. FEine Funktion f : Rar — C heifit von exponentieller Ord-
nung v > 0, wenn eine Konstante M > (0 existiert, so dass

|f(t)] < Me (fiir alle t € RY).

Diese Wachstumsbeschrankung ist nicht sehr restriktiv, denn wie man sofort
sieht sind alle beschrankten Funktionen f : RSF — C von exponentieller Ord-
nung ~ fiir jedes v > 0. Dies gilt ebenfalls fiir alle Polynome p(t) € C[t]. Hat
man nun zwei Funktionen f und g, die von exponentieller Ordnung v bzw. «
sind, so ist leicht einzusehen, dafl f - g von exponentieller Ordnung v + « und
Af + g von exponentieller Ordnung max{«;~} ist, wobei A € C eine beliebige
komplexe Zahl bezeichnet.

Die Funktion f(t) = et hingegen ist nicht von exponentieller Ordnung, denn
fiir alle y > 0 ist Ue(%)' — "7 offensichtlich unbeschriinkt auf R .

3.1.3 Satz. Sei F : R(J)r — C von exponentieller Ordnung ~ und stiickweise
stetig differenzierbar. Dann existiert die Laplacetransformierte L{F}(s) = f(s)
fiir alle s € C mit Re(s) > 7.

Beweis. Nach Voraussetzung ist F' von exponentieller Ordnung ~, d.h. es exi-
stiert eine Konstante M > 0, so dass fiir alle ¢ > 0 gilt: |F(t)| < Me"'. Hieraus
folgt:

e F()] = [ RO P ()|
e—Re(s)tMefyt

IN

— Me TRt

Da nun das Integral fooo e~ [Re()=7ltdt fiir Re(s) > ~ konvergiert, existiert nach
dem Vergleichskriterium auch das Laplaceintegral L{F(t)} = [ e *'F(t)dt fiir
Re(s) > 7. O
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3.1.4 Beispiel. Wir betrachten die Funktion F : Rar — C, t +— e mit
a € C. Offenbar ist F stetig und von exponentieller Ordnung Re(a). Somit
existiert nach Satz3.1.3/die Laplacetransformierte £{F'(¢)} und es gilt fiir s € C
mit Re(s) > Re(a):

L{F(t)} = L{e™} = /000 e Stettdt

P
= lim [ e "9l

P—oo /o
) ef(sfa)t P
= lim |——
P—oco | —(s—a) o
1— e—(s—a)P
= lim ————
P—oo sSs—a
. 1
 s—a

Wir konnen also festhalten:

L{e™} = f(s) = —

S —

(fiir Re(s) > Re(a)).

3.1.5 Satz. Die Laplacetransformation ist linear, d.h fiir zwei gegebene Funk-
tionen Fi, Fy : Rg — C von exponentieller Ordnung v > 0 bzw. a > 0 mit
Laplacetransformierten f1, fo und c1,co € C gilt:

L{c1F1 + c2F}(s) = c1f1(s) + 2 fa(s)
fiir alle s € C mit Re(s) > max{~; a}.

Beweis. Die Linearitit der Laplacetransformation folgt unmittelbar aus der
Linearitét des Integrals. O

3.1.6 Satz. Sei F' von exponentieller Ordnung v und w > 0. Dann gilt:
1 s
LiFwt)}(s) = —LIFM}(-) (s €C Re(s) > w-7).
Beweis. Klar mit der Substitution u = wt. U

3.1.7 Beispiel. Wir wollen £{cos(¢)} und L{sin(3t)} bestimmen. Nach Bei-
spiel [3.1.4] wissen wir:

L{cos(t) +isin(t)} = L£{ef'} = %

Wegen der Linearitét gilt also fiir s € C mit Re(s) >0

L{cos(t)} +iL{sin(t)}(s) = L{"}(s)= . i p

s+1 S n 1
= i )
241 s2+1 s2+1
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Fiir s € RT folgt dann:

L{cos(t)}(s) = 21 und L{sin(t)}(s) =

Daraus folgt mit Satz 3.1.6:

Lsm@B)}(s) = S Llsin(}()
1 1
35241

3

- 2 R).
s2+3 (s €RT)

Die oben hergeleiteten Formeln gelten sogar fiir alle s € C mit Re(s) > 0. Um
dies zu beweisen benutzt man den Identitdtssatz aus der Funktionentheorie,
denn da es sich jeweils um holomorphe Funktionen handelt, die auf der Menge
R* {ibereinstimmen, miissen sie nach diesem Satz auf der gesamten rechten
Halbebene identisch sein.

3.1.8 Satz. Sei I': R(J)r — C von exponentieller Ordnung . Fiir ein beliebiges
a € RT sei G : R§ — C definiert durch

| F(t—a) fiirt > a
G(t)_{ 0 fiir0 <t<a.

Dann gilt:

L{"F(t)}(s) = L{F(t)}(s—a) (s € C,Re(s) > v+ Re(a))
L{G(t)}(s) = e “L{F(t)}(s) (s €C, Re(s) >7).

Beweis. Die erste Formel ergibt sich unmittelbar aus den Rechenregeln fiir die
Exponentialfunftion. Unter Verwendung der Substitution ¢t = u + a erhélt man
die zweite Formel folgendermafien:

/ G(t)e stdt = / F(t —a)e 'dt
0 a
= / F(u)e "+ dy
0
= e‘“s/ F(u)e *“du.
0

O

3.1.9 Satz. Sei F : Ra' — C stiickweise stetig und T-periodisch (T > 0), d.h.
F(t+T) = F(t) fiir alle t € RT. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 0 die
Beziehung

T
L{F(6)}(s) = ﬁ /0 e P () du.
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Beweis.

CIF(D)}(s) = /0 T e R ()t

3.1.10 Satz. (Differentiationsformel) Sei F : Rj — C (n — 1)-mal stetig
differenzierbar und F") stiickweise stetig. Ferner seien F, F', F", ..., F("=1 von
exponentieller Ordnung ~. Dann gilt fiir s € C, Re(s) > v :

n—1
LLFM (1)} (s) = s"L{F(8)}(s) = Y s" ' FD(0).
=0
Beweis. Per Induktion: Fiir n = 1 gilt
LIF(}(s) = / ¢St (1) dt
0
P
= lim e SUE(t)dt
P—oo J

P
= lim [e ' F@)5 + s / e SLE(t)dt
0

P—oo

P
= lim e *FF(P) - F(0) +s / e SLE(t)dt
0

P—oo

= s/oo e SLF(t)dt — F(0).
0
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3.1 Eigenschaften der Laplacetransformation

Der Induktionssschritt n — n + 1 verldauft analog:

LETI@)) = [P

0

P P
= lim [e”*F"(t)], +s / e *LF"(t)dt
0

P—oo

= sC{F"}(s) = F"(0)

n—1
= s[s"L{P(t)} = s IFD(0)] - FM(0)

= S"TIL{F()} - ) s"TED(0).

0
n
=0

O

3.1.11 Korollar. (Integrationsformel) Sei F : Rj — C stiickweise stetig

und von exponentieller Ordnung . Dann ist

t
G:Rf —C, tr—>/ F(u)du
0

ebenfalls von exponentieller Ordnung ~ und es gilt fiir s € C, Re(s) > ~:

LG} () = ~LIF D) (s)

Beweis. Die Funktion G ist stiickweise stetig differenzierbar mit G’ = F und

G(0) = 0. Weiter ist
|G(t)| = |F(u)|du < M erdu < 767
0 0

und somit nach der Differentiationsformel:

LLF(1)} = L{G ()} = sL{G(1)} — G(0) = sL{G(1)}.

3.1.12 Beispiel. Fiir s € C mit Re(s) > 0 gilt

ﬁ{l} — / efst — [_1est:| — },
0 S 0 S

woraus mit der Integrationsformel die Beziehung

1
Lit}s) =
folgt. Fiir hohere Potenzen argumentiert man analog:
1 2 2
LA} s) = L2} (5) = L{H) = .
Induktiv erhélt man so fiir alle n € N:
n!

L{"}(5) = -
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Bis hierhin haben wir die wichtigsten Eigenschaften der Laplacetransformation
behandelt und anhand kleiner Beispiele verdeutlicht. Nun stellt sich jedoch die
Frage, wie man dies alles auf die Losung von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen anwenden kann. Der Schliissel hierzu ist die Differentiationsformel, wie wir
im nun folgenden Beispiel sehen werden.

3.1.13 Beispiel. Betrachte das Anfangswertproblem
Y'+Y' =t Y(0) =1, Y'(0) = —2.
Die Laplacetransformation iiberfiihrt dies zunéchst in die Gleichung
L{Y"} + L{Y'} = L{t},

woraus sich mit der Differentiationsformel ergibt:

2L{YY — sY(0) = Y/(0) + L{Y} = sig

Auflosen nach £{Y'} liefert uns dann die explizite Formel

LV Hs) = 52(521—1- 1) + 882 +21
1 s 2
N ?_52+1+82+1_82+1
1 s 3
T 2 e 1 #Ei1

Wir haben nun zwar die Laplacetransformierte einer Losung des urspriinglichen
Anfangswertproblems, aber immer noch nicht die Losung selbst. Es ist also als
néchstes notwendig, etwas dariiber zu erfahren, wie man von £{Y } wieder auf
Y kommen kann, bzw. ob und wann dies moglich ist.

3.2 Inverse Laplacetransformation und Faltung

3.2.1 Satz. (Umkehrsatz) Sei ' : R — C stetig, stiickweise stetig differen-
zierbar und von exponentieller Ordnung . Dann gilt fiir jede Wahl von x > ~

die Formel: . oo
Pl = - / CLP()}(s)e ds.

21 — 00

Da der Beweis des Umkehrsatzes den Rahmen dieser Darstellung sprengen
wiirde, soll er hier nicht vorgefiihrt werden. Man findet ihn etwa in Burg-Haf-
Wille [1].

Fiir viele Anwendungen ausreichend ist die Tatsache, dass die Laplacetranfor-
mation (zumindest auf einer geeigneten Funktionenklasse) injektiv ist. Vollstéin-
dig beweisen wollen wir daher das folgende Ergebnis.

3.2.2 Satz. (Eindeutigkeitssatz im stetigen Fall) Gilt fiir stetige Funk-
tionen F, G : ]Rar — C von exponentieller Ordnung v > 0 die Ubereinstimmung

L{F(t)}(s) = L{G(t)}(s) auf {s € C: Re(s) > v},
so ist F' = G.
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3.2 Inverse Laplacetransformation und Faltung

3.2.3 Beispiel. Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, soll seine Anwen-
dung anhand des Beispiels[3.1.13 verdeutlicht werden. Wir hatten dort folgendes
Anfangswertproblem betrachtet:

Y'+Y' =t, Y(0)=1, Y'(0)=-2.

Die Laplacetransformierte der Losung Y haben wir bereits errechnet. Benutzen
wir zusétzlich die aus den Beispielen 3.1.7 und 3.1.12| bekannten Laplacetrans-
formierten sowie die Linearitdt der Laplacetransformation, so folgt:

1 s 3
£{Y(t)}(8) - 872 + 5241 B s24+1

L{t}(s) + L{cost}(s) — 3L{sint}(s)
= L{t+cost—3sint}(s).

Mit dem Eindeutigkeitssatz erhélt man somit als Losung des vorgegebenen An-
fangswertproblems die Funktion

Y(t) =t +cost — 3sint (t e RY).
Zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes benotigen wir folgendes Lemma.

3.2.4 Lemma. Ist ¢ : [0,1] — C stetig mit der Eigenschaft

1
/ x"p(x)dx =0 fiir alle n € Ny,
0

so ist o = 0.

Beweis. O.B.d.A. diirfen wir ¢ als reellwertig voraussetzen. Sei § > 0 beliebig.
Dann existiert nach dem Weierstrafischen Approximationssatz ein Polynom ps €
R[x] und eine Funktion O; : [0,1] — R mit |©s] <1 und

o(z) = ps(x) + 605(x) (0 <z <1).

Hieraus ergibt sich unter Beachtung der Voraussetzungen des Lemmas

1 1 1
/0 Pa)dr = /O ps(z)p()de +6 /O O5(x)plx)dx

=0
1
= 5/0 Os(x)p(x)dx

1
<5 /0 ()| dz.

Angenommen ¢(zg) # 0 fiir ein 29 € [0,1]; aus Stetigkeitsgriinden ist dann
©(x) # 0 auf einem halboffenen Intervall um zp. Damit ergibt sich

0< M <90
Jo le(@)lde

9

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 37
Ausarbeitung durch die Studierenden



3 DIE LAPLACETRANSFORMATION
(CONNY CLAUSEN)

im Widerspruch dazu, dass § > 0 beliebig klein wahlbar ist. O

Beweis. (von Satz[3.2.2) Wegen der Linearitdt der Laplacetransformation ge-
niigt es zu zeigen, dass fiir jede stetige Funktion F : Rg — C von exponentieller
Ordnung v gilt:

L{F(t)} =0 = F=0.

Verschwindet die Laplacetransformierte von F' identisch, so folgt fiir n > 1 und
2o € C mit Re(zo) > 7:
oo
0=L{Ft)}(z0+n) = / (F(t)e ™) e dt.
0 %/_/ \:t
=) ="

Mit der Substitution 2 = e~* iiberfiihrt man das letzte Integral in die Form

1 1 1
/ o(—logz)x" (——)dx —/ o(—logz)z" tdz.
0 x 0

Da F' von exponentieller Ordnung v und Re(zg) > - ist, gilt mit einer geeigneten
Konstanten M > 0 die Abschéitzung

|F(—log(z))e® 8@ | < pe—v1o8(@) gRe(z0)log(z) — pre(Relz0)=7)log(x) =0

Daher kann ¢(—logz) als stetige Funktion auf [0,1] aufgefasst werden mit
©(0) = 0. Eine Anwendung des vorangehenden Lemmas liefert

o(—logz) =0 auf [0,1]

oder dquivalent F(t)e*! = 0 auf [0, 00). Damit ist schliefllich F' = 0, was zu
zeigen war. O

Da die Laplacetransformation linear ist, lassen sich Summen von Laplacetrans-
formierten als Laplacetransformierte einer Summe schreiben. Dies haben wir
zusammen mit dem Umkehrsatz benutzt, um in Beispiel 3.2.3 die Riicktrans-
formation durchfiihren zu kénnen. Wir wollen nun untersuchen, ob sich Lapla-
cetransformationen von Produkten in dhnlicher Weise als Laplacetransformierte
eines ”Produktes” schreiben lassen.

3.2.5 Definition. Seien Fi, F> : Rar — C stiickweise stetig. Dann nennt man

(Fl * Fg)(t) = /Ot Fl(t — U)FQ(U)d’LL (t S R(J)r)

die Faltung von F1 und F5 .

3.2.6 Satz. (Faltungssatz) Seien Fy, Fy : Rj — C stiickweise stetig diffe-
renzierbar und von exponentieller Ordnung ~y. Dann existiert L{(F} * F3)} fiir
s € C mit Re(s) > v, und fiir diese s gilt:

L{(F1 = F2)}(s) = L{F1}(s) - L{F2}(s)
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Beweis. Die Laplacetransformierte der Faltung lautet

L{(F1 * Fy)}(s) = /000 e SH(Fy * Fy)(t)dt

_ /0 h <e_5t /0 "R u)FQ(u)du> dt
_ /0 - < /0 "Rt - u)Fg(u)e_Stdu> dt.

Das letzte Integral konvergiert absolut, denn der Term in der Klammer ist
betragsméfig kleiner oder gleich

t
/ Vtw) gy —Re(s)t gy — 1 (-Re(s))t
0 7 — Re(s)

Dies zeigt zum einen die Existenzbehauptung, zum anderen berechtigt es uns,
den Satz von Fubini anzuwenden, d.h. die Integrationsreihenfolge zu vertau-
schen. Unter Beriicksichtigung der korrekten Integrationsgrenzen erhalten wir

/0 - < /0 R u)Fg(u)e_Stdu> it
_ /0 ~ < /u T et (- u)F2(u)dt> du
- /Ooo Fy(u) (/uoo Byt — u)eStdt> du

Durch die Substitution v =t — u im inneren Integral erhdlt man weiter

- /0 h Fy(u) ( /0 TR (v)e—8<u+v>dv> du

= / 6_5“F2(u)du-/ooe_stl(U)dU
0 0
= L{F>}(s) - L{F1}(s).
O

An dem folgenden Beispiel soll die Bedeutung der Faltung bei der inversen
Laplacetransformation deutlich gemacht werden.

3.2.7 Beispiel. Folgende Anfangswertaufgabe ist zu losen:
Y'(z) - Y'(z) = =, Y (0) =2, Y'(0) = -3.

Die Laplacetransformation verwandelt dieses Problem nach der aus Beispiel
3.1.13 bekannten Vorgehensweise in die Gleichung

S2L{Y }(s) — sY (0) — Y'(0) — sL{Y }(s) + Y (0) = L{z}(s).

Einsetzen der Anfangswerte und Auflsen nach L£{Y }(s) liefert die Laplace-
transformierte

1 ) 2
LAV} = s3(s—1) s(s—1) T
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Man kann auf die ersten beiden Summanden nun entweder Partialbruchzerle-
gung anwenden oder sie als Transformierte einer Faltung betrachten. Nach den
Beispielen [3.1.4/ und [3.1.12! gilt:

1 t2
Seo1) L{Z}(5) - L{e"}(s),

weshalb sich nach dem Faltungssatz und mit Hilfe von zweimaliger partieller
Integration ergibt:

2
oo — L5
o — )2
= E{/O (Gt 5 ) e'du}(s)
2

—t
Analog ergibt sich fiir den zweiten Summanden:

= L{1x5e'}(s)

s(s—1)

t
= E{/ 1-5e"du}(s)
0
= L{5e" —5}(s).
Fiir den dritten Summanden kennen wir die Laplacetransformierte, und somit
haben wir insgesamt:

42
LY} s) = E{Tt ittt —1— (5¢' —5) + 2e1(s)

—¢2
Eine Anwendung des Eindeutigkeitssatzes ldsst uns schliellich
—¢2

Y(t):7—t—2et+4 (t e RY)

als die gesuchte Losung des gegebenen Anfangswertproblems erkennen.

Bis jetzt haben wir Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten be-
trachtet. Nun wollen wir auch variable Koeffizienten (allerdings von ganz spe-
zieller Form) zulassen. Genauer: Wir untersuchen Gleichungen vom Typ

S adhyO(z) = 0 mit ko, ky, ..., kn € No.
=0

Ermoglicht wird dies durch den folgenden Satz.

3.2.8 Satz. Sei F': RS‘ — C eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion
von exponentieller Ordnung ~y. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > v und n € N:

L{E"F(£)}(s) = ()" L{ED)} M (s).
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Beweis. Mit vollstindiger Induktion. Es gilt:

CLIFOY (s) = % OooeStF(t)dt

ood_t
= —e S'F(t)dt
/0 SR ()

= / —te SUF(t)dt
0

= —/Ooe_Stt-F(t)dt
0
= —L{tF(t)}(s).

Somit ist er Induktionsanfang gezeigt. Im Induktionsschritt n — n 4+ 1 argu-
mentiert man analog. O

3.2.9 Beispiel. Wir betrachten das Anfangswertproblem
tY" +2Y' +tY =0, Y (0) =1, Y(r)=0

Wendet man hierauf nun die Laplacetransdormation an, so erhélt man mit dem
Differentiationssatz und dem vorangehenden Satz:

0= L{Y" +9Y" + 1Y H(s) = —% (s2L{Y'}(s) — sY(0) — Y'(0))

+2 (sL{Y'}(s) = Y (0)) — %L’{Y}
= —S2L{YV(s) —2sL{Y}(s) + 1

12sL{Y () — 2 — L{YY(s)
= (S + LYY (s) -1,

bzw. nach offensichtlichen Umformungen

-1
YV(s) = ——.
LOY() = g
Integrieren liefert
L{Y }(s) = —arctan(s) + A

mit einer noch zu bestimmenden, reellen Konstanten A. Um das passende A zu
finden brauchen wir noch das folgende, einfach zu beweisende Lemma.

3.2.10 Lemma. Fiir jede stetige Funktion F : ]Rar — C von exponentieller
Ordnung ~ gilt:

lim L£{Y}(s) =0.

Re(s)—o0
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Beweis. Mit einer geeigneten Konstanten M > 0 gilt die Abschitzung
o0
LYl = | e E
%
< / efRe(s)tMe'ytdt
0

.y / % J(—Re())t gy
0

1 oo
— M|——= c(Re@)t
[’Y — Re(s) 0
B M
~ Re(s) =7’
und dieser letzte Ausdruck konvergiert offenbar gegen 0 fiir Re(s) — oco. O

Zuriick zum Beispiel: Wollen wir nun eine Funktion von exponentieller Ordnung
als Losung unseres Anfangswertproblems, so fiihrt uns dieses Lemma auf die
Wahl A = 7, denn es gilt ja

lim arctan(s) = T
S§— 00 2

Unter Benutzung der bekannten Identitét I = arctan(l) + arctan(s) erhalten
wir somit .
L{Y}(s) = — arctan(s) + g — arctan(-).
s
Nachschlagen in einer Formelsammlung fithrt uns auf die endgiiltige Losung
int
Y(t) = % (t € Ro).
Offenbar ist Y (7) = 0, und im Grenzwert ¢ | 0 erfiillt diese Lésung auch die
Anfangswertbedingung Y (0) = 0

3.3 Spezielle Funktionen: Gamma- und Delta-Funktion

3.3.1 Definition. Fiir z € C, Re(z) > 0, definiert man die Gamma-Funktion
als das Integral

Fiir u > 0 ist |[u?~le "| = e ¥|ele@—1)| = g~uyRe(x)~1 " wags die Konvergenz
des Integrals an der oberen Grenze sichert. Ist 0 < Re(z) < 1 so ist das Integral
auch an der unteren Grenze uneigentlich; die Konvergenz folgt jedoch leicht aus
dem Majorantenkroterium und der Integrierbarkeit von u? (fiir —1 < v < 0)
auf dem [0, 1]. Weiterhin ist bekannt (vgl. Priciples of mathematical Analysis
von W. Rudin), dass die Gamma-Funktion die Fakultéiten interpoliert, d.h.

'n+1)=n! (n € N).

Diese Tatsache motiviert folgenden Satz.
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3.3 Spezielle Funktionen: Gamma- und Delta-Funktion

3.3.2 Satz. Es gilt fiir r > —1 und s € C mit Re(s) > 0:

£irys) = oY,

Beweis. Die direkte Rechnung
L{t"}(s) = / e S dt
0
LU\ U
= /0 e (5) 4 (3)

1 &0
— T _—Uu
= o7 /0 u'e “du

I'(r+1)
— T

fiihrt zum Ziel, wobei in der zweiten Zeile die Substitution u = st durchgefiihrt
wurde. 0

3.3.3 Definition. FEine ,,Funktion“ ¢ : R — R mit folgenden drei Eigenschaf-
ten

1. [ o(t)dt =1

2. [{To()F(t) = F(0) fiir jede stetige Funktion F : R — C

3. [;C6(t—a)F(t)=F(a)  fiir F:Rj — C stetig, a € R}
wird als Diracsche Delta-Funktion bezeichnet.

Eine solche Funktion existiert eigentlich nicht! In der Theorie der Distribu-
tionen kann man dennoch ein mathematisches Objekt angeben, dass den drei
angegebenen Regeln geniigt (aber keine Funktion im klassischen Sinne mehr
ist). Dies soll hier nicht vertieft werden. Vielmehr werden wir die Existenz einer
0-Distribution akzeptieren, und formal mit den in der Definition angegebenen
Regeln (im Sinne eines Kalkiils) rechnen.

3.3.4 Beispiel. Wir wollen hier die Laplacetransformierte von der Diracschen
Delta-Funktion betrachten; dies ist ja moglich, da die Laplacetransformation
eine Integraltransformation, d.h. obige Regeln anwendbar sind. Nach Regel 3
erhalten wir

L{5(t— a)}h(s) = /0 Tt = e,

Somit gilt insbesondere mit a = 0 : £{4(¢)} = 1. Wir haben nun also endlich ein
Funktion, deren Laplacetransformierte uns die konstanten Funktionen bringt.

Die Diracsche Delta-Dristribution ist ein sehr niitzliches Hilfsmittel in den Inge-
nieurwissenschaften. Sie dient dazu, Punktmassen oder punktférmige Ladungen
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zu modellieren. Als konkretes Beispiel soll die Durchbiegung eines Balkens be-
rechnet werden, auf dem eine vorgegebene Punktmasse lastet.

Die Durchbiegung eines Balkens wird mathematisch folgendermassen beschrie-
ben: Betrachtet man einen Balken, der an beiden Enden (z = 0 und z = [)
befestigt ist, und auf dem eine Lastenverteilung, die durch die Funktion W (x)
beschrieben wird, aufliegt, dann erfiillt die Lagefunktion Y, die die Auslenkung
(Biegung) des Balkens beschreibt ein Anfangswertproblem der Form:

&Y W)
dz*  EI

Y(0)=0, Y'(0)=0, Y@ =0, Y =0.

Hierbei sind F, I > 0 materialabhéngige Konstanten. Die Anfangsbedingungen
werden durch die Art der Befestigung des Balkens bestimmt (vgl. Buch von
Spiegel).

3.3.5 Beispiel. Wir haben einen Balken, der an den Enden = 0 und = =1
befestigt ist. Genau auf dem Punkt é lastet ein Gewicht Py. Um nun die Lage-
funktion des Balkens zu berechnen, muss man folgendes Anfangswertproblem
16sen:

Yy PR l

2 Vs —

it~ B0 3)

Y (0) =0, Y'(0) =0, Y () =0, Y'(l) = 0.

Bildung der Laplacetransformierten auf beiden Seiten liefert uns dann:

d'y
ﬁ{W}(S) = 34£{Y}(8) — 33Y(0) _ SQY/(O) o SY”(O) - Y///(O)
_ R
- EI°
50 l
= L{gpe =)
Einsetzen der Anfangswerte und ersetzen von Y”(0) =: ¢; und Y"”(0) =: ¢
liefert dann:
P
84£{Y}(s) —8C1 — Co = Fge—%s
P
= 54£{Y}(3) = Ef(}efés + sc1 + ¢
!
‘1 C2 Py e 3°
Y _a , %2 foe
o Liy)e =S4 2 e

Wir kennen bis jetzt noch keine Funktion mit dieser Laplacetransformierten.
Deshalb soll hier die Heaviside-Funktion eingefiihrt werden. Die Funktion

u:R—=R, wulx—a) ::{ 0 z<a
1 2z>a
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3.3 Spezielle Funktionen: Gamma- und Delta-Funktion

heifit Heavisidefunktion. Ihre Laplacetransformierte berechnet sich zu

L{u(z —a)}(s) = /000 u(x —a)e *dx

= / e %" . 0dx —l—/ e . 1dx
0 a

P
= lim e dx
P—oo a
_ P
. e ST
= lim
P—oo -5 ],
) as_e—sP
= lim
P—oo S
67048
S

Mit Hilfe der Heavisidefunktion kénnen wir nun, unter Benutzung des (allgemei-
nen) Eindeutigkeitssatzes (siehe etwa [1]), die Riicktransformation vornehmen.
Es gilt dann:

2 3 1\3
c1x Cox Py (z—3) !
Y e _— —_— —Tr_ a1 -9
ST TRy S TR Y
B 0123!:2 + (323-7!33 l (0 <zr< é)
— _ 13
War e (G <.

Unsere Funktion Y ist nun jedoch immer noch nicht eindeutig bestimmt, denn
sie enthalt noch die Konstanten ¢; und c3. Wir haben aber auch noch nicht
alle Anfangswertbedingungen benutzt. Mit den Bedingungen Y'(I) = 0 und
Y’(l) = 0 erhélt man nun folgende Gleichungen:

1\3

N oap ep B3

(7) 2l+6l—i—EI 5 0
g, P-4

@) al+ S0+ 57—

Umformen von (ii) ergibt dann:

(+) 02_9_&52_2_2@
! 9 EI 2 2 9EI

Einsetzen in (i) liefert dann:

27\3
C2 .3 3 C2 .3 P (§l)
= @ 20y 2y T0A8Y

0 4 9FEI + 6 +EI 6

Dies ist dquivalent zu

_&13_{_&53 = &13 1_(%7)3
12 12 ET 9 6
233 _ &13 1_ i%

12 ET 9 6/
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Und somit erhalten wir:

P (94 20 Py
co=—12— | — | = ———.
2 EI\ 81 27T EI

Durch Einsetzen in (x) bekommt man

Py 1 Py2 4 P
_ 1o, K2 0

1 IR S

AT Er27 T EI9 T 2TEI

Damit haben wir nun eine eindeutige Losungsfunktion, die die Lage des Balkens
beschreibt:

2P)lx?  10Pya3 Ry 1\3 l
Y@ = S5 ~mer teer\F3) v\ 3 (€ 10,1).
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4 Schwingungen
(Lijun Zhang)

4.1 Vorbemerkungen

Wir betrachten im Folgenden eine allgemeine lineare Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten

Y +py +qy=0  (p,qg€R).
Setzt man den Fulerschen Ansatz
y(t) := €™ (r € C eine zunichst freie Konstante)

in die Differentialgleichung ein, so sieht man leicht, dass y(t) = ¢’ genau dann
eine Losung ist, wenn r eine Nullstelle des zugehotrigen charakteristische Poly-
noms

p(r) =7r"+pr+q

ist. Vollstandig beschrieben wird das Losungsverhalten der obigen Differential-
gleichung durch den folgenden Satz.

4.1.1 Satz. Die allgemeine reelle Losung y : R — R der Differentialgleichung

v +py'+qu=0  (p,q €R)

erhdlt man wie folgt: Man bestimmt die Nullstellen r1,r9 € C des charakteri-
stischen Polynoms p(r) = r? + pr + q und setzt A = p? — 4q. Ist dann

e A >0, s0ist Ty #rg, 11,72 € R und y(x) = C1e™* 4+ Ce™* (x € R)
e A=0,s0istr; =72 € R und y(x) = (C1 + Cax)e™* (z € R)
e A<O0,s0istrio=a+xil mit o, €R und

y(x) = e*(Cy cos fz + Cysin fzr) (x € R)

mit Cp,Cy € R jeweils die allgemeine Lésung. Das zugehdrige Anfangswertpro-
blem

y(zo) =vo, ¥ (z0) =¥

ist fiir xo, Yo, y(, € R stets eindeutig losbar.

4.2 Elementare trigonometrische Umformungen

In diesem Abschnitt stellen wir einige spéter benotigte trigonometrische Iden-
titdten zusammen. Wir gehen aus von den Additionstheoremen

sin(z £y) = sin(x)cos(y) * sin(y) cos(x) (14)
cos(r+y) = cos(z)cos(y) F sin(x)sin(y). (15)
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Von obigen Gleichungen kann man alle anderen ableiten. Setzt man z = y,
folgt:

sin(2r) = 2sin(x)cos(x) (16)
cos(2z) = cos?(x) — sin®(z). (17)

Wenn man (14) bzw. (15) addiert bzw. substrahiert, erhdlt man:

sin(z) cos(y) = %(Sin(az +y) +sin(z —y)) (18)
cos(z)cos(y) = %(cos(x +y) + cos(z — y)) (19)
sin(x)sin(y) = %(cos(m —y) —cos(z +y)). (20)

Daraus ergibt sich durch weitere einfache Umformungen:

cos(z) + cos(y) = QCos(w ; y) cos(y ; 37> (21)
cos(z) — cos(y) = 2sin($ —2'— y) sin(y ; x) (22)

4.3 Motivation

Ein Massenpunkt M mit Masse m > 0 sei an einer horizontalen Feder be-
festigt und liege auf einer (ebenfalls horizontalen) x—Achse. Bei ungespannter
Feder befinde sich M im Nullpunkt (Gleichgewichtslage). Verschiebt man M, so
iibt die (ausgedehnte oder zusammengedriickte) Feder eine sogenannte Riick-
stellkraft K aus, die M in die Gleichgewichtslage zuriickzutreiben sucht. Bei
kleinen Auslenkungen z ist in guter Naherung K = —kx mit einer positiven
Federkonstanten oder Federsteifigkeit k (Hookesches Gesetz). Befindet sich M
zur Zeit ¢t im Punkte z(¢) und sehen wir von ddmpfenden Reibungskriften ab,
so gilt also nach dem Newtonschen Kraftgesetz:

ma” = —kzx.

Diese Gleichung beschreibt den ungedidmpften harmonischen Oszillator. In der
Regel wird man jedoch Reibungs- oder Dampfungskréfte in Rechung stellen
miissen, und diese hemmenden Kréfte werden in vielen Féllen proportional zur
Geschwindigkeit von M sein, also die Form —rx’ mit festem r > 0 haben. Obige
Gleichung wird dann erweitert zu der Differentialgleichung;:

ma” = —kx —ra’
Die Riickstellkraft und die Dampfungskraft nennt man ”innere Krifte”, in vie-
len Fillen wirkt aber auf M noch zusétzlich eine zeitabhéngige ” duflere Kraft”,
eine sogenannte ”Zwangskraft” oder "erregende Kraft” K (t). In diesem Falle
lautet die zugehorige Differentialgleichung;:

ma"” = —kx —ra’ + K(t)
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4.4  Freie Schwingungen eines Massenpunktes (p = f(t) = 0)

Befindet sich der Massenpunkt M zur Zeit ty am Ort xp und besitzt er dort
die Geschwindigkeit (), so wird sein Weg-Zeitgesetz = x(t) die Losung des
Anfangswertproblems:

k 1
o Dy B = —Kt, x(to) = o, ' (to) = x,
m m m
Zur Vereinfachung setzt man 2p := -, wd = %, f(t) = % und erhélt:
2"+ 2p2' + W3z = f(t) (p,wo > 0). (23)

4.4 Freie Schwingungen eines Massenpunktes (p = f(¢) = 0)

Die reibungsfreie Bewegung eines elastisch angebundenen Punktes M mit Masse
m von der Differentialgleichung

2" +wir =0 (24)
beschrieben. Die allgemeine Losung davon lautet:
x(t) = Cy coswt + Cy sinwt (C1,Cy € R). (25)

Die freien Konstanten C7, Co machen es moglich, die Losung vorgegebenen
Anfangsbedingungen z(to) = o und 2'(f9) = x{, anzupassen, also Anfangslage
und Anfangsgeschwindigkeit von M vorzuschreiben. Im Falle C; = Cy = 0
bleibt M bewegungslos im Nullpunkt. Fillt aber mindestens ein Cy # 0 aus
(k=1,2), so kénnen wir z(t) auf die Form

C Cy .
xz(t)=A (Al cos(wot) + ZQ sm(wot))
bringen, wobei A = \/CF +CF. Da () + (G)* = L ist, gibt es genau ein
¢ € [0,27) mit
g = Sll’l(gb) und @ = COS(¢).

A A
Damit gilt dann

x(t) = A(sin(¢) cos(wot) + cos(¢) sin(wot)) (26)
und nach Ausnutzung der Additionstheoreme
x(t) = Asin(wot + ¢). (27)

Aus dieser Darstellung liest man ab, dass M zwischen den Maximalausschligen
—A und A periodisch hin- und herschwingt und innerhalb der Zeit

eine volle Schwingung (von der Ausgangslage zuriick zur Ausgangslage) aus-
fithrt. Man nennt A die Amplitude und T die Periode der Schwingung. Die
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Grofle v := % gibt die Zahl der Schwingungen pro Zeiteinheit an und wird die
Frequenz der Schwingung genannt. Offenbar gilt

wo

= oder also  wy = 27w
27

v

fiir die Kreisfrequenz wgy der Schwingung. (Der Kiirze halber redet man aller-
dings héufig einfach von der Frequenz wg.) Die Gréfle ¢ mennt man Phasen-
konstante. Wegen x(0) = Asin(¢) legt sie die Lage von M zur Zeit t = 0 fest.

4.5 Die gedampfte Schwingung (p # 0, f(t) = 0)
Die zugehorige Differentialgleichung lautet also
2" + 2pa’ + wiz = 0. (28)

Zur Losung brauchen wir nur auf die Einfiihrung zuriickzugreifen; sei also A =
4(p* —w?). In Abhingigkeit vom Vorzeichen von A miissen wir wieder drei Fille
unterscheiden:

Der Kriechfall (starke Ddmpfung): p > wy < r > 2vVmk.

In diesem Falle haben wir A > 0 und somit

x(t) = Cle/\uf + 026)\275 mit Ay :=—p=+ \/m <0, (29)

woran man sofort abliest:
lim z(t) =0

t—oo

Die Geschwindigkeit des Massenpunktes M ist
(L‘l(t) = Cl)qe)\lt + CQ)\QB/\Qt.

Im nichttriviallen Falle (0.B.d.A. C # 0) wird sie also genau dann gleich 0,wenn
eM1—r2)t — —% gilt. Dies kann offenbar fiir hchstens einen Wert von ¢ vor-
kommen. Alles in allem stellt sich also im Falle starker Démpfung eine ape-
riodische Bewegung ein, bei welcher der Massenpunkt hochstens einmal seine
anfingliche Bewegungsrichtung umkehrt, also hochstens einmal tieber den Null-

punkt hinauswandert.

Der aperiodische Grenzfall p =wy < r = 2vmk.
Nun haben wir A = 0 und somit
x(t) = (C1 + Cat)e 7.
Wieder ist
lim z(t) =0,

t—o0

50 Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02:
Ausarbeitung durch die Studierenden



4.5 Die geddmpfte Schwingung (p # 0, f(t) = 0)

und die Geschwindigkeit ergibt sich diesmal als

2'(t) = Che P 4 (O1 + Ot)(—p)e
= (02 - Clp — Cgpt)e_pt.

Folglich ist 2/(t) genau dann 0, wenn Cy — C1p — Caopt = 0 ist. Also kann die
Geschwindigkeit 2/(t) wie im Kriechfalls héchstens einmal zu Null werden. Wir
haben also denselben Bewegungstyp wie im Kriechfall.

Der Schwingfall (schwache Dampfung) p < wg < r < 2vmk.

Jetzt ist A < 0= A2 = —p £ iy/wi — p2 Mit

w1 = w(2) — p?
erhalten wir als Losung
z(t) = e (O cos(wit) + Oy sin(wyt)). (30)

Mit geeignetem ¢ € [0, 27) (siehe oben) folgt schlieflich
z(t) = Ae P sin(wit + ¢). (31)

Wegen p > 0 strebt zwar auch diesmal wieder x(t) — 0 fiir ¢ — oo, aber der
Sinusterm sorgt dafiir, dass sich der Massenpunkt M ganz anders als in den
beiden vorher betrachteten Fillen bewegt (Abbildung auf der folgenden Seite).
Die Zeit

_ 2T 2

2

T: —_—
wi wg — p?

zwischen jeweils zwei aufeinanderfolgenden Durchgéingen durch den Nullpunkt
aus ein und derselben Richtung nennt man deshalb wieder die Schwingungsdau-
er dieser ”gedampften Schwingung mit exponentiell abnehmender Amplitude”.
Die Kreisfrequenz wg der ungedampften Schwingung im Abschnitt 4.4 ist grofier
als die Kreisfrequenz wy = \/w3 — p? der zugehérigen geddmpften Schwingung:
Im Ddimpfungsfall schwingt der Massenpunkt langsamer als im ungeddmpften
Fall.
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X(t) = exp(=0.2t)*sin(t)

0.5

—0.5

—1+

4.6 Erzwungene Schwingungen eines Massenpunktes

Zwangs- oder Erregungskréfte sind haufig periodische Funktionen der Zeit. Wir
wollen hier — immer unter der Dédmpfungsvoraussetzung 0 < p < wg — als erstes
den Fall einer ” Kosinuserregung”, d.h. die Differentialgleichung

a” + 2px’ + wixr = acos(wt), (a,w > 0)

etwas genauer betrachten. Dabei nennt man w die Erregerfrequenz und wqg die
Eigenfriquenz. Wir unterscheiden die Félle p = 0 und p > 0.

Ungeddmpfter harmonischer Oszillator (p = 0).

Es handelt sich also jetzt um die inhomogene Differentialgleichung
2" + wix = acos(wt) (32)

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung hatten wir schon
behandelt; hier miissen wir also lediglich noch eine spezielle Losung der inho-
mogenen Gleichung finden. Wie iiblich variieren wir die Konstante, d.h. wie
betrachten die in der allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung auftreten-
den Konstanten C7, Cs als Funktionen von t:

x(t) = C1(t) cos(wot) + Ca(t) sin(wot). (33)
Durch Ableiten erhalten wir

2'(t) = C1(t)cos(wot) + Co(t) sin(wpt)
—woC1(t) sin(wot) + woCa cos(wot)
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4.6 Erzwungene Schwingungen eines Massenpunktes

Um in der zweiten Differentiallgleichung die Terme mit C{(t) bzw. C§(t) zu
vermeiden, nehmen wir an:

C1(t) cos(wot) + Ch(t) sin(wpt) = 0.
Leiten wir noch mal ab, so finden wir
2’(t) = —woC(t)sin(wot) — wiC(t) cos(wot)
+woCh(t) cos(wot) — wiCy sin(wot).
Einsetzen in die Gleichung (22) liefert
—woC1(t) sin(wot) + woCh(t) cos(wot) = a cos(wt).

Fassen wir die obigen beide Gleichungen fiir €] und C% zusammen, erhalten wir
das lineare Gleichungssystem

( —521(1;}?&) wsif§§f3t> > ( %8 > - ( acoso(wt) ) ‘
Als Losung berechnen wir durch Matrixinversion
(GO) = (_ooan - snten Y (0 )
= (et e Y ()
_a ( — sin(wot) cos(wt) )

wo \ cos(wot) cos(wt)

Mit Hilfe der trigonometrischer Umformungen hat man

clt) = —Q%(Sm((wo + w)t) + sin((wp — w)t))
cL(t) = Q%O(cos((wo + w)t) + cos((wo — w)t))

Um weiter zu intergrieren, muss man zwei verschiedene Fille betrachten:

1. Der Spezialfall wg = w. In diesem Fall finden wir

Ci(t) = /—zasin(Qwot)dt

wo
= —23)02310(—005(2(,(10&)
= 4chos@wot)
sowie
Ca(t) = /;:()(cos(Zwot)—l—l)
a

1
= ——(——sin(2wqt) +t
2w0(2w0 Sm( wo) )

a a
= —5sin(2wopt —1.
7 sin(2wot) + Son
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o4

Setzt man in die Gleichung (23), so hat man die spezielle Losung:

zs(t) = Ci(t)cos(wot) + Ca(t) sin(wot)

= !:1(2) cos(2wot) cos(wot) + (42(2) sin(2wot) + QLth) sin(wot)

a cos(wot) + © tsi (wot)
= —cos(w —tsin(wot).
4w(2) 0 2w 0

Addiert man diese zur allgemeinen Losung der homogenen Gleichung,
ergibt sich schliellich die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung

x(t) = C cos(wot) + Ca sin(wot) + %tsin(uot). (34)
0

In diesem Fall, also w = wg (Erregerfrequenz = Eigenfrequenz), wird die
Bewegung des ungedidmpften und kosinuserregten harmonischen Oszilla-
tors geméifl die obige Gleichung gegeben. Hier ist das letze Glied dafiir
verantwortlich, daf3 die Ausschlidge fiir ¢ — oo unbegrenzt grofier wer-
den — jedenfalls thoretisch. Praktisch wird stattdessen die Feder zu Bruch
gehen. Das theoretisch ungehemmte Anwachsen der Ausschlage im Falle
w = wo nennt man Resonanz, das Zerbrechen der Feder ist die ”"Reso-
nanzkatastrophe”.

Wirklichkeitshiaher als der ungedédmpfte harmonische Oszillator ist der
schwach gedampfte, den wir spéter noch genauer betrachten werden.

. Der Fall wy # w.

Hier ergibt sich

Ci(t) = / — % (sin((wo + w)t) + sin((wo — w)t))dt

2(4)0
a 1
= _Two(_wo T cos((wo + w)t) + o —w cos((wp — w)))
= m cos((wo +w)t) — m cos((wp — w)t)

sowie

Cot) = / Q%O(COS(@ﬁw)t) + cos((wo — w)t))

a 1

— QTJO(wO oy sin((wo + w)t) + p— cos((wo — w)t))
= oolwo £ ) sin((wo + w)t) + Yn(wo — @) cos((wg — w)t).
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4.6 Erzwungene Schwingungen eines Massenpunktes

Als speziellee Losung der inhomogenen Gleichung liefert dies

(1)
= C4(t) cos(wot) + Ca(t) sin(wot)
1 a
2wo <(w0 + w)
cos(wot)

ta (oo )0 + % cosllen =) ) -

2wy \ (wo + w) (wo — w)

cos((wo +w)t) — e cos((wp — wﬁ)) :

(wo — w)

sin(wot)
a
= —————cos(wt) +

cos(wt
2wp(wp + w) (wt)

2wp(wp — w)

. (wi)
= — = COS(wT).
wg—wQ

Dementsprechend erhalten wir fiir die gesuchte allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung nun

QL cos(wt). (35)

z(t) = C cos(wot) + Ca sin(wot) + 5
wi —w

Wie man sich leicht iiberzeugt, hitte in diesem Fall der Ansatz x =
m cos(wt) viel schneller zum Ziel gefiihrt.

Ruht der Massenpunkt zur Zeit tp = 0 im Nullpunkt, ist also z(0) =
2'(0) = 0, so kann man leicht nachrechnen, dass C1 = ——%— und C =0
0

gelten muss. Das zugehorige Bewegungsgesetz lautet dann

r(t) = —5— a4 2(cos(wt) — cos(wot))
2a LWy —w .. . wytw
= t t).
e sin( 5 ) sin( )

Der Massenpunkt vollfiihrt also eine Sinusschwigung mit der zeitlich ver-
dnderlichen- und zwar auch ihrerseits ”sinusformigen”-Amplitude

2a . (wo —w
sin
2

Aw, 1) = o £) (36)

Die ” amplitudenmodulierten Schwingungen” spielen in der Funktechnik
eine bedeutende Rolle.
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X(t) iO.Ssin(t)*sin(§*t)

0.4+

0.2

024" v +j

—0.4 1

Gediampfter harmonischer Oszillator (p > 0).

Jetzt haben wir es mit der ”vollen” Differentialgleichung
2" + 2px’ + Wiz = acos(wt) (a,w > 0) (37)

zu tun. Die algemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist be-
kannt:

zp(t) = e PH(Ch cos(wit) + Cysin(wit)) mit wy := \/wi — p?
Fine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung lésst sich am bequemsten fin-
den, indem man zunéchst die korrespondierende komplexe Differentialgleichung

24207 + Wiz = ae™!

durch einen Ansatz der Form z(t) := Ae™? 16st. Setzt man ein,
—wrAe™t 4 2piw Ae™t + wi Ae™t = aet,

so folgt A = also

a
w2=w2+2pwi’

a .
2 (t — ezwt
(1) wd — w? 4 2pwi

wg —w? = 2pwi
(W2 — w?)? + 4p2w?

- a (cos(wt) + isin(wt)),
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4.7 Resonanz

Man sieht nun leicht ein, dass z,(t) = Re z,(t) eine Losung der urspriinglichen
Gleichung darstellt. Offenbar ist

(w3 —w?)a 2pwa )
zp(t) = - 32)2 1 cos(wt) + (2 =) 1 A sin(wt)
a
= (sin(¢) cos(wt) 4 cos(¢) sin(wt))
(@2 — w?)2 + 4p2u2
V(w3 .

= o et o)
wobei nach Wahl von ¢ gelte

2 2
wh —w 2pw

V(w? —w?)2 4+ 4p202’ V(w2 —w?)2 4 4p202
Fiir das Bewegungsgesetz des kosinuserregten und geddmpften harmonischen
Ostzillators kénnen wir somit festhalten:

sin(g) =

03(6) =

a
V(Wf —w?)? + 4p2?
Da hier der erste Summand fiir grofie t ("nach einem Einschwingvorgang”) ver-
nachléssigbar klein ist, wird die Bewegung im Wesentliche durch die partikuldre
Losung beschrieben: Der harmonische Oszillator vollfihrt also schliefilich eine
reine Sinusschwingung mit FErregerfrequenz w und mit einer von ihr abhéngi-

gen, in markantem Unterschied zum ungeddmpften Fall aber zeitlich konstanten
Amplitude

z(t) = e (O cos(wit) + Cysin(wit)) +

sin(wt + ¢).

a
V(wg —w?)? +4p2?
Diese nach einiger Zeit sich einstellende Sinusschwingung nennt man den ein-
geschwungenen oder stationdren Zustand des Oszillators.

Ganz entsprechend — man braucht statt des Realteils von zp(t) nur den Ima-
ginérteil zu nehmen — erhilt man das Bewegungsgesetz des sinuserregten und
geddmpften harmonischen Oszillators, also die allgemeine Losung der Differen-
tialgleichung

Alw) =

(38)

z" + 2px’ + Wiz = asin(wt), (39)
die gegeben ist durch
a

V(Wi — w?)? + 4pw?

Wieder hat man als stationdren Zustand eine reine Sinusschwingung mit der
Erregerfrequenz w und der Amplitude (38)).

z(t) = e (O cos(wit + Cq sin(wit)) + sin(wt + ).

4.7 Resonanz

Jetzt befassen wir uns mit dem Resonanzphénomen beim schwach geddmpften
harmonische Oszillator. Alles hierzu Notige liegt schon bereit. Wir nehmen uns
wieder eine Kosinuserregung vor, also die Differentialgleichung

a" + 2px’ + Wiz = acos(wt) (a,w >0 und 0<p < wp). (40)
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Nach einem Einschwingvorgang stellt sich die stationére Sinusschwingung mit
der Amplitude (38) ein. Um die Abhéngigkeit der letzteren von w genauer zu
untersuchen, sehen wir uns zuerst den Radikanden f(w) := (w@ — w?)? + 4p*w?
an. Fiir dessen Ableitung erhalten wir
f'(w) = 4w(2p® — wif + w?).

Ist 20 — w2 > 0, d.h. p > %, so sieht man sofort, da8 f/(w) > 0, d.h. fiir
w — oo divergiert f(w) streng wachsend gegen oo, und daher wird A(w) streng
fallend — 0 streben fiir w — oo. Ist jedoch p < 22, so fillt die Funktion f (w)
zunéchst streng bis zur Stelle

Wr = y/w? — 2p%. (41)
0

Erst dann beginnt sie streng und unbeschrénkt zu wachsen. Folglich wéchst die
Amplitude A(w) streng auf (0,wg], erreicht ihren Maximalwert

a
2p\/wi — p?

an der Stelle w = wpr und strebt dann fiir w — oo streng fallend gegen 0. Alles
in allem stellt sich fiir den schwach geddmpften und kosinuserregten Oszillator
das Resonanzphénomen also so dar: Im Falle p < % - und nur in thm — nimmt

Amaz = (42)

die Amplitude der erzwungenen Schwingung stark, aber nicht unbeschrinkt zu,
wenn die Erregerfrequenz w in die Ndhe der Figenfrequenz wg kommt; wg wird
Resonanzfrequenz genannt. Wegen der Dampfung ist diese etwas kleiner als die
Eigenfrequenz.

Bei schwacher Démpfung, das haben wir gesehen, strebt die Amplitude A(w) —
0 fiir w — oo eine Erregung mit sehr hoher Frequenz bleibt praktisch folgenlos,
der Oszillator spricht nicht mehr auf sie an. Das ist der Grund,weshalb das Ohr
keine hochfrequenten T'6ne aufnimmt.

In der Resonanztheorie ist es vorteilhaft, sich mittles der Eigenzeit
T = wot

weitgehend von der Eigenfrequenz wy des individuellen Schwingers zu befreien.
Damit ist folgendes gemeint. Setzt man

so folgt daraus
2'(t) = y'(r)wo, 2"(t) = " (T)wi

.
= W2 + 2pwoy + wiy = acos(ww—)
0
2 a w
= y'+—y +y=—cos(—7)
wo wo wo

= o' +2Dy +y= % cos(nt)
0
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4.7 Resonanz

und fiir diesen ”transformierten Oszillator” stellt sich nach (38) des einge-
schwungenen Zustandes in der Form

a 1
wi /(1= n?)? +4D%p?

dar. Daher wird die Amplitude des eingeschwungenen Zustandes unseres ur-
spriinglichen (untransformierten) Oszillators gegeben durch
vl it V) 1 (43)
—  mi = :
Vg VT ARt aDep
Der Vergriferungsfaktor V(n) mit dem Dampfungsmafs D < 1 lisst sich — und
das eben ist der Vorteil der Transformation auf die Eigenzeit- unabhdingig von
dem individuellen Schwinger studieren. Tragt man V' (n) iiber einer n—Achse
auf, so erhélt man die sogeannte Resonanzkurve mit dem

1
Maximum ————— an der Stelle v/1 — 2D2.
2DvV1 — D?

25 D=1/4

1.5+

0.5

Das Maximum ist um so schirfer ausgeprégt, je kleiner das Dampfungsmafi D
ist.
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Noch ein Beispiel fiir Resonanzkatastrophen: Briicken kénnen zusammenstiir-
zen, wenn Truppen sie im Gleichschritt tiberqueren. Im Jahre 1850 brachte ein
franzosisches Infanteriebataillon auf diese Weise die Héngebriicke von Angers
zum Einsturz. 226 Soldaten gingen dabei zugrunde. Das millitdrische Regelment
schreib deshalb fiir den Marsch iiber Briicken das unmilitédrische Trotten vor.
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5 Storungsrechnung
(Susanne Koltes)

Betrachtet man die Bewegung der Erde um die Sonne, so sind die dominie-
renden einwirkenden Gravitationskréifte die von Erde und Sonne. Durch die
Anwesenheit der anderen Planeten, des Mondes, einer diinnen Atmosphire etc.
héufen sich sehr kleine Effekte zusammen und bilden eine Stérung, die bei der
mathematischen Modellierung des Systems Sonne—Erde beriicksichtigt werden
muss.

Im Folgenden soll an einem einfacheren physikalischen System, ndmlich einem
harmonischen Oszillator, aufgezeigt werden, wie sich solche kleinen Stérungen
mathematisch behandeln lassen. Ein harmonischer Oszillator wird bekanntlich
durch die Differentialgleichung

W +u=0

beschrieben (passend gewihlte Einheiten vorausgesetzt). Hiervon ausgehend
wollen wir als zugehorige gestorte Gleichungen der Form

u +u+ef(u,u’) =0

mit kleinem reellen Parameter € und einem reellen Polynom f in zwei Variablen
betrachten. Hierbei sollen konkret die beiden Beispiele

W' Huteud=0  und ' +ute(w—1Du =0

behandelt werden, wobei wir an periodischen Losungen u : R — R dieser Glei-
chungen interessiert sind.

5.1 Die nichtlineare Feder v” + u + cu® =0

Eine Losung der ungestorten Schwingungsgleichung
w4+ u=0

mit der Anfangsbedingung u'(0) = 0 ist uy(t) = a cos(t).
Man sucht eine Losung von u” 4 v+ cu® = 0 in unmittelbarer Nihe von a cos(t)
mit dem Ansatz

U:U0+€U1+€QUQ+€3U3+...,

wobei u; : R = R (i = 1,2,3,...) zundchst noch unbestimmte Funktionen sind.
Durch Einsetzen in u” + u + eu® = 0 und Sortieren nach Potenzen von € erhilt
man die Identitat

0 = ' +ut+eud=0
= (up4eur +e2ug+...)" 4+ (ug+eur +...) +eug + eug +2ug +...)3
= uf +eu Ul 4+ (uo+euy +e%+...) +e(ug +euy +e%ug + ... )3

= ) +ug+e(u) Fur +ud) Fe2( )+
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Durch Koeffizientenvergleich in ¢ leitet man fiir u; die Bedingung
uf +up +ud =0 & u} +uy = —(acost)?

ab. Der Ausdruck cos®(t) lisst sich wie folgt umformen:

1 3
cos®(t) = 1 cos(3t) + 1 cos(t),

denn mit den Additionstheoremen gilt

cos(3t) = cos(2t+1t)

cos(2t) cos(t) — sin(2t) sin(t)
cos(t + t) cos(t) — sin(t + t) sin(t)
(cos®(t) — sin?(t)) cos(t) — (2sin(t) cos(t)) sin(t)
cos3(t) — sin?(t) cos(t) — 2sin?(t) cos(t)

cos®(t) — (1 — cos®(t)) cos(t) — 2(1 — cos®(t)) cos(t)
cos®(t) — cos(t) + cos®(t) — 2cos(t) + 2 cos®(t)

= 4cos®(t) — 3cos(t).

Die daraus resultierende Differentialgleichung
" L 3 3
up +up = ik cos(3t) + 1° cos(t)
ldsst sich in zwei Schritten 16sen.

(i) Betrachte

1
uf +up = —Za?’ cos(3t).
Man wihlt den Ansatz
uy = c1 cos(3t) + ca sin(3t).

Da cos” = — cos, sin” = — sin und die rechte Seite der Differentialgleichung
nur cos beinhaltet, kann man auch folgenden Ansatz wihlen:

uy = ¢1 cos(3t).
Dann gilt fiir die erste und zweite Ableitung
!/

uy = —3cy sin(3t) sowie  u] = —9¢; cos(3t).

Aus der Forderung
1
uf +up = —8c cos(3t) = —Za3 cos(3t)

ergibt sich dann ¢; = —3—12a3 . Partikularlésung zur Inhomogenitét —%a?’ cos(3t)
ist also —g5a3 cos(3t).

62 Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02:
Ausarbeitung durch die Studierenden



5.1 Die nichtlineare Feder v’ + u + eu® = 0

(ii) Betrachte

3
uf +ug = —Eag cos(t).

Da es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstan-
ten Koeffizienten handelt und ein Fundamentalsystem der zugehorigen
homogenen Gleichung bekannt ist, machen wir gemafi der Methode der
Variation der Konstanten den Ansatz

ui(t) = c1(t) cos(t) + ca(t) sin(t).
Setzt man die Ableitungen
ui(t) = cy(t)cos(t) — ci(t) sin(t) + cy(t) sin(t) + c2(t) cos(t)
ci(t) + ca(t)) cos(t) + (ca(t) — cr(t)) sin(t)
(cy

¢+ c2) cos(t) — (c) + ca) sin(t) + (¢ — ) sin(t) + (ch — ¢1) cos(t)
¢ +2¢5 — ¢1) cos(t) + (c2 — 2¢) — ¢a) sin(t)

(c)
ui(t) = (d
= (4

in die betrachtete Differentialgleichung ein, so erhélt man die Bedingung

uf +uy = (] +2d,) cos(t) + (¢ — 2¢)) sin(t)

3
= —Za?’ cos(t).

Also muss gelten

A (t) +2d4(t) = —Za‘?’ und ch(t) — 24 (t) = 0.

Wie man leicht sieht, kénnen diese Gleichungen dadurch erfiillt werden,
dass man

3
c1=0 und ca(t) = fga?’t

setzt. Damit erhélt man als Partikularlosung von —% cos(t) die Funktion
3 3, .
ui(t) = —3% tsin(t).

Insgesamt ist also

1 3
ui(t) = _@ag cos(3t) — §t sin(t)

die Losung des Ausgangsproblems. Diese Funktion u; sollte eigentlich nur eine
kleine Korrektur von ug sein, ist aber mit wachsendem t unbeschrankt. Der
dafiir verantwortliche Term

—gt sin(t) heisst sikulares Glied.

Um das Auftreten solcher sikuldren Glieder zu verhindern, wenden wir das
Renormierungungsverfahren von Lindstedt an. Hierzu betrachten wir die
unabhéngige Variable ¢ als Funktion von s:

t:S-(1+Cl€—|—0262+0363—{—...)
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und definieren

Mit der Kettenregel folgt

'(s) =

u'(t(s)) - t'(s) = u'(t(s)) - (14 cre + c2e® +...)
i'(s) = w

"(t(s)) - t'(s) - (1 + cre + cag® +...)
(8)) - (L4 cre +cae? + ... )2

Die Giiltigkeit von u” + u + eu® = 0 fiir alle t = (s) impliziert

u"(t(s)) +Fu(t(s) +eu®(t(s) =0 | -(1+ce+ce®+...)2
— @"(s)+ (a(s) +et®(5) (1 + cre + c2e? +...)2 =0

1+2cie+e2(...)
— 4"(s) +u(s) +e2cru(s) + @3(s)) +%(...) +---=0.

Schaltet man jetzt die Storungsrechnung ein
il = g + ety + dia + . . . mit o = acos(s),
so ergibt sich durch Einsetzen

~1 ~1 ~1
Uy + €U +52u2 + ...

+ﬁ0+6ﬂ1+€2ﬂ2+...
+ e(2c1 (o + ety +€21~L2)—|—(2~L0+€1~L1 +€21~L2—|—...)3)
+e2(..)+---=0

und als formale Potenzreihe in ¢
(g + tio) + e(@ + @1 + 2c1dip + (acos(s))?) +€2(...) +--- = 0.

Die erste Klammer ist Null nach Wahl von y. Weiter folgt durch Koeffizien-
tenvergleich in € fiir 4,

ﬂ’ll +u1 = —2ciug+ (CL COS(S))3
L 3 3 3
= —2cjacos(s) — 1° cos(3s) — 1° cos(s)

1
= (—2cia— za?’) cos(s) — za?’ cos(3s).

Um das Auftreten von Sakulargliedern zu verhindern, wihlen wir ¢; so, dass

3a® 3
2acy + % =0« = —éaQ.
Zu 16sen bleibt noch
~ 1/ ~ 1 3
Uy + U = —7¢ cos(3s).
Der Ansatz
U1 = ccos(3s), @] = —9ccos(3s)
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5.2 Die Van-der-Polsche Gleichung v + u + e(u? — 1)u’ =0

fithrt auf )
iy + a1 = —8ccos(3s) = —Za?’ cos(3s).
Dann ist ¢ = 3%0,3 und fiir a4 gilt
iy = ——a® cos(3s)

32

wobei @1 (0) = @} (0) = 0 genommen wird, so dass @ = g + £y + €2tz + . .. die
gleichen Anfangsbedingungen hat wie ug(s) = cos(s). Damit ergibt sich also fiir

die Differentialgleichung u” + u 4 eu® = 0 eine periodische Niherungslésung in
der Form
1 .
u(t(s)) = a(s) = acos(s) + 83—2a3 cos(3s) + e2ug + . . .
mit

5.2 Die Van-der-Polsche Gleichung v’ + u + e(u? — 1)u' =0

Die nach dem deutschen Physiker B. van der Pol (1889-1959) benannte Van-
der-Polsche Differentialgleichung

u +e(u? - 1)U +u=0

ist ein mathematisches Modell der unten dargestellten Triodenschaltung, bei
der die Wiederstandsbeiwerte von der Stromstérke abhéngen.

Wir wenden das gleiche Verfahren wie oben an und betrachten die unabhingige
Variable t als Funktion von s:

t=s5-(14+cre+ece?+...).

Wir definieren erneut
a(s) :== u(t(s))

Mit der Kettenregel folgt wie oben

i'(s) = u(t(s)) -t'(s) = (t(s)) - (1 +cre+ce®+...)
@"(s) = u'(t(s))-t'(s) - (1+cie+ce? +...)
= W' (t(s))- (14 cre+ce? +...)2%
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Die Gleichung u” + u + e(u? — 1)u’ = 0 gilt fiir alle ¢ = ¢(s), d. h.

u(t(s)) + u(t(s)) +e(u(t(s) = D' (#(s) =0 | ~(1+cre +coe” + ..

— @"(s) +uls) (I +cie+...) 2 +e(@®(s) — D' (s)(1+ cre 4+ coe® +...)
Schaltet man jetzt die Stérungsrechnung ein,
o=y + ety + g + . . .,
so ergibt sich

ay + euf +...
+(tg+ ety + ... )1 +cre+...)2
+e((tig 4 etiy ... )2 = 1) (U + ety + ... )1+ cre +ee® +...)
= 0.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man fiir 4,

@ (s) + (ad(s) — 1)ag) + 2¢17g(s) + @ = 0
— @(s)+ 11 + (2¢1 cos(s) — asin(s)(a® cos®(s) — 1)) = 0.

Damit kein Sékularglied auftritt bzw. wir eine Resonanzkatastrophe ausschlie-
Ben konnen, fordern wir, dass die Storfunktion keine Ausdriicke in sin(s) oder
cos(s) enthalten soll. Dazu wéhlen wir ¢; = 0. Ferner benutzen wir, dass fiir
jede auf ganz R definierte, reellwertige, 2m-periodische C*°-Funktion die Rei-
hendarstellung

(e}
Z ap, cos(ns) + by, sin(ns))

N)\»a

gilt, wobei die Koeffizienten gegeben sind durch

2w 2w
ap, = jr/f(s) cos(ns)ds by, = i/f(s) sin(ns)ds.
0 0

Dass die Funktion f(s) = asin(s)(a?cos?(s) — 1) keine Ausdriicke in sin(s) und
cos(s) enthélt, ist gleichbedeutend damit, dass a; = by = 0 gelten muss. Wir
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5.2 Die Van-der-Polsche Gleichung v + u + e(u? — 1)u’ =0

betrachten zunéchst aq.

l 27rsins a? cos?(s) — 1) cos(s)ds
W/O () (a2 cos?(s) — 1) cos(s)d

— l 2Trsjns a?(1 — sin®(s)) — 1) cos(s)ds
_ /0 (5)(a®(1 — sin®(s)) — 1) cos(s)d

™

= l u a’sin(s) — a®sin®(s) — sin(s)) cos(s)ds
- /0< (s) (s) — sin(s)) cos(s)d

™

1 2 1 2
= a2/ sin(s) cos(s)ds—aZ/ sin3(s) cos(s)ds
0 0

™ ™

1 2m
—— / sin(s) cos(s)ds
T Jo

Die Bedingung a; = 0 ist somit automatisch erfiillt. Wir betrachten also b; und
fordern, dass by = 0 ist.

™

l 27Tsins a® cos?(s) — 1) sin(s si
| sin(s)(a cos?s) = sin)as Lo.

Das ist dquivalent zu

2w 2m
a2/ sin?(s) cos?(s)ds :/ sin?(s)ds.
0 0

Zur Auswertung des letzten Integrals fithren wir die Substitution s = 2t | ds =
2dt durch und erhalten

2w
/ sin?(s)ds =
0

T

sin?(2t)2dt

2
sin®(2t)2dt

o
3

sin?(2t)dt

S— NP 5—

Il
e

2w
/ sin?(t) cos®(t)dt.
0

Die Bedingung b; = 0 ist also genau dann erfiillt, wenn a?> = 4 ist. Damit
haben wir das iiberraschende Ergebnis erhalten, dass sich lediglich die beiden
Grundlosungen ug = £2cos(s) so storen lassen, dass keine sékularen Glieder
auftreten.

Die konkrete Berechnung der Korrekturterme #; und wus soll mit Hilfe eines
Maple-Programms erfolgen, das im néchsten Abschnitt vorgestellt wird.
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5.3 Eine Implementierung des Lindstedt-Verfahrens in Maple

Die folgende Implementierung des Verfahrens von Lindstedt unter Maple 7 tréigt
der Tatsache Rechnung, dass bei der Berechnung der Korrekturterme u; und us
die Integrationskonstanten 1 = u;(0), y1 = u}(0) sowie z2 = uz(0), y2 = u5(0)
als zusétzliche Parameter zur Verfiigung stehen.

Methode von Lindstedt am Beispiel der
van der Polschen Differentialgleichung

> restart;

> n :=3;

> cl|0 = 1;

> c :=sum(’cl||j’ * epsilon”j, j=0..n);

> ul|0(s) := a*cos(s);

>u := sum(’ul|j’(s) * epsilon”j, j=0..n);

>

> DGL := diff(diff(u,s),s) + epsilon*(u~2 - 1)*diff (u,s)*c + c”~2%u;
> T := taylor(DGL, epsilon, n+1);

Bestimmung von ul:

taylor_koeff| |1 eval( coeff(T,epsilon,1) );
taylor_koeff| |1 := combine( taylor_koeffl||1l, trig );
sin_koeff := coeff(taylor_koeff||1, sin(s));

cos_koeff coeff (taylor_koeff||1, cos(s));

1sg_koeff := [solve({sin_koeff=0, cos_koeff=0},{a,c|[1})];

if 1sg_koeff[1]={a=0, c|l1=c||1} then

lsg_koeff := 1lsg_koeff[2]; else lsg_koeff := 1lsg_koeff[1]; fi
DGL| |1 := subs( lsg_koeff, taylor_koeff||1l );

u := subs( lsg_koeff, u );

c := subs( lsg_koeff, c);

T := subs( lsg_koeff, T);

lsg := dsolve( {DGL|[1=0, ul[1(0)=x|11, D(ull1) (O)=yl 1}, ull1(s) );
T := subs( 1sg, T );

u := subs( 1lsg, u );

V V V V V V

V V V V V V V

Bestimmung von u2:

taylor_koeff| |2 := eval( coeff(T,epsilon,2) );

taylor_koeff| |2 := combine( taylor_koeff]||2, trig );

sin_koeff coeff (taylor_koeff||2, sin(s));

cos_koeff coeff (taylor_koeff||2, cos(s));

1lsg_koeff := [solve({sin_koeff=0, cos_koeff=0},{a,cl|2,xl[1,yl[1})];
DGL| |2 := subs( lsg_koeff, taylor_koeff||2 );

u := subs( lsg_koeff, u );

c := subs( lsg_koeff, c);

T := subs( lsg_koeff, T);

1lsg := dsolve( {DGL]|[2=0, ull2(0) = x|[2, D(ull2)(0) = ylI2}, ull2(s) );
T := subs( 1sg, T );
u := subs( 1lsg, u );

V VV VYV V V VYV VVYV

Die Originalausgabe von Maple lautet
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/
u := 2 cos(s) + (sin(s) (3/4 + y1) - 1/4 sin(3 s)) epsilon + |
\
/ 13 \
sin(s) y2 + cos(s) |- -- - 3/8 y1 + x2| - 5/96 cos(5 s)
\ 96 /
\ 2 3
+ 3/8 y1 cos(3 s) + 3/16 cos(3 s)| epsilon + u3(s) epsilon
/

bzw. in aufbereiteter Form

u(s) = 2 cos(s)
+ (sin(s)(% +y) - isin(?)s))e
+ (sin(s)yg + cos(s)(—% - gy1 + x9)
—% cos(bs) + %yl cos(3s) + % COS(3S)>€2
+ uz(s)e?,

wobei die Beziehung s = ¢(1 + %652 + c3¢?) besteht. Im Rahmen der Stérungs-
theorie zweiter Ordnung sind dabei die reellen Konstanten zo = u2(0), y3 =
u}(0) sowie yo = uh(0) frei withlbar.
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6 PLANETENBEWEGUNG UND N-KORPER-PROBLEM
(ANDREAS WEBER, SEBASTIN ZIAJA)

6 Planetenbewegung und n-Ko6rper-Problem
(Andreas Weber, Sebastin Ziaja)

6.1 Geschichte

6.1.1 Definition. Unter Dreikorperproblem versteht man das Problem der Be-
wegung dreier Himmelskorper unter dem Einflufl ihrer gegenseitigen Massen-
anziehung auf der Basis des Gravitationsgesetzes von Sir Isaac Newton (1642 -
1727), erstmals verdffentlicht im 1686 erschienenen Werk ”Philosophisa Natu-
ralis Principia Mathematica”.

Viele Mathematiker und Physiker haben sich seit Newton daran versucht, eine
allgemeine Losung des Dreikorperproblems zu finden, aber bis auf Spezialfille
war dies nicht moglich.

Wenn sich aber schon das Problem mit drei Korpern nicht geschlossen 16sen
148¢t, so ist es vollig unmoglich, die Bahnen eines kompletten Planetensystems
exakt auszurechnen. Will man also z.B. die Bewegungen der 9 Planeten, der ~
66 Monde und der Sonne unseres Planetensystems (bei Vernachldssigung der
Kometen, ...) angeben, so ist dies nicht exakt zu losen. Man kann mit Hilfe
numerischer Integrationsmethoden nur ndherungsweise Aussagen machen.

Neptun, den achten Planeten des Sonnensystems, entdeckten John Adams und
Urbain Leverrier 1846 unabhingig voneinander beim Ausrechnen der Bahn des
Uranus. Die errechnete Bahn des Uranus stimmte nicht mit der beobachteten
Bewegung dieses Planeten iiberein und man konnte aus der Stérung errechnen,
dass es noch einen weiteren, bisher unbekannten, Planeten geben muf}, der noch
hinter Uranus liegt: den Neptun. Es gelang ihnen, die genaue Bahn des Neptuns
auszurechnen. Die Rechnungen waren so genau, dass der Neptun dann auch
tatsdchlich an der vorhergesagten Stelle am Himmel gefunden werden konnte.
Tycho Brahe (1546 - 1601), dénischer Astronom, stellte aus der Beobachtung
der Planetenbahnen 3 empirische Regeln auf, die Johannes Kepler (1571 - 1630),
der von 1600 bis zu Brahes Tod 1601 dessen Gehilfe war, mit einer aufwendigen
Berechnung schlieflich beweisen konnte. Diese Regeln sind heute allgemein als
Keplergesetze bekannt.

6.1.2 Gesetz. Die drei Keplerschen Gesetze lauten:

1. Alle Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen um die Sonne, wobei
die Sonne in einem der Brennpunkte der Ellipse steht. (Abbildung 1))

~~
~
~

-
'''''''
————————
St a——— -

Abbildung 1:
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6.1 Geschichte

2. Die Verbindungslinie zwischen der Sonne und einem Planeten iiberstreicht
in gleichen Zeiten gleiche Fléchen. (Flédchensatz)
(mit anderen Worten: Je néher ein Planet der Sonne kommt, desto schnel-
ler bewegt er sich.)

3. Das Quadrat der Umlaufdauer eines Planeten T ist proportional zur drit-
ten Potenz seiner grofen Halbachse a:

T2

—3 = const fiir alle Planeten

a
Keplers Thesen brachen mit dem Jahrhunderte alten Glauben, dass sich die
Planeten auf kreisformigen Umlaufbahnen bewegen. Isaac Newton leitete aus
den Keplergesetzen das Gravitationsgestz her:

6.1.3 Gesetz. Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz, dass Newton im
Jahre 1686 veroftentlichte, iibt jeder Korper eine anziehende Kraft auf jeden
anderen Korper aus; diese Kraft ist proportional zu den Massen der beiden
Koérper und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes zwischen ih-
nen.

Das Newtonsche Gravitationsgestz kann als einfache Vektorgleichung geschrie-
ben werden. Seien mq und msg zwei Punktmassen, die durch den Abstand 719
voneinander getrennt sind. Dieser Abstand ist der Betrag des Vektors 712, der
von der Masse mj zur Masse mg zeigt. (Abbildung 2)).

m,

Abbildung 2: Ein Kérper der Masse m1 befindet sich am Ort 7, ein zweiter Kérper der
Masse mo am Ort 7. Der Vektor 75 zeigt von my nach ms.

Die Kraft ﬁlg, mit der die Masse m; auf die Masse moy wirkt, ist demnach

= Gmima T2
Fio=——5—-—,
12 12
wobei 713 = T — 7 ist und somit r19 = |7y — 7.
Hier ist .
T12

12

ein Einheitsvektor, der von m; nach mg zeigt, und G ist die (universelle)
Gravitationskonstante, die den Wert

G =6,667-10""1 N -m?/kg?
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6 PLANETENBEWEGUNG UND N-KORPER-PROBLEM
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hat. Die Kraft ﬁgl, die die Masse mo auf die Masse mq ausiibt, ist nach Newtons
dritten Gesetz, genau so grofl wie F1a, zeigt aber in die entgegengesetzte Rich-
tung (siehe Abbildung3). Der Betrag der Gravitationskraft, die zwischen einem
Korper der Masse m1 und einem zweiten Korper der Masse mo im Abstand r
wirkt, ist gegeben durch

G
F= m21m2

T2

Wir werden den umgekehrten historischen Weg gehen und aus dem Gravitati-
onsgesetz die Keplerregeln herleiten.

m,

P
ml/i—;: le

Abbildung 3: Die Kraft Fio, mit der my auf mo wirkt, zeigt von mo nach m;. Sie hingt
umgekehrt quadratisch von der Distanz zwischen den beiden Kérpern ab.

6.2 Welche Griéflen benétigt man, um die Bewegung eines Pla-
neten beschreiben zu kénnen?

Zuerst eine Vereinfachung: Da der Radius eines Planeten sehr viel kleiner ist
als die Groflenordnungen der Umlaufbahnen, betrachten wir die Planeten hier
als Massepunkte.

Das 2. Newtonsche Axiom lautet:
mr(t) = F (F(t))
Somit braucht man folgende Gréflen zur Beschreibung der Bewegung:

Masse m (zeitlich konstant)
Oort #:R—=R3 ts7(t)
Kraft F:R>—R3 Ft) — F(F(t))

Wir betrachten zwei Korper:

Sonne S mit Masse M, Planet P mit Masse m; weiter gilt: M > m ; desweiteren
sei S der Koordinatenursprung des kartesischen Koordinatensystems mit den
drei Achsen z, y, z. Aus dem 2. Newtonschen Axiom und unserer Annahme
M > m, folgt, dass die Anziehungskraft, die von P auf S wirkt, so klein
ist, dass sie praktisch vernachléssigbar ist. Betrachten wir also jetzt nur noch
die Kraft, die von S auf P wirkt. Die Gesamtenergie, die P hat, besteht aus
seiner kinetischen Energie Fj;, und seiner potentiellen Energie E,.. Fiir die
Gesamtenergie F von P gilt:

EGes = Ekin + Epot
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6.2 Welche Groflen benotigt man, um die Bewegung eines Planeten beschreiben zu
konnen?

Epo ist gerade die Anziehungsenergie, die von S auf P wirkt:

Mm
r

Epot = —pt (aus Gravitationsgesetz)

Dann gilt fiir die Gesamtenergie:

= EGes = Ekin + Epot
1 M
= 7mv2 — K m7
2 T

wobei V hier die Relativgeschwindigkeit des Planeten zur Sonne ist. Sei nun

Mm
Epot = = Ur)=U

Kann man U vereinfachen? Es gilt:

2

=4+ +22 = r=ya24y2+22

Aus dem Gravitationsgesetz und dem 2. Newtonschen Axiom folgt:

Dann ist

v o Mm
or  Ox M\/m
2z

= —pmM Ox (—2> (Wf

x oUu oU
= umM 3 <analog 87y’ 82)

= ; ﬁ(f’(t)) = —grad U (44)

Anhand von diesem Spezialfall versuchen wir nun, (44) mathematisch zu for-
mulieren.

6.2.1 Satz. Ein Kraftfeld F : R? — R3 heift konservativ, wenn eine Funktion
V:R* >R mitﬁ:—gradv

existiert. V heifit dann potentielle Energie oder Potential.
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(ANDREAS WEBER, SEBASTIN ZIAJA)

Daraus folgt:

[
|
3

ou
X
U
grad U = Em )
x
Yy
Z

E(t)—%m Y ?+ V(F(t))
<7?t),7“;t)> (grad V,i(t))
zeitlich konstant, da gilt:
d 1 d,. . -
ZE(t) = 5@@@), (t)l+ (grad V,#(t))
= m(F(t), 7 (t)) — (F (7(t)), 7(t))
It
= m(F(t), 7 (1)) — m(F(t), (1))

=0

Die Kraft F () hat eine weitere Eigenschaft: Thr Betrag ist lediglich abhéngig
vom Abstand || des Planeten zur Sonne. Ihr Betrag ist also auf jedem Punkt
einer Kugelschale mit Mittelpunkt S der gleiche:

So 148t sich F(7) schreiben als

F=pl) 7 plr) = o

Dies fithrt zu der grundlegenden Definition des Zentralfeldes:

6.2.2 Definition. Ein Kraftfeld F : R® — R3 heit Zentralfeld, falls eine
Funktion © : R3 — R? mit

FM=o(m)-
existiert.

Unser Potential U erzeugt also gleichzeitig ein Zentralfeld und ein konservatives
Feld. Solch ein Potential nennt man Zentralpotential:

6.2.3 Definition. Wenn U : (0,00) — R dif ferenzierbar ist, dann heifit
ViR SR V() = U(R)

Zentralpotential und es gilt:

F(7) = —grad V(i) = U'(|71) -

S 3y
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6.2 Welche Groflen benotigt man, um die Bewegung eines Planeten beschreiben zu

konnen?
Bei Bewegungen in einem Zentralfeld ist der Drehimpuls
L(t) = 7(t) x m(t)
zeitlich konstant:
d > s o _ -
—L(t) = 7(t)xmrt) + 7(t) x m#(t)
dt N
=0, da F(F)=mr{t); F(7)||7
=0 + 0
=0
Dann gilt fiir die Bewegung von P entweder:
7 7
= L =mi(t) x r(t) =0
= P bewegt sich auf einer Geraden
oder
L 1Lt
= L=c c € R\{0}
= P bewegt sich in einer Ebene mit Normalvektor L

Wir gehen im folgenden von dem allgemeineren zweiten Fall aus (Bewegung in
der Ebene), da sich P auf einer Ellipsenbahn bewegen soll. Mit einer geeigneten
Koordinatentransformation gilt

)= | u()
0
Es gilt:
x z 0
L = y | xm| gy | =m 0
0 0 Ty — TY
= L = m(zy— ty) = const

Die Erhaltungssitze erlauben nun, die Bahnkurve #(y) aus der Losung der
Differentialgleichung

3

=y

|
=
3
=
S

|

o 8
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zu bestimmen. Wir fithren Polarkoordinaten ein.
Die Polarkoordinaten fiir z(¢) und y(t) lauten

z(t) = r(t)cos(p);  y(t) =r(t)sin(p)

Dann folgt:
w(t) = 7 (t)cos(p) —r(t)sin p(t)o(t)
y(t) = () sin(p) +r(t) cos o (t)p(t)
und es gilt:
xy—yi = rcosp(rsing +rpcosp) — rsinp(rcosp — rgsinp)
= 7 cosrsin g + 7 cos? org — 1 cos @f sin ¢ + 2@ sin? @
= r2<p (sim2 p+ cos? go)
= T2(1b
= L = mr2<,b

Der Drehimpuls ist nach der obigen Betrachtung konstant. Also gilt:
L= mr2gb = const

Dann ist auch %rng = const, da m nicht von der Zeit abhéngt.
Man betrachte die Flichengeschwindigkeit % ( von 7 iiberstrichene Fliche):

rdo

do

[

Abbildung 4: In kleinen Zeiten legt die Masse m etwa den Weg rdp zuriick und der
Fahrstrahl iiberstreicht ungefihr die Fliche 0, 5r2dy

Es gilt fiir kleine A:
1 1
Azir-r-d¢:§r2 dy

Daraus folgt
dA 1 ,d 1
T §r2d—f = 57'2(@ = const
Somit ist die Drehimpulserhaltung dquivalent zu der Aussage des 2. Kepler-

schen Gesetzes.

Die Geschwindigkeit 7 setzt sich zusammen aus Radial- und Transversalkom-
ponente von 7. Die kinetische Energie sieht dann wie folgt aus:

1
Eyin = §m (7"2 + r2¢2)
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6.2 Welche Groflen benotigt man, um die Bewegung eines Planeten beschreiben zu
konnen?

und damit die Gesamternergie

1
EGes = §m (7"2 + 7'2@2) + U(T’)

1 1
= §m7'°2 + imT‘ngQ +U(r) (45)
und es gilt:
L2
m2rd

L=mr?p & ¢*=

Setzt man dies in (45) ein, so ergibt sich:

Boes = im(r24r2 L +U(r)
Ges = m (7417 T

Der Ausdruck

heifit effektives Potential. Dann sieht

1 .
Eges = 577”'2 + Ueff(T‘)

aus wie die Gesamtenergie einer eindimensionalen translatorischen Bewegung
mit potentieller Energie Uef (7).
Aus E = §mi? 4 Ueps(r) folgt:

2= 2 (B~ Uy (1)

und daraus

p= )2 (B Uy () (46)

Der Drehimpulssatz 148t sich auch anders schreiben:

L = mr?y
2 dyp

= mr‘—

dt
adpdr
dr dt
do 1 1
By S
dr mr? %
L
mr2r
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und mit (46) folgt:

d 1 1
do 1 .

o mr’ \/% (B —=Ueys(r))
L

r2y/2m (E = Ueyy(r))

und nach Integration folgt:

()
— = / L dr
e r2y/2m (E = Uegs (1))

(o)

mM
T

Setzt man nun das Kepler-Potential U(r) = —pu
gilt:

mM N L?
r 2mr2

Uess(r) = —p
und es folgt:
()

Y — Yo = /
7(0) TQ\/2m (

Wie kann man dieses Integral nun vereinfachen?
Man braucht folgende Idee:  (arccos(z))’ = —

L
dr

mM L2
2mr2

1
1—x

2
Kann man (47) auf diese Form bringen?

() 1

= P—po = / (_ﬁ) dr

V2Rt

in dieses Integral ein, so
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6.2 Welche Groflen benotigt man, um die Bewegung eines Planeten beschreiben zu

konnen?
Nun setzt man zur Vereinfachung p = mfijM
r(¢) (-1)
= ¢—¢0 = [ (-1 - 7 &
7(¢0) \/2m2 + (plQ> - (% o :711>
()

= arccos

(o)

1_1
@ = arccos LF
298 + o
1_1
r_p
& cosp =
208 + o
1 1 mE 1
& - —= = 2— — - COS
r.op p?
= \/2—219 +1-cosp
Setzt € = \/2mEp + 1. Dann gilt
1 1
- —— = —€cosy
rop
1
& - = —(l4+ecosy)
r
p
Rt =
r(e) 1+ ecosp
wobei:
LQ
b= um?2M
mEp?

Damit haben wir die Bahnkurve r(¢) in Abh#ingigkeit vom Winkel ¢.

Wie sieht diese Bahnkurve nun aber aus??

p ist nur ein verstérkender / verkleinender Faktor der Kurve, aber € bestimmt
im wesentlichen die Form der Kurve, wie man schnell mit Hilfe von Maple sieht:
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e Fiir ¢ = 0 erhélt man die Kurven in Abbildung (5) und Abbildung (6)).

24

1.5

0.5

08 6B 4 20774 6 8 10

Abbildung 5: y =

D S
TT0cos(@) N Normalform

0.57

Abbildung 6: y =

1 . .
HTS(I) in Polarkoordinaten

Wie man leicht sieht, bekommen wir eine Kreisbahn heraus (e = 0).

e Fiir e = 1 erhélt man die Kurven in Abbildung (7) und Abbildung (8.

Wie man leicht erkennen kann, liefert uns (¢) eine Parabelbahn (e = 1).

e Fiir € = 2 erhélt man die Kurven in Abbildung (9) und Abbildung (10).
Der Planet beschreibt also eine Hyperbelbahn (e = 2).

e Fiir € = £ erhéilt man die Kurven in Abbildung (1I) und Abbildung (12).

Der Planet beschreibt also eine Ellipsenbahn (¢ = 2).

Fiir vier verschiedene € bekommen wir also vier verschiedene Bahnkurven aus
r(p). Liefert uns r(¢) noch weitere Bahntypen?
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—
[l
—
[
i
[
(i gl
—
=5
—_
A

Abbildung 7: y =

1
Teos@) " Normalform

5 6 |4 4 4 B s
e
47
i
Abbildung 9: y = m in Normalform
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0.4+

0.29

Abbildung 10: y =

1 - .
T2cos(@) N Polarkoordinaten

Abbildung 11: y = —2—— in Normalform
14+ cos(x)

Abbildung 12: y = m in Polarkoordinaten
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konnen?

Wir transformieren zuriick in kartesische Koordinaten:

T = Tcose
= rsingp
2?2 = rlcos?y
2 = rsin?e
s o= 2?4y
Es gilt:
_ p
r f— - -
1+ e€ecosep
& p = r+ercosy
T+ €x
& r = p—ex
2 2
& (p—ex)” = r
= 2242

— p2—2ep:v—|—62:c2 = :U2+y2
o pP o= 224+ y% 4 2epz — 227
= x2(1—62)—|—26px—|—y2
Sei nun € = 0. Dann gilt:
2 2
x
pP=*+y* & ——i—y—z:l
p p

Dies ist gerade die Gleichung einer Kreisbahn mit Radius p?.
Sei nun € = 1. Dann gilt:

P=wzr+1? o z= =

Das ist die Formel einer Parabelbahn.
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Sei nun € # 0, € # 1. Dann ist

2 2
p 2 €p Y
= 2
1—¢e2 v 1—62x+1—62
P ep v\ o\, v
2
= = 2 _
1—¢€ v 1—62$+<1—62> <1—62> R
PR L@ ? v\ s
= ’:U J—
1— €2 1—¢€2 1—¢2 1—¢€2
v\ Y P’ er
< <$+1—62> TToe T 1—62+<1—62>
2 2 2 2,2
€p Y p €°p
54 =
<$+1—62> +1—€2 1—62+<(1_€2)2>
B p2 (1 — 62) + 62p2
N (1 —€2)2
_ (=) +€)
N (1—¢€2)2
2
p
- (1—¢€2)2 48
Fallunterscheiung:
1. 0<ex1
= 1-€>0
2 .2
= (48) hat die Form: (z Q;O) +4 beO =1
Diese Formel beschreibt eine Ellipsenbahn.
2. e>1
= 1-é¢<0
2 a2
= (48) hat die Form: (z anO) _Y beO =1

Diese Formel beschreibt eine Hyperbelbahn.

Mit diesen Kurven wollen wir uns nun naher beschéftigen.

6.3 Kegelschnitte

6.3.1 Vorbetrachtung

Kegelschnitte sind Kurven, die durch den Schnitt einer Ebene mit der Oberfliche
eines geraden Kreiskegels gebildet werden. Als Schnittfiguren erhélt man Kreis-,
Ellipsen-, Hyperbel- oder Parabelkurven. Kegelschnitte werden auch als Kurven

2-ter Ordnung bezeichnet und geniigen der Gleichung;:

ax? + 2bzy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.

84
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Durch 5 gegebene Punkte geht genau eine Kurve zweiter Ordnung. Sie haben
in Polarkoordinaten die Gleichung

r(0) = T reoaa)
1 + ecos(yp)
p: Parameter; e: Exzentrizitédt der gegebenen Kurve

Kegelschnitte haben die Leinlinieneigenschaft: Die Menge aller Punkte M, fiir
die das Verhéltnis der Absténde zu einem Brennpunkt F und zu einer gegebenen
Geraden (der Leitlinie) konstant gleich e ist, ist eine Kurve zweiter Ordnung.

6.3.2 Ellipse

6.3.1 Definition. Die Ellipse ist die Menge aller Punkte M = (x,y), fiir die
die Summe der Absténde von zwei gegebenen festen Punkten Fy und F» (den
Brennpunkten) konstant ist (r1 + ro = 2a) (a = grofe Halbachse)

Leitlinie f v Leitlinie

Abbildung 13: Ellipse

Normalform:

2 2
T+
a b2
a = grofle Halbachse, b = kleine Halbachse
Die Ellipsengleichung in kartesischen Koordinaten soll auch noch angegeben

werden. Aus der Abbildung [13 liest man unmittelbar

ry = (x —¢)? 4 y?
ry = (x4 ¢)? + y?

ab, so dass die Bestimmungsgleichung fiir die Ellipse

ntr= V-2tV o2+t =2a
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lautet. Mit ¢ = Va2 — b? gilt:

2 2
r1+r2=\/<x—\/a2—bz> +y2+\/(x+ a2—62> +y? = 2a

Diese 16sen wir nun nach b? auf und erhalten

2o y2a?

a2 — 12
2 2
2 2 y-a
b2
2 2 2
a“ —x Y
& = =
a? b2
2 2
_ Yy x
= 1 = bj‘Fﬁ

Polarkoordinaten:

I —
1+ ecos(p)

Die Leitliniengeraden sind der kleinen Achse parallel und haben von dieser
den Abstand d = 2. Dann gilt:

P

Ve < 1

(] T2

_ = — = €

di  do
Der Kreis ist ein Spezialfall der Ellipse (a = b = r). Die beiden Brennpunkte
fallen im Mittelpunkt des Kreises zusammen. Alle Eigenschaften der Ellipse

konnen sinngeméaf iibertragen werden.

v

-

L

& Fz |

Abbildung 14: Praktisches Zeichnen einer Ellipse

Fine Ellipse 148t sich praktisch zeichnen, wenn man eine Schnur an den beiden
Brennpunkten (F; und Fb) befestigt und mit ihrer Hilfe, in der Abbildung
(6.3.2) am Punkt M gezeigt, einen Stift fiihrt.
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6.3.3 Parabel

6.3.2 Definition. Die Parabel ist die Menge der Punkte M = (x,y), die von
einem festem Punkt (Brennpunkt) F = (-c,0) und einer festen Gerade (Leitlinie)
gleich weit entfernt sind.

Leitline

Abbildung 15: Parabel

Normalform:

2
y° = 4dex
Auch die Parabel wollen wir noch in kartesischen Koordinaten notieren. Aus
der Abbildung 15/ist » = /(¢ — x)? 4+ y? abzulesen, so dass aus r = ¢ + x nach
Quadrieren 32 = 4czx folgt.

Polarkoordinaten:

_ p _ p _
r= = e=1
1+ecos(p) 14 cos(p)

Die Leitlinie verlduft parallel zur y-Achse

6.3.4 Hyperbel

6.3.3 Definition. Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte M = (x,y), fiir die
die Differenz der Absténde von zwei Brennpunkten F} = (-¢,0) und Fy = (c,0)
konstant ist (=2a). Die Punkte, fiir die r1 — ro = 2a ist, gehoren einem Zweig
der Hyperbel an, die Punkte, fiir die ro — r1 = 2a gilt, gehéren dem anderen
Zweig der Hyperbel an.
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Leitlinie, 4 Leitlinie

Abbildung 16: Hyperbel

Normalform:
2 2
e
a b2
In kartesischen Koordinaten ist hier
ry = (c+x)2 4 y?
ry = (¢ —x)2 4 y?

ab, so dass die Bestimmungsgleichung fiir die Hyperbel

n—ra=(c+z)?+y? = V(c—2)?+y? =2a

lautet. Mit ¢ = Va2 + b? gilt:

2 2
7“1—7“22\/( a2—|—b2+x> +y2—\/(\/m—x> +y?=2a

Wir 1ésen nach b2 auf und erhalten

2o y2a?
a2 — 22
o 22 = _Z/Z;lz
2 2
Polarkoordinaten:
r= l—k%i)s(gp) fir e > 1
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Die Leitlinien sind Geraden, die auf der xz-Achse senkrecht stehen und diese
a

in der Entfernung d = ¢ vom Mittelpunkt schneiden. Es gilt fiir jeden Punkt
P(x,y):

n_nr

di  ds

Wir haben bereits die Giiltigkeit der ersten beiden Keplergesete nachgerechnet.
Es bleibt noch das dritte Keplergestz zu zeigen. Dies wollen wir erreichen iiber
die Berechnung der Umlaufzeiten. Nach dem zweiten Keplergesetz gilt fiir die
vom Radiusvektor in der Zeit ¢ iiberstrichene Fliche:

dA 1 5. L c .
— =_r = — = = ¢ = const.
it 27 S~ am =~ 2
L=mr2¢ = %:c
Es gilt:
T
dA
A = / LPaw=1. A=nab
, dt T2
= 1 = b
5L = ma
b
= T = 27% (49)
c
Mitp:ﬁijM:;—Mundp:b—folgt
b2_a762
pM-
= ,/a;—;/‘, eingesetzt in (49) ergibt:
2
a c
T = 202 [al
7Tc a,uM
22
5 ja” ¢
3
a
= 4p?—_
T Y,
N T  A4rn?
a3 uM

Da (%j,) fiir alle Planeten denselben Wert hat, gilt fiir zwei beliebige Planeten

2 2
(bei Vernachldssigung der Eigenmassen:) Z—}; = % Dies ist gerade die Aussage
1 2

des 3. Keplerschen Gesetzes.
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6.4 Wie hingt ¢ von der Energie ab?

B 1+2mEp2 . o
- L2 ’ p_vaM
B - 2mELA
- 72m4M2L2
2FL?
2 _
- ¢ = U oamp
= 2FL* = (&-1)y*m*M?
23172
y*m> M
= F = 2=
(6 ) 2L2
const > 0

Also gilt fiir die Gesamtenergie E:

E=FEpin+Ep=(—1)c ; ¢>0, ceR

3 Falle gilt es nun zu betrachten:

90

1. 0<e< 1t

Eyin +Epot < 0 &
|Epot| > Ekm

Die potentielle Energie ist betragsméflig grofler als die kinetische Energie
des Planeten. Der Planet kann sich nicht von der Sonne entfernen. Er
kreist in einer Ellipsenbahn um die Sonne.

. e=1:

Ekin"‘Epot = 0 =
|Ep0t’ = Egn

Die potentielle Energie ist betragsméfliig nun genauso grofl wie die kine-
tische Energie des Planeten. Der Planet bewegt sich auf einer Parabel-
bahn. (Dieser Fall kommt in der Wirklichkeit nicht vor.)

.e> 1

Ekin+Ep0t > 0 <
’EPOt’ < Ekin

Die potentielle Energie ist betragsméfig kleiner als die kinetische Energie
des Planeten. Der Planet hat nun genug kinetische Energie, um sich auf
einer Hyperbelbahn (trotz der Anziehung durch die Sonne) von der
Sonne zu entfernen.
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6.5 Das Zweikorperproblem

Betrachten wir nun zwei Planeten P; und P, mit beliebigen Massen m; und
my. Es gilt
d27
dt?
\",-/
'

Dann folgt aus dem Gravitationsgesetz:

nl mims =
{ Fiog = =752

F=m

T12
mimao =

Foy = =y 5

}=> Fig+Fy =0,daris = 1o—17

2
& /Zmii‘idt:c; ceR
=1
2
& mir; = ¢
> i
=1 ﬁ

Der Impuls p'= m; 7 bleibt konstant (Impulserhaltungssatz). Daraus folgt

ﬁ12 = —ﬁgl ] ﬁ = mF
Diese Gleichungen besagen, dass E und damit F nicht von 7 und 7 abhéngt,
sondern nur von der Kombination: '} — 5. Man zerlegt nun das Zweikorper-

problem in die Bewegung des Schwerpunktes R (Absolutbewegung) und des
Differenzenvektors 7 = i — 7 (Relativbewegung). Fiir den Schwerpunkt gilt:

— m1F1 + mgfg
R e .
my1 + mo

wobei R die Koordinaten des Schwerpunktes S sind. Sei 7= 7} — 7. Es gilt:

myn = F(F7t)

mym = —F(F7t)
=min+men = 0

SR = 0

= }_é = const.

Der Schwerpunkt bewegt sich gleichférmig. Diese Bewegung ist also vernachléssig-
bar. Weiter gilt:

L L ) (50)
mi + mg mi + ma
mimsg .~ mi o
_— ——F (7,7t 51
7712%-771179 ma +my ( ) (51)
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(50) - (51) liefert:

momi .-~ mims .- ma S 7 mi I

— B = ——F(7,7t) F(7,rt)

mi + ms mo + my mi + ms mg + my

maomsy = my+mg ,, > L7
—— i = ——=F(F,"t) = F(7,7,1)
mi + ms mi1 + mo
S—— S——
reduzierte Masse =1
Dieses Problem haben wir aber bis auf den konstanten Vorfaktor % be-

reits bei der Behandlung des Keplerproblems gelost. Die Relativbewegung ist
also zu der Bewegung im Kepler-Potential dquivalent und beide Planeten be-
wegen sich auf Kegelschnitten. Wie kommt man nun von der Gleichung der
Relativbewegung zuriick zur Bewegungsgleichung der beiden Planeten?

Wie oben bereits definiert, gilt :

m17T1 + m2F2

E == _— N 7?:7? —/,_"
mi + ms ’ ! 2
ro = _’1—77
(m1+ma)R = myfy + ma(7 —7)
= my7r] + maTl — mor
o = mg o = my
= 1=R t)=R T
| T 1(t) = R(t) e —
(m1+ma)R = maiy +my (7 +7)
Moty + mi7y + mi7
o =~ mi N o = mi o
= r :R—ir r9(t :Rt - r
5 e 2(t) = R(1) e —

Ist 0 < € < 1, fiir beide Planeten so umlaufen die zwei Kérper - um den Winkel 180 verschoben
- den gemeinsamen Schwerpunkt S auf &hnlichen Ellipsen. Der Schwerpunkt des
Systems ist der gemeinsame Brennpunkt der beiden Ellipsen.

Fiir die groflen Halbachsen gilt: a, = c% ;1 = relativ
mo ma
:> a1 = —fC— . a9 = —C—
! E E

2L —const =2
ag my

Die Achsen sind den Massen umgekehrt proportional.

Gilt my = m <« my = M, dann gilt a1 > a9, dann kommt man zum Kepler-
problem. Somit ist das Keplerproblem ein Spezialfall des Zweikorperproblems.
Um uns dies besser vorzustellen betrachten wir die Abildungen [17 und [18.

Wir haben bereits bei der Definition des Dreikoérperproblems festgestellt:
Das Dreikorperproblem ist nicht (eindeutig) 16sbar. Nur Spezialfiille sind lésbar,
aber warum? Dieser Frage wollen wir nun auf den Grund gehen!
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Abbildung 17: Gravitationsbewegungen zweier Koérper im Schwerpunktsystem.
Die beiden Korper laufen auf Ellipsen um den gemeinsamen Schwerpunkt S,
wobei S den einen Brennpunkt beider Ellipsen bildet. Im oberen Bild ist % =

1,1, im unteren (% > 1) bleibt der Korper 1 immer in der Nédhe von S, so

dass der Korper 2 eine Ellipse um den Koérper 1 als Brennpunkt beschreibt
(erstes Keplersches Gesetz der Planetenbewegung).

Abbildung 18: Gravitationsbewegungen zweier Koérper im Schwerpunktsystem.
Die beiden Korper laufen auf Hyperbelédsten um den gemeinsamen Schwerpunkt
S, der wieder den Brennpunkt beider Hyperbeléste bildet. Im linken Bild ist
My

L = 1,1, im rechten % = 10.
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6.6 Das Dreikorperproblem

Dazu betrachten wir allgemeine Aussagen iiber das n-Korperproblem.
Wir haben nun n Kérper in einem kartesischen Koordinatensystem. Dann kénnen
wir die Gravitationskraft wie folgt schreiben:

- MMy Tay oL
ny:_ﬂ ) ) ; Txy:|7"y_rx’
Txy T:cy

Um die nachfolgenden Rechnungen zu vereinfachen, wihlt man im folgenden
die Einheiten fiir Zeit, Strecke und Masse so, dass p (= Gravitationskonstante)
1 wird. Dies wird z. B. erreicht, indem man

e Strecken in Lichtsekunden
1 Ls~3-10%m
e Massen in Erdmassen
1 mprge = 5,977 - 104 kg
e die Zeit in 259.972s ~ 3,01d mifit.

Sei nun im folgenden p = 1. Es gilt

F = mr
" omymy 7
E imy Tkj
= mp g = E ;2 T—J (52)
j=1, jAk o ak TR

Da sich die Kraft in die z-, y-, und 2- Richtung des kartesischen Koordinaten-
system zerlegen 148t, erhélt man also 3 n Differentialgleichungen 2ter Ordnung
oder 6 n Differentialgleichungen 1ter Ordnung. Man erhélt Gleichungen
Summiert man in diesem System alle Krifte auf, so erhilt man:

° " i mimi T

5 M Thyj
DT S S )
=1 h=1j—1, j2k ik kj

da die Summe der Krifte zwischen zwei Korpern 0 ist. (7, = —7%;). Daraus
ergibt sich

ka _.672; = 0 (53)
k
= ka _:77;. = const.
k
Also bleibt der Impuls g, = my "% in einem solchen System erhalten. Fiir den

Schwerpunkt R eines Systems von n Koérpern gilt:

B Dk Tk

e
Aus (53) folgt der Schwerpunktsatz:
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6.6.1 Satz.
R(t) = at + b; a, beR?

Der Schwerpunktsatz liefert also 6 Konstanten der Bewegung. Somit bleiben

Gleichungen

Legt man zusétzlich den Koordinatenurspung in den Schwerpunkt, so erhilt
man:

Multipliziert man (52) mit 7 (skalar) und summiert iiber alle k auf, so erhilt
man:

n —
= mimg  Tkj 5
m = — - —= 54
> = Y T Ty ()
k=1 ko Jk J
Fiir die Gesamtenergie eines Systems von n Kérpern gilt:

E = Eun+U U Potential mit — grad U = F (7(t))

n

= Z%mk‘_;%|2+ Z —mj?nk

k=1 \<k<j<n ' I¥
Es gilt:
d |1 I 1 Sy
it §ka‘ | = 2;277%%%
Ekin

n
= Y mek
k=1

Da grad |z| = I%I und grad (5) = g% (g grad f — f grad g) gilt, ist:

d mmg mimg Tkj (5 S
) st

Thi r
k<j N Ik

k<j ik Tk Tik Tk
B mimyg  Tki S
=22 ok
kE j ik Jk
Also 148t sich (53) schreiben als:
d d
%Ekin = %(_U) | U= Epot

d
< a (Ekm + Epot) = 0
= Eit) = ¢ ceR
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Die Energie in einem System von n Korpern ist also zeitlich konstant. Unser

System reduziert sich auf Gleichungen

Der Drehimpuls L(t) ist definiert wie folgt:
L(t) = #(t) x m#(t)

Bildet man in (52) das Kreuzprodukt mit 7 von links und summiert alle Kréfte
auf, so ergibt sich:

o = o mimg o o o o
E mEpTe X = g E T X J3 T =0, dary xr;=—r; X7}
k

e
ik j#k 7k

Es gilt dann:

d <Z o 4) 5 5 o =
— mpTe X 5| = E mr %X &+ E mEpTe X =0
i\ k 0 k

L(t)

Daraus folgt L(t) = d, d € R3. Der Drehimpuls bleibt erhalten. Aus den Er-
haltungssétzen von Energie, Impuls und Drehimpuls folgt schlieflich ein System
mit Gleichungen. Wir haben unser System von 6n Gleichungen 1-ter
Ordnung auf 6n — 10 Gleichungen reduziert.

Betrachtet man das Problem mit zwei Koérpern, so bleibt ein System von 6 -
2 — 10 = 2 Gleichungen 1-ter Ordnung. Im Kapitel Zweikdrperproblem haben
wir bereits das Zweikorperproblem geschlossen gelést. Um die zwei restlichen
Gleichungen 16sen zu koénnen, haben wir anstatt der Koordinaten x(t), y(t)
die Polarkoordinaten r(t), ¢(t) eingefithrt und mussten die Zeit ¢ eliminieren.
Deswegen konnten wir eine Bahnkurve r = r(p) angeben, die uns nur den Typ
der Bahn liefert, jedoch nicht, wann genau sich der Planet an welchen Ort
befindet (dies hétte uns nur eine Bahnkurve r = r(t) geliefert).

Beim Dreikdrperproblem bleiben 8 iibrig. Man kann diese hochstens auf 6
durch Einfithrung anderer Koordinaten und Elimination der Zeit verkiirzen. Da
man in diesem Fall jedoch keine allgemeine Losung des Systems finden kann, ist
das Dreikorperproblem nicht geschlossen losbar, es sind nur Spezialfiille exakt
losbar.

FEinen dieser Spezialfille, die exakt l6sbar sind, werden wir nun im folgenden
betrachten:

6.6.2 Satz. Lagrange, 1772

Das Dreikorperproblem 1dft sich durch elementare Formeln streng 16sen, wenn
man annimmmt, dass das von den drei Himmelskoérpern gebildete Dreieck sich
selbst dauernd &dhnlich bleibt.

Der genannte Spezialfall des Dreikérperproblems 1483t sich als einer der wenigen
noch exakt 16sen. Bei dem Beweis werden sich 4 Aussagen ergeben:

1. Die drei Planeten bewegen sich in einer Ebene.
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2. Die Resultierende der Newtonschen Kréfte in jedem der drei Punkte geht
durch ihren gemeinsamen Schwerpunkt.

3. Das von ihnen gebildete Dreieck ist gleichseitig.

4. Die drei Planeten beschreiben einander dhnliche Kegelschnitte, die den
Schwerpunkt zu einem ihrer Brennpunkte haben.

Seien nun drei Planeten Py, P», P3 mit dazugehorigen beliebigen Massen my,
mg und ms3 gegeben. Nach Punkt 3 sollen die Planeten ein Dreieck bilden, sie
konnen nicht auf einer Geraden liegen. Sie spannen also eine Ebene E auf, wobei
ihr Schwerpunkt O auch in dieser Ebene liegen muss. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit wird angenommen, dass 0 ruhend ist. E dreht sich also um 0 mit
einer resultierenden Drehung &, wobei 0 fest im Raum ist. Wir versetzen uns
auf £/ . Dann sind

e 7; Vektor von 0 zu Pj;

° U, d(%- die von F aus beurteilten Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
der Pl

Somit sieht die Bewegungsgleichung wie folgt aus:

=1 2@x®) 4+ FF-@)-mFR + & X 7 (55)
—— —_—— N——"
Coriolisbeschleunigung  _ O X (u—j % 7?*) lineare Beschleunigung

Zentripetalbeschleunigung

Die Coriolis-, Zentripetal- und lineare Beschleunigung bewirken in unserem ro-
tierenden Bezugssysteme Kréfte, die nur in diesem System existieren. Diese
Krifte, die sogenannten Scheinkrifte, sind von aulen nicht beobachtbar. Zu-
dem gilt

Fi my Pa  mg T3
=y g (56)
mi Ty T2 Ti3 T13

Wir legen nun in die Ebene E ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Die - und
die y- Achse spannen E auf. Unsere einzige Forderung ist, dass 0 Nullpunkt sei.
Die z- Achse steht senkrecht zu E. Wir zerlegen nun & in z-, y- und z- Richtung.
Es gilt

W= , , T 57
(p, q,_) (57)
T Yy z

Wir werden Punkt (1) des Beweises nicht zeigen, da der Beweis dieses Punktes
zu aufwendig wére. Nehmen wir nun also an, dass sich die Planeten in einer
Ebene bewegen. Dann sind die &- Komponenten in z- und y- Richtung 0. &
sieht dann wie folgt aus:

&=(0,0,r)
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Nun sei r (Drehung von E in sich) so bestimmt, dass 7 eine feste Richtung
in E hat. Daraus folgt, dass auch 7 und 73 feste Richtungen in F haben und
somit gilt:

ﬁ(t) = )\(t) (ai, bl‘, 0)
A(t) beschreibt die zeitliche GroBenédnderung der Vektoren 0 P; = 7;. Weiter
gilt:

Gi(t) = At) (ai, b, 0)
W~ 30 (o b 0) %)

Also hat die in (56) dargestellte Kraft F} verschwindende z- Komponente (da
F = mr), die z-, y- Komponente ist umgekehrt proportional zu \2. Also
setzen wir abkiirzend:

—

Fp 1

m; N )\2
Wie sieht nun die z-, y- Komponente von(55) aus?
Mit (58) und (59) folgt:

(Li, M;, 0) (59)

B _ @ avay+a (19) -7 w? + @ x
m W X U; w 7 w0 T W WX T;
a; 0 a; 0 0
= Al b +2X1 O X b; + 0 (AMai, b, 0)) | O
0 T 0 r r
a; 0 a;
Mo PNl O ] x| b
0 T 0
a; ] —b;r 0
= M| b + 2 a;r + 0 -A-0
0 0 r
ai'r2 —bﬂ‘“
—A bﬂ“2 + A aﬂ'“
0 0
L.
1 (A
- — | M
2 1
A 0

Daraus folgt fiir die
z- Komponente

5 Li = Aa;+2\(=bir) — Aair? — bAr

()\ — )\T‘Q) a; — <2j\r + )w*) bi (60)
und fiir die
- Komponente
% M, = )\bz + 2).\(11'7‘ — )\bi’l"2 + a; A7
(61)

= (QXT + M“) a; + ()\ - )\7"2> b;
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Aus dem Drehimpulserhaltunssatz folgt, da

L = mrxv |7l
= mrv; | U; = &1
= Mmrar;
= md|r?

L = Zmid}]rﬂzzconst.

0
s L[ = Zmi|ri|2 0 | = const.
r

& L o= TZmim\z =% Zmi (a? + bf) = const.
Wir schreiben dafiir:

Mr = = const.
= () = 2+ 2% =0
& 20+ M = 0

Dann vereinfachen sich jedoch (60) und (61) wie folgt:

1 . L; .
Shi=(A=x)a & 2= (1-x?)
)\2 473
1 e My (v oo
ﬁMl_()\—)\r)bz & =X ()\—)\r)
L; M; . . 2
o T 25 2o N2 A
a; b; A
Es gilt
— m
P = F(Lia M;, 0)
B . ml)\ a; Lz‘ my 0
71 X F1 = 7 bz X Mz = T 0 =0 (62)
0 a; M; — b; L;
= ™ = c- ﬁl, celR

Daraus folgt, dass F| durch den Schwerpunkt geht (Punkt (2)).
Mit (62) gilt aber auch:

771 X F1 m2771 X 772 m3771 X 773
e L (63)
my T2 13

Der Schwerpunkt 0 ist nach Vorraussetzung der Koordinatenursprung. Also gilt:

miTy + meoTy +mgry = 0
& Ty = —— (M7 + mars)
ma

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 99
Ausarbeitung durch die Studierenden



6 PLANETENBEWEGUNG UND N-KORPER-PROBLEM
(ANDREAS WEBER, SEBASTIN ZIAJA)

Dann gilt aber:

meo (7?1 X ’FQ) + ms (7?1 X ’f‘},)

. 1 . . Lo
= mory X (—(mﬂ‘l + mg?”g)) + msry X 73
mao
1 X (—(mlf’l + m37_"3)) + ms7 X 73

|
=

— —

= —7r1 X (m37?3) + ms3 (7“1 X 7?3) =0

= mo (7?1 X FQ) = —mg3 (7?1 X Fg) (64)

Nach (63) gilt:

mQT_’i X 'FQ m37_"1 X F3

=0
3 3
T2 T3
<:>(64) mQT_"l X 772 _ mo (T_ﬁ X 172) —0
3 3 -
T12 T13
L oL (1 1
g mory XT3 | 5 — —5 | =0
T2 T3
= rg = |y — 71| = ri3 = |3 — 7]
Analog erhélt man ro3 = 791, 31 = r3o. Also bilden die drei Planeten ein

gleichseitiges Dreieck (Punkt (3)).

Wir bezeichnen nun eine Dreiecksseite 7; mit 7j; = Ay, wobei s = \/(ag —a1)? + (by — b1)2.
Es gilt:

. Ly
A _ a1y
my Ao 0
- 32 Fl? + 3 F13
12 13
Ly as — ai az — ai
= [ ] = B2 b |+ b
0 12 0 13 0
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Es gilt:
iy = |-l
= (WVlas— a2+ s - 0)?)
— )\383
1
= L1 = g[mg(ag—al)—i—mg(ag—al)]
L 1
o o 3<m2<a2_1>+m3(a3_1>)
al S al aq
= —miaj
—_—~
maag + msas
= 3 —mog —mg+ —
S ai
1
= 3 (—mg —m3z —mq)
_ Li_ M
oa b
Somit wird aus A2\ — “—; = 5—;
2
. 1
A\ — MT = —g(ml + mg + ms3)

Vv
const.

(Differentialgleichung fiir \)
Gibt es iiberhaupt eine Losung dieser Differentialgleichung?
Sei A = const. Dann gilt

M233
m1 -+ mg + ms3
~—_—

=M

A= M = Gesamtenergie

Die Planeten bewegen sich also auf einer Kreisbahn um ihren Schwerpunkt.
Dann folgt aus \?r =

Die Planeten bewegen sich gleichférmig auf einer Kreisbahn um 0. Nun be-
trachten wir die Bewegung nicht mehr von E aus, sondern von einer mit F
zusammenfallenden, aber raumfesten Ebene E’. In E’ fallen alle Scheinkrifte

weg und es gilt:
m;
|F| = —A;\/L%ME
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6 PLANETENBEWEGUNG UND N-KORPER-PROBLEM
(ANDREAS WEBER, SEBASTIN ZIAJA)

Wie gezeigt gilt:

L; B Mi_ 1 )
a by 3
m
= |F| = /\2;3M\/a?+b?
a;
o= ANt | b
0
|ri]?
D
a?+b?

Fithren wir nun eine Ersatzmasse

’ITL; = 4 83
ein, so ergibt sich fiir die wirkende Kraft:
mi M
F|l= —
= T

denn es gilt:

"(a? + b? 3
F| o= TN e S
Irif*s (af +b7)2

Iril?

Also bewegt sich jeder Korper so, als ob er die Masse m/ hitte und von einer
in 0 ruhenden Masse M angezogen wiirde, also auf Kegelschnitten mit 0 als
einen Brennpunkt (Punkt (4)). Ein Beispiel fiir ein solches System von 3 Him-
melskorpern, die sich auf einem gleichseitgien Dreieck und auf Ellipsenbahnen
um ihren Schwerpunkt bewegen, ist das System Sonne-Jupiter-Tropanerasteroide.
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6.7 Planetendaten

6.7 Planetendaten

Masse m des Planeten Mittlere Entfernung e Umlaufdauer | Aquatorialer
zu Sonne (in Jahren) Radius
Planet absolut relativ zur absolut relativ zum
(in 10%*kg) Masse mg | (in 10'2m) | Erdbahn-
der Erde radius rg
m in 10%%kg % e in 107%2m i Tina R in km
Merkur 0,328 0,053 | 0,0579 0,387 0,24 2 489
Venus 4,83 0,815 | 0,108 0,723 0,62 6 052
Erde 5,98 1,000 | 0,149 1,00 1,00 6 378
Mars 0,637 0,107 | 0,228 1,52 1,88 3 398
Jupiter 1 900,0 318,00 | 0,778 5,20 11,9 71 398
Saturn 567,0 95,22 | 1,43 9,54 29,5 60 330
Uranus 88,0 14,55 | 2,87 19,2 84,0 25 400
Neptun 103,0 17,23 | 4,50 30,1 165,0 24 300
Pluto 0,66 0,11 | 5,91 39,4 248,0 1100
zum Vergleich
Sonne 1 989 000,0 332 600,0 - - - 696 000
Mond 0,0735 0,012 - - - 1738

Die wichtigsten Daten der Planeten des Sonnensystems und einige Vergleichsdaten

Planetoiden — Giirtel

Jupiter

Abbildung 19: So sehen die Planetenbahnen in unserem Sonnensystem aus.

Ausarbeitung durch die Studierenden
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7 ZUR THEORIE DER EPIDEMIEN
(MARGRET HECKMANN)

7 Zur Theorie der Epidemien
(Margret Heckmann)

7.1 Differentialgleichungen mit verzégertem Argument

7.1.1 Definition. Sei ¢y € R. Eine Differentialgleichung mit verzégertem Argument
oder Differenzendifferentialgleichung ist eine Gleichung der Form

y'(t) = ftyt),yt —w))  (t>to),

worin f : [tg,00) x R xR — R eine differenzierbare Funktion und w > 0 eine Konstante
bezeichnet. Gesucht ist dabei die Funktion y : (t9,00) — R.

Anhand des Beispiels
yt)=yt—-1)  (t>to)

soll nun die typische Vorgehensweise beim Losen von Differenzendifferenzialgleichungen
aufgezeigt werden. Um die gesuchte Funktion y(¢) herauszufinden, muss man bereits
die Werte y(t) fiir to — 1 < t < to kennen. Dieser Tatsache wird durch die Vorgabe
einer stetigen Funktion g : [tg — 1,¢9] — R und die Forderung der ” Anfangsbedingung”
Yl[to—1,60) = g Rechnung getragen.

Konkret sei nun ¢g = 0,y = 0 auf [—1, 0]. Dann folgt

y(t)=yt—-1)=1 auf[0,1] = y(t)=t+c mitceR.
Da die gesuchte Losung y stetig sein soll, fordern wir:

limy(t) = 1 = limy(t) = c.
t%ly() tlfély() c

Dies legt die Konstante ¢ eindeutig fest und wir erhalten schliefSlich
y(t)=1+1t auf [0,1].
Im Intervall [1,2] ist dann
yt)=yt—-1)=1+@t-1) = y(t)=t+%~(t—l)2+c mit ¢ € R.
Wiederum erhalten wir aus der Stetigkeitsforderung eine Bestimmungsgleichung fiir c:

1 = =i =1 .
lngxlly(t) 2 l;ﬁly(t) +c

Hieraus folgt ¢ = 1 und demnach
1 2
() =1+t+5-(t—1)* auf[1,2]
Die Vorgehensweise im Intervall [2, 3] ist nun klar: Fiir ¢ € [2, 3] ist
1
Yt =yt-=1)=1+-1)+5 (-2’
und demnach

1 1
y(t):t+§'(t—1)2+6-(t—2)3—|—c mit ¢ € R.
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7.2 Lineare Differenzendifferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Das gleiche Argument wie oben fiihrt auf limyo y(t) = I = limy o y(t) = 5 + ¢ und
somit ¢ = 1. Es folgt

1 1
y(t) =1+t+5- (15—1)2+6 ~(t—2)* auf [2,3]
Dieses Verfahren kann dann vollig analog und beliebig oft fortgesetzt werden, so dass
sich schlieBlich (per Induktion) die folgende Formel ergibt:

m+1

y(t)=ZW (m<t<m+1).

Beachte: Die Ableitung y’(t) ist keine stetige Funktion, da sie z.B. bei ¢t = 0 unstetig
ist:

limy/(t) = d limy/(¢) = 1.
tl%gy() 0 un im y'(t)

Ab t = 2 treten nur noch Unstetigkeitsstellen in den hoheren Ableitungen auf.

In diesem Beispiel existiert die Losung fiir alle t > 0. Die explizite Formel fiir die Lésung
y lasst von ihrer Struktur her Ahnlichkeiten mit der Exponentialreihe erkennen.

Die Vorgehensweise, die bei der Berechnung des obigen Beispiels einer Differenzen-
differentialgleichung zum FErfolg gefithrt hat, ist die folgende: Ausgehend von einer
vorgegebenen stetigen Funktion auf dem Intervall [0, 1] wurde die Losung schrittweise
auf aufeinanderfolgende Intervalle der Linge 1 ausgedehnt. Die Losung auf dem jeweils
betrachteten Intervall wurde dabei aus der Losung auf dem vorangehenden Intervall
und der Forderung nach der Stetigkeit der Losung berechnet.

In jedem Intervall wurde dabei eine gewohnliche Differentialgleichung geldst, die im
allgemeinen Fall nicht linear ist. Wir wenden uns nun der einfachsten Klasse der Diffe-
rentialgleichungen zu, ndmlich den linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.

7.2 Lineare Differenzendifferentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Diese haben die Form
ao -y (t) +bo-y(t) +b -yt —w) = f(t) fiirtg<t<oo
mit der zugehorigen ” Anfangsbedingung”
y(t) =g(t) fiir tg —w <t < to,

wobel ag,bo,b1 € R, ay # 0, vorgegebene Konstanten und f : [tg,00) — R, g :
[to — w,to] — R stetige Funktionen bezeichnen. Gehen wir wie im vorangehenden
Beispiel vor, so werden wir auf die gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten und stetiger rechter Seite

ao-y'(t) +bo-y(t) = f(t) —byr-g(t —w) mitt€E [ty,to+ w]

gefithrt. Das Losen dieser Gleichung erfolgt zunéchst durch Trennung der Variablen
und Variation der Konstanten. Eindeutig wird die Losung durch die Forderung einer
Anfangsbedingung; wir wihlen die Anfangsbedingung

= 1'
y(to) lim y(1),

die gerade zur Stetigkeit von y im Punkt ¢y und damit auf [ty — w, tg + w] dquivalent
ist. Genau wie im Beispiel aus dem letzten Abschnitt ldsst sich nun eine Losung y
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7 ZUR THEORIE DER EPIDEMIEN
(MARGRET HECKMANN)

schrittweise auf die Intervalle [t —w, to+nw] (n € N) ausdehnen, indem man sukzessive
fiir n € N die Anfangswertprobleme

ap -y (t) +bo-y(t) = f(t)=bi-ylt—w) (t€ [to+nw,to+ (n+1)w])
ylto +nw) = pim y(t)

16st. Die so konstruierte Funktion y : [tg, 00) — R ist stetig und erfiillt die Differenzi-
algleichung

Y () = —bo - y(t) — bl(;j(t —w) +f{)

fiir ¢t € [to,00) \ {to + nw : n € N}

Nun ist die rechte Seite jedoch stetig auf dem ganzen Intervall [tg, 00); insbesondere
stimmen in den Nahtstellen tg 4+ nw (n > 1) die linksseitige und rechtsseitige Ableitung
von y iiberein. Als einfache Anwendung des Mittelwertsatzes folgt dann, dass y auch in
den Nahtstellen differenzierbar und damit sogar stetig differenzierbar auf ganz (tg, 00)
ist.

Laut Anfangsbedingung ist y = g auf [to — w, t]. Es stellt sich nun die Frage, wann y
aufgefasst als Funktion y : [tp — w,00) — R stetig ist (oder dquivalent, wann y in tg
stetig ist). Hierfiir soll zumindest eine hinreichende Bedingung formuliert werden: Wir
setzen voraus, dass g auf [tg — w, to| stetig differenzierbar ist. Fiir die linksseitige bzw.
rechtsseitige Ableitung von y in ¢ folgt dann:

aoy'(ty) = aog'(ty)
aoy'(tg) = [f(to) — bog(to) — brg(to — w).

Aus dem Mittelwertsatz schlielen wir, dass stetige Differenzierbarkeit von y im Punkt
to genau dann vorliegt, wenn die beiden rechten Seiten iibereinstimmen.

7.3 Theorie der Epidemien
Modell

Eine Population denken wir uns immer bestehend aus den vier Klassen

= infektiose Individuen

infizierbare und der Ansteckung ausgesetzte Individuen
empfangliche, aber noch keiner Ansteckung ausgesetzte Indivduen
= immunisierte oder bereits gestorbene Indivduen

I

E
S
R

zusammengesetzt. Es bezeichne weiter I(t), E(t), S(t) und R(t) die relative Haufigkeit
der Individuen der entsprechenden Klasse zur Zeit ¢ > 0 bezogen auf die Gesamtpo-
pulation. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 seien die Klassen E und R leer. Hinzu kommt, dass
ein Individuum nicht nach belieben von einer Klasse in eine andere wechseln kann;
es sind vielmehr sinnvollerweise nur bestimmte Ubergiinge erlaubt. Formalisiert ergibt
sich folgender Rahmen:

e t>0

e Erlaubte Uberginge sind: S — F — I — R.
e SH)+E(®)+1I(t)+R(t)=1firt>0

e E(0) =0= R(0)
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7.3 Theorie der Epidemien

Regeln

Regel 1
Ein Individuum, das zur Zeit ¢ infektios wird, geht zum Zeitpunkt ¢ + w in die Klasse
R iiber.

Regel 2
Ein Individuum geht erst dann von E nach I iiber, wenn die Dosis m > 0 aufgenom-
men wurde. Wenn es zum Zeitpunkt ¢ in die Klasse E eintritt wird es infektios zum
frithesten Zeitpunkt ¢ mit

t

p / I(t)dr=m

ty
p > 0 ist eine Konstante, die spezifisch fiir eine bestimmte Krankheit ist.
Regel 3
Der Anteil der Individuen, die zu einem Zeitintervall At der Infektion erstmalig ausge-
setzt sind, sei proportional zu I und S, d.h.:

AS = —rI(t)S(t)At,

wobei r wiederum eine krankheitsspezifische Konstante ist. (Grundgedanke dieses An-
satzes ist folgender: Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei sich zufillig treffenden In-
dividuen eines infektiés und das andere blofl empfinglich ist, ist gerade 2I(¢)S(t).) In
differentieller Form geschrieben lautet die obige Differenzengleichung

S'(t) = —rI(t)S(t).

Regel 4

Die Vorgeschichte infektitser Individuen soll Beriicksichtigung finden durch Vorgabe
einer stetigen, monoton wachsenden Funktion Iy(t) fir ¢ € [—w,0] mit Io(—w) =
0,1o(0) = I(0), die genau den Anteil (bezogen auf die Gesamtpopulation) der Indi-
viduen angibt, die zum Zeitpunkt ¢ schon infektiés waren. Man kann annehmen, dass
diese aus einer Population stammen, in der sich die Epidemie schon vorher ausgebreitet
hatte. In Einklang mit Regel 1 lassen wir Iy wie folgt abklingen

I(t) = Ih(0)—Ih(t—w) fir0<t<w und
Iy(t) = 0 firw<t<oo.

Fiir ¢ > 0 ist dann Iy(t) die relative Haufigkeit infektioser Individuen aus der Anfangs-
klasse.

Verlauf der Epidemie

Ist die Bedingung
t
P / I(t)dr =m
ty
fiir kein ¢ > 0 erfiillt, so breitet sich die Infektion (nach Regel 2) nicht aus.
Im Folgenden nehmen wir an, obige Bedingung sei fiir ein ¢ > 0 erfiillt. Setze dann

t
tomin{OgtSf:p/ Io(’l')d’l'm}.
0

Die Zahl tj ist also die kleinste Zeit, in der eine Ansteckung moglich ist. Diese Mini-
mum ty existiert, da die Menge beschrankt und abgeschlossen, also kompakt ist. Wir
unterscheiden verschiedene Abschnitte:
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Der Verlauf fiir ¢ € [0, t]:

Nach Definition von to und Regel 2 kann hier der Ubergang E — I (Ansteckung) nicht
stattfinden. Ein Individuum braucht nidmlich mindestens die Zeit tg, um die notige
Dosis aufzunehmen und infiziert zu werden. Der Ubergang von I — R (Immunisierung/
Tod) findet jedoch (nach Regel 1) statt. Daher gilt

I(t) = Io(t) auf[0,t9] und
R(t) = Ig(t—w) auf|0,ts] (Regel 1).

Da E(0) = 0 und der Ubergang S — E nicht reversibel ist, gilt E(t) +S(t) = S(0) auf
[0, o0, also

E(t) = S(0) — S(t) (t € [0,00)).
Aus Regel 3 folgt unmittelbar die Giiltigkeit der Differentialgleichung
S'(t) = —rI(t)S(t) = —rlo(t)S(t) auf [0,to].
Lost man diese Differentialgleichung durch Trennung der Variablen, so erhélt man

S(t) = S(0) exp <—7~ /O t IO(T)dT> .

Wir setzen

Nach Regel 2 und Definition von tg ist S(tg) = S(0) exp[—r foto Iy(T)dr] = S(0) exp[—r2].
Aus der Definition von k folgt sofort die Beziehung

Sto) = 2.

Y

Da der Ubergang von S nach E nicht reversibel ist, liegt es nahe, S als streng monoton
fallend anzunehmen. Dies bedeutet

S(tp) < S(0) & k>1.

Der Verlauf fiir ¢ € [ty,0):

Die Funktion S wird sinnvollerweise als stetig (sogar differenzierbar, vgl. Regel 3)
und monoton fallend angenommen. Ferner gilt: kS(tg) = S(0) und x > 1. Ist also
t >t = S(t) < kS(t) < kS(to) = S(0). Nach dem Zwischenwertsatz existiert nun ein
o(t) wie folgt:

o(t) =min{0 <o <t:S5(0) =rS(t)}.
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7.3 Theorie der Epidemien

Fiir dieses o(t) gilt:

t t 1
I(r)dr = — —rl(7)dr
p/a(t) ") p/o(t) -r v
— p/ 1 5@ dr da S'(1) = —rI(7)S(7)

w —r S(t)
= ~Lllog(S(r)leg

_ g[log(S(t)) log(S(a(1)))]
o

- Dol T gy =
= =)

I
s

Wir halten also fest: .

o / I(r)dr = m.

o(t)

e Verlauf fiir ¢ € [tg,to + w):
In diesem Intervall werden (nach Regel 1) nur Individuen aus Iy immun. Die infektidse
Population zur Zeit ¢ besteht aus denjenigen Individuen der Anfangspopulation, die
zur Zeit ¢ noch infektios sind, und denjenigen Individuen, die zwischen 0 und o(t) den
Ubergang S — E vollzogen haben (nach obiger Eigenschaft von o(t) und Regel 2):

I(t) = Io(t) +5(0) = S(a(t))
= Ig(t) + 5(0) — S(1) (wegen Def. von o(t)).

Dies setzen wir in Regel 3 ein und es folgt:
S'(t) = —r(lo(t) + S(0) — kS(¢))S(t)
= —r(Io(t) + S(0))S(t) + rrS>(t).

Die zugehorige Anfangsbedingung zu dieser Differentialgleichung ergibt sich aus der
Beziehung:
5(0)
S(ty) = —=.
(to) = —
Die gegebene Riccatische Differentialgleichung kann nun durch die Substitution S = +
in eine lineare Gleichung u tiberfithrt werden.

S'(t) = —r(Io(t) + S(0))S(t) + reS(t)

,u/

1 1
== *? = 77"([0@) +S(0))a +7’/’£;
Zu 16sen bleibt also das Anfangswertproblem

u —r(Io(t) + S(0)u = —rk, u(ty) = 50)

Dies wird nun geldst durch Trennung der Variablen (homogene Gleichung), Variation
der Konstanten (inhomogene Gleichung) und Einsetzen der gegebenen Anfangsbedin-
gung. Die Losung, die man dann erhélt lautet:

u(t) = exp (r /t t h(:c)dx) [s?o) R /t t exp (r /t T h(:c)dx) dT}

Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02: 109
Ausarbeitung durch die Studierenden



7 ZUR THEORIE DER EPIDEMIEN
(MARGRET HECKMANN)

mit h(t) = Ip(t) + S(0). Aus der Differentialgleichung fiir u lésst sich leicht ableiten,
dass stets u/(t) > 0 gelten muss: Wegen Iy > 0 haben wir ndmlich die Abschitzung

K

o >rS0)u—rek  mit u(ty) = 50)°
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass Iy(tg) > 0 ist. Gibe es dann ein t; >
to mit u(ty) < 3(oy> so wiirde u wegen u'(to) = r(Lo(t) + S(O))ﬁ —rk > 0 sein
globales Maximum auf [tg,#;] sicher in einem inneren Punkt f € (to,t;) annehmen.
Dort miisste dann 0 = u/(t) > rS(0)u(t) — rx gelten, d.h. u(t) < 5(oy- Dies steht

jedoch im Widerspruch dazu, dass bereits der Anfangswert u(tg) = % ist und u

wegen u'(t1) > 0 zunichst streng monoton wichst. Wir haben also gezeigt: u > 30y
und damit u’ > 0. Dies impliziert, dass u monoton wichst, also S = % monoton fillt,
wie erwartet. (Mit geringem Mehraufwand kann man bei obiger Argumentation auch
auf die Forderung Iy(to) > 0 verzichten.)

e Verlauf fiir ¢ € [ty + w, 00):

Hier ist Ip(t) = 0 (siche Regel 4). Ein Individuum, das zu I(t) gehort, muss vor o(t)
von S — E gewechselt sein (siehe Def. von o(¢)). Das Individuum, das vor o(t — w)
von S — E gewechselt ist, ist zur Zeit t schon immun (nach Def. o(¢t) und Regel 1).
Die zum Zeitpunkt ¢ infektitsen Individuen sind also genau diejenigen, die im Intervall
[o0(t —w),o(t)] den Ubergang von S — E vollzogen haben. Nach Definition von o(t)
ist also

I(t) = S(o(t —w)) — S(o(t)) = k(S(t —w) — S(¢)).
Aus Regel 3 folgt:

S'(t) = —reS(t)(S(t —w) — S(t)) (to + w <t < 0)

Lose nun induktiv auf Intervallen [to +vw, to+ (v +1)w] mit v = 1,2, ... als Riccatische
Differentialgleichung (vgl. den Abschnitt iiber Differentialgleichungen mit verzégertem
Argument). Beachte: Ist S(f) = 0 fiir ein f, so 16st S = 0 fiir ¢t > # die gegebene
Differentialgleichung. Hat also eine Losung S eine Nullstelle £, so bleibt sie aus Ein-
deutigkeitsgriinden auch fiir ¢ > £ identisch Null. Ferner kann man #hnlich wie oben
zeigen, dass S tatsdchlich monoton féllt.

Insgesamt wissen wir also nun, dass S(¢) > 0 fiir alle ¢t € [0,00) und dass S mono-
ton fillt. Aus diesen Erkenntnissen folgt dann, dass der Grenzwert lim; ., S(t) = S
existiert. Man kann zeigen (vgl. Hadeler [5], §60, dass sich dieser Grenzwert S als die
kleinere der beiden Losungen der Gleichung

S = S(0) exp(rkwS — rwS(0) — q),

ergibt. Hierbei ist
q= ’I"/ Io (t)dt
0

ein Maf fiir die Infektionsfahigkeit der anfangs eingeschleppten infizierten Individuen.
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8 Partielle Differentialgleichungen I
(Matthias Horbach)

8.1 Vorbemerkungen

Was ist eine partielle Differentialgleichung?

Hat man eine Funktion u in mehreren unabhéngigen reellen Variablen, so kann man
Differentialgleichungen bilden, in denen partielle Ableitungen dieser Funktion vorkom-
men.

Mathematisch ist die Situation folgende: Gegeben sei eine offene Menge €2 C R™ sowie
eine i.Allg. stetige, Rl-wertige, auf einer ” geeigneten” Teilmenge von R™ x R™ x R™™ x
- x R""™ definierte Funktion ¢ gegeben. Gesucht ist eine Funktion u : Q@ — R™,
welche die Relation

¢ (z,u(z), Du(x),. .., Dku(x)) =0 (r€Q)

erfiillt. Allgemein nennt man eine Beziehung dieser Art eine partielle Differentialglei-
chung fiir u. Im Sonderfall n =1 ist 2 C R und man erhélt eine gewthnliche Differen-
tialgleichung.

Anwendungsgebiete und Beispiele

Warum sind diese Gleichungen so interessant? Partielle Differentialgleichungen kommen
in vielen Bereichen vor. An auflermathematischen Anwendungsgebieten zu nennen sind
beispielsweise

e Physik (Maxwell-Gleichungen, Relativistik)
e Ingenieurwissenschaften (plastisches / elastisches Materialverhalten)

e Okonomie.
Innermathematisch treten sie in natiirlicher Weise in den beiden Disziplinen

e Variationsrechnung und

e Differentialgeometrie

auf. Beispiele fiir ”einfache”, aber dennoch in Theorie und Anwendung bedeutsame
partielle Differentialgleichungen sind etwa gegeben durch

Uy + Uy =0 Transportgleichung)

(
AU = Upg + Uyy =0 (Laplace-Gleichung)
ugp — Au =0 (Wellengleichung)
(

Upt — Ugpggs = 0 Gleichung eines schwingenden Stabes).

Auf die ersten drei wird in diesem wie im néchsten Vortrag noch genauer eingegangen
werden.

In Differentialgeometrie und Architektur ist es beispielsweise oft interessant, fiir ge-
gebene Randfunktionen eines zusammenhéngenden Gebietes herauszufinden, wie eine
Fliache minimaler Grofle in diese eingebettet werden kann. Auch dieses Problem lisst
sich durch eine partielle Differentialgleichung beschreiben. Mit den Losungen dieser
Gleichung lassen sich z.B. die Form einer Seifenblase iiber einem Drahtrahmen oder
das Dach des Miinchener Olympiastadions beschreiben.
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Praktisch die gesamte Physik des Elektromagnetismus (abgesehen von Quanteneffek-
ten) wird beschrieben durch die Mazwell-Gleichungen (hier im Vakuum und im stati-
schen Fall)

rotE = 0
1
divE = —p
€0
divB = 0
rot B = poj,

wobei F das elektrische Feld, B das magnetische Feld, j die Stromdichte, p die La-
dungsdichte und €g, pig Naturkonstanten sind. Die Gleichung rot £ = 0 bedeutet dabei
beispielsweise, dass das elektrische Feld wirbelfrei ist, div B = 0, dass das magnetische
Feld keine Quellen und Senken hat. Weiter wollen wir allerdings auf die Implikationen
der Maxwell-Gleichungen nicht eingehen.

Auch alle weiteren in diesen Kapiteln genannten Beispiele werden aus verschiedenen
praktischen Anwendungen heraus motiviert werden, um ein Mindestmafl an Anschau-
lichkeit zu gewéhrleisten.

Zum Warmwerden wollen wir nun eine einfache partielle Differentialgleichung losen:
Gesucht sind alle Funktionen u : R? — R, (z,y) — u(x,y), die

Uge =0
erfiillen. Integration liefert scheinbar
U, = const.
Das stimmt jedoch nicht ganz, da w noch von y abhéngt. Damit gilt
uy = f(y)

wobei f : R — R eine vollig beliebige Funktion der Variablen y sein darf. Integriert
man wieder, erhédlt man schlieflich

u(z,y) =z f(y) +9(y)

mit beliebigen Funktionen f,g : R — R. An diesem Beispiel erkennen wir ein Prin-
zip, das auf praktisch alle partiellen Differentialgleichungen zutrifft: Anders als bei
gewohnlichen Differentialgleichungen erhélt man in der allgemeinen Lésung keine In-
tegrationskonstanten sondern frei wéihlbare Funktionen.

8.2 Kilassifikation linearer Gleichungen zweiter Ordnung

Die Klasse der partiellen Differentialgleichungen ist wie die der gewohnlichen Differen-
tialgleichungen sehr reichhaltig. Ist z.B. eine Funktion u in zwei Variablen x, y gesucht,
so sind

Ug+uy = 0
Uy +yuy, = 0
Uy +xuy, = 0

recht dhnlich aussehende und doch in ihrem Losungsverhalten vollig verschiedene parti-
elle Differentialgleichungen. Lésungen sind beispielsweise (in Beibehaltung obiger Rei-
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henfolge)
ui(z,y) = -y
s
UQ(xvy) - e
L,
us(z,y) = y— 527,

wie man durch Nachrechnen verifiziert.

Daher muss man sich wie schon bei den gewthnlichen Differentialgleichungen Gedanken
iiber eine sinnvolle Klassifikation machen. Direkt ersichtlich ist die

8.2.1 Definition. Die Ordnung einer partiellen Differentialgleichung bezeichnet den
héchsten vorkommenden Ableitungsgrad:

divu=0 ~» 1. Ordnung
Au=0 ~ 2. Ordnung

Uy + Uzyy =0 ~ 3. Ordnung.

8.2.2 Definition. Linearitét bedeutet, dass mit zwei Ldsungen u, v auch Au+ pv auch
Loésung ist, wobei A, 1 € R beliebig sind.

Au=0 ist linear,
u? + uy, =0 ist nicht linear.

Im zweiten Fall ist ndmlich w = x — y Losung, uw = 2x — 2y aber nicht.

Eine weitere wichtige Problemgrofie ist die Anzahl der bestimmenden Gleichungen.

8.2.3 Definition. Sucht man eine skalare Funktion u : 2 — R, so liegt eine Gleichung
vor, ansonsten ein System.

Eine der einfachsten und aus der Analysis allgemein bekannten partiellen Differential-
gleichungen ist
rotu =0,

die eine notwendige Voraussetzung fiir die Wirbelfreiheit eines Vektorfeldes u : Q — R?
ist (Q C R? offen). Sie bildet ein System, das in folgender Art dargestellt werden kann:

Oauz — Ozuy 0
rotu = | Jsu; — O1us = 0
81U2 — 82u1 0

Besonders héufig treten partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf. Wie bei
algebraischen Gleichungen ist es moglich, innerhalb dieser Klasse verschiedene Typen
zu unterscheiden. Als Leitbild vor Augen haben wir dabei die algebraischen Gleichungen
zweiter Ordnung 22 +y? = 1 (Kreis), 22 —y? = 1 (Hyperbel) und 22 —y = 0 (Parabel).
Wir betrachten hier den Fall einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten aus R in Abhéngigkeit von zwei Variablen z, y. Eine
solche partielle Differentialgleichung hat dann die Form

11Uz + 2012UzY + A22Uyy + AUy + G2Uy + agu = 0, (65)
wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass a,, # 0 ist.
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8.2.4 Satz. Die Gleichung (65) kann mit linearen Variablentransformationen auf eine
der folgenden Formen gebracht werden:

1. Elliptischer Fall: Ist a2, < aj1ags, so ist (65) reduzierbar zu
Ugg + Uyy + ... = 0.

2. Hyperbolischer Fall: Ist a2, > aj1asz, so ist (65) reduzierbar zu
Ugy — Uyy + ... = 0.

3. Parabolischer Fall: Ist a?, = aj1ae und (a1, a12,a22) # (0,0,0), so ist (65)
reduzierbar zu
Upy + ... = 0.

Dabei steht jeweils - - -7 fiir Terme der Ordnung < 1.

Beweis. Wir fithren den Beweis exemplarisch fiir den ersten Fall. O.E. sei a1; = 1. Zur
Vereinfachung setzen wir as = a; = a9 = 0. Dann gilt:

(65) <— 83u + 2a120,0,u + a223§u =0
<~ (892: + 2a128z(9y + aggaj)u =0
< (((91 + algay)2 — af28§ + aggﬁg)u =0
= ((0r + a120,)*u + (az — a%2)8§u =0.
Es seien b := /(ag2 — a%,), x = £ und y = a12€ + bn. Dann folgt:
Oeu(z,y) = Opu-1+0yu-ars
= (0r + a120y)u,
Opu(z,y) = Oyu-0+4+0,u-b
= (bOy)u.

Einsetzen in obige Gleichung liefert
5‘52u + 8,2]11 =0.
O

Man sieht sofort, dass die Wellengleichung hyperbolisch, die Laplace-Gleichung ellip-
tisch und die sogenannte Wéirmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung in einer
Ortsvariablen (u; — ug, = 0) parabolisch ist. Gelost wird letztere tibrigens z.B. durch

u(t,z) = e'(e” + e %) ((t,z) € R?).

8.3 Das Dirichlet-Problem und die Temperaturverteilung auf
einer kreisformigen Platte

In diesem Abschnitt betrachten wir eine diinne kreisformige Platte mit Radius 1 aus
einem homogenen Material. Wir stellen uns vor, die Platte liege auf der x-y-Ebene
eines dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems, so dass die z-Achse durch
die Symmetrieachse der Platte hindurchlduft. Ferner sei die Ausdehnung der Platte
in z-Richtung sehr klein gegeniiber ihres Durchmessers. Am Rand der Platte wird
eine vorgegebene Temperaturverteilung 7 angelegt. Wenn die Platte isoliert ist, wird
sich irgendwann auf der Platte eine konstante Temperaturverteilung einstellen. Wir
wollen untersuchen, wie diese aussieht. Dazu {iberlegen wir zunéchst, wie wir diesen
Sachverhalt mathematisch beschreiben kénnen.

114 Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02:
Ausarbeitung durch die Studierenden



8.3 Das Dirichlet-Problem und die Temperaturverteilung auf einer kreisférmigen
Platte

Physikalische Herleitung von Wiarmeleitungs- und Laplace-Gleichung
in drei Dimensionen

Aus der Physik ist bekannt: Will man einen Korper der Masse m und der spezifischen
Wirmekapazitidt ¢ um die Temperatur A erwérmen, so ben6tigt man die Energie

AQ = mcAD. (66)

Innerhalb des Koérpers mit (konstanter) Wérmeleitfihigkeit A findet Warmeaustausch
statt. Ein kleines Volumenelement (Az, Ay, Az) gewinnt (oder verliert) dann in der
Zeit At eine Energie von

AQ = div(A grad ) Az AyAzAt.
Wegen (66) gilt aber auch
AQ = mcAVY = cpArxAyAzAY,
also zusammen N
div(A grad 9) ~ Py

bzw. im Grenziibergang
div(Agrad 9) = cpdid.

Wegen
div(Agrad d) = Adiv(grad ¥) = A (0gz? + Oy + 0.0)

schreiben wir auch
Dpal) + Dyyy9 + D) = %&19. (67)

Dies ist die sogenannte Wairmeleitungsgleichung.

Nach einiger Zeit wird sich in dem betrachteten Korper ein stationédrer Zustand ein-
stellen, so dass kein Wérmefluss mehr stattfindet und daher die zeitliche Ableitung
verschwindet:

Bxd + By + 0.9 = 0. (68)

Diese in Mechanik, Wirmelehre und Elektrostatik immer wieder auftauchende parti-
elle Differentialgleichung heifit Laplace-Gleichung. Sie ist eine der wichtigsten in der
mathematischen Physik.

Die zweidimensionale Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten

Bei unseren Uberlegunen zu der kreisformigen Platte werden wir sinnvollerweise die
minimale Ausdehnung in z-Richtung vernachléssigen. Die Platte selbst wird dann be-
schrieben durch die Einheitskreisscheibe

D= {(z,y) € R®: 2? +y* < 1}.

Die Aufgabenstellung lautet wie folgt: Zu einer gegebenen stetigen Funktion 7 : 9D —
R finde man eine Funktion ¢ : D — R, ¥ € C(D) und ¥ € C?*(D), welche die Bedingung

0=A)=0029+020  (auf D)
erfiillt und auf dem Rand gerade die Werte von 7 annimmt: ¢|gp = 7. Dieses Problem

ist als Dirichletproblem fiir die Einheitskreisscheibe bekannt; es ist ein Spezialfall des
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héufig auftretenden Problems, auf einem gegebenen Gebiet eine harmonische Funktion
mit vorgegebenen Randwerten zu finden.

Manchmal md&chte man bei zweidimensionalen Problemen lieber in Polarkoordinaten
arbeiten, was sich bei dieser rotationsinvarianten Gleichung anbietet. Setzt man dann

u(r, ) = I(r cosp,rsinp) (r>0,p €R),
so geht A¥ = 0 iiber in die Gleichung
Pu  10u 1 0%u
oz e TEag T
Dies ergibt sich einfach durch formales Ausrechnen der zweiten Ableitungen von u

nach r bzw. ¢. Um die zugehorige Randbedingung in Polarkoordinaten formulieren zu
kénnen, setzen wir noch

0. (69)

fF R=R,  f(p):=71(cosp,sinyp).

Losen der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten

Zuriick zu unserer erwarmten Platte. Wie wir gerade gesehen haben, ergibt sich jede
Losung des physikalischen Ausgangsproblems aus einer Losung u der partiellen Dif-
ferentialgleichung (69). Aus technischen Griinden nehmen wir den Nullpunkt aus der
Betrachtung aus.

Die Aufgabe ist es nun, eine (physikalisch sinnvolle) Losungsfunktion u zu finden,
die fiir r — 0 gleichméfig bzgl. ¢ gegen einen Wert konvergiert, ndmlich gegen die
Temperatur am Nullpunkt. Aulerdem soll die Funktion am Rand gegen die vorgegebene
Temperaturverteilung streben:

u(r,o) — flpo) firr — 17 und ¢ — q. (70)

Zuerst betrachten wir den Spezialfall, dass die Losung nicht von ¢ abhéngt. Die partielle
Differentialgleichung (69)) geht dann iiber in die gewohnliche Differentialgleichung

d®u ldu 0
dr?  rdr 7
Eine Losung erhélt man aus
u(r) =c1In(r) + co
mit den Integrationskonstanten c1,co € R. Der Grenzwert lim,_,o u(r) existiert genau
dann, wenn ¢; = 0 ist. Nur eine konstante Funktion u = ¢ kann also Lésung sein.

Fiir die Herleitung der allgemeinen Lésung von Gleichung (69) bietet sich der Separa-
tionsansatz

u(r, ) = v(r)w(e)
an.
Bezeichnet man Ableitungen nach r mit einem Strich, die nach ¢ mit einem Punkt,
folgt dann némlich:

Pu 10u 1 0%°u _

A I 77:0
or? + r or * 72 Q2

= —v’w—i—lv’w—i—iivw—o
or r r2dp

i 1, 1 .o

<— vw+-vw+—Svw=0
2
r T
2" 4 o’ w

P —_— = -,
v w
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wenn man annimmt, dass die Division durch v - w erlaubt ist. Da die linke Seite nur
noch von r, die rechte nur von ¢ abhéngt, muss gelten:

r?" ' = M (71)
W= —Aw (72)
fiir eine Konstante A € R. Dies sind gewthnliche Differentialgleichungen!
Alle Losungen von (69) miissen also diese Bedingung erfiillen.

Allerdings miisen nicht alle Losungen von (71) und (72)) auch die Ausgangsgleichung
erfiillen. Zunéchst machen wir uns Gedanken iiber die Wahl von A. Da wir diesen
Spezialfall bereits behandelt haben, wissen wir, dass

e (73)

Auflerdem koénnen wir aus physikalischen Griinden offensichtlich annehmen, dass w
2m-periodisch ist. Insbesondere gilt

w(0) = w(27) und w(0) = w(2x). (74)

Daraus ergibt sich

27 . 27 27 27
A / wdp @ / widp = —[wi]2™ + / w2dp @ / W2dg > 0,
0 0 0 0

also auch A > 0. Aus dem Vortrag iiber Schwingungen wissen wir, dass in diesem Fall
die Gleichung (72)) gelost wird durch

w(p) = C cos(VAp) + Cy sin(vVAp)
mit beliebigen Konstanten Cy,Cy € R. Mit (74) folgt daraus

01 = Cl COS(\f/\QTF) + 02 Sin(\f/\Qﬂ')
Cy = —C)cos(VA2r) + Cysin(VA27).
Multiplizieren der ersten Zeile mit Cy, der zweiten Zeile mit C; und anschliefendes

Aufaddieren liefert
C} 4+ C3 = (CF + C3) cos(VA2m),
also cos(v/A27) = 1 und damit A = n? fiir ein n € N. (C? + C2 # 0 ist wegen (73) auf
jeden Fall gegeben.)
Wir sind damit auf die Differentialgleichungen
20"+’ —n*v = 0

W+n*w = 0

gestoflen. Die erste Gleichung wird offensichtlich durch v(r) = r™ gelost, die zweite wie

bekannt durch w(p) = A, cos(ny) + B, sin(np). Daher wird die Ausgangsgleichung
(69) gelost durch

u(r, ) == 1" (A4, cos(np) + By sin(ny)) (n=1,2,...)

Setzt man fiir (A,), (By) beliebige beschrinkte Zahlenfolgen ein, so kann man aus den
Potenzreihengesetzen und Konvergenzkriterien ableiten, dass die Reihe

u(r,9) == 52+ 31" (A cos(ng) + Busin(ng)) (75)

n=1
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fir 0 <7 < 1und 0 < ¢ < 27 konvergiert und eine C*°-Funktion ist, also insbesondere
(69) 16st. AuBerdem konvergiert die Funktion fiir » — 0 gleichméBig gegen Ag/2.

Nun miissen wir diese Losung noch mit der Randwertfunktion f vereinbaren. Dazu
bilden wir zu der stetigen Funktion f die (formale) Fourierreihe

ap > .
flp) ~ 3 + ,; (ayn cos(ny) + by, sin(ny)) ,

mit

1 27 1 27

ap = — f(t)cos(nt)dt und b, = — f(®)sin(nt)dt fiir n > 0.

s 0 u 0
Dabei gilt nach dem Satz von Riemann-Lebesgue (vgl. Heuser [6], Satz 134.3) a,,, b, —
0, so dass wir A,, := ay, B, := b, setzen diirfen. Dann gilt

(o)

+ 37 (an cos(ng) + by sin(ng)) "L f(p)

ao
2
n=1

u(r, @) i=

und die Konvergenz ist gleichméBig (nach einem bekannten Resultat aus der Theorie
der Fourierreihen stetiger Funktionen, vgl. Satz 140.3 in Heuser [6]). Auch die Grenz-
wertforderung (70) ist erfiillt: Wegen (75) existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit

u(r, @) = f(©)l < €/2 Vr>1-06,Yp.
Da f auf Kompakta gleichméfig stetig ist, konnen wir d so wihlen, dass fiir beliebiges

wo gilt
|f(p) = f(po)| < €/2 fiir [p — ol < 6.

Dann folgt
[u(r, @) = flwo)l < |u(r,p) — f(@)] +f() = flpo)] < e

Damit haben wir den folgenden Satz gezeigt:

8.3.1 Satz. Das durch die Gleichungen (69) und (70) definierte Randwertproblem
der Temperaturverteilung auf einer kreisférmigen Platte besitzt fiir eine stetige, 2m-
periodische Funktion f eine Lésung u in der Reihendarstellung

u(r, @) == % + Z " (an cos(np) + by, sin(nep)) (0<r<1,0< p2m),
n=1

wobei a,, und b,, die Fourierkoeffizienten von f bezeichnen:

1 2w 1 2w
ap = — f(t)cos(nt)dt und b, =— f(t)sin(nt)dt fiirn > 0.
T Jo T Jo
Oft ist es unbefriedigend, eine Losung nur als unendliche Summe angeben zu kénnen.
Mit geeigneten Umformungen (wie in Heuser [6], S. 186, angedeutet) ldsst sich bei-
spielsweise die oben erhaltene Losung als Integral angeben:
1 [" 1—7r2

ulr @) = or | 1(e) 1 —2rcos(t — @) + 12 dt.

(76)

Diese Formel ist als die Poissonsche Integralformel bekannt. Mit der Reihendarstellung
aus dem vorangehenden Satz bzw. der hieraus folgenden Integraldarstellung haben wir
im Prinzip explizite Losungsformeln fiir das Dirichlet-Problem auf der Einheitskreis-
scheibe hergeleitet. Indem man das Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen be-
nutzt (siehe etwa Strauss [9]), kann man zeigen, dass diese Losung auch eindeutig ist.
Insgesamt kénnen wir festhalten:
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8.3.2 Satz. (Dirichlet-Problem fiir die Einheitskreisscheibe) Es sei eine steti-
ge Funktion 7 : 0D — R gegeben. Dann besitzt das Dirichlet-Problem

AY =0 auf D und  VY|ep =T

eine eindeutige Losung ¥ € C(D) N C?(D).
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9 Partielle Differentialgleichungen 11 — Die Wellen-

gleichung
(Alexander Malkis)

9.1 Einige Hilfsmittel aus Analysis

Eines der wichtigsten Hilfsmittel der Physik stellt der Gaufische Integralsatz dar.
Zunéchst stellen wir uns eine Fliissigkeit in einem Volumen mit Quellen und Senken
vor, durch welche die Fliissigkeit zu- und abflielt. Betrachten wir eine Quelle, so lésst
sich die Flussdichte durch ihre Komponenten entlang der Achsen darstellen:

F($7y,2) = Pe, + Qey + Re,,

wobei ey, ey, e, die Standard-Einheitsvektoren sind. Die Quelldichte ldsst sich dann

durch oP 90 OR
leF: (ax+ay+az>

ausdriicken. Die Ergiebigkeit dieser Quelle in einem Volumen AzxAyAz kann man als
Produkt der Flussdichte mit dem Volumen auffassen:

(divF)AzAyAz

Betrachten wir die Ergiebigkeit im ganzen Volumen, so miissen wir iiber alle Quellen
integrieren:

/ divF  dzdydz (77)
1%

Die erzeugte Fliissigkeit 1duft aber {iber den Rand. Da uns nur die zum Rand senkrechte
Komponente interessiert, projizieren wir auf die Normale v und integrieren iiber den
Rand, um die gesamte Ergiebigkeit auszurechnen:

/ (F,v) dS (78)
2%

Da die Fliissigkeit entweder durch Quellen und Senken oder iiber den Rand lduft,
miissen beide Integrale gleich sein. Verallgemeinert auf das mehrdimensionale Problem
erhalten wir

9.1.1 Satz. (Integralsatz von Gaufl) Sei V' C R" ein Kompaktum mit glattem
Rand, v : 0D — R" das duflere Einheitsnormalenfeld und U O V eine offene Teil-
menge von R™. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : U — R™ die
Beziehung

/ divF (z)d"z — / (F(z), v(z)) dS(z).
1% oV

Fiir einen Beweis des Satzes verweisen wir auf Forster [3] (§15, Satz 3). Als einfache
Folgerung — indem man namlich fiir F ein Gradientenfeld F' = gradg einsetzt — erhélt
man den folgenden Spezialfall der Greenschen Formel:

9.1.2 Korollar. Sei V' C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand, v : 0D — R™ das
duflere Einheitsnormalenfeld und U D V eine offene Teilmenge von R™. Dann gilt fiir
jede C?-Funktion g : U — R die Identitat

/Agdaj:/ a—FdS.
v ov OV
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Ein weiteres unerlassliches Hilfsmittel stellt die Transformationsformel dar.

9.1.3 Satz. (Transformationsformel) Seien U,V C R™ offene Mengen und ¥ :
U — V ein C'-Diffeomorphismus. Eine Funktion f : V — R ist genau dann inte-
grierbar, wenn die Funktion (f o ) - | det U’| iiber U integrierbar ist und es gilt dann:

/Vfdx:/Uf(\I/(u))|det\IJ’(u)|du.

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes (die hier nicht angegeben werden soll) lésst sich
anwenden, um Integrale iiber die Kugeloberfliche auszuwerten. Hierzu benutzen wir
Kugelkoordinaten:

z =rsinX cos
y =rsinN sinJ
z =7rcosN,
mit 7 >0, 0<N <7, 0<3<2m.

Wir setzen also
rsinX cos 3

U(r,N,3J):= | rsinN sin3

rcos N,
und daher
sin®R cosJ rcosN cosd —rsin® sinJ
det U'(r,R,3J) = [sinX sinJ  rcosNsind 7sinX cosd | = —r?sinR.

cos N —rsin N 0

9.1.4 Korollar. (Kugelkoordinatentransformation) Sei f : S? — R stetig auf
der Oberfliche S? C R?® der 3-dimensionalen Kugel U(0,7) C R® mit Mittelpunkt 0
und Radius r > 0. Dann gilt:

27w pT
// f(61,62,83)dS = 7“2/ F(U(R,T))sin R dR d3.
|z|=r o Jo

9.1.5 Definition. (Integralmittel) Wir betrachten nur Integralmittel iiber die Ober-
flidche einer n-dimensionalen Kugel U(x,r) C R™ mit Mittelpunkt x € R™ und Radius

r > 0. Wir setzen )
a(r,t) = 71/ udS,
nWn ™ U (z,r)

wobei w,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere fiir

3 Dimensionen gilt:
1
U t) = —— dS.
U(T’ ) 42 /8U($,r) !

9.2 Die Transportgleichung

Die einfachste partielle Differentialgleichung ist wohl die Transportgleichung, die wir
gleich in allgemeiner Form hinschreiben:

ug + (b, Du) = f auf R™ x (0,00) (79)
u(-,0) =g auf R",
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wobei b € R™ fest, u : R" x [0,00) — R gesucht, Du = (ug,,...,us,)" der Gradient
von u beziiglich der Ortskoordinaten, f : R® x RT — R im homogenen Fall Null ist
und g : R®™ — R eine Randbedingung zum Zeitpunkt ¢t = 0.

Fassen wir u(x,t) als Stoffmenge im Punkte x zur Zeit ¢ auf, so sagt uns die homogene
Transportgleichung u; = (—b, Du), dass je stérker sich die Funktion Nahe x rdumlich
andert, desto stirker wir diese Anderungen mit dem Zeitverlauf fithlen, d.h. mit dem
Transport des Stoffes. Als Proportionalitdtsfaktor dient b, welcher fiir jede Richtung
eine andere Proportionalititskonstante angeben darf.

Um die inhomogene Transportgleichung (79) zu 16sen, halten wir einen Punkt (z,t) €
R™ x (0, 00) fest und definieren folgende Funktion:

z:R—>R, 2z(s) =u(x+ sb,t+s).
Berechnen wir nun die Ableitung von z, so folgt:

2 (s) =u'(x+ sb,t +s) - (x+ sb,t +s) =
by
= (Ug, (x+ 8b,t 4+ 8),...,uz, (x+ sbt + 5),us(x + sb,t + s)) - )

bn
1

=(Du(x + sb,t + 5),b) + us(x + sb,t + s) = f(z + sb,t + s),

wobei die letzte Gleichung nach Definition von u gilt. Daher gilt fiir diesen Punkt (z, t)

w(@, ) — g(@ — bt) = 2(0) — 2(—t) = / 2 (s) ds =

—t

0 t
= f(ac—l—sb,t—!—s)ds:/ flz+ (s—1t)b,s)ds.
—t 0

Existiert also eine Losung, so ist sie von der Form:

u(z,t) = g(z — bt) + /0 fx+ (s —1t)b,s)ds. (80)

Umgekehrt zeigt man durch Nachrechnen, dass die so definierte Funktion u in der Tat
eine Losung ist. Im Falle der homogenen Transportgleichung ist die Losung beson-
ders einfach, da der Integralterm wegféllt. Diese Formel werden wir benutzen, um die
eindimensionale Wellengleichung zu l6sen.

9.3 Herleitung der Wellengleichung

Die Wellengleichung ist ein einfaches Modell fiir eine schwingende Saite (n = 1), fiir eine
Membran (n = 2) oder einen elastischen Korper (n = 3). Die gesuchte Funktion u(x, t)
stellt die Auslenkung eines Punktes x zu einem Zeitpunkt ¢t > 0 dar. Die Funktion muss
auf einer offenen Teilmenge U gefunden werden. Nun leiten wir die Wellengleichung her.
Sei V' C U ein beliebiges glattberadnetes beschrianktes Gebiet. Die Beschleunigung eines
Punktes ist die zweimalige Ableitung nach der Zeit, und um die Beschleunigung auf
ganz V zu bekommen, integrieren wir. Die Differentiation und Integration darf man

hier vertauschen:
d? /
— udr = / Uy dx.
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9.4 Losung der homogenen eindimensionalen Wellengleichung — Die Formel von
d’Alembert

Die Kraft, die durch den Rand auf V' wirkt, sei punktweise F, und die Gesamtkraft ist

daher:
—/ (F,v) do.
)%

Nach dem zweiten Newtonschen Axiom ist die Kraft proportional zur Beschleunigung.
Setzen wir die Stoffdichte auf 1, so erhalten wir:

/ ug do = f/ (F,v) do.
v ov

Wir formen den rechten Teil der Gleichung nach dem Satz von Gauss um:

/utt dr = 7/ div Fdz.
1% 1%

Da V am Anfang beliebig war, erhalten wir
uyy = —divF.
Fiir elastische Korper ist F eine Funktion des Orts-Gradienten der Auslenkung:
ut + div F(Du) = 0.

Fiir kleinen Orts-Gradienten Du verhélt sich F manchmal linear mit einer Proportio-
nalitdts-Konstante —c, ¢ > 0:
F(Du) = —cDu.

Da nach der Anwendung des Divergenzoperators rechts die zweiten Ableitungen nach
dem Ort stehen, erhalten wir die Wellengleichung in voller Schénheit:

Uy — cAu = 0,

wobei Der Laplace-Operator nur nach den Ortsvariablen ableitet.

FEine schon aus der Schule bekannte Losung der Wellengleichung im eindimensionalen
ist z.B. die Funktion sin(y/ct + z), welche sich anschaulich als eine fortschreitende
Sinuswelle darstellen l&sst.

9.4 Losung der homogenen eindimensionalen Wellengleichung
— Die Formel von d’Alembert

Wir 16sen folgendes eindimensionales Anfangswertproblem:
Ut — gy =0 auf R x (0, 00)

u(-,0) =g, w(,0)=h aufR,

wobei der Begriff ,, Wellengleichung“ den positiven Vorfaktor ¢? > 0 impliziert (sonst
taucht die Gleichung unter dem Namen ,Laplace-Gleichung® auf). g gibt die Auslen-
kung am Anfang an und h beschreibt die Anfangsgeschwindigkeit. Wir fithren dieses
AWP auf zwei Transportgleichungen zuriick. Wir nehmen an, es gibt eine Ldsung,
rechnen diese aus und priifen das Ergebnis. Sei dazu

v:RxRT - R definiert durch

V= U — ClUg
Es gilt dann:
_ 2 _ 2 _
0 = up — CUgy = U — CUgy + ClUpy — C Uz = Vg + CUp,
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also 16st v die homogene Transportgleichung mit der Anfangsbedingung:

a(z) == v(x,0) = us(z,0) — cug(z,0) = h(z) — cg' ().

Die Losung dieser Transportgleichung erhalten wir mit der Formel (80):
v(x,t) = a(x — ct). Setzen wir die Definition von v ein, erhalten wir eine andere Trans-
portgleichung:

ut(x,t) — cuy(z,t) = a(z — ct),
deren Losung wieder mit (80) wie folgt aussieht:
¢
u(z,t) = gl — (—o)t) + / a(z+ (s —t)(—c) —cs)ds

0

t
=g(x +ct) + / a(x — 2¢s + ct) ds

0

y(t) .
=g(x +ct) + / a(y)ds mit y(s) =z — 2cs + ct,also s = rhet—y
y

(0) 2c
-1
=gz +ect)+ —
2C T+ct
1 xr+ct
x + ct —
2C r—ct
1 x+ct
g(x + ct) % —cg' (y) dy

x+ct

=glz+ect)— = (g (m—i—ct)—g(x—ct))%—%/ h(y) dy.

—ct

DN =

Das heisst, falls eine Losung u des vorgegebenen Anfangsproblems existiert, hat sie
notwendigerweise die Form:

N |

u(x,t) =

x+ct
(g(z+ct) + glx —ct)) + % / t h(y) dy. (81)

Dass die Formel fiir v von d’Alembert (81) tatséchlich eine Losung ist, rechnet man
leicht nach. Man bemerke, dass fiir den Funktionswert u(z,t) die Anfangsgeschwindig-
keit genau im Intervall [x — ct,z + ct] und die Anfangsauslenkung auf dessen Rand
von Bedeutung ist. Dies stimmt gut mit der Vorstellung iiberein, dass eine Stérung
hochstens ¢t weit Einfluss hat, wobei ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist.

9.5 Losung der eindimensionalen Wellengleichung auf einem
Strahl

Selten haben wir es mit einer unendlich langen schwingenden Saite zu tun. Ein bisschen
trickreicher ist das Problem einer endlichen Gitarrensaite. Wir betrachten hier nur das
Problem auf einem Strahl ]Rar, um z.B. das Verhalten der elektromagnetischen Wellen
zu erfassen:
Ut — gy =0 auf RT x (0, 00)
u(-,0) =g, wu(-,0)=h aufR"
u(0,-) =0 auf (0,00)
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9.6 Losung der Wellengleichung in drei Raumdimensionen

Die zweite Zeile beschreibt die Lage der Saite sowie die Geschwindigkeiten einzelner
Punkte am Anfang der Schwingung und die dritte besagt, dass die Saite an einem Ende
befestigt ist.

Um dieses Anfangswertproblem zu 16sen, setzen wir die Funktionen g und h auf ganz
R ungerade (d.h gespiegelt um die Null) zu g und A fort. Somit diirfen wir d’Alemberts
Formel anwenden und erhalten:

x+ct ~
u(x,t) = = (g(x + ct) + g(x — ct)) + % / h(y) dy.

—ct

N |

Um im Term nur Funktionen g und h zu haben, fithren wir eine Fallunterscheidung

durch:
u(z,t) = {

Die zweite Formel kommt zustande, wenn wir bemerken, dass die Stammfunktion von
h gerade ist und auf dem Bereich z > ¢t mit der Stammfunktion von A iibereinstimmt.
Die Losung konnen wir so verstehen, dass die durch g gegebene Anfangsauslenkung
in zwei Teile zerfallt, von denen sich einer nach rechts mit Geschwindigkeit ¢ und der
andere nach links mit Geschwindigkeit ¢ ausbreitet. Der letzte spiegelt sich um den
Nullpunkt, wo die schwingende Saite festgehalten wird. Die gespiegelte Welle trigt zur
Auslenkung der Punkte z < ct bei.

(g(z + ct) + g(z — ct) +2cf$+6t (y)dy, if x> ct

ctfe 82
(g(ct + ) —g(ct —x +2Cft+ (y)dy, if0<ax<ct (82)

N N

9.6 Losung der Wellengleichung in drei Raumdimensionen

Das Anfangsproblem der homogenen Wellengleichung fiir n=3 sieht wie folgt aus:

gy = ¢ (Uggy + Uyy + Uy,) auf R? xR
u(-,0) = g auf R3 (83)
u(+,0) = h auf R?
Die Herleitung der Lésung basiert auf der Methode des sphérischen Mittels. Das Mittel

von u auf der Sphére U(0,r), welches wir mit @(r, t) bezeichnen, ist das Integral iiber
die Oberfliache geteilt durch die Oberfldche (bis auf eine Konstante):

a(r,t) := # //|x—r u(xz,t)dS

1 2w pm (84)

=— f(z,y)sinRdRd3.
dm Jo Jo

womit wir die Transformationsformel benutzt haben. Wir zeigen zun#chst, dass jede
Losung von @ die partielle Differentialgleichung

(@t = (@ + 27 (1), (55)

erfiillt. Dazu wenden wir den Divergenzsatz auf die partielle Differentialgleichung (83)

an:
/// uttdx—c/// Audw—c// —dS
U(0,r) U(0,r) au(o,r) on
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welches wir parametrisiert umschreiben als

r 2T T 27 pm 8’LL
/ / / ugek? sin R dRd3dk = 2 / / —7r2sin R dRd3d
oJo Jo o Jo On
r 1 21 pm 1 27 p a
o / ;2 / / gy sin R dRdIdk = 212 / / 2 sin R drd3
0 47TT2 0 0 47TT2 0 0 37‘

T 6u(r t) ou(r, t)
2 2,209\ 2p22 007
<:>/O Kk, )k = ¢r?(F502) = 2

=r2g = A (r*u,), = Ari,, + 2¢%ra,

=y = Uy = Clpr + 62%7._1,7,,
womit (85) erfullt wird. Nun definieren wir v(r,t) := ra(r,t), dann
Vp = U+ TUp, Vpp = Up + Up + TUppr = 2Uy + TUpp
womit sich die partielle Differentialgleichung (85) wie folgt schreiben ldsst:
Ty = czrﬂrr + 20212,, & Uy = c%w

Diese Gleichung ist nur fiir » > 0 hergeleitet worden, stellt also ein eindimensionales
Anfangswertproblem auf dem Strahl dar. Die Anfangsbedingungen sind:

0(0,£) = 0a(0,t) = 0
v(r,0) = ru(r,0) = r_g(r)
ve(r,0) = rag(r,0) = rh(r)

Mit der Losungsformel (82)) erreichen wir die explizite Darstellung von v fiir ¢t > r
(und mit einer ein wenig anderen Formel fiir ¢t < r):

1 ct+r a 1 ct+r
t) = — sh(s)d d
o) =g [ sh@ds+ o [ sy ds
Wir bestimmen u(0, t):
lim v(r,t) — lim v(r,t) — v(0,1)

r—0 r r—0 r

u(0,t) = u(0,t) = =,(0,¢t).

Wir sparen uns die Schreibarbeit und betrachten nur den ersten Term von v, mit dem

2. Term arbeiten wir genauso, indem wir ,,...“ setzen:
00 (et r)hlet + 1) + (e~ (et 1)+ ...)
= ct+r)h(ct+r ct —r)h(ct—r)+...
ar 2

=u(0,t) = vr(O t) = ! (2cth(ct) ..) =th(ct) +

1
=u(0,t) = 47r62t2 //|z_cthd5+ = //|m|_cthds+

Nun unterziehen wir diese Gleichung einer Verschiebung, um u(zo, t) zu ermitteln. Fiir
ein beliebiges festes zg setzen wir

w(z,t) := u(z + x0,t).

w ist die Losung des Anfangsproblems zu g(x + x¢) und h(z + xo). Wenden wir die
Losung fiir den Nullpunkt auf w an, so erhalten wir:

1

1
— h(x)d .
4dmc?t //pg—mo—ct (z)d5 +
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9.6 Losung der Wellengleichung in drei Raumdimensionen

Die vollstédndige Losung sieht wie folgt aus:

1 0 1
u(wo,t) = o / /uw LGRS+ / /IH _ g

SchlieBlich soll nocht erwéhnt werden, dass in zwei Raumdimensionen im Gegensatz zur
3-Dimensionalen Variante die Losung nicht nur von der Oberfldche der Kugel abhéngt,
sondern auch von dem Inneren. Das sogenannte Huygensche Prinzip gilt nur in unge-
rader Anzahl von Dimensionen. Es besagt, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit jeder
Losung der dreidimensionalen Wellengleichung genau gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢
ist, nicht grofler, aber auch nicht kleiner. Dadurch sind wir in der Lage, Bilder scharf zu
sehen. Es bedeutet, dass jeder Klang sich mit genau einer festgelegten Geschwindigkeit
ohne Echo in der Luft sich ausbreitet. So kann ein Horer zu einem Zeitpunkt ¢ genau
das horen, was ein Musiker zum Zeitpunkt t-d/c gespielt hat, wobei d der Abstand zum
Musikinstrument ist, und nicht etwa eine Mischung von Toénen, die zu verschiedenen
Zeitpunkten gespielt wurden.

Im zweidimensionalen gilt dieses Prinzip erstaunlicherweise nicht. Das erfahrt der Was-
serkéfer, sobald er die Wellen von einem ins Wasser gefallenen Kieselstein spiirt. Die
Wellen bleiben theoretisch fiir alle Zeiten bestehen, obwohl der Kieselstein ziemlich
gleich verschwindet.
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10 Vordiplomaufgaben der letzten Jahre

(Sonja Zaun)

10.1 Lineare Differentialgleichung erster Ordnung (Herbst 2000)

Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie alle reellwertigen Losungen y : R — R der Differentialgleichung

y' + ysin(z) = sin(2z). (%)

Lésung:
1. Schritt: Lose die zugehorige homogene Differentialgleichung

Yy +y1sin(z) =0

durch Trennung der Variablen (firr eine formale Behandlung siehe Satz ?7):

& W =y sin(x)
& 4 = —gin(z)dx
Y1
& y%dyl = —sin(z)dz | [
< Injy1| = cos(z)+é  (¢eR)

wobei wir den Fall y; = 0 ausgeschlossen haben. Durch Anwenden von exp und Auflosen
des Betrages erhalten wir dann unter Einbeziehung der trivialen Losung y; = 0 schlief3-
lich als allgemeine Losung der homogenen Gleichung die Funktion

yi(z) = c-e@  ceR. (1)

2. Schritt: Lose die inhomogene Differentialgleichung (x) durch Variation der Konstan-
ten c aus (1): Fasse ¢ als Funktion ¢ € C*(I) auf. Nach Einsetzen von ¢ = ¢(x) in (1)
ergibt sich als Ansatz fiir eine spezielle Lésung von (*) die Funktion

Yo (2) = e(x)e*®,
Man berechnet nun zunéchst die erste Ableitung

() = (@)@ + e(2)e ) (—sin())
= (d(z) — c(z)sin(x))ec>®).

Dann werden y2 und y4 in (x) eingesetzt:

(¢ (z) — c(x) sin(z))ec®) + c(z)e* @ sin(z) = sin(2z)
& (¢ (z) — c(x) sin(z) + c(z) sin(x))es®) = sin(2z)
= d(z)e® = sin(2z)
= d(x) = sin(2z)e 3@,

Nach Integration von ¢'(x) ergibt sich dann (wéhle Integrationskonstante Null) die
Funktion

c(z) = (24 2cos(z))e @)
die nun in den Ansatz fiir yo(z) eingesetzt wird:

cos(z)

ya(x) = c(x)e
— (2 +9 COS(JZ))67 cos(m)ecos(m)

cos(z)

(2 +9 coS(x))m
= 24 2cos(x). @)
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10.2  Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung (Friihjahr
1998)

Die allgemeine Losung ergibt sich schliefilich aus Addition der allgemeinen Losung (1)
der homogenen und einer speziellen Losung (2) der inhomogenen Differentialgleichung:

y(@) = (@) +ya(z)
= ¢ €@ 124 2cos(x) (c € R).

10.2 Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung erster
Ordnung (Friihjahr 1998)

Aufgabenstellung:
Losen Sie das Anfangswertproblem

y — it =2yt — 3+ 1=0, y0)=1

und geben Sie das maximale Existenzintervall fiir die Losung an. Hinweis: Betrachten
Sie die Ableitung von y + t.

Lisung:
Setze z(t) =y(t)+t bzw. y+t=2z (Substitution)

= 2=y +1 und z(0)=y(0)+0=y(0)=1.

Die Differentialgleichung fiir y kann wie folgt in eine Differentialgleichung fiir z umge-
formt werden:

y =yt —2t? —t34+1=0
Y =ty 2t +1t3) +1=0
Y +1-t(y+t)?=0
N—— ——

z’! 22
& 2 —t2=0
& 2=t

t e

Die erhaltene Gleichung ist nun nach z aufzulésen (wieder durch Trennung der Varia-
blen, allerdings empfiehlt sich hier die Verwendung bestimmter Integrale, da wir die
Anfangsbedingung fiir 2z kennen):

2 = t2?
L EA G trar
& L =t e JoSpdt = otdt
z(t) d _ 1727t 172(8) 142
e L
< Z(t) 1—%t2
Riicksubstitution: y=z—-t = y(t)= @ —t (%)

Um das maximale Existenzintervall zu bestimmen, muss man den Nenner der berech-
neten Funktion (%) # 0 setzen:

1—3t2 = 2—12#0
& t#£4+V2
= te(-v2V2)

(Die Null muss im Intervall enthalten sein, da sonst der Anfangswert nicht definiert
wiire.)
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10.3 Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (Friihjahr
2000)

Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie alle reellwertigen Losungen f von
a) f"+f —-2f=0

b) f" + f —2f = 4e?.

Lésung:

zu a):

Man bildet zunéchst das charakteristische Polynom p(\), indem man fiir alle auftre-
tenden Ableitungsordnungen n > 0 auf der linken Seite der homogenen Differential-
gleichung a) jeweils ) durch A\™ ersetzt. AnschlieBend werden dann die Nullstellen
dieses Polynoms bestimmt.

Charakteristisches Polynom:

MiEA-2 = 0
s A=-1)(A\+2) = 0

= Nullstellen: A\; =1, Ay = —2 (Vielfachheit jeweils = 1)

Damit ergibt sich nach einem bekannten Satz (siehe Erginzungen auf Seite [131) als
Fundamentalsystem: (e*t e*2?) = (e, e~2*) und als Losung dieser homogenen Diffe-
rentialgleichung:

ft) =cre’ + e (er,c0€R) (%)

zu b):

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung setzt sich wieder aus der Lésung
der entsprechenden homogenen Differentialgleichung und einer speziellen Losung der
inhomogenen Differentialgleichung zusammen. Die homogene Gleichung wurde bereits
in a) gelost; es ist also nur noch eine spezielle Losung zu suchen.

Durch Variation der Konstanten in (x) ergibt sich:
fo(t) = cr(t)e! + ca(t)e

Da man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung hat, benétigt man nun hier neben
der ersten auch die zweite Ableitung

flo= det +che ™ +epet —2cpe7?
~—_———
=0 (Forderung 1)
= cet — 2026_2t
I = et - 26’267% +crel + dege™
~—_———

=2f.—fl
S, fLund f! werden nun in die inhomogene Ausgangsgleichung eingesetzt:

" + fi - 2L
chet —2che ' £ 2f — fL + fL - 2f.
cet —2che™?

=4e?t (Forderung 2)
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10.3 Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (Frithjahr 2000)

Die beiden Forderungen sind genau dann erfiillbar, wenn das System

et e i 0 (Forderung 1)
() et _9e—2t &) T ge2t F
2 (Forderung 2)
lésbar ist. Die Determinante der 2 x 2-Matrix ist —2e™! — e~ ! = —3e™! < 0 und somit
wissen wir, dass das Gleichungssystem fiir alle ¢ € R eine eindeutige Losung besitzt.

Man berechnet jetzt also ¢j und ¢4 und bestimmt direkt jeweils eine entsprechende
(spezielle) Stammfunktion ¢; bzw. ¢:

(4) & el e A\ 0
0 —3e 2 chy )T\ 4e?

& —3e %, = 4e*
YEN cy = —%e‘“
= c = —zett
und et +che ™ = 0
= e —gete™® = (i
& et = §62t
& = Eet
_ t
= C1 = ge
Damit ergibt sich fiir die spezielle Losung f.(t):
f(t) = ci(t)e +co(t)e
_ éem B 164756—21&
3 3

— e225

und schliellich fiir die allgemeine Loésung

ft) = crel 4 coe™ 4 e (c1,c2 €R).

Ergidnzungen
Sei p(A) = 31", a; A" ein Polynom mit komplexen Koeffizienten a; € C, a,, # 0. Ein

Fundamentalsystem fiir die durch p gegebene homogene lineare Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

d ~ 4
Dyp_ S i =

erhilt man wie folgt:
1. Schritt: Man bildet das charakteristische Polynom und zerlegt es in Linearfaktoren:

wobei n; die Vielfachheit der Nullstelle \; angibt (A1, Ag,--- paarweise verschieden).
2. Schritt: Fiir jedes \; € {A1,..., A} mit zugehoriger Vielfachheit n; gilt:

eAjt’te/\jt7 L ,tnjfle/\jt
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sind n; linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung. Da die so gebildeten
Fundamentallésungen zu verschiedenen Eigenwerten ebenfalls linear unabhéngig sind,
erhéilt man auf diese Weise n = nj + - - - + ny, linear unabhéngige Losungen und damit
ein Fundamentalsystem fiir die gegebene Differentialgleichung.

Beispiel:

Die Differentialgleichung  f” — 2f" + f = 0  hat das charakteristische Polynom
p(A) = A2 =2\ 4+ 1 = (A — 1)2. Die Nullstelle A = 1 ist eine doppelte Nullstelle. Es
ergibt sich also als Fundamentalsystem

(ektvtn——lekt) _ (et,tet)
und damit als allgemeine Losung:
f(t) = cie’ + cote

Fiir Polynome mit reellen Koeffizienten (ag,a,...,a, € R) und einer komplezen Null-
stelle A gilt, dass mit A auch A Nullstelle des Polynoms ist. Im oben gebildeten Fun-
damentalsystem taucht also das Paar von Losungen

(ekt7ekt)

auf. Um ein reelles Fundamentalsystem angeben zu kénnen, kann man z.B. das obige
Paar von Fundamentallésungen ersetzen durch das Paar reeller Losungen

(TN cos(TmA)t, e sin(TmA)e)

welches offensichtlich denselben (komplexen) Spann wie das obige Losungspaar hat.
Auch hierzu ein Beispiel:

Die Differentialgleichung  f” —4f' + 7f = 0 hat das charakteristische Polynom
p(N) = A2 —4XA+7 = (A —2)2+3. Nullstellen sind also A = 2 +iy/3 und \ = 2 —i/3,
und als Fundamentalsystem ergibt sich  (e@TV3)t ¢2=iV3)1) 1w in reeller Form

(€2t cos(v/3t), et sin(v/3t)).

10.4 Differentialgleichungssysteme

10.4.1 Herbst 2001

Aufgabenstellung:

Wir betrachten das folgende Differentialgleichungssystem:
(@) = y(@) —ya(x) +4ys(z)
ya(x) = 3yi(z) + 2y2(2) — ys(x)
ys(x) = 2y1(x) + y2(x) — ys(@)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

1 -1 4
A= 3 2 -1
2 1 -1

b) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A.
¢) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des obigen Systems.

Lésung:
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Zu a):
Das charakteristische Polynom einer Matriz berechnet sich wie folgt:

1-x -1 4
Pa(\)=det(A—X)=| 3 2-X -1
2 1 —1-2

=(1=N2=N(-1=XN+24+12-8(2—\) + (1 —X) — (=1 — A)(=3)
=2-A=22+A)(-1 =N +14-16+8A+1—-A+3(-1-))
=(2-3A+A)(-1-A) —1+7A—-3-3X

=—2+3A =22 22 +3X2 - A3 —1-3+4)

= -2+ 2\ + 51 — 6.

zu b):
Die Eigenwerte der Matrixz A entsprechen den Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms von A. Setze also

AN 42X 450 -6=0 = A\ =1 (geraten)

Mit Polynomdivision erhélt man:

(=X 4+ 222+ 55X - 6) : (A—=1) = —-A24+X+6
_ (_)\3 + )\2)
A+ B
S
6A - 6 = A= -2
- (6N - 6)
0
Nach erneuter Polynomdivision ergibt sich A3 = 3.

Man hat also drei verschiedene Eigenwerte mit Vielfachheit jeweils gleich 1.

zu ¢):

Eine n x n-Matrix heifit diagonalisierbar, wenn sie n linear unabhéingige FEigenvekto-
ren besitzt. Dies ist insbesondere erfiillt, wenn die Matrix n paarweise verschiedene
Eigenwerte hat. Wie aus Teil b) ersichtlich, trifft diese Bedingung auf die gegebene
Matrix A zu; sie ist also diagonalisierbar. Zur Bestimmung der allgemeinen Losung
des Gleichungssystems mufl man zunéchst eine Basis bestimmen, bzgl. der die Matrix
Jordansche Normalform (hier dann Diaginalgestalt) hat. Bei diagonalisierbaren Matri-
zen besteht diese aber gerade aus den Eigenvektoren (EVen) zu den entsprechenden
Eigenwerten (EWen):

e EV zum EW )\ = 1:
Berechne (A — M\ I)v; =0, v1 = EV  bzw. Kern(4 — A1)

0 -1 4 0 -1 4
=Kern| 3 1 -1 — ... — Kern 1 0 1
2 1 -2 0 0 0

S a1 +a3 =08 —x1 =23 (beliebig) =: 1 = —xy + 423 =0

-1
=z =4 = Eig(A, 1) = span( 4 1)
1

=:v1
e EV zum EW X\ = —2:
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3 -1 4
Kern(A — XAol) =Kern | 3 4 -1 | —
2 1 1
1 -2 3
— Kern| 0 1 -1 Sro=r3=11=>x1=-1
0o 0 O
—1
= Eig(A, —2) = span( 1 ])=v
1
e EV zum EW )3 = 3:
-2 -1 4
Kern(A — A3]) = Kern 3 -1 -1 | —...
2 1 —4
0 —1 2 1 1
— Kern| 1 -2 3 <:>x2:2x3::1$x3:§éx1:§
0 0 0
1/2 1
= Eig(A, 3) = span( 1 |)=span(| 2 |)=:vs3
1/2 1

Die allgemeine Losung setzt sich dann wie folgt zusammen:

y(x) = cveMT + cpuee?® 4 cauze®
-1 -1 1
= ¢ 4 )e"+c L e +e| 2 |,
1 1 1

wobei c1, ca, c3 € C beliebige Konstanten sind.

10.4.2 Frithjahr 1999

Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von Losungen des linearen Differentialglei-
chungssystems erster Ordnung ¢y’ = Ay mit

—2 1 -2
A= 1 -2 2
3 -1 3

Lésung:
Zuerst miissen wieder die EWe der Matrix A iiber ihr charakteristisches Polynom be-
rechnet werden:

—2-x 1 —2
Pi(A)=det(A-N)=| 1  —-2-X 2
3 -1 3-]A
=== -4+ A+1

134 Proseminar zu Differentialgleichungen im WS 2001-02:
Ausarbeitung durch die Studierenden



10.4 Differentialgleichungssysteme

Setze —X—XN+A+1=0 =X\ =1

Nach zweimaliger Polynomdivision folgt Ay = —1, A3 =—1.
Also hat \; Vielfachheit 1, und A hat Vielfachheit 2.
Bei Vorliegen eines doppelten EWs Ay 3 = —1 kann der Fall eintreten, dass keine Basis

aus EVen existiert. Deshalb gibt man hier statt dessen eine Jordanbasis zur Matrix A
an, die sich aus Hauptvektoren (HVen) zu den EWen zusammensetzt. Diese gilt es also
zunéchst zu berechnen:

e 1. Basisvektor:
Da A; = 1 ein einfacher EW ist, ist der gesuchte HV auch hier wieder der zum
EW gehorige EV - EVen sind HVen erster Stufe:

-3 1 =2
Kern(A — A1) = Kern 1 -3 2] —..
3 -1 2
-3 1 =2 1 1
— Kern 0 -2 1 = T3 =! l’xgzi’x1:_§
0 0 0
-1
= Eig(A, 1) = span( 1 ])=tv
2
e 2. und 3. Basisvektor:
Berechne auch hier zunéichst den EV zu A\g 3 = —1:
-1 1 -2
Kern(A — Ay 3I) =: Kern(B) = Kern 1 -1 2
3 —1 4
3 -1 4
— Kern | 0 2 =2 > ro=x3=1,1z,=-1
0 0 0
-1
= Eig(A, —1) = span( 1 1)
1

Wie bereits erwdhnt, ist der Eigenraum von Az 3 also nur eindimensional
Will man aber eine entsprechende Basis angeben, benotigt man

zu doppelten EWen aber auch zwei Basisvektoren.

Ziel ist also, neben dem EV noch einen HV zweiter Stufe zu berech-

nen:
-4 0 —4 -2 0 -2
Kern(B?) = Kern 4 0 4 | — Kern 00 O
8 0 8 00 O
1 -1
=1y =sA1 = —x3 =t = Kern(B?) = span( 0 1, )
-1 1
—_———
)
U2
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Mit véQ) bildet man nun die Kette:

-1 1 -2 1 1
B = 1 -1 2 0 ]={ -1 ]=0o
3 -1 4 -1 -1
-1 1 1
= Jordanbasis S~ = (v; vél) 1)52)) = 1 -1 0
2 -1 -1

Beziiglich dieser Basis hat A Jordansche Normalform: SAS™! = J.

Als Fundamentalsystem von y’ = Ay ergibt sich:

—1
©1(t) = wveMt = 1 ]é
2
1
o) = afet= [ 1) e
-1
03 (t) — ,ng)e)@t + tvél)GAﬂ
1 1 1+1¢
= 0 |et+t| -1 Jet= —t |et
-1 ~1 —1—t
-1 1 1+¢
= yt) = 1T |ef+e| =1 Jet4es —t |et
2 -1 —1-—t

mit frei wihlbaren Konstanten ¢y, ¢, c3 € R bzw. € C.

10.4.3 Frihjahr 2001

Aufgabenstellung:
Betrachten Sie fiir a € R das folgende Differentialgleichungssystem:
(@) = —yi(@)+aya(z) + ays(@)
(9) @) = —u(@)—p()
ys(z) = yi(z) —ys(2).

a) Verifizieren Sie, dafi die Matrix A des Systems (S) die Gleichung A = —I3 + B
erfiillt, wobei I3 fiir die Einheitsmatrix des R? steht und

0
B := -1
1

o o e
o O Qe

b) Berechnen Sie B2 und B3.
c) Berechnen Sie e fiir t € R.
d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems (.5).

Lésung:
zu a):
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Die Vorfaktoren der y; (x) bilden die erste Spalte von A, die Vorfaktoren der y2(x) die
zweite und die Vorfaktoren der ys(z) die dritte Spalte von A:

-1 a a

A= -1 -1 0
1 0 -1
-1 0 0 0 a a
= A= 0 -1 O |+ -1 0 O vV
0 0 -1 1 0 O
I3 B
zu b):
B> = B-B
0 a a 0 a a 0 0 0
= -1 0 O -1 0 0 = 0 —a -a
1 0 O 1 0 0 0 a a
B> = B?*.B
0 0 0 0 a a
= 0 —a —a -1 0 0 | =(0)
0 a a 1 0 0
= B"=0, n>3
zu ¢):
A=-I3+B
o otA _ H(—IstB) _ —tIs+tB _ —tl5,iB
—tl3 - 1 n - (_t)” n
ORI S N AU s i
n=0 n=0
——
et 0 0
= el;= 0 et 0
0 0 et
=1 =t
tB _ n __ n
@ e = e =T
n=0 n=0
2 . 1
—b) —B"= I3 + tB + -t*B?
! —_ =~
n:On n=0 n=1 &H
n=2
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1 0 0 0 a a 0 0 0
= (o010 |+t -1 00 |+=t2|0 —a —a
0 0 1 1 0 0 0 a a
1 at at
I A
t 242 1+ %t
et 0 0 1 at at
=4 = 0 et 0 | x| —t 1—%t2 —%t2
0 0 e t 242 14 242
1 at at
_ —t a 42 a2
- AR VA 4
t a2 1+ 4t

zu d):
Wie wir bereits wissen, wird das System 3’ = Ay mit der in c¢) berechneten Funktion
e!4 bzw. genauer von

y(t) = ett¢, ¢ € R® konstant

gelost, denn:

n!
n=0 n=0
o0 o0
n AAn—l
= Z nt" e = Z t" e
| —1)!
n=1 n=1 (n 1)
- An n tA
= A Z% Ft c= Ae"c

Alternativ kann man kann das System (S) auch (wie in der vorangegangenen Aufga-
be) durch Bestimmung einer Jordanbasis 16sen, was hier natiirlich wegen des grofien
Rechenaufwandes nicht ratsam ist. Wir werden dies trotzdem im Spezialfall a = 1
hier vorfithren, da im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen erstmals ein dreifacher
Eigenwert auftritt.

e Eigenwerte: Po(\) = det(4A — X)) = (=1 —\)3
= )\ = —1, Vielfachheit: 3

e Hauptvektoren: Da man nur einen einzigen EW hat, muss man diesmal fiir die
Kette einen HV dritter Stufe berechnen.

— (1) Kern(A — X)) =...

= Eig(4, —1) = span( 1 |)=v

— (2) Kern((A - \I)?) = ...
1
= span(vy, 1)
-1
—_———

V2
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— (3) Kern((A — X\I)3) = Kern(0) = R3

0
= span(vi,ve, | 0 |]), wobei vy, vg, v3 linear unabhéngig voneinander sein
1
miissen
) 0
= vé‘j) =10 HV dritter Stufe

— (4) Kette fiir Jordanbasis:

1 0
B « v§3) _ 0 —. véz), Bgv§3) _ 1 _ Uz(al)
0 1
01 0
e Jordanbasis: S—1= (vél) v§2) v§3)) = -1 0 0
1 0 1

e allgemeine Losung:

0
p1(x) = vél)em = -1 |e®
1
1
a(r) = (v3 2) 4 xvél))e_m =| -z |e®
x
z? v
e3(r) = (v3 @) 4 v§2) + avél))e_z = —22/2 |e®
' 1+22/2
also
0 1 x
ylz) = ¢ | -1 +ea| —z +c3 —z2/2 |e®
1 T 1+22/2

mit frei wihlbaren Konstanten cq,¢s,c3 € R bzw. € C.
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