Term - Tabelle - Graph:
Zusammenhange nur explorieren
oder auch Mathematik lernen?




Lernen mit digitalen Werkzeugen

What role does prior experience with
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Schreil
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¢+ the process of understanding notation,
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Schreil

o algebra, and hence in constituting in pupils’
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Herget, Heugl, Kutzler & Lehmann 2002, Gardiner 2001 Q



Lernen mit digitalen Werkzeugen

Gardiner (2001)

Angesichts einer
wachsenden Prasenz digitaler Werkzeuge
im Mathematikunterricht und aul3erhalb

erscheint die Beweislast umgekehrt:

Wozu die hilfsmittelfreie Verfugbarkeit?




Lernen mit digitalen Werkzeugen

Wozu hilfsmittelfrei verfigbares Grundwissen?

Weil ein verstandiger Zugang zu
mathematischen Konzepten und Kompetenzen
mit Hilfe digitaler Werkzeuge
genau diese braucht.

1. Pragmatische Perspektive
2. Epistemologische Perspektive
3. Kognitive Perspektive




1. Pragmatische Perspektive

Produktives Lernen mit
digitalen Werkzeugen
muss durch Einsicht in
Termstrukturen begleitet
sein.

= Eingabefehler
(syntaktischer
und struktur-
verandernder Art)

*Nicht gespeicherte ==
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,Kommentiere!”

Eine Klassenarbeitsaufgabe (R. Berding)




2. Epistemologische Perspektive
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2. Epistemologische Perspektive

Beobachtungen in digitalen
Lernumgebungen sind insb.
formal-mathematisch zu
begrinden

= sinnhafter Zugang
zum neuen Funktionstyp
mittels digitaler Hilfsmittel,
aber

= Begrindung des ,Neuen”
durch Aufzeigen neuer
algebraischer Elemente
im Funktionsterm:

flaeche = tiefe - breite
= tiefe - (21 - 2-tiefe)
= 21 tiefe - 2-tiefe2
=21-2-x2
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3. Kognitive Perspektive

x f(x)= Y=Y M
XN2 xM2+a
-5, 25, 27.7 ﬁ
4, 16. 18.7
3.9 17—~ | Jeder Funktionswert
-2, 4. 6.7 wird um a erhoht.
1. 1 37 Dadurch erhéhen sich
1 | 1o 0 2.7 die Tabelleneintrage
T = 1 3.7 um a und
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3. Kognitive Perspektive
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3. Kognitive Perspektive

Lernen mathematischer Konzepte als
kognitiver Abstraktionsprozess: -

notwendig fur wissenschaftliches Denken:

» Jdentifikation von Invarianten
in situativ gegebenen Reprasentationen
und Kontexten

= Ausbildung wissenschaftlicher
Begriffe anstelle Alltagsbegriffe
durch Dekontextualisierung

= erfolgreicher Wissenszuwachs
durch Anwendung von syntaktisch
organisierten Symbolsystemen

f 1(.\")=x - ¢+ 2

f: |l X I| =X _.' +a

YIIZ= Y

1
2,
3.

25— 7 7
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4 iy 65 ]
ot 1.7

Noss & Hoyles 1996; Hershkowitz, Schwarz, Dreyfus 2001; Lompscher & Giest 2010; Stern & Schumach 1:l ? 94




3. Kognitive Perspektive

Lernen mathematischer Konzepte als kognitiver
Abstraktionsprozess -

Der Computer kann unterstitzen:

= als kognitiver Prozess
nicht direkt initiierbar
oder diagnostizierbar

= heobachtbar aber ist das
Beschreiben von Invarianten in

) A el L

multiplen dynamisch vernetzten f1(r)=r3 —
Reprasentationen. AR BT | Q=117
= Die Dynamisierung ist entscheidend 2(x)=x“+a

fur das Erfassen von Invarianten.
Digitale Werkzeuge bieten in vielen Fallen
hierfur ideale Lernumgebungen an, insb. MDR

Ainsworth 2006, Schnortz & Bannert 2003, Vogel 2006 @



Lernen mit digitalen Werkzeugen

Wozu hilfsmittelfrei verfigbares Grundwissen?

Weil ein verstandiger Zugang zu
mathematischen Konzepten und Kompetenzen
mit Hilfe digitaler Werkzeuge
genau diese braucht.

1. Pragmatische Perspektive
2. Epistemologische Perspektive
3. Kognitive Perspektive

o



Inwieweit sind Lernende in der Lage,
zur Erklarung von Zusammenhangen
zwischen Reprasentationen von Funktionen
sich auf Invarianten zu beziehen?

Ergebnisse einer Vorstudie...

o



~Ambivalente Aufgaben”

I.wurf Blinsen @ %
I 0 4

2 1 5

3 2 8

4 3 13
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linsen

Q@
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8 @
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)]
0.0 0.8 1.6 2.4 3.
wurf

quadratisches oder
exponentielles Modell?

 Reprasentationswechsel:
zwischen Realsituation und
mathematischem Modell

 Invariante: 50% Gewinn-
wahrscheinlichkeit bei jedem
Wurf)

Pinkernell 2010; Korner 2003
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~Ambivalente Aufgaben”

: x fix)= Yf2x)= Y Parabel gestaucht
. X2 d)n2  oder gestreckt?
3| 9 36.1 . Reprasentationswechsel:
2. 4. 16. zwischen algebraischer,
L cNge k] 1. 4. numerischer und
Sted T T 4| o, 0. 0.8 geometrischer Reprasentation
fl{x)=x? e 1. 4]+ Invariante: VergréBerung des
f2)={d- )5 " 16| Ausgangswertes x um den
= | 3. 9. 6.5 Faktord
OI. . l-éi.,’lﬂil,'l:' |37 L

15
Pinkernell 2010; Korner 2003 Q



~Ambivalente Aufgaben”

x fix)y= Yf200= Y Parabel verschoben
xA2 xM2+a oder verkleinert?
A X L)
3. 9. 11.17  « Reprasentationswechsel:
2. 4. 6.1 zwischen algebraischer,
1 1. 3.1 numerischer und
| 0. 0. 2.1 geometrischer Reprasentation
=2 [, 1. 3.1l * Invariante: VergroBerung des
t f2lxj=x"ral— " 6.1/l  Funktionswertes f(x) um den
=2.1 '
al 1, | 3 . 1119 Summanden a
-10. -6.740. |07 4| b
Pinkernell 2010; Korner 2003
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. . . S: [bewegt den Regler nach rechts]
ein Interviewausschnitt (05) & BIErAachree
also die Parabel wird Uber die

y-Achse nach oben verschoben ...
die ahm wie heil3t des die Breite

x flix)= YRx= Y [bewegt beide Handflichen
xA2 xA2+a wiederholt wie beim Klatschen]

117 Jaja, klar

6.1 S: verandert sich ... auf jeden Fall wenn
3.1 man es nach rechts her zieht ... inin
3.1 die Plusrichtung

% 4 % 4 % ) 4 % 4 -x:‘ -1 :
-5.19 1 asi]o
L ftlx]=x2 3.1 [bewegt dabei den Regler soweit

D
L £2|x]=x“+a 6 nach rechts, dass die Parabel fast
a ] ] : aus dem Fenster verschwindet]
: : 19/

o 2O =2 B~ WO

... und wenn man es nach unten
zieht in die Minusrichtung

[bewegt den Regler nach links, dass
: der Scheitelpunkt der Parabel fast
. den unteren Fensterrand erreicht]

o 4.81 und da wird die Parabel breiter
bleibt aber immer noch nach oben
geoffnet.




ein Interviewausschnitt (05)

x fix)= YRx)= Y
T xN2+a

-3. 9. 1115
-2. 4. 6.1
T 1. 3.1
| 1 4810, 0. 2.1
tf1fx]= 1. 3.1
[ f2xrTal 4. 6.1

eine Verschiebung
des Graphen von f
in y-Richtung,

»ein Summand bewirkt T

CH

Konnen Sie sich erklaren, warum die
Parabel sich nach oben bzw. nach
unten verschiebt, wenn man den
Schieberegler verandert

[weist mit dem Kugelschreiber auf
den Schieberegler]

. [betrachtet den Screenshot,

spricht leise, fast unverstandlich]

hm was bedeutet a ... was ...
bedeutet a

[lehnt sich zurtick, spricht laut]

aistja...awar ja auch irgendwas ...
aisja ... die y-Richtung.

. Aha

o




ein Interviewausschnitt (05)

x fix)= YRx)= Y
X2 xN2+a
-3. 9. 11.15
2. 4. 6.1
o f{{f}g"l. 1. 3.1
-5.19 | 1 4.81] 0. 0. 2.1
t ﬂUH Zx% 1. 3.1
[ 2= Tral 4. 6.1

eine Verschiebung
des Graphen von f
| . in y-Richtung,
sal 7 : ein Faktor c

= e it eine Verengung.“

»ein Summand bewirkt [T,

v

: Wenn ich dann ... nach oben ... also

dann ist es keine Normalparabel
mehr dann ist das so ein bisschen
enger

[Iund S analysieren gemeinsamen
dieTabelleneintrdge und deren
Bedeutung fir Gestalt und Position
der beiden Parabeln.

Mittlerweile ista = 1]

: das ist ja einfach um eine nach oben

verschobene Normalparabel, aber
die Breite verandert sich ja.

: Warum sagen Sie 'aber"?

. die Parabel verschiebt sich ja nicht

nur nach oben sondern sie wird ja
auch enger dann musste ja
eigentlich vor dem Quadrat noch
was stehen

: Aha. Warum?

: Weil ich das so gelernt hab.

. 19




Bildschirm

bty - x fifxk= Y R= Y
.'. _x“2 xh2+a i
kI 3. ] 1.8

-2. 4. 6.1

A . T 3.1

5.19 | 1 481 g, 0. 2.1
)2 |7, 1. 31

f2x)=x"+a

7 4. 6.1

=_:.‘I_]._.|..._- 3. 9. 1.1
0. ' 6740 0. E

Deutung

.verengung"
.Vverkleinerung"
.verschiebung"

~Achsendurchgang
Jtiefster Punkt”

/)

Wissen

,ein Summand bewirkt
eine Verschiebung
des Graphen von f

in y-Richtung,
ein Faktor
eine Verengung.*“

»a war auch
irgendwas”
~habe das so gelernt
Lich weil, es geht
um a, also um das

1l

Verschieben”

Ober-
flachen-
ebene

o



eMDR

IR

Bildschirm

bty - % A= YRK= Y
\/ x2 xh2+a

B : EX IEIEL

.'._ "‘ = 6.1

: 3.1

4

a1

6.1
11.1%

Ty
0. 6. 749, 5 4/ r

5.19 1 4.81
fifx)=x2
f2lx)=x“+a

win =2 o2 w
0 s 20 o s ©

=1

Deutung

Wissen

,ein Summand bewirkt
eine Verschiebung
des Graphen von f

in y-Richtung,
ein Faktor
eine Verengung.*“

,Jeder Funktionswert
wird um a erhoht.
Dadurch erhohen sich
die Tabelleneintriage
um a und es verschiebt sich
jeder Punkt des Graphen
um a nach oben.”

Ober-
flachen-
ebene

Struktur-
ebene

Vogel 2006; Schnotz 1995

o



eMDR IR

Bildschirm Deutung Wissen

,Jeder Funktionswert

\ / g e wird um a erhoht.
L7 sy, Dadurch erhohen sich | Geryletyr-
BEDE i < Y e die Tabelleneintrage
5.19 .1 ] :.sn 0. 0. 2.1 : 1 ebene
e um a und es verschiebt sich
2 et ol 9] 4 6.1 .
S £ I T jeder Punkt des Graphen
10, 6.74 0. 4/ »
um a nach oben.*

2
Vogel 2006; Schnotz 1995



ein Interviewausschnitt (03)

eMDR

Bildschirm Deutung

5.19 | 1 4.81
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S: das aist ja der y-Achsenabschnitt
also oder bzw. halt der Wert
um den die Funktion nach oben oder
vielleicht auch nach unten
verschoben wird und der ist
im Moment null bei der roten
Funktion

[...]

I. Jemand davor hatte mal gesagt
wahrend des Interviews
.die Parabel wird groBer wenn
ich den Schieberegler nach links
bewege” - was sagen Sie dazu?

S: Ja die geht ja hier unendlich weiter
also...die GroR3e ist immer gleich
nur halt der sichtbare Bereich eben
auf diesem Wertebereich das wird
halt groBer

[...]




ein Interviewausschnitt (03)

eMDR

Bildschirm

5.19 | 1 4.81

4 2
fllx)=x=

o

Iy

Slwv 2o v
x
>
%
e
L]

a

¥z »

Deutung

: Genau, kdnnen Sie auch begrinden,

in welcher Form auch immer,
warum Sie jetzt diese Auswirkungen
des Parameters a auf den Graphen
als Verschiebung bezeichnen

S: Also weil da ja also die ursprungliche

Funktion das x2 ist und

egal was man einsetzt

es wird ja immer dieselbe Zahl
dazu addiert

. Ok, kdnnen Sie das jetzt auch

anhand der Wertetabelle deutlich
machen die Sie da rechts sehen?

S: Ahm, ich hab noch gar nicht drauf

geguckt, ja also jetzt musste es

2 nach rechts sein, also immer auf
diese Werte da werden dann 2 dazu
addiert, also 25 plus 2 ist 27, 16 plus
2 ist 18 und so weiter,

also immer wenn man hier zwei
abzieht, dann hat man immer hier
die urspringliche Funktion also die
Normalparabel.




ein Interviewausschnitt (03)

eMDR

Bildschirm Deutung

5.19 | 1 4.81
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Hm, konnen Sie diese Differenz
von 4 zu 6 hier

[deutet auf die Graphen]

irgendwie graphisch verdeutlichen.

: Man koénnte ja ein Lineal nehmen

und mit dem ruber wandern und
dann immer - also der Abstand oder
so von den Schnittpunkten, der ware
immer derselbe, der ware immer 2

[...]

wenn wir das jetzt so betrachten
wuirden, quasi den Abstand als
Senkrechte zur Normalparabel

das wird naturlich kleiner,

aber das darf man nicht,

man muss ja halt immer eine
Parallele zur y-Achse zeichnen und
dann ist eben der Abstand immer 2.




Zusammenfassung

= Lernen mit MDR

= Visualisierungen” nur scheinbar eine Verstandnishilfe,
wenn der Schritt von oberflachlicher Wahrnehmung zur Erkenntnis
struktureller Gemeinsamkeiten nicht gelingt, insb.:

= korrektes Antwortverhalten muss nicht auf Verstehen hinweisen

= wenn Verstehen Abstrahieren vom Kontext heif3t,
dann wird dies durch explizites Identifizieren von Invarianten beim
Reprasentationswechsel deutlich

-



Mathematisches Grundwissen

Zusammenfassu ng » Beherrschen von relevanten
Berechnungsverfahren und
Kalkulen,
= Lernen mit MDR: - Aktivieren von wichtigen

Grundvorstellungen und

= Visualisierungen” nur scheinbar eine Bewusstsein Uber typische Fehler

wenn der Schritt von oberflachlicher W
struktureller Gemeinsamkeiten nicht g ¢ Fahigkeit zu Wechsel zwischen

= korrektes Antwortverhalten muss nich  8angigen Reprasentationen

= wenn Verstehen Abstrahieren vom Koi * Kenntnisse Uber wichtige
dann wird dies durch explizites Identif  Eigenschaften und Anwendungen

Reprasentationswechsel deutlich (vgl. Pinkernell & Greefrath 2011)

= Grundwissen: MDR als Instrument fur eine ausgescharfte Diagnose
grundlegenden mathematischen Begriffswissens

= Algebra: Wechselwirkungen mit grundlegenden algebraischen Fahigkeiten
(Strukturmodell R. Oldenburg)

o
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