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Teil 1. Das Gaufische Eliminationsverfahren

Aufgabe 1.

i) Die elementaren Zeilenumformungen

(a) [III ~ III +1],
(b) [[I ~ 21 — I1]

ergeben im Gaufschen Algorithmus

1 2 3|0 1 2 3]0
2 0 1]0 ~ 2 0 110
-1 a 2|0 0 2+4a 0
1 2 3]0

~s 0 4 510

0 24+a 5|0

Fiir a # 2 folgt aus (2 + a)xy = 4xe unmittelbar zo = 0 und damit z; = x3 = 0, es
existiert nur die triviale Losung x = 0 des (homogenen) Gleichungssystems.

Fir a = 2 erhalt man

) 5) 1
To — _ZIS y I = —31'3 — 2 [ — Z.I’g] = —51’3
oder anders geschrieben ist die (allgemeine) Losung des (homogenen) Gleichungssy-
stems wie auch eine Probe bestétigt von der Form

x, =t — , telR.
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Bitte wenden.



i1) Beim (inhomogenen) Gleichungssystem liefert der GauBsche Algorithmus mit den
gleichen Umformungen wie oben

1 23 0 12 310
2 01 1 ~ 0 4 5| —1
-1 a 2| -1 0 24a 5|—-1
Im Fall a # 2 folgt sofort 3 = 0 und daraus x3 = —1/5. Zusammen mit der ersten

Gleichung ergibt sich die eindeutige Losung

%
I
gl O ulw

Bemerkung. Fir a # 2 taucht der Parameter a tatsdchlich nicht mehr in der Lésung

auf.

Ist schlieflich a = 2, so gilt mit der Notation x5 =t

__L_3 VR S PO
=Tyt T 7 Tt T

mit anderen Worten ist die (allgemeine) Losung

1 1
2 2
x,=| -+ |+t| =2 |, teR.
0 1
Aufgabe 2.
i) Mit
(a) [T~ 31— 1II], [II] ~ I —III],
(b) [[II ~~ 11 —2II1],
(C) [I[w }LII]’ [[[[w 411[[[]7
ergibt sich
1 2 3|1 1 2 3 1 1 2 3|1
3 2 110 ~ 0 4 8 3 ~ 0 4 8|3
1 0 1|2 0 2 2|-1 00 4|5
1 2 3|1
~ 01 2 %
0012

Man erkennt x3 = 5/4 und Riickwértseinsetzen liefert xy = —7/4, 21 = 3/4.
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i1) Hier formt man

(a) [II ~ IT —1), [II] ~ IIT —2I], [IV ~~ IV — ITI],
(b) [I1 ~ —L11), [[IT ~ —LI11), [I11 ¢ 11]

um mit dem Ergebnis

12 1 -1]2 12 1 -1] 2
12 -1 1|1 0 0 -2 2|-1
21 0 1|0 0 -3 -2 3|4
21 1 0 0 0 1 —1] A
121 —1]2

2 4

LA B

001 —1]3

00 1 —1[A

A # % In diesem Fall existiert offensichtlich keine Losung.

A= % Riickwértseinsetzen liefert mit ¢ € R beliebig:

1
Ty =1, x3:§+t> 1‘2:1—|—§t, xlz_é—gt,

was wie iiblich mit einer Probe verifiziert werden kann.
Aufgabe 3. Aus
©) [IIT — (11T = 1)), [IT — —3(IT — 2I)],
it) [ — I —1I1I1],
iti) [I — I —2I1I]
ergibt sich das Schema
1 2 1|1 0 0

212010 ~
12 3/0 01
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Bitte wenden.



Teil 2. Lineare Unabhingigkeit, Dimension und Basis eines Vektorraums

Aufgabe 4.

i) Es werden etwa die folgenden beiden Umformungen durchgefiihrt:

(a) [I1I — I — all,
(b) [II1 — I11 + a*I1],

1 a 0]0 1 a 010 1 a 0 0

0 1 a0 ~ 0 1 al0 ~ 0 1 a 0 ,

a 0 1[0 0 —a®> 1|0 00 14+a®|0
sodass die Vektoren fiir @ = —1 nicht linear unabhéngig sein konnen. Es ist bei-
spielsweise

1 -1 0
0|+ 11+ -1 |]=0.
-1 0 1

Ist andererseits a # —1, so folgt A3 = 0 und durch Riickwértseinsetzen unmittelbar
auch Ao = Ay = 0. Die Vektoren sind in diesem Fall linear unabhéngig.

i1) Offenbar liegen die Vektoren

1 0
z(l) = 0 und 2(2) =11
-1 1

in V' und sind linear unabhéngig (iiberpriifen!).

Es sei nun x € V C R®. Dann gilt ([IIT — 11 + 1))

1 0|x: 10 Xy
0 1] x ~ 0 1 To ,
-1 1]|z3 0 1|z +x3

sodass
Ay +aav? = x

genau dann eine Losung besitzt, wenn x; + x3 = x5 oder wenn adquivalent x; — x5 +

Wegen x € V ist letzteres erfiillt und \; = x1, Ay = x5 ist die Losung der obigen
Gleichung.



Aufgabe 5.

i) Sind vV, ..., v®) € R" linear abhiingig, so gibt es A, ..., \x € R (nicht alle gleich
Null) mit
AMv 4k av® =0,

Ist v»**) € R” ein weiterer Vektor, so setze A\;1; = 0 und es ist mit \; # 0 fiir
mindestens ein i =1, ..., n,

Alz(l) + -+ )\k:X(k) + )\k+12k+1 =0.

Per definitionem sind die Vektoren vV, ..., v(®) v(+D damit linear abhingig.
ii) Die Vektoren v, ..., v(¥) € R™ seien linear unabhinngig.
Wiiren z.B. die Vektoren vV, ..., v(*~1) ¢ R" linear abhingig, so folgte aus Teil
i) sofort, dass auch v(¥, ... v € R” linear abhéngig wiren, ein Widerspruch zur
Voraussetzung.
Aufage 6.

i) Da V nach Voraussetzung eine Basis des R™ ist und wegen dim R" = n, existert im
R™ kein weiterer von vV, ..., v(® linear unabhingiger Vektor.

Also gibt es zu jedem x € R™ Koeffizienten A1, ..., \,, A € R, nicht alle gleich Null,
mit
My +2v® 4+ Ay +ax =0

Wire A = 0, so wiren wegen der linearen Unabhingigkeit der v alle \;, i =1, ...,
n, ebenfalls Null, was einen Widerspruch ergébe.

Also folgt
X = Zazv() mit o; = 3
i=1
i1) Aus
x=>» av® =3 pgv"
i=1 i=1

folgt unmittelbar

und die lineare Unabhingigkeit der v impliziert fiir alle i = 1, ..., n: a; = f3;.



