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Teil 1. Matrizenmultiplikation

Aufgabe 1. Wegen A € M(n,m) und B € M(m,l) gilt BT € M(l,m) und AT €
M (m,n), sodass

(B"AT)i; = (BM)a(AT)i; = > _(B)ri(A)jr = (AB);i = (AB)];
k=1 k=1
firallet=1,...,lund j =1,..., n. Also gilt
(AB)T = BT AT,

Teil 2. Determinante

Aufgabe 2. Fiir
A — aix a2 : B — b1 Do EM(2,2)
a21 A2 ba1 Do
gilt

det (AB) = det ( aybir + @by a11bia + a12ba )

a91011 + agoba1  a1b1o + az2bor

= (@11011 + a19ba1)(a21b12 + a2sboz) — (a21b11 + ag2b1)(a11b12 + a12bas)

= a11b11a21b12 + a11011022092 + a12b21a21b12 + a12b21a22092
—a21b11011b12 — A21D11A12092 — A22b21a11b12 — A22D91A12092

= a11b11a22b22 + a12b21021b12 — a21b11a12022 — a22b21011b12

= (a11a22 - a21a12)(b11b22 - 521512)

= det A - det B.

Bitte wenden.



Aufgabe 3. Es sei A(n) die Aussage
ayr ... Qip n
det :Haii7 neN.
Induktionsanfang. (Beweis von A(1))

Es ist
det(an) = ayi ,

sodass A(1) richtig ist.

Induktionsschritt. (A(n) = A(n + 1))

Sei n € N. Es wird bewiesen, dass die Induktionsvoraussetzung

a1 ... Qin n
A(n):  det P = Haii
0 Qnn i=1
die Induktionsbehauptung
aiy ... A1(n+1) n+1
An+1): det : = Han‘.
0 A(n+1)(n+1) =1

impliziert.

Entwicklung nach der ersten Spalte liefert nach der Induktionsvoraussetzung (vorletzte
Gleichung)

a1 ... A1(n+1) n+1
det e = Z(—l)”laﬂ det Ail
0 A(n41)(nt1) =1
= ai1: detA11
Q22 ... a2(n+1)
= ai1: det .
0 A(n+1)(n+1)
(n+1)
= a1~ H Q5
i=2
n+1
= H (077
i=1
Damit ist A(n) = A(n + 1) gezeigt. O



Teil 3. Eigenwerte und Eigenvektoren

Aufgabe 4. Es ist (z.B. Entwicklung nach der dritten Zeile)

1—X 1 2
det (A — Al,—3) = 2 =X 0 =1=-XNA=-2)(A+1)
0 0 1-—2X
mit den drei unterschiedlichen Eigenwerten \; = 1, Ay =2, \3 = —1.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = 1 berechnen sich aus

1 1 2 U1 U1
2 00 Uy =1-1 v
0 0 1 V3 V3
zZu
1
v=t 2 , telR.
&
Analog impliziert
1 1 2 U1 U1
2 00 Uy =21 v
0 0 1 V3 V3
als Losungen
1
v=t]| 1 , teR,
0
sowie
11 2 U1 U1
2 00 Uy =—| v
0 01 V3 V3
schliefilich .
v=t| -2 , teR.
0
Im Fall der Matrix
2 00
B=| 0 21
0 01

berechnet man wieder das sogenannte charakteristische Polynom

2-A 0 0
x5(\) = det(B—Al,_s) = | 0 2-X 1
0 0 1-2A

= (2-N)*1-)).

Bitte wenden.



Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die Eigenwerte von B, sind \; = 2
und )\2 = 1.

Fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert \;, 1 = 1, 2, gilt

2—\ 0 0
0 0 1=\

Als Losungsmengen erhélt man die sogenannten Figenrdume
E)\lzg = {X S Rg . U3 = 0}
und
0

Eyy—1 ={tw: teR}, w= 1
-1

Bei der Matrix C' erkennt man unmittelbar, dass A = 1 der einzige Eigenwert ist.

X—t((1)> , teR.

Teil 4. (Nicht-) Lineare Regression

Als Eigenvektoren ergeben sich

Aufgabe 5. Es ist

1o L1t
A= , AT=[o012 3],
b2 0149
139
und man berechnet
4 6 14 10/3
ATA=1 6 14 36 |, A'y= 7
14 36 98 17
Die Losung der Normalgleichung
4 6 14 ay 10/3
6 14 36 ay | = 7
14 36 98 as 17
lautet
9 1
ay = — ag = — ag = ——
1 15 ) 2 10 ) 3 6 ’
man findet (siche obere Abbildung)
1 9 1,
A A T



0.5

/6

Zu den gleichen Daten wurde in der Vorlesung die lineare Regression besprochen. Diese

Ausgleichsgerade

[\

f(x):%—i-—x.

ot

ist unten zum Vergleich dargestellt.

Teil 5. Funktionen: Eigenschaften, Verkettung

Aufgabe 6.

i) Ausgefiillte Tabelle:

yauBere” Funktion f(z) | ,innere Funktion” g(x) | Verkettung h(x) = f(g(x))
f(x) =a? g(z) =522 — 6 h(z) = (522 — 6)°
f(x) =e” g(x) = =31z h(z) = e 31
f(x) =x+¢€" g(z) =5z +3 h(z) = 5x + 3 4 ¥+
filz) = ta® gi(x) = ba? hy(z) = t(522)3
fi(x) = te* gi(x) = =3tz hy(z) = te 3t

Bitte wenden.



it) (a) fog: Einem Auto wird der Preis fiir eine komplette Tankfiillung zugeordnet.
(b) f o g Einem Autobesitzer wird die Farbe seines Autos zugeordnet.

(¢c) fog liefert die Liga, in der ein Fufiballer spielt.

i7i) (a) Man argumentiere mit den Eigenschaften ,,injektiv” und , surjektiv’ oder wegen
der Existenz von f~! und ¢!

(fog)o(gtof)=id, dh (fog)'=glof".

(b) Dies folgt direkt aus bild(f o g) C bild(f).

(c) Man betrachte beispielsweise die injektive Funktion

g:{1,2} = {1,2,3} mit g(1) =1, g(2) = 2
sowie

f:{1,2,3} = {1,2} mit f(1) =1, f(2) =2, f(3) = 1.
Es ist
fog: {1,2} = {1,2}, (fog)(1)=1, (fog)(2)=2,

bijektiv, die Funktion f ist aber nicht injektiv.



