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Teil 1. Eigenschaften von Funktionen

Aufgabe 1. Ein typisches Beispiel ist der Arcustangens. Es ist
tan: (—7/2,7/2) = R eine bijektive Funktion,
d.h. die Umkehrfunktion existiert mit den geforderten Eigenschaften (siche Abbildung),

0.5

-0.51 X

arctan : R — (—7/2,7/2) .
Das Supremum ist 7/2, das Infimum —m /2.

Gébe es einen Punkt o € R mit f(x¢) = arctan(xg) = 7/2, so wire aufgrund der strengen
Monotonie (die Bijektivitat wird fiir dieses Argument nicht benotigt)

f(zo) < flwo+1),

was der Eigenschaft ,,Supremum” widerspricht.
Das Maximum kann also nicht angenommen werden und ebenso gibt es kein Minimum.

Bitte wenden.



Teil 2. Grenzwerte von Folgen
Aufgabe 2.
(a) Man erkennt die Ungleichungen:
4 2 Ly
n:—3n* > §n fir alle n >3 und
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s n n
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Die Folge ist unbeschrénkt und damit divergent.

(b) Es existieren die Grenzwerte

lim /n = 1 und
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Mit dem Produkt konvergenter Folgen existiert der Grenzwert des Produktes:
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(c) Es gilt fir n — oc:
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(d) Eine einfache Umformung zeigt

n? N n* on? N n3
l+n 1-n2  14+n (1+n)(1—n)
_ n*(l—n)+n®*  n?
- (14+n)(1—-n) 1-n2
B 1
-1
und es folgt
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Teil 3. Logarithmengesetze

Aufgabe 3. Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion exp: R — R* folgt

Aty = 6(ac—i—y) In(a) _ 6:L’ln(a) + eyln(a) —a* +qY .

i) Es gilt

(a) a'°8 (@) = gy = qlo8a(®) . gloga(y) = gloga()+log.(y)

)

log,(§) _ =z _ al°sa(® log, (z)—log, ()
(b) @'y’ = Yy acgaw @ ,

(c) B = gt = (glos @) = gt1oss(@

fiir alle a, x, y > 0, a # 1 und alle ¢ € R und die Injektivitdt der allgemeinen

Exponentialfunktion a®: R — RT liefert die zu zeigenden Logarithmengesetze aus
den obigen Gleichungen.

i1) Fir a, b, x >0, a, b # 1 gilt

4o8a () logy (z) _ (aloga(w)logb(ﬂﬂ) _ plogs(®) — 4 — loga(®)

und die Injektivitit der allgemeinen Exponentialfunktion a*: R — R* liefert

log, () log, (z) = %),

sodass

_log, ()
logs() = log,(b)

Teil 4. Wachstum der Exponentialfunktion

Aufgabe 4. Es sei k € Nj,.

i) Fiir z € [0, o0] gilt 77 = > 0 fiir alle k € N, sodass (Weglassen aller anderen Summan-
den)

i Z s} |

exp(z) = — = lim — > lim .
= 0]' (S G n—oo (k + 1)! (k’-{—l)!

i1) Aus 1) folgt
—k —k II:L+1 Ty n—00
x, " exp(z,) >z, " - ot 1] = T - 00,

: —k _
sodass lim,, . x, " exp(x,) = 00.

Bitte wenden.



i1i) Aus i) folgt auch

0< Qlk exp(—:c ) — xliz < quz _ (If'f‘ 1)' n:>>oo 0
- " exp(z,) — an’ T ’
(k+1)!

sodass lim,, ., ¥ exp(—x,) = 0 nach dem EinschlieBungskriterium.

Bemerkung. In diesem Sinne wdichst also die Exponentialfunktion stirker als jede Potenz.
Teil 5. Hyperbelfunktionen

Aufgabe 5. Der Sinus hyperbolicus:

und der Kosinus hyperbolicus:




Es seien x, y € R. Mithilfe der Definitionen der Hyperbelfunktionen berechnet man
sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
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= sinh(x +y)
und
cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

et +e® eY+e YV ef—e T e¥Y—eY
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= cosh(z + y)

sowie

coshi(a) —sinh(r) = (¢ +e P = (¢ — e

1
= 1(62x+1+1+6_2x—€2x+1—|—1—€_2x) = 1.



