$5

Reelle und komplexe Funktionen

Allgemeine Begriffsbildung (vgl. § 1): XY, Z Mengen, f: X —Y, ¢g:Y — Z Funktionen

“injektiv”’, “surjektiv”’, “bijektiv”

Verkettung: gof: X = Z go f(x) :=g(f(x))

ACY: YA :={reX: f(xr) € A} Urbild von A

Spezialfidlle: f: X — R reelle Funktion, f: X — C komplexe Funktion

(Natiirlich ist jede reelle Funktion auch komplexe Funktion. Man verwendet die Bezeichnung
“reell”, um deutlich zu machen, dass f nur rein reelle Werte hat.)

Beispiele:

D riRoR J@={ 7 TES o} =W

charakteristische Funktion von Q (den Graphen kann man nicht zeichnen)
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[-]: R—=R, [z] := grofite ganze Zahl < x

2) = sup{meZ: m<ux}

Gaufl - Klammer
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3) Sagezahnfunktion f: R — R, f(z):=z— ]

f(z) =2 auf [0,1), f(x)=2—1 auf[l,2),...
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Definition 5.1 Sei X CR und f: X — R reelle Funktion

f monoton wachsend <= f(z1) < f(x2) | Va1,22€ X
f monoton fallend — > 1 < 29

f streng monoton wachsend <= f(x1) < f(x2) | V21 < 29
f streng monoton fallend = > r1,22 € X

Bemerkungen:

1) f monoton ... auf Y C X <= die Ungleichung gilt nur fir z;,29 € Y

2) f: R—=R, f(x) =23, iststreng monoton wachsend;
f:R—=R, f(z) =22 ist weder wachsend noch fallend

aber:  f ist streng fallend auf R — R, streng wachsend auf Rt U {0}
3) streng nomotone Funktionen sind injektiv

4) da C kein angeordneter Korper ist, macht Monotonie fiir komplexe Funktionen mit
Def.bereich C R keinen Sinn!

Algebraische Operationen fiir komplexe (und reelle) Funktionen:
werden (wie iiblich) punktweise erklart: f, g : X — C, X beliebig

f+9, f9:X—=C, flg:{zeX:g(z)#o0} —C,
(f+9)(=) = f(x) +9(2), (f-9)(x) = f(z) 9(x), (f/9)(x) = f(x)/g(x).

analog:  f,|f|, Re f, Im f...
Beispiele:

n
a) Polynome f(z) = 3 an2F,n € Ny, ao,...,a, € C
k=0
werden zusammengebaut aus z — z*.  n = Grad f, falls a, # 0

b) Rationale Funktionen: f, g Polynome iiber C

R(z) = f(2)/g(z) Def (R)={z€C: g(z)#0}.

(Quotienten von Polynomen)

Reelle Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten: Was ist bekannt?
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1) zeR, neN, 2" :=xz...z (n fach)

2) e R—{0}, neN, 27" :=(z7 )" 2 >0: /7 in Satz 3.10 definiert.
Sei fir € RT und g€ Q:29= )7, falls g=" mit neN, meZ
(zeige: (x%)m = (a;ﬁ)m’ fiir % - % )

Satz 5.1 Fir xz > 0 gelten die ublichen Potenzgesetze:

1
n

(z

2P =" 2P (2" = 2" P Vr,peQ

Ist auch y > 0, so hat man: ’ (x-y)P =P yP. ‘

(Im Falle ganzer Exponenten dirfen z,y aus R — {0} sein.)

Bemerkung: Die Rechenregeln lassen sich auf die Gesetze fiir 2", n € Z, reduzieren, wenn
man diese mit der Definition der Wurzel kombiniert.

Aus der Def. der Wurzel folgt z.B.:

Also haben wir exemplarisch fiir x >0, m,n € N:

alte Rechenregel
ym - y”<y = xm)

Merke: RT > 2+ 2" ist streng wachsend /fallend fiir r 2 0,reQ




