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10. Übungsblatt

Aufgabe 1 (3+3+2=8P)

a) Zeigen Sie, dass die Funktion y(t) =
1

1− t
die einzige Lösung des Anfangswertpro-

blems
y′(t) = y(t)2, y(0) = 1

auf dem Intervall (−∞, 1) ist.

b) Bestimmen Sie in Abhängigkeit von y0 ∈ R die maximale Lösung des Anfangswert-
problems

y′(t) = y(t)2, y(0) = y0.

c) Zeigen Sie, dass die Funktion F : R × R → R, F (t, y) = 3
√
y2 in keiner Umgebung

von (0, 0) einer Lipschitz-Bedingung bezüglich der y-Variablen genügt.

Aufgabe 2 (10P)

Das Lemma von Gronwall besagt: Sei I ⊂ R ein Intervall und g : I → R eine stetige
Funktion. Es gebe t0 ∈ I und A,B ≥ 0 sodass

g(t) ≤ A ·
∣∣∣∣ ∫ t

t0

g(s) ds

∣∣∣∣+B für alle t ∈ I.

Dann gilt: g(t) ≤ BeA|t−t0|.

Es sei nun F : R × Rn → Rn eine stetige Funktion mit globaler Lipschitz-Bedingung
bezüglich der Rn-Variable und

|F (t,y)| ≤ c · |y| für ein c ≥ 0.

Zeigen Sie, dass dann das Anfangswertproblem

y′(t) = F (t,y(t)), y(t0) = y0

für jede Wahl (t0,y0) ∈ R×Rn eine eindeutige, auf ganz R definierte Lösung y : R→ Rn

besitzt.

Bitte wenden!



Aufgabe 3 (10P)

Es seien κ : [0, 1]→ (0,∞) und τ : [0, 1]→ R differenzierbare Funktionen. Schreiben Sie
die Frenetschen Formeln 

ṫ(s) = κ(s)n(s)

ṅ(s)) = −τ(s)b(s)− κ(s)t(s)

ḃ(s) = τ(s)n(s)

als Differentialgleichung ẏ(s) = F (s,y(s)) mit y : [0, 1] → R9 und F : R × R9 → R9.
Zeigen Sie, dass F auf I × Rn einer globalen Lipschitz-Bedingung bezüglich der y-
Variablen genügt.

Aufgabe 4 (3+4+5=12P)

a) Es sei
(
X, ‖ · ‖

)
ein normierter R-Vektorraum und (xk)k∈N0 eine Folge in X. Zeigen

Sie: Ist X vollständig, so impliziert die Konvergenz der Reihe
∞∑
k=0

‖xk‖ die Konvergenz

der Reihe
∞∑
k=0

xk.

b) Wir versehen den Raum Rn×n der reellen n×n-Matrizen mit der sog. Operatornorm

‖A‖ := sup
x 6=0

|Ax|
|x|

.

Zeigen Sie, dass die Reihe eA :=
∞∑
k=0

Ak

k!
für jede Wahl von A ∈ Rn×n konvergiert

(Hierbei bezeichnet Ak das k-fache Matrixprodukt A · ... · A, A0 := Id).

c) Wir betrachten die Funktion R 3 t 7→ etA. Zeigen Sie:

lim
h→0

e(t+h)A − etA

h
= A · etA.

(Hinweis : Betrachten Sie die einzelnen Komponenten der Matrix etA =
(
aij(t)

)n
i,j=1

).

Abgabe: Bis Donnerstag, den 29. Juni 12:00 Uhr in den Briefkästen neben Raum U.39 in Geb. E 2.5.


