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Aufgabe 6.1. ( 3+3+3+5=14 Punkte)

Betrachtet werden Lösungen y : I → Rn des linearen Systems

y′ = Ay + b (1)

mit einer diagonalisierbaren Matrix A ∈ Rn×n und einer stetigen Funktion b : I → Rn.
Zeigen Sie

a) Bei gegebenen Anfangsbedingungen y(x0) = y0 ist (1) eindeutig lösbar.

b) Seien ηi ∈ Rn die Eigenvektoren und λi (i = 1, . . . , n) die zugehörige Eigenwerte
der Matrix A. Dann ist

yhom(x) :=
n∑
i

cie
λixηi

mit ci ∈ R Lösung des homogenen Systems (genauer sogar die allgemeine Lösung).

c) Seien f1, . . . , fn Lösungen von

n∑
i

f ′ie
λixηi = b,

so erhält man mit

yspez(x) :=
n∑
i

fie
λixηi

eine spezielle Lösung von (1). Die Funktion y∗ := yhom + yspez ist ebenfalls eine
Lösung von (1) (genauer sogar die allgemeine Lösung).

d) Bestimmen Sie die Lösung von x′

y′

z′

 =

 1 −1 2
−1 1 2

1 1 0

  x
y
z


mit den Anfangsbedingungen x(0) = y(0) = 1, z(0) = 0.

(Bitte wenden)



Aufgabe 6.2. (4=4=8 Punkte)

Betrachten Sie die Gleichung

y′ = f(x)g(y), y(x0) = y0 (2)

für y : I → R mit f : I → R stetig und einer Lipschitz-stetigen Funktion g : R→ R, die
streng monoton ist. Zeigen Sie

a) (2) besitzt eine eindeutige Lösung. Diese ist durch

y(x) := G−1 (F (x) + c) , c := G(y0 − F (x0))

gegeben. Dabei ist G eine Stammfunktion zu
1

g
und F eine Stammfunktion zu f .

b) Lösen Sie die Gleichung

y′ = −xy2, y(2) =
1

2
.

Aufgabe 6.3. (4+4=8 Punkte)

Bestimmen Sie die nach der Länge parametrisierte Kurven α(s), deren Krümmungsfunktion
κ(s) wie folgt vorgegeben ist

a) κ(s) =
1

s+ 1
, s ∈ [0,∞) b) κ(s) = as, s ∈ [0,∞).

Nehmen Sie dazu die beiden Bedingungen α(0) = 0 sowie α′(0) = (1, 0) an. Das Ergebnis
von b), die Klothoide, ist für a 6= 0 nicht elementar integrierbar. Skizzieren Sie die
Kurven.
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