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Aufgabe 12.

Sei Ω ⊂ R3 offen und beschränkt und p ≥ 12
7
. Gegen sei die Abbdilung

A : W̊ 1,p(Ω, R3) → W̊ 1,2(Ω, R3)

mit ∫
Ω

u ⊗ u : ∇ϕ = 〈Au, ϕ〉 für alle ϕ ∈ W̊ 1,2(Ω, R3).

Zeigen Sie.

a) Falls u ∈ W̊ 1,2
div (Ω, R3) ist, gilt 〈Au, u〉 = 0.

b) A ist stetig.

c) Für p > 12
7

ist A kompakt.

Aufgabe 13.

Es gelte

2µ3
1ρ

2ν−2‖f‖2 < 1,

wobei µ1 die optimale Konstante in der Soboelv-Ungleichung W̊ 1,2(Ω, Rd) ↪→
L4(Ω, Rd) ist. Zeigen Sie, dass schwache Lösungen der Navier-Stokes Gleichung ein-

deutig sind.



Aufgabe 14.

Sei f ∈ L2(Ω, Rd) und u ∈ W̊ 1,2(Ω, Rd) Lösung von (WNSP). Zeigen Sie: es existiert

genau eine Druckfunktion p ∈ L2
0(Ω) mit∫

Ω

∇u : ∇ϕ dx =

∫
Ω

u ⊗ u : ϕdx +

∫
Ω

p div ϕdx +

∫
Ω

f · ϕdx

für alle ϕ ∈ W̊ 1,2(Ω, Rd).

Aufgabe 15.

Zeigen Sie den Übergang vom Powell-Eyring Modell zum Prandtl-Eyring Modell.

Gegeben sei eine Folge Funktion (un) ⊂ W̊ 1,2(Ω, Rd) von Lösungen von

1

n

∫
Ω

ε(u) : ε(ϕ) dx +

∫
Ω

σ(ε(u)) : ε(ϕ) dx =

∫
Ω

f · u dx

für alle ϕ ∈ W̊ 1,2(Ω, Rd). Dabei ist f ∈ L2(Ω, Rd) und

σ(ε) = DW (ε), W (ε) = |ε| ln(1 + ε).

Zeigen Sie:

a) D2W ist beschränkt.

b) |DW (ξ) − DW (η)| ≤ c|ξ − η| für ale η, ξ ∈ Rd×d.

c) Es gelte un → u in W̊ 1,2(Ω, Rd). Welche Gleichung erfüllt u?

d) Ist un in W̊ 1,2(Ω, Rd) automatisch beschränkt? Benutzen Sie un als Testfunk-

tion.

Aufgabe 16.

Gegeben sei die Integralgleichung

u(x) =

∫ 1

0

k(x, u(y)) dy

auf C0[0, 1] mit einer Funktion k : [0, 1]×R → R. k sei stetig in x und kontrahierend

in u. Zeigen Sie die Existenz einer Lösung mit Hilfe des Leray-Schauder Prinzips.

(Hinweis: Satz von Arcela-Ascoli.)


