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Aufgabe 1

Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und sei k ∈ N0 ∪ {∞}. Beweisen Sie:

(a) Auf dem Raum Ck(Ω) wird eine Norm erklärt durch die Vorschrift

||u|| :=


∑

ν∈Nn
0 ,||ν||≤k

||∂νu||∞, k ∈ N0

max
ν∈Nn

0

||∂νu||∞, k =∞
.

Dabei bezeichnet ||.||∞ wie üblich die Maximumnorm.

(b) Der Raum Ck(Ω) ist bzgl. der unter (a) definierten Norm ein Banach-Raum.

(Hinweis zu (b): Sind Ω ⊂ Rn offen und (um) ⊂ C1(Ω) eine Folge mit

um
m→∞−−−→ u und ∂αum

m→∞−−−→ v

gleichmäßig in Ω für ein α ∈ {1, . . . , n}, so existiert ∂αu, und es ist v = ∂αu.)

Aufgabe 2

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion η : Rn → R,

η(x) :=

 exp

(
1

|x|2−1

)
, |x| < 1

0, sonst
,

beliebig oft differenzierbar ist und Träger in B1(0) hat. Zeigen Sie zudem die Existenz
einer Konstante c > 0 mit c

∫
Rn

ηdx = 1.

(b) Konstruieren Sie eine Funktion η ∈ C∞(R) mit spt η b I, d.h. spt η ⊂ I, wobei I
ein beschränktes Intervall ist.

(Hinweis zu (a): Betrachten Sie die Funktion (0,∞) 3 t 7→ exp(1
t
).)



Aufgabe 3

Untersuchen Sie die folgenden Teilmengen von l2(N) auf Beschränktheit und Kompakt-
heit.

(a) A :=

{
u ∈ l2(N) : |un| ≤ 1√

n
für alle n ∈ N

}
.

(b) B :

{
u ∈ l2(N) : ||u||2 ≤ 1

}
.

(c) C :=

{
u ∈ l2(N) : |un| ≤ 1

n
für alle n ∈ N

}
.

Aufgabe 4

Seien (X,µ) ein Maßraum und µ(X) < ∞. Zeigen Sie: Für alle Exponenten p, q mit
1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ ist Lq(X,µ) ⊂ Lp(X,µ). In diesem Fall gilt:

||u||p ≤ ||u||qµ(X)1/p−1/q für alle u ∈ Lp(X,µ).

Geben Sie ein Beispiel dafür an, dass die Inklusion Lq ⊂ Lp im Fall µ(X) =∞ allgemein
falsch ist.

Abgabe: keine


