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Aufgabe 1

Seien (X, || · ||) ein normierter Raum und β : X ×X → R eine Bilinearform. Zeigen Sie:

(a) Durch die Vorschrift

||(x, y)|| :=
√
||x||2 + ||y||2 ((x, y) ∈ X ×X)

wird eine Norm auf X ×X erklärt.

(b) Ist X ×X mit der Norm aus (a) versehen und ist β stetig (im Sinne von ||β|| <∞),
so ist β stetig (im Sinne von Abbildungen) auf X ×X.

(c) β ist genau dann stetig (im Sinne von ||β|| < ∞) und koerziv, wenn es positive
Konstanten λ und Λ gibt, so dass gilt:

|β(x, y)| ≤ Λ||x||||y|| und β(x, x) ≥ λ||x||2

für alle x, y ∈ X.

Aufgabe 2

(a) Zeigen Sie, dass im Rn schwache und starke Konvergenz äquivalent sind.

(b) Betrachten Sie dioe Folge (xn) ⊂ l2(N), gegeben durch

xkn :=

{ 1
log(n+1)

, k ∈ {1, . . . , n+ 1}
0, sonst

.

Was kann man über die komponentenweise, schwache und starke Konvergenz von
(xn) sagen?

Aufgabe 3

Seien Ω ⊂ Rn offen, 1 ≤ p ≤ ∞ und u, v ∈ Lp(Ω) sowie (um) ⊂ Lp(Ω).

(a) Zeigen Sie: Ist p <∞ und strebt um
m−→ u punktweise f.ü. in Ω sowie ||um||p

m−→ ||u||p,
so strebt bereits um

m−→ u in Lp(Ω).
(Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen 2p(|u|p + |um|p) − |u − um|p und wenden
Sie das Lemma von Fatou an.)



(b) Ist Ln(Ω) <∞ und strebt um ⇁ u für m→∞ in Lp(Ω) sowie um
m−→ v punktweise

f.ü. in Ω, so ist u = v f.ü. in Ω.
(Hinweis: Strebt um

m−→ v punktweise f.ü. in Ω, so gibt es nach dem Satz von Egoroff
zu jedem ε > 0 eine offene Menge Eε ⊂ Ω mit Ln(Ω − Eε) < ε, so dass um

m−→ v
gleichmäßig in Eε strebt.)
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