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Klausur zur Vorlesung HMI I

Die folgende Klausur besteht aus 4 Aufgaben. Die in den einzelnen Aufgabenteilen
erreichbare Punktzahl ist jeweils angegeben, ebenso die Themengebiete, aus denen
die Aufgabe gewahlt wurde. Jede Aufgabe ist auf einem gesonderten Blatt zu be-
arbeiten. Achten Sie auf eine saubere Argumentation, d.h.: Schreiben Sie alle
Losungsschritte hin und begriinden Sie diese — auch wenn eine Aufgabe
als Frage formuliert ist, ist die Antwort selbstverstiandlich zu begriinden,
fiir “geratene” Losungen kann es keine Punkte geben.

Aufgabe 1. (Vollstindige Induktion, Kombinatorik; 2.54+2.5+1+1.54+2.5 Punkte)

i) Zeigen Sie:

(a) Fir alle n € N gilt
D kekl=(m+1)-1.
k=1

(b) Fiir alle n € N, n > 2, gilt
i 2 3 2n+1
2—-1 2 nn+1)’

=2
i1) Betrachten Sie zu n € N, n > 2, ein Rennen mit n nummerierten Laufern.

(a) Wie viele mogliche Rennergebnisse gibt es insgesamt?

(b) Bei wie vielen méoglichen Rennergebnissen belegt der Laufer mit der Nr. 1
den ersten Platz vor dem Laufer mit der Nr. 2 auf dem zweiten Platz?

(¢) Wann ist die Anzahl der méoglichen Rennergebnisse in den folgenden
beiden Szenarien gleich?

e Der Laufer mit der Nr. 1 gewinnt.

e Die Laufer mit den Nummern 1 und 2 teilen sich die ersten beiden
Platze.

Bitte wenden.



Aufgabe 2. (Folgen, Reihen, Potenzreihen; 14+141+2+2+41.54+1.5 Punkte)

i) Existieren die folgenden Grenzwerte und wenn ja, berechnen Sie diese:
n3———|—n n?’—l—l—n n3——+n
lim —*— b) lim ——"— lim ——2— .
(a> n—roo 2nt + \/— ( ) n—)nolo omnd + \/— (C) n-ro0 N2 + \/—
i7) Betrachten Sie die reelle Zahlenfolge {a,,},

n?+1

5 fir allen € N .
n

Ay —

Finden Sie ein @ € R und zu gegebenem ¢ > 0 ein N = N(e) derart, dass
la, — a| < e fiir alle n > N(e).

i1i) Konvergiert die Reihe

n=1
iv) Fir welche x € R konvergieren die Potenzreihen
a) Y —@-1", (b) Y nPz—1)"7?
n=1

n2
n=1

Aufgabe 3. (Polynominterpolation, Topologie des R", komplexe Zahlen; 54243
Punkte)

i) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom py zunéchst mithilfe der Lagran-
geschen und dann mithilfe der Newtonschen Darstellung zu den Daten:

i1) Zeigen Sie: Die Vereinigung U U V' zweier offener Mengen U, V' im R™ ist
offen.

i17) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung 2® = 7 — 1 und skiz-
zieren Sie diese in der Gauflschen Zahlenebene.

Aufgabe 4. (Vektorrechnung; 4.5+4.5+1 Punkte)

i) Es seien a, b € R fixiert. Betrachten Sie im R? die Vektoren

1 b 0
W=l u?=(2]. u®=]1
1 1 0

Bestimmen Sie die Dimension von Spann(u”, u®) und von Spann(u®™,u®).

Bestimmen Sie im Fall a = 2 die Dimension von Spann(g(l),g(Q),g(?’)).
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ii) Betrachten Sie im R* den Vektor

N =

—_ = = =

sowie den Unterraum V = {x € R*: (x,N) = 0} des R™.

(a) Bestimmen Sie die Dimension von V' und geben Sie eine Orthonormal-
basis von V' an.

(b) Bestimmen Sie V.



