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Kapitel 13. Gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Kapitel 13. Gewdhnliche Differentialgleichungen erster
Ordnung

§13.2 Elementare Lésungsverfahren (Fortsetzung)
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Form y’ = %(X}y' (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

7.Form y’ = hEX yg (Integrierender Faktor)

In vielen Fallen ist in der Gleichung

;o alx,y)
Y= T hixy)

die Schwarz’'sche Bedinung g, = h(x) nicht erfllt, d.h.

g(x, y)dx + h(x, y)ady

ist kein totales Diffferential - eine Stammfunktion V(x, y)
existiert somit nicht.
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Formy’ = — % (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) TV r(x)

7. Form y' = hgx y; (Integrierender Faktor-Fortsetzung)

Im konkreten Einzelfall gibt es jedoch unter Umsanden eine
Mdglichkeit, die gegebene DG in aquivalenter Weise so
modifizieren, dass eine exakte DG entsteht.

Dies geschieht durch Multiplikation der DG

;o alx,y)
Y= Thix,y)

mit einer geeigneten Funktion w(x, y), die integrierender Faktor
genannt wird.
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Form y’ = g(x;y/ (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

7. Form y’ = hgx yg (Integrierender Faktor-Fortsetzung)

Unser Ziel soll es im Folgenden sein, einen integrierenden
Faktor w(x, y) zu finden mit

w(x,y)#0 auf dem gesamten Rechtecksgebiet R

und der Eigenschaft

5y W06Y) - g6Vl = - (x.p) - Hx Y]
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Formy’ = — % (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) TV r(x)

7. Form y’ = —%g}y’g (Integrierender Faktor-Fortsetzung)

Wegen der Annahme w(x, y) # 0 fur (x, y) € Rist jede Lésung
der modifizierten DG
I _W(Xa.y) g(Xv.y)
W(X7.y) ’ h(Xay)

auch eine Lésung der urspringlichen DG

;o 9(x,y)

h(x,y)

und umgekehrt.
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Formy’ = — % (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) TV r(x)

7.Form y’ = hEX yg (Integrierender Faktor-Fortsetzung)

Bei der Suche nach einem integrierenden Faktor erwiest es
sich als naheliegend, aber unpraktikabel, eine solche Funktion
w(x, y) durch die Forderung

d 0
ay WO6Y)-g(x.y)l = o wix, y) - h(x, )]

direkt zu bestimmen.
Die sich daraus ergebenden Bestimmungsgleichungen ftir

w(x, y) wirden das Losen partieller DG implizieren, was die
Situation noch zusatzlich verkomplizieren wirde.
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Form y’ = g(X ) (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) - y + r(x)

7. Form y’ = hgx yg (Integrierender Faktor-Fortsetzung)
Sinnvoller ist es, sich auf integrierende Faktoren der speziellen
Gestalt

w(x,y) = w(x)

w(x,y) = w(y)

w(x,y) = w(xy)

w(x,y) = w(x® + y?)

zu beschranken.
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Form y’ = g(X ) (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) - y + r(x)

7.Form y' = hgx y; (Integrierender Faktor-Fortsetzung)

Welcher Ansatz im konkreten Fall der geeignetste ist, kann im
Allgemeinen nicht vorausgesagt werden.

Uns bleibt somit nichts anderes Ubrig, als aufs Geratewohl das
Funktionieren des ein oder anderen Ansatzes zu testen.

Oft erweisen sich dabei die ersten beiden Mdglichkeiten als
vielversprechend.
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Form y’ = ;“ "',‘ (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (Lineare Differentialgleichung)
In einer DG der Form

y'=9(x)-y+r(x)

treten y und y’ in erster Potenz auf.

Die Koeffizientenfunktion g(x) sowie die Funktion r(x) seien
stetig und auf einem gemeinsamen Intervall / definiert.
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Z: if: (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

Form y’ =

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (Fortsetzung)
Bei der Form

y' =900y +r(x)

handelt sich um die so genannte Normalform einer linearen
DG.

Haben wir es mit der allgemeinen (impliziten) Form

ai(x)-y'+ ao(x) - y = b(x)

zu tun mit a; # 0, so kénnen wir formal mittels Division durch
a;(x) und Auflésen nach y’ die explizite Normalform herstellen.
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9(x,y) R " R
Fixy) (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

Form y’ =

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (Fortsetzung)
Wir unterscheiden

@ Eine homogene lineare DG liegt vor, wenn r(x) = 0. Die
DG lautet also in diesem speziellen Fall

y'=g(x)-y.

@ Eine inhomogene lineare DG liegt vor, falls r(x) # 0. Wir
haben es dann mit dem allgemeinen Fall

/

y'=9(x)-y+r(x)

ZU tun.

Bei der Funktion r(x) spricht man auch von der rechten Seite,
der Inhomogenitat oder der Stérung einer linearen DG.
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9(x,y) R " R
Fixy) (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

Form y’ =

8. Form y’ = g(x) - y (die homogene lineare DG)
Die allgemeine Lésung einer homogenen linearen DG

y'=9(x)y
ermitteln wir durch Trennung der Variablen.

Aus
y=9(x)-y & —=9x)-y & —=gx)dx
erhalten wir

/‘;y - /g(x)dx & Inly| = /g(x)dx_ G(x)+ C1 (Ci €R)

mit einer beliebigen Stammfunktion G(x) von g(x).
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Formy’ = j::it; (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

8. Form y’ = g(x) - y (die homogene lineare DG - Fortsetzung)
Durch beidseitige Anwendung der e-Funktion erhalten wir dann

¥l =e®-C,  (Co=e%>0)
und durch Auflésen des Absolutbetrags

y(x)=+Cs - el — Cs- eG(x) (C3 =+C € R\ {0}).

Durch Einsetzen erkennen wir zudem, dass auch die
Nullfunktion y = 0 jede homogene DG I&st.

Wir erhalten dann als allgemeine Lésung der homogenen DG

y(x)=C-e%™ (CeR).
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Form y’ = — &XY) (Integrierender Faktor)

F
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y/ =g(x

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG)

Das Verfahren zur Lésung einer inhomogenen linearen DG

/

y'=9(x)-y+r(x)

in Normalform gliedert sich in mehrere Schritte:
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Formy’ = ;:Ef: (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Betrachten wir die homogene DG

y'=9(x)-y

und berechnen deren allgemeine L6sung gemaf den
obigen Ausflihrungen zu

Yhom = C - eG).

(Wieder bezeichne G(x) eine beliebige Stammfunktion von
9)
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Formy’ = Z:Ef" (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Zu Abkurzungszwecken bezeichnen wir fir C = 1 mit

die sogenannte Grundfunktion der homogenen DG. Sie ist

positiv und von der Wahl der Stammfunktion G(x)
abhangig.

Damit lasst sich die allgemeine Lésung der homogenen
DG darstellen zu

Yhom = C'yg(x) (CER)‘

Lektion 18 01.07.2010 MiIN 11



Formy’ = ;:Ef: (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Im zweiten Schritt machen wir einen Ansatz zur Lésung
der inhomogenen DG. Das hierflir verwendere Verfahren
tragt den Namen ,Variation der Konstanten *.

Wir setzen die Funktion

y(x) = C(x) - yg(x)

und versuchen, solche Funktionen C(x) zu bestimmen, fir
welche dieser Ausdruck y(x) die gegebene inhomogene
DG l6st.
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Form y’ = H’ (Integrierender Faktor)

g(x,y
h(x.y)
§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x7) g Y+ r(x)

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Mit Hilfe der Produktregel berechnen wir die Ableitung
dieses Lésungskandidaten y(x)

Y'(x) = C(X)yg(x) + C'(x)yg(x).

Sowohl y(x) als auch y’(x) setzen wir daher in
y' = g(x) - y + r(x) ein. Wir erhalten dann als Bedingung
an C(x)

C'(X)yg(x) + C(x) - [yg(x) — 9(x) - yg(x)] = r(x).
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Formy’ = ;::f: (Integrierender Faktor)

§13.2 Elementare Losungsverfahren Form y’ = g(x) -y + r(x)

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Da die Grundlésung y4(x) die homogene DG Iést
verschwindet der Klammerausdruck und die Bedingung an
C(x) reduziert sich auf

C'(x)yg(x) = r(x)

bzw. nach Division durch die stets positive Funktion y,(x):

C'(x) =
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Form y’ = ',‘ (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Lésungsverfahren Formy’ = g(x) -y

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Durch Integration dieser Gleichung lasst sich eine ganze
Schar von Funktionen C(x) bestimmen. Es ist

rix) .
C(x) = / g = HOE G (Crem)
r(x)

Yo(x)

mit einer beliebigen Stammfunktion H(x) von
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Form y’ = ',‘ (Integrierender Faktor)
§13.2 Elementare Lésungsverfahren Formy’ = g(x) -y

8. Form y’ = g(x) - y + r(x) (die inhomogene lineare DG -
Fortsetzung)

Im letzen Schritt setzen wir die ermittelte Funktionenschar
C(x) in den urspriinglichen Ansatz y(x) = C(x) - yg(x) ein
und erhalten als allgemeine Lésung der inhomogenen DG

y(x) = (H(x) + Cy) - yg(x) (Ci1 €R)

r(x)
Yo(x)

mit einer beliebigen Stammfunktion H(x) von
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