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Kapitel 14. Gewdhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Kapitel 14. Gewdhnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung
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Homogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Der Einfachheit halber behandeln wir in diesem Abschnitt
vornehmlich zweikomponentige lineare Systeme.

Jedoch gelten samtliche Uberlegungen analog auch fiir
Systeme von héherer Komponentenzahl.
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Homogene Systeme

Lineare Unabhangigkeit von Losungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

In einem linearen System gewdhnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung sind mehrere (hier zwei) Funktionen

y1(x) und Ya(x)

uber ihre jeweils ersten Ableitungen yj(x) und y;(x) in der
folgenden Weise miteinander verknlpft:

vi = a(x)-y1 + bi(x)-y2 + n(x)
Ve = a(X)-y1 + ba(x)-y2 + n(x).

Die Funktionen aj(x), a»(x), by(x), bo(x) seien dabei auf einem
gemeinsamen Intervall / definiert und dort stetig.
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Homogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Alternativ kdnnen wir auch eine vektorielle Schreibweise
verwenden, die besonders bei mehr als zwei
Komponentenfunktionen die bersichtlichere ist.




Homogene Systeme

Lineare Unabhangigkeit von Losungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Wir definieren

sowie die Matrix

a0 b
a = (200 o0 )

Mit diesen Bezeichnungen lasst sich das lineare
Gleichungssystem auch kompakt formulieren zu

y'=AX)-y+71(x).

Lektion 19



Homogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Wieder sprechen wir von einem homogenen System, falls

anderfalls von einem inhomogenen System.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Zunachst wollen wir uns auf homogene Systeme

beschranken.

Alle differenzierbaren Funktionen ?(x) (

foo=aneo = (460)= (30 a0 ) (4 )

sind Lésungen dieses Systems.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Iitvege U S g E) i o LG iTefer

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Ahnlich wie eine einzelne skalare DG besitzt auch ein lineares
System von DG erster Ordnung unendlich viele Lésungen.

In diesem Zusammenhang wird die Eigenschaft der linearen
Unabhangigkeit von Lésungen eine zentrale Rolle spielen.

Wir beschranken uns der Einfachheit halber auch hier zun&chst
auf den Fall zweier Gleichungen.
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Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Definition 100. (Lineare Unabhangigkeit)
Die beiden vektorwertigen Funktionen

= fi(x) ) = < g1(x) >

f(x) = und g(x) =

w={ L g0 = 90
heiBBen linear unabhéngig auf dem Intervall I, wenn die

Gleichung . .
cr-f(x)+c2-g(x)=0

fur alle x € | nur trivial, also durch die alleinige Wahl
cit=c=0

erfullt werden kann. Lésst sich diese Gleichung fiir alle x € |
durch mindestens eine Konstante ¢y oder ¢, ungleich null
erfullen, so heiBen die Lésungen hingegen linear abhéngig.

Lektion 19 08.07.2010 MiIN 11
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Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Diese Definition gilt sinngeman auch allgemein fir m
Funktionen

] 0\ A0
fi(x) = : v (X)) = :
f1(m)(X) f,gqm)(X)

mit jeweils m Komponentenfunktionen.
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Homogene Systeme

Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Aus der Definition 100 erkennen wir, dass zwei Funktionen

z f(x) > = < g1(x) )
f(x) = und g(x) =
0= 1 9=\ gex)
linear unabhangig sind, wenn wir eine beliebige Stelle xp € /
finden, so dass es sich bei den entsprechenden Vektoren

foo) = (400 ) wn 5000 = (0] )

um keine gegenseitigen Vielfache handelt.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Iitvege U S g E) i o LG iTefer

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Mit anderen Worten: Ist die so genannte Wronski-Determinante

A gi(x)
W(X)“ B(x) Qz(X)’

fir mindestens ein xg € I ungleich null, so sind die Lésungen
linear unabhéangig.
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Lineare Unabhangigkeit von Lésungen

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Sind dariber hinaus die Funktionen

or=(&5)) e 3= (35)

Lésungen eines homogenen linearen Systems

y'=Ax)-y

so lasst sich sogar Folgendes zeigen:

@ Ist W(xp) # 0 an einer beliebigen Stelle xp, so sind die
Funktionen f(x) und g(x) linear unabhangig. Man kann
nachweisen, dass dann sogar W(x) # 0 an allen Stellen
x € [ qilt.

@ Ist W(x) = 0 an einer beliebigen Stelle xp, so gilt sogar
W(x) = 0 fir alle x € / und die Lésungen sind linear
abhangig.
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Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Jeweils zwei linear unabhangige Lésungen des homogenen
linearen Systems

(50 ) =200- (560 )- Aw=(200 o)

werden auch als ein Fundamentalsystem bezeichnet.

Ein solches ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Samtliche in den vergangenen Zeilen getroffenen Aussagen
bezlglich der Wronski-Determinante lassen sich auf Systeme

y'=AX)-y

mit héherer Komponentenzahl m (d.h. A(x) ist eine
m x m-Matrix mit m > 2) verallgemeinern.

Lektion 19 0 MiIN 11
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Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Haben wir es in diesem Fall mit Lésungen

) (%) ) £ (x)
fi(x) = yoo oy Im(X) =
f™(x) 7 (x)

zu tun, so haben wir fur die Wronski-Determinante

f1(;)(x) f,,&;)(x)
Wix) = fl )-(x) f,(,,)-(x)
f1(m5(x) f,(,,m)'(x)

nur flr ein beliebiges xo € / zu Gberprifen, ob W(xp) # 0 oder
W(xp) = 0 gilt.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Iitvege U S g E) i o LG iTefer

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Im ersten Fall ist damit bereits die lineare Unabhé&ngigkeit, im
zweiten Fall die lineare Abhangigkeit der Lésungen gezeigt.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Iitvege U S g E) i o LG iTefer

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Es soll unser Ziel sein, zu einem gegebenen homogenen
linearen System von m DG erster Ordnung genau m linear
unabhangige Losungen zu ermitteln.

Man kann zeigen, dass fir ein solches System immer m linear
unabhangige Lésungen existieren, die dann als
Fundamentalsystem bezeichnet werden.

Mehr als m linear unabhangige Lésungen zu finden ist
hingegen nicht méglich.

Daruber hinaus lassen sich ausgehend von diesen m linear
unabhangigen Lésungen alle Lésungen des homogenes
linearen Systems durch Linearkombination aufbauen.
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Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Satz 71. (Lésungen eines homogenen linearen Systems)

Die m x m-Matrix A(x) beinhalte stetige, auf einem
gemeinsamen Intervall | definierte Eintrdge. Zu einem
homogenen linearen System

y'=AX)-y

von m DG in den Funktionen y;, ..., ym lassen sich stets m
linear unabhéngige Ldsungen

bestimmen. Es ist andererseits m auch die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Lésungen des Systems.
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Homogene Systeme

Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Satz 71. (Fortsetzung)

Ausgehend von den Funktionen 1 (x),..., fm(x) ldsst sich die
allgemeine Lésung y(x) des Systems durch
Linearkombinationen aus diesen Lésungen bilden, d.h. es ist

—

y(x) = ci - () + -+ Cm- Fmn(X)

mitcy,...,cm € R.
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Lineare Unabhangigkeit von Lésungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Anzumerken ist, dass die Lésungen ﬁ(x), e fm(x) nicht
eindeutig bestimmt sind.

Auch aus davon verschiedenen Lésungen g (x), ..., Gm(X)
lasst sich die allgemeine Losung in der Form

Y(x)=c1-G1(x) + -+ Cm- Gm(X)

aufbauen, sofern die Lésungen gi(x), ..., gm(x) linear
unabhangig sind.
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Homogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Haben wir es wie bisher mit einem homogenen System
y'=Ax)y

von linearen DG zu tun, bei dem die Systemmatrix A von x
abhéngt, so liegt ein verhaltnismafig schwieriger Fall vor.

Far solche Differentialgleichungssysteme existieren nur in
speziellen Fallen systematische Lésungsverfahren.
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Lineare Unabhangigkeit von Losungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Anders sieht die Situation aus, falls es sich bei A(x) um eine
konstante Matrix handelt, also A(x) = A.

Im Fall m = 2 besitzt ein solches System die Gestalt

yi = ai-y1+bi-y bzw ~/:<31 b1>~
Yo = a-y1+ba-yo - Y a b v ()

Bei den Koeffizienten ay, a», by, bo handelt es sich also in
diesem Fall um von x unabhé&ngige, feste reelle Zahlen.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Uene UREIEREEEt v oS

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Ist by = 0 in der Darstellung (*), so haben wir es mit einem
leicht zu handhabenden System zu tun.

Wir I6sen dann die erste Zeile
yi=aiy
und erhalten als allgemeine Lésung
yi(x)=c-e** (ceR).

Diese Losungsgesamtheit fiir y; setzen wir in die zweite
Zeile von (*) ein und erhalten die DG

Vo ="bo- Yo+ ax-c- e~

Dies ist eine skalare, nun inhomogene lineare DG erster
Ordnung fur die Funktion y», die wir durch Variation der
Konstanten lésen kénnen.
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§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

Ist by # 0, so fuhren wir folgendermaf3en:

Wir differenzieren die erste Gleichung in (*) und erhalten
yi=ai-y;+bi-ys

In diese Gleichung setzen wir flir den Ausdruck y; die
zweite Zeile aus (*) ein und erhalten

yi=ai-yi+bi-[ayi+b2y]
I
yi =ai-yi+aehi - yi + baby - yo.
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Lineare Unabhangigkeit von Losungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Wir entnehmen der ersten Zeile von Gleichung (*) den
Ausdruck

by y2 =y —ar -y
und setzen ihn in die letzte Gleichung ein.
Wir gewinnen damit die Gleichung

yi =ai-yi+asbi -y +ba-(yy —aiy)
= (a1 + b2) -yi + (azby — boay) -y1.
N—— —_—
:;K1 :ZKO

Dabei handelt es sich um eine homogene lineare DG
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten Ky und Kj
far die Funktion y;(x). Diese I6sen wir mit dem Mitteln, die
wir in Abschnitt 14.3 kennen lernen werden.
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Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten

Inhomogene Systeme

Die Lésungen fiir y»(x) ergeben sich dann aus der ersten
Zeile von (*):

Wir I16sen nach y»(x) auf (was wegen by # 0 auch mdglich
ist) und erhalten dann mit der eben ermittelten allgemeinen
Lésung far yq:

Yi— @ -y

Yo = by
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Lineare Unabhangigkeit von Losungen
Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

§14.1 Systeme gewdhnlicher linearer DG erster Ordnung

Ist im linearen System der Form

y'=AX)y +r(x)
die Funktion 7(x) nicht konstant Null, handelt es sich also bei
mindestens einer der Komponentenfunktionen rq(x) oder ry(x)
nicht um die Nullfunktion, so liegt ein inhomogenes System vor.

Ohne Beweis sei abschlieBend kurz das theoretische Vorgehen
zur Lésung solcher Systeme skizziert (das dahinter stehende
Prinzip hat dabei auch fir Systeme mit mehr als zwei
Gleichungen Bestand und erinnert an das L6sen inhomogener
linearer Gleichungssysteme).
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Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

@ Wir ersetzen die gegebenen Funktionen ry(x) und ra(x)
zundchst durch ry(x) = ro(x) = 0 und ermitteln daraus
zwei Lésungen

- (167) w0 s (263)

von y' = A(x) - y, fir welche die Wronski-Determinante

an einer beliebig gewahlten Stelle xy € / einen von Null
verschiedenen Wert annimmt.
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Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Inhomogene Systeme

@ Danach ist ,nur noch* eine beliebige Losung yinnom(X) der
urspringlich gegebenen inhomogenen DG zu bestimmen.

In Einzelfallen gelingt dies durch Raten; im Allgemeinen
muss diese jedoch durch Verfahren bestimmt werden, die
aus einer Art Variation der Konstanten bestehen.

@ Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung setzt
sich dann zusammen aus der allgemeinen Lésung der
homogenen DG plus einer bestimmter Lésung der
inhomogenen DG, kurz

Y(x) = ¢1 - F(X) + 2 - G(X) + Jinnom(X) (c1, 2 € R).
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§14.2 Lineare skalare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
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Homogene lineare DG

§14.2 Lineare skalare DG zweiter Ordnung

Wir beginnen unsere Untersuchungen wieder mit dem
homogenen Fall, d.h. der Gleichung

y'+ai(x) -y +ay(x)-y=0

mit auf einem Intervall / definierten stetigen Funktionen ag(x)
und as(x).
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Homogene lineare DG

§14.2 Lineare skalare DG zweiter Ordnung

Um die Resultate aus §14.1 anwenden zu kénnen, wollen wir
hier eine skalare DG zweiter Ordnung in ein
zweikomponentiges lineares System erster Ordnung
transformieren.

Dies bietet vor allem theoretische Vorteile; insbesondere
gewinnen wir daraus Informationen Uber die
Lésungsgesamtheit.
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Homogene lineare DG
§14.2 Lineare skalare DG zweiter Ordnung

Wir definieren zwei Funktionen y4(x) und y»(x) durch

y1(%) = y(x)
() =y = y00=yK.

Durch Ableiten der zweiten Gleichung erhalten wir die
Beziehung y} = y"(x).

Zusammen mit der Ausgangsgleichung erhalten wir insgesamt
das System

/

y1(x) = y2(x)
Ya(x) = —ao(x) - y1(x) — a1(x) - ya(x).
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