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Aufgabe 16. (4+2=6 Punkte)

a) Sei X ein Hilbertraum mit einem Skalarprodukt 〈·, ·〉. Zeige, dass ein linear Ope-
rator A : X ⊃ Dom(A) → X genau dann dissipativ ist, wenn Re〈Aϕ,ϕ〉 ≤ 0 für
alle ϕ ∈ Dom(A).

b) Zeige, dass der folgende Operator (L,C∞c (Rd)) in L2(Rd) dissipativ ist:

Lϕ(x) :=
d∑

j,k=1

∂

∂xj

(
akj(x)

∂ϕ(x)

∂xk

)
.

Hier akj ∈ C1(Rd) und für alle x, ξ ∈ Rd gilt
d∑

j,k=1

akj(x)ξkξj ≥ 0.

Aufgabe 17. (4 Punkte)

Seien (T1(t))t≥0 und (T2(t))t≥0 stark stetige Operatorhalbgruppen auf einem Banachraum
X mit Erzeugern (L1,Dom(L1)) bzw. (L2,Dom(L2)), sodass ‖T1(t)‖ ≤ ew1t, ‖T2(t)‖ ≤
ew2t für einige w1, w2 ∈ R und alle t ≥ 0. Seien D := Dom(L1)∩Dom(L2), L := L1+L2

auf D, und (L,D)
X
erzeuge eine stark stetige Operatorhalbgruppe (T (t))t≥0. Zeigen Sie:

a) F (t) := τT1(t) + (1− τ)T2(t) ∼ T (t) ∀ τ ∈ [0, 1];

b) F (t) := T1(θt) ◦ T2(t) ◦ T1((1− θ)t) ∼ T (t) ∀ θ ∈ [0, 1].

Aufgabe 18. (3+2=5 Punkte)

a) Sei ψ : Rd ×Rd → C eine genügend gute Funktion, sodass ψ(x, ·) eine CNDF für
jedes x ∈ Rd ist. Betrachte die Familie linearer Operatoren (F (t))t≥0 auf C∞c (Rd)
gegeben durch

F (t)ϕ(x) := (2π)−d
ˆ
Rd

ˆ
Rd

eip·(x−q)e−tψ(x,p)ϕ(q) dq dp.

Seien für jedes x ∈ Rd die Faltungshalbgruppen (ηxt )t≥0 und (µxt )t≥0 durch ihre
Fourier-Transformation gegeben:

F [ηxt ] (p) := (2π)−d/2e−tψ(x,p), F [µxt ] (p) := (2π)−d/2e−tψ(x,−p)−ip·x.



Zeigen Sie:

F (t)ϕ(x) = (ϕ ∗ ηxt )(x) =
ˆ
Rd

ϕ(q)µxt (dq).

b) Bestimmen Sie (µxt )t≥0 falls d = 1 und ψ(x, p) = A(x)p2 + ib(x)p+ c(x), wobei A,
b, c stetige Funktionen sind mit c(x) ≥ 0 und A(x) ≥ λ > 0 für alle x ∈ R und ein
λ > 0.

Die Übungsblätter sind auf unserer Homepage erhältlich:
https://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/OHGMPEG/2018 index.html


