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Aufgabe 1.

Sei u : R2 → R harmonisch und nach oben beschränkt.
a) Zeigen Sie, dass die Funktion g : C→ C mit

g(z) = ux(x, y)− iuy(x, y)

für z = x+iy eine holomorphe Funktion ist und folgern Sie, dass es eine holomorphe
Funktion f : C→ C mit Re(f) = u gibt.

b) Beweisen Sie, dass u konstant ist. [Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Liouville.]

Aufgabe 2.

Sei u : R2 → R harmonisch und ihre partiellen Ableitungen nach x und y beschränkt.
Zeigen Sie, dass u eine affin-lineare Funktion ist, d. h. es gibt Konstanten a, b, c ∈ R mit

u(x, y) = ax+ by + c

für alle x, y ∈ R.

Aufgabe 3.

Sei Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 offen und beschränkt und wir betrachten die Funktionenklasse

C := {u ∈ C2(Ω̄,R) : u = 0 auf ∂Ω}

und für ein k ∈ N das Energiefunktional J : C → R ∪ {±∞} mit

J(u) =

∫
Ω

(
|∇u|2k + u2k

)
dx.



a) Zeigen Sie, dass infu∈CJ(u) existiert.

b) Zeigen Sie, dass eine Lösung u des Variationsproblems J → min in C auch eine
Lösung zum Randwertproblem

div
(
|∇u|2(k−1)∇u

)
− u2k−1 = 0 in Ω,

u = 0 auf ∂Ω

ist.

Aufgabe 4.

Zeigen Sie, dass die Lösung des Randwertproblems

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,

u(0, y) = 0, 0 < y < b,

u(a, y) = 0, 0 < y < b,

u(x, 0) = 0, 0 < x < a,

u(x, b) = U , 0 < x < a,

wobei a, b und U positive Konstante sind, durch die Formel

u(x, y) =
4U

π

∞∑
n=0

sinh(2n+ 1)πy
a

sinh(2n+ 1)πb
a

sin(2n+ 1)πx
a

(2n+ 1)

gegeben ist. [Hinweis: Verwenden die die Methode Trennung der Variablen.]


