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Aufgabe 1.

Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit genügend glattem Rand und wir betrachten das
Dirichlet-Problem zur Poisson-Gleichung

∆u = f in Ω, u = u0 auf ∂Ω (1)

für Funktionen u : Ω → R, wobei f ∈ C0(Ω) und u0 ∈ C0(Ω) vorgegeben sind. Zeigen
Sie, dass eine Lösung u ∈ C2(Ω) eindeutig ist.

[Hinweis: Beweisen Sie die Aussage mittels der sogenannten Energieintegral-Methode.
Betrachten Sie dazu die Funktion w = u− v, wobei v ∈ C2(Ω) eine weiteren Lösung des
Randwertproblems (1) ist. Multiplizieren Sie die Laplace-Gleichung für w mit w selbst
und wenden Sie den Satz von Gauß an, um das Integral∫

Ω

div(w∇w)dx

zu untersuchen.]

Aufgabe 2.

Seien n ≥ 2, a > 0, Ba(x0) ⊂ Rn, u ∈ C2(Ba(x0)) und

ua(x0) =

∫
∂Ba(x0)

− u(z)dHn−1(z) =
1

nωnan−1︸ ︷︷ ︸
Flächeninhalt
von ∂Ba(x0)

∫
∂Ba(x0)

u(z) dHn−1(z)

der Mittelwert von u über ∂Ba(x0), wobei ωn = Ln(B1(0)) das Volumen von B1(0) ist.



Zeigen Sie, dass

(i)

∫
∂Ba(x0)

∂Nu(z)dHn−1(z) = 0 für in Ba(x0) harmonische Funktionen u,

(ii) u(x0) = ua(x0) für in Ba(x0) harmonische Funktionen u,

(iii) u(x0) ≤ ua(x0) für in Ba(x0) subharmonische Funktionen u,

(iv) u(x0) ≥ ua(x0) für in Ba(x0) superharmonische Funktionen u.

[Hinweis: Verwenden Sie für Aufgabenteil (i) den Satz von Gauß und für (ii) das folgende
Resultat aus der Vorlesung.
Seien Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit genügend glattem Rand sowie u ∈ C2(Ω). Dann
gilt ∫

∂Ω

[u(z)∂NΓ(x− z)− ∂Nu(z)Γ(x− z)] dHn−1(z) +

∫
Ω

∆u(z) Γ(x− z) dz = U(x)

mit

U(x) =


u(x), x ∈ Ω,
u(x)/2, x ∈ ∂Ω,
0, x ∈ Rn − Ω.

Hier ist Γ die Fundamentallösung der Laplace-Gleichung mit

Γ(x) = cn


log |x|, n = 2,

|x|2−n, n > 2
mit cn =


(2π)−1, n = 2,

−(n(2− n)ωn)−1, n > 2

und N das äußere Einheitsnormalenfeld an ∂Ω.]

Aufgabe 3.

Seien Ω ein beschränktes Gebiet, u1, u2 ∈ C2(Ω) in Ω subharmonische Funktionen und
u ∈ C2(Ω) eine in Ω harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass

(i) max(u1, u2) subharmonisch in Ω ist,

(ii) max
x∈Ω
|u(x)| = max

x∈∂Ω
|u(x)|.

Aufgabe 4.

Sei Ω ein beschränktes Gebiet in Rn. Zeigen Sie, dass die einzige Lösung des Randwert-
problems

∆u = u3 in Ω, u = 0 auf ∂Ω

die triviale Lösung ist.


