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Aufgabe 1.

Seien B1(0) ⊂ R2 und h : B1(0)→ R mit

h(x, y) = Im
1

x− 1 + iy
.

Zeigen Sie, dass h eine harmonische Funktion ist, die nicht als Poisson Integral darstellbar
ist.

[Hinweis: Zeigen Sie, dass

lim sup
r↗1

∫
∂Br(0)

|h(z)| dH1(z)

nicht existiert und verwenden Sie den Satz 2.3 der Vorlesung.]

Aufgabe 2.

Seien U eine offene und K eine kompakte Teilmenge von Rn. Weiter sei u : U ×K → R
eine stetige und nach x1, . . . , xn stetig partiell differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass

∂

∂xj

∫
K

u(x, y)dy =

∫
K

∂

∂xj

u(x, y)dy, j = 1, . . . , n

gilt.

Aufgabe 3.

Sei u ∈ C(BR(x0)) harmonisch in BR(x0) und nichtnegativ auf BR(x0). Zeigen Sie, dass
die Ungleichung

u(x0)

(
R

R + r

)n−2
R− r

R + r
≤ u(x) ≤ u(x0)

(
R

R− r

)n−2
R + r

R− r
, x ∈ Br(x0)

für alle r < R gilt.

[Hinweis: Verwenden Sie die Poissonsche Formel und die Mittelwerteigenschaft für har-
monische Funktionen.]



Aufgabe 4.

Sei Ω ⊂ R2 ein Gebiet, U ⊂ Ω eine offene Menge und u : Ω → R eine harmonische
Funktion mit u(x, y) = 0 für alle (x, y) ∈ U . Zeigen Sie, dass u(x, y) = 0 für alle
(x, y) ∈ Ω gilt.

[Hinweis: Betrachten Sie die holomorphe Funktion f : Ω → C mit f = ux − iuy und
folgern Sie mithilfe des Identitätssatzes für holomorphe Funktionen, dass f konstant ist.]

Aufgabe 5.

Seien Ω ⊆ Rn eine offene Menge und {uk} eine Folge von Funktionen Ω → R mit den
folgenden Eigenschaften.

• uk ist harmonisch in Ω für alle k.

• {uk} ist gleichmäßig konvergent auf Br(x0) für alle x0 ∈ Ω und alle r > 0 mit
Br(x0) ⊂ Ω.

Zeigen Sie, dass der punktweise Grenzwert limk→∞ uk harmonisch in Ω ist.

[Hinweis: Verwenden Sie die Mittelwerteigenschaft für harmonische Funktionen.]


