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Aufgabe 1

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Der Raum aller stetigen Funktionen f : R→ R mit f(x)→ 0 für |x| → ∞ ist ein
Banach-Raum bezüglich der Supremumsnorm.

(ii) Der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen [0, 1] → R ist ein Banach-Raum
bezüglich der Norm

‖u‖lip := |u(0)|+ sup
s,t∈[0,1]
s 6=t

∣∣∣∣u(s)− u(t)

s− t

∣∣∣∣ .
(iii) Der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen [0, 1]→ R ist ein Banach-Raum

bezüglich der Norm
‖u‖1,∞ := ‖u‖∞ + ‖u′‖∞.

(iv) Der Raum Ck(Ω) mit k ∈ N0 ∪ {∞} ist ein Banach-Raum bezüglich der Norm

||u|| :=


∑

ν∈Nn
0 ,||ν||≤k

||∂νu||∞, k ∈ N0

max
ν∈Nn

0

||∂νu||∞, k =∞
,

wobei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt ist.

[Hinweis: Sind Ω ⊂ Rn offen und (um) ⊂ C1(Ω) eine Folge mit

um
m→∞−−−→ u und ∂αum

m→∞−−−→ v

gleichmäßig in Ω für ein α ∈ {1, . . . , n}, so existiert ∂αu, und es ist v = ∂αu.]



Aufgabe 2

a) Zeigen Sie, dass der Raum C1[a, b] der reellwertigen stetig differenzierbaren Funk-
tionen auf [a, b] nicht vollständig bezüglich der Supremumsnorm ist.

b) Zeigen Sie, dass B1(0) ⊂ X für

(i) X = C([0, 1]), (ii) X = L2(R)

nicht kompakt ist.

Aufgabe 3

Untersuchen Sie die folgenden Teilmengen von l2(N) auf Beschränktheit und Kompakt-
heit.

(i) A :=

{
u ∈ l2(N) : |un| ≤ 1√

n
für alle n ∈ N

}
,

(ii) B :=

{
u ∈ l2(N) : ||u||2 ≤ 1

}
,

(iii) C :=

{
u ∈ l2(N) : |un| ≤ 1

n
für alle n ∈ N

}
.

Aufgabe 4

Es seien 1 ≤ p < q ≤ ∞ und Ω eine messbare, beschränkte Teilmenge des Rn. Beweisen
Sie:

(i) Lq(Ω) ⊆ Lp(Ω) und ‖f‖p ≤ (σ(Ω))
1
p
− 1

q ‖f‖q für alle f ∈ Lq(Ω),

(ii) lim
p→∞
‖f‖p = ‖f‖∞ für alle f ∈ L∞(Ω).


