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Aufgabe 1

Sei Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < |x| < 1, 0 < y < 1}. Zeigen Sie, dass C1(Ω̄) nicht dicht in
W 1,p(Ω) für p ∈ (1,∞) ist, indem Sie die Funktion

u(x, y) =

{
0, x ∈ (−1, 0), y ∈ (0, 1),

1, x ∈ (0, 1), y ∈ (0, 1)

betrachten.

Aufgabe 2

Es seien Ω eine nichtleere, offene Teilmenge des Rn. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

i) Es sei m ∈ N0 und p, q ∈ [1,∞) mit p < q. Falls Ω beschränkt ist, ist Wm,q(Ω) ↪→
Wm,p(Ω).

ii) Es seien m, n ∈ N0 mit m > n und p ∈ [1,∞). Dann gilt Wm,p(Ω) ↪→ W n,p(Ω).

Aufgabe 3

Seien Ω eine nichtleere, offene Teilmenge des Rn und k ∈ N und 1 ≤ p ≤ ∞ fixiert. Für

D := ]
{
γ ∈ Nd

0; |γ| ≤ k
}

definieren wir eine Einbettung Φ : W k,p(Ω)→ Lp(Ω)D durch

Φu :=
(
∂γu
)
|γ|≤k,

wobei
(
∂γu
)
|γ|≤k o. E. in Zeilenform angeordnet sei. Zeigen Sie, dass die durch Φ definierte

Einbettung Φ : W k,p(Ω) ↪→ Lp(Ω)D eine lineare Isometrie und der Unterraum W k,p(Ω)
abgeschlossen in Lp(Ω)D ist.



Aufgabe 4

Seien Ω eine nichtleere, offene Teilmenge des Rn, k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞ und (um) ⊂ W k,p(Ω).
Zeigen Sie

um
m
⇁ u in W k,p(Ω) ⇐⇒ ∂γum

m
⇁ ∂γu in Lp(Ω) für alle |γ| ≤ k.

[Hinweis: Per Definition bedeutet um
m
⇁ u für eine Funktion u ∈ W k,p(Ω), dass

ϕ(um)
m−→ ϕ(u) für alle ϕ ∈ W k,p(Ω)∗

strebt.]

Aufgabe 5

Es seien m ∈ N0, p ∈ (1,∞).

a) Es sei u ∈ C∞(Ω) ∩Wm,p(Ω) und v ∈ Wm,p(Ω). Zeigen Sie, dass uv ∈ Wm,p(Ω)
mit

Dα(uv) =
∑
β≤α

(
α
β

)
DβuDα−βv, |α| ≤ m

ist. [Hier bedeutet β ≤ α, dass βj ≤ αj für j = 1, . . . , n ist, und(
α
β

)
=

(
α1

β1

)
· · ·
(
αn
βn

)
. ]

b) Nun habe Ω einen Lipschitz-Rand und m, p erfüllen die Bedingung mp > n. Zeigen
Sie: Das Produkt uv zweier Funktionen u, v ∈ Wm,p(Ω) liegt ebenfalls in Wm,p(Ω)
mit

‖uv‖m,p ≤ K‖u‖m,p‖v‖m,p,

wobei K > 0 eine Konstante ist, die nicht von u und v abhängt.

[Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass

‖Dα(uv)‖p ≤ Kα‖u‖m,p‖v‖m,p, |α| ≤ m

für alle u ∈ C∞(Ω) ∩Wm,p(Ω) und v ∈ Wm,p(Ω).]


