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Aufgabe 1

Sei Ω ⊂ Rn offen, 1 < p <∞ und u0 ∈ W 1,p(Ω) gegeben. Zeigen Sie, dass das Funktional

D[w] :=

∫
Ω

|∇w|pdx

in der Menge u0 + W 1,p
0 (Ω) ein eindeutiges Minimum besitzt. Gehen Sie dabei wie folgt

vor:

i) Zeigen Sie, dass jede Minimalfolge des Problems eine in W 1,p schwach konvergente
Teilfolge besitzt.

ii) Zeigen Sie mit Hilfe der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm, dass der in (a)
erhaltene Limes das Minimierungsproblem löst und zeigen Sie die Eindeutigkeit.

Aufgabe 2

Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit Lipschitz-Rand, sowie 1 ≤ p ≤ ∞.

i) Zeigen Sie, dass eine stetige lineare Abbildung T : W 1,p(Ω) → Lp(Hn−1, ∂Ω) exis-
tiert. Benutzen Sie dabei die Ungleichung∫

∂Ω

|u|pdHn−1 ≤ C

{∫
Ω

|u|pdx +

∫
Ω

|∇u|pdx
}

für 1 ≤ p < ∞ und Funktionen u ∈ C1(Ω) mit C > 0 und betrachten Sie eine
Funktionenfolge (um) ⊂ C∞(Ω) mit ‖um − u‖W 1,p(Ω) → 0 bei m→∞.

ii) Sei u− u0 ∈ W 1,p
0 (Ω). Zeigen Sie, dass Tu = u0 ist.


