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Versehen Sie Thre Lésungen mit Threm Namen. Mit einem (®) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Ubung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 10. (2 Punkte)

Seien X, ) endlich-dimensionale reelle Vektorrdume und F' : X — ) eine Funktion.
Die Funktion F' ist genau dann differenzierbar an einer Stelle oy € X', wenn eine lineare
Abbildung F'(zg) : X — Y existiert, derart, dass:
1

TTn |F(zo + 2) — F(20) — F'(w0)x|y, — 0, wobei |z[x — 0.

T|x
Dabei werden mit | - |y und |- |y die Normen der Vektorraume X bzw. ) bezeichnet.
WEeil alle Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum #dquivalent sind, ist die
Definition der Differenzierbarkeit von der Auswahl der Norm unabhéngig.

Seien X = R™*™ = Vektorraum der (nxn)-Matrizen, Y =R, F : X — Y, F(X) = det X
fir alle X € X, und I, = (J;;) € R™" die Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass F'([,)X =
Spur X fiir alle X € X. Hinweis: Zeigen Sie, dass det(I,, +£X) = 1 +eSpur X +&2k(X),
wobei k(X) eine von X abhingige Konstante ist und mit Spur X := > X;; die Spur der

=1
Matriz X bezeichnet wird.

Aufgabe 11. (5 Punkte)

Fiir eine differenzierbare Abbildung (Tensor) 7 := (Ta), 7 : @ — R™ (wobei Q C R®
offen) definiert man die Vektordivergenz

divr := Zn: OaTo = (i &Jak) e RV,
a=1 a=1

Fir P = (Pu), Q = (Qur) € R™ = R™¥ wird durch die Vorschrift P : Q :=
n,N
> PopQar ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der (n x N)-Matrizen erklart. Die
a,k=1

von diesem Skalarprodukt induzierte Norm ist gegeben durch |P|:= P : P.

Betrachten Sie die Abbildung 7 : R™ — {0} — S™! := 9B,(0), z — z/|z|.



a) (1 Punkt) Welche geometrische Bedeutung hat 77 Ist 7 im Ursprung stetig for-
setzbar?

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass Vr(z) = ﬁ([n — T;%) fir alle x # 0 gilt und
Vr(z)y = y — (x - y)x fiir alle z € S"! und y € R" gilt. Dabei ist = @ y :=
(wiy;)i; € R™™ das dyadische Produkt von x,y € R™.

¢) (2 Punkte) Seien Q C R” offen und u € C'(Q; S™1). Zeigen Sie, dass T ou €

CH(2; S*71) und fiir alle n € C(Q; R™) die Beziehung

d
Vu: pr Viro(u+tn)=Vu:V[V(rou)n| gilt.
t=0

Aufgabe 12. (3 Punkte)

Seien © C R™ (n > 2) offen und beschriinkt, 2 < p < oo und ug € C°(I%LRY), N > 1.
Betrachten Sie das Funktional J : K — R (wobei R := RU{%o0}), J[w] := [ |Vw|Pdz,
Q
in der Funktionenklasse K := {w € C?(Q;RY) : w = uy auf 90}. Zeigen Sie:
a) (1 Punkt) J ist wohldefiniert und inﬂfg J[w] existiert.
we
b) (2 Punkte) Ist u € K eine Losung des Variationsproblems J — min in K, so 1st

u die nichtlineare partielle Differentialgleichung div(|Vu|P~2Vu) = 0.

¢) (®) IstueK, :=KnN{w:Q— RY w() c SN} eine Losung des Variations-
problems J — min in K,, so gilt div(|Vu|P72Vu) = —|Vu|Pu.

Aufgabe 13. (6 Punkte)

a) (2 Punkte) Seien ¢ > 0, k¥ € R und f : R® — C gegeben. Seien u : R® — C
sowie U, F : [0,T] x R® — C, U(t,r,y,2) := u(x,y,z)e 2", th,x,y,z) =
f(z,y, 2)e"2™* Zeigen Sie, dass die Funktion U die Wellengleichung Y —a?AU =

ot?
F genau dann 16st, wenn die Helmholtz Gleichung Au + cu = f mit einer Kon-
stante ¢ := c(a, k) gilt. Bestimmen Sie die Konstante c¢. Eine solche Losung U

der Wellengleichung heifit monochromatische Welle mit Frequenz k und komplexer
Amplitude u.

b) (2 Punkte) Fiir (z,y,2) € R? sei r := y/2? + y? + 22. Bestimmen Sie die, nur
von r abhiingigen, Losungen u : R? — {0} — R der dreidimensionalen Helmholtz
Gleichung Au + cu = 0 mit ¢ = —k? < 0. Hinweis: Substituieren Sie w := ru.

c) (2 Punkte) Fiir (z,y) € R? sei r := /22 + y2. Zeigen Sie, dass die, nur von
r abhingigen, Losungen u : R? — {0} — R der zweidimensionalen Helmholtz

Gleichung Au+ cu = 0 mit ¢ = k% > 0 einer Besselschen Differentialgleichung der

Form
t2d2w + tdw +¢2 0 i
I e w = enugen.
az " Ua genug

Die Ubungsblitter sind auch auf unserer Homepage erhéltlich:
http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/



