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Versehen Sie Ihre Lösungen mit Ihrem Namen. Mit einem (~) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Übung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 10. (2 Punkte)

Seien X , Y endlich-dimensionale reelle Vektorräume und F : X → Y eine Funktion.
Die Funktion F ist genau dann differenzierbar an einer Stelle x0 ∈ X , wenn eine lineare
Abbildung F ′(x0) : X → Y existiert, derart, dass:

1

|x|X
|F (x0 + x)− F (x0)− F ′(x0)x|Y → 0, wobei |x|X → 0.

Dabei werden mit | · |X und | · |Y die Normen der Vektorräume X bzw. Y bezeichnet.
Weil alle Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum äquivalent sind, ist die
Definition der Differenzierbarkeit von der Auswahl der Norm unabhängig.

Seien X = Rn×n ∼= Vektorraum der (n×n)-Matrizen, Y = R, F : X → Y , F (X) = det X
für alle X ∈ X , und In = (δij) ∈ Rn×n die Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dass F ′(In)X =
Spur X für alle X ∈ X . Hinweis: Zeigen Sie, dass det(In + εX) = 1+ εSpur X + ε2k(X),

wobei k(X) eine von X abhängige Konstante ist und mit Spur X :=
n∑

i=1

Xii die Spur der

Matrix X bezeichnet wird.

Aufgabe 11. (5 Punkte)

Für eine differenzierbare Abbildung (Tensor) τ := (ταk), τ : Ω → RnN (wobei Ω ⊂ Rn

offen) definiert man die Vektordivergenz

divτ :=
n∑

α=1

∂ατα ≡

(
n∑

α=1

∂αταk

)
k=1,...,N

∈ RN .

Für P := (Pαk), Q := (Qαk) ∈ RnN ∼= Rn×N wird durch die Vorschrift P : Q :=
n,N∑

α,k=1

PαkQαk ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der (n×N)-Matrizen erklärt. Die

von diesem Skalarprodukt induzierte Norm ist gegeben durch |P | :=
√

P : P .

Betrachten Sie die Abbildung π : Rn − {0} → Sn−1 := ∂B1(0), x 7→ x/|x|.



a) (1 Punkt) Welche geometrische Bedeutung hat π? Ist π im Ursprung stetig for-
setzbar?

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass ∇π(x) = 1
|x|(In − x⊗x

|x|2 ) für alle x 6= 0 gilt und

∇π(x)y = y − (x · y)x für alle x ∈ Sn−1 und y ∈ Rn gilt. Dabei ist x ⊗ y :=
(xiyj)ij ∈ Rn×n das dyadische Produkt von x, y ∈ Rn.

c) (2 Punkte) Seien Ω ⊂ Rn offen und u ∈ C1(Ω; Sn−1). Zeigen Sie, dass π ◦ u ∈
C1(Ω; Sn−1) und für alle η ∈ C1(Ω; Rn) die Beziehung

∇u :
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∇[π ◦ (u + tη)] = ∇u : ∇[∇(π ◦ u)η] gilt.

Aufgabe 12. (3 Punkte)

Seien Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) offen und beschränkt, 2 ≤ p < ∞ und u0 ∈ C0(∂Ω; RN), N ≥ 1.
Betrachten Sie das Funktional J : K → R (wobei R := R∪{±∞}), J [w] :=

∫
Ω

|∇w|p dx,

in der Funktionenklasse K := {w ∈ C2(Ω; RN) : w = u0 auf ∂Ω}. Zeigen Sie:

a) (1 Punkt) J ist wohldefiniert und inf
w∈K

J [w] existiert.

b) (2 Punkte) Ist u ∈ K eine Lösung des Variationsproblems J → min in K, so löst
u die nichtlineare partielle Differentialgleichung div(|∇u|p−2∇u) = 0.

c) (~) Ist u ∈ Ko := K ∩ {w : Ω → RN , w(Ω) ⊂ SN−1} eine Lösung des Variations-
problems J → min in Ko, so gilt div(|∇u|p−2∇u) = −|∇u|pu.

Aufgabe 13. (6 Punkte)

a) (2 Punkte) Seien a > 0, k ∈ R und f : R3 → C gegeben. Seien u : R3 → C
sowie U, F : [0, T ] × R3 → C, U(t, x, y, z) := u(x, y, z)e−2πikt, F (t, x, y, z) :=
f(x, y, z)e−2πikt. Zeigen Sie, dass die Funktion U die Wellengleichung ∂2U

∂t2
−a2∆U =

F genau dann löst, wenn die Helmholtz Gleichung ∆u + cu = f mit einer Kon-
stante c := c(a, k) gilt. Bestimmen Sie die Konstante c. Eine solche Lösung U
der Wellengleichung heißt monochromatische Welle mit Frequenz k und komplexer
Amplitude u.

b) (2 Punkte) Für (x, y, z) ∈ R3 sei r :=
√

x2 + y2 + z2. Bestimmen Sie die, nur
von r abhängigen, Lösungen u : R3 − {0} → R der dreidimensionalen Helmholtz
Gleichung ∆u + cu = 0 mit c = −κ2 < 0. Hinweis: Substituieren Sie w := ru.

c) (2 Punkte) Für (x, y) ∈ R2 sei r :=
√

x2 + y2. Zeigen Sie, dass die, nur von
r abhängigen, Lösungen u : R2 − {0} → R der zweidimensionalen Helmholtz
Gleichung ∆u+ cu = 0 mit c = κ2 > 0 einer Besselschen Differentialgleichung der
Form

t2
d2w

dt2
+ t

dw

dt
+ t2w = 0 genügen.

Die Übungsblätter sind auch auf unserer Homepage erhältlich:
http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/


