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Versehen Sie Ihre Losungen mit Threm Namen. Mit einem (®) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Ubung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 14. (9 Punkte)
Jede Funktion f € L?[0,27] := {u 2 [0,27] = R, [T |u(z)Pdz < oo} lisst sich in eine

&)
trigonometrische Reihe f ~~ %ao + > (a, cosnx + b, sinnz) entwickeln, wobei sich die

n=1
Koeffizienten a,, b,, n = 0,1, ... aus den Euler—Fourierschen Formeln wie folgt ergeben:
a, = 1+ 0% f(t)cosntdt, b, = % 0% f(t)sinntdt. Die trigonometrische Reihe von f

konvergiert gegen f in der Norm des L2-Raums. Wenn f dariiber hinaus eine C'-Funktion
auf [0, 27] mit f(0) = f(27) ist, konvergiert ihre trigonometrische Reihe gleichméafig auf
dem Segment [0, 27| gegen f. Mittels einer linearen Variablentransformation y = ax+ (3,
a, 3 € R, zeigt man die gleiche Behauptungen fiir f € L?[()], falls  C R ein beliebiges
Segment ist.

Gegeben seien [a,b] C R, ay, ag, B1, B2 > 0 mit o + 82 > 0, k = 1,2, sowie p € C''[a, V]
mit p(x) > 0V € [a,b] und g € C°a,b] mit g(x) > 0 Vz € [a,b]. Betrachtet wird das
folgende Randwertproblem mit dem Parameter \:

- 2 [0 ™2+ o) = xate), ) )
aju(a) — ' (a) =0,  agu(b) 4+ Gou'(b) = 0. (2)

Dieses Randwertproblem ist dquivalent zum Problem der Suche nach Eigenwerten und
Eigenfunktionen des Operators vom Sturm-—Liouville Typ L, wobei L : L*[a,b] — L*[a, b]

auf
D(L) := {u € C*(a,b) N C'[a, b], werfiillt die Randbedingungen (2)}

durch die Formel Lu(z) = —£ [p(x)dz(;)] + q(x)u(z) definiert ist.

Satz: Die Menge der Eigenwerte des Sturm—Liouville-Operators L ist abzédhlbar. Ferner,
sind alle Eigenwerte \,,, n € N nicht negativ und die entsprechende Eigenfunktionen w,,
(dh. Lu, = M\u,) bilden eine Orthogonalbasis des L?[a,b], d.h. jede Funktion f €

.. . . . . . . (f7un) 27q
L?[a,b] ldsst sich in Fourier-Reihe f ~~ > c,u, entwickeln, wobei ¢, := WL[” =
n=1 " L2[(l7b]



Satz von Steklov: Sei f € D(L). Dann konvergiert die Fourier-Reihe ) ¢,u, von f
n=1

absolut und gleichméfig auf dem Segment [a, b] gegen f.
a) (1 Punkt) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = 2(27 — ) in eine trigonometrische
Reihe auf [0, 27].
b) (2 Punkte) Losen Sie mittels Trennung der Variablen das Anfangs-Randwertproblem
u(t, ) = dug, (t,x), =€ (0,1), t>0,
u(t,0) =u(t,1) =0, Vt>0,
u(0,z) = sin 27z Vz e (0,1).

¢) (3 Punkte) Losen Sie mittels Trennung der Variablen das Randwertproblem

Au(z,y) =0, x € (0,1), ye€(0,y0),
u.(0,y) = —ﬁsin%ﬁ’, u (1, y) :sin;iyé/,
u(z,0) =0, uy(z,y0) = 0.

Hinweis: Nutzen Sie nach der Trennung der Variablen zuerst die Null-Randwerte.

d) (3 Punkte) Losen Sie mittels Trennung der Variablen das Randwertproblem
{ Au(r, o) =0, rel0,1), ¢ €[0,2m),
u(l,¢) = 021 - ¢).
Hinweis: Arbeiten Sie mit Polarkoordinaten (vgl. A.1). Gesucht ist eine in B;(0)

harmonische Funktion u, deshalb ist u beschrénkt in 7 = 0 und u(r,0") = u(r,277)
fir alle r € (0,1).

Aufgabe 15. (7 Punkte)

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Fouriertransformation f (vgl. A.7) der GauB-
Dichte f(z) = e *, a > 0, durch die Formel J?(y) = /m/ae % gegeben ist.

b) (2 Punkte) Fiir gegebene Funktionen f, g : R — C ist die Faltung f * g durch die
Formel f xg(z) = [ f(z — 2)g(x)dz definiert. Zeigen Sie, dass fiir f, g € L*(R) die
R

Faltung f x g wohldefiniert ist, f * g € L*(R) und die Identitét m = £ gilt.
c) (4 Punkte) Losen Sie mittels Fouriertransformation das Anfangswertproblem fiir
die Warmeleitungsgleichung

w(t, ) = dug,(t,z), v €R, t>0,
w(0,z) = e, z € R.
Hinweis: Nutzen Sie die Ergebnisse der Aufgaben 7 und 15 a),b) sowie die Identitét

—y)?

\/% fe_(m o dx =1, wobei y € R, 0 > 0 beliebig.
R

Die Ubungsblitter sind auch auf unserer Homepage erhéltlich:
http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/



