1. Klausur - 06.08.2019
Klausuraufgaben zur Vorlesung
Héhere Mathematik fir Ingenieure IV B

Notationen:
o z=x+iycCmitz,y € R und f =u—+iv mit reellwertigen Funktionen u und v.

o Fir0<reR und z € C ses
kr(20): [0,27) = C, t+— 2o + re'.
o Fiir0<ri <re und zy € C sei

Ariro(20) ={2€C; r1 <]z — 20| <r2}.
Aufgabe 1 (4+(24-242)=10 Punkte)
(i) Bestimmen sie alle Punkte aus C in denen
f:C—C, z— 22Im(z2)
komplex differenzierbar ist und geben Sie dort die Ableitung an.

(ii) Charakterisieren Sie jeweils alle Singularitdten von

(a) f(z) = 24,

(b) f(z) ==,
(c) f(2) = exp(2® + 42).

Losung. (i) Dafirz=z+iyeC
f(2) = 22Im(z2) = (x + iy) >y = (2 + 2izy — y?)y = 2%y — 3> + i2xy>
gilt, definieren wir
u:R? 5 R, (z,9) — 2%y —¢y® und v: RZ SR, (z,y) — 2212
Dann gilt

Ovu(z,y) = 2ry, Ohu(w,y) = 2° — 3y
do(z,y) = 2y%,  Oav(a,y) = day
fiir alle (z,y) € R?, sodass insbesondere v und v einmal stetig reell-differenzierbar
sind. Sei z = x +14y € C. Damit ist f genau dann komplex-differenzierbar in x + iy,
falls dort die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten, d.h.
du(z,y) = 2zy = dzy = Oyv(z,y)
dpu(z,y) = a* — 3y* = —2y° = —Ow(z,y).



Die zweite Gleichung liefert

2?2 =y? < z =y oder z = —y,

sodass aus der ersten Gleichung
22=0und —22=0

folgt, d.h. x = y = 0. Damit ist f nur in 0 komplex-differenzierbar und es gilt

iy P = i) 0
(ii) (a) Es gilt
52 +3z  5z+3
f(Z) ) =
2+ 2z z+2
fiir alle z € C\ {0}. Damit hat f eine hebbare Definitionsliicke in 0 und eine
Polstelle 1. Ordnung in —2.

(b) Es gilt
__sin 1/2 e —(2k+1) S L —2k—3
1) = 2; 2k+1 kZOQkJrl

sodass der Hauptteil der Laurent-Reihe von f in 0 unendlich viele von Null
verschiedenen Glieder hat, d.h. f besitzt in 0 eine wesentliche Singularitit.

(¢) f ist eine Komposition von holomorphen Funktionen auf ganz C, sodass f auf
ganz C holomorph ist und somit keine Singularitdten hat.



Aufgabe 2 ((24+242)+143=10 Punkte)
Sei

-2
&= 2" s
(i) Berechnen Sie die Laurentreihenentwicklung von f auf
(a) Ao2(0),
(b) A2.4(0),
(¢) A400(0).

(ii) Berechnen Sie das Residuum von f in allen Singularitéten.

(iii) Berechnen Sie fiir alle positiven reellen Zahl r mit r # 2 und r # 4

/‘ f(2) dz
kr(0)

Losung. Wir fithren zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch. Es gilt

-2 B -2 A B A(z—4)+B(z—-2)

762148 (2-2)(:-4) :-2':-4  (-2Gz-41
z2(A+B)—4A—-2B
C-2(G-1)

sodass sich
A4+B=0und —2=—-44—-2B

ergibt. Es folgt
A=1und B = —1,

sodass

f(z):z—2_2—4

fir alle z € C\ {2,4} gilt.
Fiir |z| < 2 gilt

1 1 | N
= o TR YR
k=0 k=0
und fiir |z| > 2 gilt
11 _1OOQk—Ic_oo2k—(k+1)_002k—1—k_1 Oo2k—1—k;
e I ED I D e RO D
z k=0 k=0 k=1 k=2



Fiir |z| < 4 gilt

1 11 Il = 1
e e DI D Dh ot
4 k=0 k=0
und fiir |z| > 4 gilt
1 11 1 & - - SR
_ _ ko —k _ k,—(k+1) _ k=1 _—k _ k—1_—k
) DY I S DY Lty
z k=0 k=0 k=1 k=2
(i) (a) Sei z € Ap2(0). Dann gilt
1 1 e N T
[&) ==l —n? — L ?
k=0 k=0
-3 )
= 2k:+1 Tkt ) A
(b) Sei z € A24(0). Dann gilt
1 1 okl kN~ L &
f(z)zz_2_2_4zz2 o _Z_WZ
k=1 k=0
oo oo 1
_ k—1_—k k
_22 o +Z4k+1z
k=1 k=0
(c) Sei z € Ay0(0). Dann gilt
1 1 o o
f(z):2_2_2_4:ZQk—lz—k_Z4k—lz—k
k=1 k=1
o0 oo
k=1 k::?

(ii) Da f eine Polstelle 1-ter Ordnung in 2 besitzt, gilt

Resy(f) = lim(z — 2)f(z) = lim (1 - i - i) ~ 1.

z—2 z—2

Da f eine Polstelle 1-ter Ordnung in 4 besitzt, gilt

Resa(f) = lim (= — 4)f(2) = lim (z :‘21 - 1) "

z—4 z—4

(iii) Sei r eine positive reelle Zahl mit r # 2 und r # 4. Es gilt nach Teil (i) oder (ii)
0, falls r € (0,2),

/ f(z) dz = < 2mi, fallsr € (2,4),
rr(0) 0, falls 7 € (4,00).



Aufgabe 3 (44-6=10 Punkte)

(i) Berechnen Sie das folgende Integral:

sin(7z) B
/@H) i3 &

(ii) Sei k € Z. Berechnen Sie (in Abhéngigkeit von k) das Residuum an der Stelle 0
von

fo: C\ {0} = C, zww.

z

Lésung. (i) Mit
sin(7z)

f:C\{3} =C, z— —3

und

fiir alle z € C\ {3} folgt

sin(7z) _ f(2) B @ o @
/Hg(—l)(zﬂLl)Q(z—?ﬁ dz_/m(-l)(z—(—l))“rl dz = (=0 =~

(ii) Sei k € Z. Dann gilt

_ exp(l/Z) _ — 1 —(n+k) _ — 1 —n
i) == = 2 = 2
n=0 n=~k

fiir alle z # 0. Damit folgt

L falls k <1,
Reso(f) = {(1—k)!

0, sonst.



