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Vorbemerkungen

Im Jahre 1939 begriindete C. F. Siegel in seiner Arbeit "Einfithrung in die Theorie
der Modulfunktionen n-ten Grades’ (siche [62]) die Theorie der Modulfunktionen
und Modulformen zur symplektischen Gruppe

Sp(n,R) = {MEGL(Qn,R)‘Mt(_En E”>M:<_En E”)}

Die Theorie ist eine Verallgemeinerung der im 19-ten Jahrhundert entstandenen
Theorie der elliptischen Modulfunktionen und Formen, die aus den Untersuchun-
gen von elliptischen Funktionen entstand. Die Modulformen n-ten Grades werden
heute als Siegelsche Modulformen bezeichnet. Es sind holomorphe Funktionen auf
dem Siegelschen Halbraum

H, = {Z=X+1iY € MAT®"(n,C)|Y ist positiv definit},

einer Verallgemeinerung der oberen Halbebene H; = {¢ € C| Im(c) > 0}, die
bis auf den Fall der elliptischen Modulformen (n=1) bereits vollstéandig durch ein
gewisses Transformationsverhalten beschrieben werden. Den Siegelsche Halbraum
H,, fassen wir hierbei als Teilmenge eines %n(n + 1)-dimensionalen komplexen
Raumes auf, indem wir die Variablen z;;, 1 <14 < j < n irgendwie anordnen. Ist

A B
M:(C D)GSp(n,R),

dann operiert Sp(n, R) auf H,, vermoge
7 +— M(Z)=(AZ+B)(CZ+ D)™
Das Transformationsverhalten einer Modulform f lésst sich durch
(feM)(Z2) = [f(Z2), VM eT CSp(nZ)
mit
(fleM)(Z) = x(M)det(CZ + D)™"f(M(Z))

angeben. Hierbei ist k € 7Z eine (halb)ganze Zahl, die als das Gewicht von f
bezeichnet wird, y(M) : I' — C* ein Charakter und I' eine gewisse arithmetisch
definierte Untergruppe von Sp(n,Z). Zu einer systematischen Untersuchung die-
ser Modulformen wurde C. F. Siegel durch seinen Hauptsatz motiviert, in dem
er Darstellungen

M'SM = T, M € MAT(m,n,Z)



einer quadratischen Form mit Gram-Matrix T durch eine positiv definite qua-
dratische Form mit Gram-Matrix S untersucht. Begriindet wird dieses Interesse
unter anderem dadurch, dass die Thetareihe zu einer geraden, unimodularen,
positiv definiten quadratischen Form mit Gram-Matrix S,

05(2) = ), O ZeH, (1)

MeMAT (2m,n,Z)

eine Siegelsche Modulform vom Gewicht m zur Modulgruppe Sp(n,Z) ist. Ist S
eine Gram-Matrix einer geraden, positiv definiten quadratischen Form und N die
kleinste, ganze, positive Zahl, so dass NS~! wieder gerade ist, dann ist die in 1
definierte Thetareihe 0%(Z) eine Siegelsche Modulform zur Untergruppe

T (N) = { ( 4 ) e Sp(n,Z)‘ C= On(modN)}

mit Charakter. In [62] zeigt C. F. Siegel, dass es fiir die volle Modulgruppe
Sp(n,Z) keine nichttriviale Siegelsche Modulform vom Gewicht & < 0 gibt, und
dass der Raum MF(Sp(n,Z)), den die Mengen der Siegelschen Modulformen zur
vollen Modulgruppe Sp(n, Z) von vorgegebenem Gewicht k bilden, endlichdimen-
sional ist. Er zeigt auch, dass jeweils

n(n+1)

2
5 +

Siegelsche Modulformen einer algebraischen Gleichung geniigen. Die entsprechen-
den Endlichkeitsaussagen fiir die Réume MP¥(T') der Siegelschen Modulformen
vom Gewicht k fiir Untergruppen I' C Sp(n,Z) von endlichem Index lassen sich
leicht auf die Aussage fiir Sp(n,Z) zuriickfithren. Die Rdume MS(F(()")(N )) wer-
den, wie E. Freitag in [23] gezeigt hat, von Thetareihen aufgespannt, falls man
Réaume von Gewicht k betrachtet, die kleiner als %n sind. S. Bocherer zeigt dies
in [4] fiir den Fall: k& > 2n, mit 4|k. Der Fall 2k = n wurde von A. N. Andrianov
[1] bearbeitet und S. Bocherer und R. Schulze-Pillot haben gezeigt, dass auch
die Rdume MS(F(()”)(N )) fiir & < n < 2k unter einigen Zusatzbedingungen durch
Thetareihen aufgespannt werden (siehe [6]).

Eine andere Art den Begriff der elliptischen Modulform zu verallgemeinern
wurde von H. Braun in den Arbeiten [8], [9], [10] vorgestellt. Ist K ein imaginér-
quadratischer Zahlkorper mit Ganzheitsring g, so operiert die unitire Gruppe

U(n,C) = {MGGL(Zn,C)’Mt(EOn _(;En>M:<b(7)n _(;En)}

auf dem Hermiteschen Halbraum

1 _
o <Z _ Zt> ist positiv definit }

1

H,(C) = {ZEMAT(n,C)
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vermoge

7 M-Z_(AZ+B)(C’Z+D)‘1fﬁrM_<é g>€U(n,<C).

Hermitesche Modulformen sind nun holomorphe Funktionen auf H,,(C) fiir die

(FleM)(Z) = det(CZ+ D)y *f(M-Z), VM = ( 4 ) € U(n, Ox)

gilt. Hierbei ist k € Z eine ganze Zahl, die wir das Gewicht der Hermiteschen
Modulform f nennen. Die Menge aller Hermiteschen Modulformen mit fest vor-
gegebenem Gewicht k bildet wieder einen endlichdimensionalen Vektorraum.

Aufgrund des Transformationsverhaltens einer Siegelschen Modulform gilt fiir
alle ganzen (halbganz mit ganzer Diagonale) Matrizen T' die Beziehung

[Z+T) = [f(2).

Somit 148t sich f(Z) in eine Fourierreihe

f(Z) _ Z aTGQTritr(TZ)

T ganz

nicht. entwickeln, und es gilt
apiry = det(U)far VYU € GL(n,Z).

M. Koecher hat in [41] gezeigt, dass es aufgrund des nach ihm benannten Koe-
cherprinzips geniigt in der Fourierentwicklung einer Siegelschen Modulform iiber
Klassen ganzer positiv semidefiniter Matrizen zu summieren. Man interessiert
sich im Besonderen fiir Siegelsche Spitzenformen. Dies sind im Fall der vollen
Modulgruppe Sp(n, Z) Siegelsche Modulformen, deren Tréger nur positiv definite
Matrizen enthélt. Der Trager Supp(f) einer Siegelschen Modulforme f ist hierbei
die Menge aller semipositiv definiten Matrizen T aus MAT*™(n, Z), fir die der
Koeffizient ar in der Fourierentwicklung von f ungleich null ist. Fiir eine Spitzen-
form f wollen wir das Symbol Supp(f) auch fiir die Teilmenge aller symmetrischen
rationalen Matrizen 7" benutzen, von denen wir a priori nicht wissen, ob der Fou-
rierkoeffizient ar von f gleich null ist oder nicht. Eine Siegelsche Spitzenform zu
einer Untergruppe I' C Sp(n, Z) ist eine Siegelsche Modulform f zur Untergruppe
I, fiir die die Tréger aller Fourierentwicklungen von (f|,M)(Z), M € I'\Sp(n, Z)
nur positiv definite Matrizen enthalten. Fiir ein vorgegebenes Gewicht k£ bilden
die Siegelschen Spitzenformen einen Unterraum S¥(T") von M}*(T).

Auch eine Hermitesche Modulform kann in eine Fourierreihe entwickelt wer-
den. Sétze, die die Aussagen von M. Koecher verallgemeinern wurden in [10],
Satz 1 und Satz 2 von H. Braun bewiesen.
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Um die Rdume S¥(T') explizit zu konstruieren, braucht man ein Kriterium,
um zu entscheiden, ob zwei vorgelegte Spitzenformen f und g gleich sind, be-
ziehungsweise ob f — ¢ identisch null ist. Die vorgelegte Arbeit beschéftigt sich
damit, moglichst effiziente Kriterien hierfiir anzugeben, um eine algorithmische
Berechnung dieser Rdume zu erleichtern beziehungsweise erst zu ermdéglichen. Ei-
ne Moglichkeit zur Konstruktion von Spitzenformen wird durch die Berechnung
von Thetareihen gegeben, so dass wir besonderen Wert auf die Untergruppen
F(()n)(N) legen.

Als Verschwindungssétze wollen wir im Folgenden Sétze bezeichnen, die Teil-
mengen X des Trégers einer Fourierentwicklung einer Spitzenform beschreiben,
fiir die aus der Forderung

ar = 0 fur alle Elemente T' € X

folgt, dass f identisch Null ist. C. F. Siegel hat bereits in [62] einen Verschwin-
dungssatz angegeben. In Abhéngigkeit vom Grad und Gewicht einer Spitzen-
form f gibt er dort eine Schranke fiir den gréfiten gemeinsamen Teiler aller r-
dimensionalen Unterdeterminanten von Klassen von Matrizen T an (r bezeichne
hierbei den Rang von T'), fiir die nachzuweisen ist, dass die Fourierkoeffizienten
ar gleich Null sind (siehe [62], (63)). Von besonderem Interesse sind Verschwin-
dungssétze, die fiir eine Fourierentwicklung einer Spitzenform f und fiir eine
bestimmte diskrete Funktion

A:Supp(f) — R

eine Schranke c liefern, so dass das Verschwinden von f &quivalent mit dem
Verschwinden aller Fourierkoeffizienten ar, T' € Supp(f) ist, fur die AM(T) < ¢
gilt. Ein Satz, der eine solche Aussage fiir die Spur von Klassen von positiv
definiten Matrizen macht und ebenfalls von C. F. Siegel stammt, wurde 1951 mit
dem Einverstdndnis von C. F. Siegel in einer Arbeit von H. Maafl veroffentlicht
(Siehe [43], Satz 7). Dieser Satz erlaubt es zu entscheiden, ob eine Spitzenform
identisch Null ist, indem man nur endlich viele Fourierkoeffizienten berechnet.
M. Eichler nutzte 1975 in [21], [22] die Hermitefunktion

m(T) = min 2"z,
zeZn—{0}
um hierfiir einen Verschwindungssatz anzugeben. Die n-te Wurzel der Determi-
nante einer positiv definiten quadratischen Form ist eine andere Funktion, die
auch zur Angabe eines Verschwindungssatzes dient, bei dessen Anwendung es
ebenfalls geniigt nur endlich viele Fourierkoeffizienten einer Spitzenform zu be-
rechnen, um zu entscheiden, ob diese identisch Null ist oder nicht. Da ganze,
positiv definite quadratische Formen meist nach der Groéfle der Determinante
aufgelistet werden, ist diese Funktion fiir explizite Rechnungen einfach zu nut-
zen. Jedoch sind die Schranken, die man fiir diesen Verschwindungssatz kennt,

v



grof}, so dass sehr viele Fourierkoeffizienten einer Spitzenform f berechnet wer-
den miissen, um das Verschwinden von f nachzuweisen. Nutzt man die Her-
mitefunktion, so erhélt man im entsprechenden Verschwindungssatz zwar eine
endliche Schranke, muss aber unter Umsténden unendlich viele Fourierkoeffizi-
enten berechnen, um zu zeigen, dass eine vorgelegte Spitzenform identisch Null
ist. Dies liegt daran, dass es zu einer geniigend grofien Schranke const unendlich
viele ganze, positiv definite quadratischen Formen gibt, deren Minimum klei-
ner als const ist. Da die Spur keine GL(n, Z)-Klassenfunktion ist, also der Wert
der Spur nicht nur an der GL(n,Z)-Klasse ({UTU* | U € GL(n,Z)} ist die
GL(n,Z)-Klasse von T') ihres Argumentes hingt, das Verschwinden eines Fou-
rierkoeffizienten aber nur von der GL(n, Z)-Klasse von T abhéngt, miissen beim
Siegelschen Verschwindungssatz auch unnotig viele Fourierkoeffizienten berechnet
werden. C. Poor und D. S. Yuen haben im Jahr 2000 einen neuen Verschwindungs-
satz veroffentlicht, der auf dem Begriff der dyadischen Spur beruht. Die dyadi-
sche Spur ist eine GL(n, Z)-Klassenfunktion. Sie liefert fiir explizite Rechnungen
einen Verschwindungssatz, bei dem im Vergleich zu den oben beschriebenen Ver-
schwindungsséitzen am wenigsten Fourierkoeffizienten berechnet werden miissen.
Der Verschwindungssatz von C. Poor und D. S. Yuen soll in der vorliegenden
Arbeit verallgemeinert werden. Kapitel 2 und 3 beschéftigen sich dabei mit Ver-
allgemeinerungen auf Spitzenformen zu den Untergruppen I'™(N) und Fg")(N )
von Sp(n, Z). Im abschlieBenden Kapitel 4 wird ein Verschwindungssatz fiir Her-
mitesche Modulformen bewiesen, der auf einer Verallgemeinerung des Begriffs
der dyadischen Spur auf imaginidrquadratische Zahlkorper basiert. Verschwin-
dungssitze, die mit der Spur arbeiten, wurden von H. Braun bereits in [10], Satz
4 und Satz 5 angegeben.

Im ersten Kapitel werden allgemeine Tatsachen iiber Hermitesche und Siegel-
sche Modulformen zusammengetragen, insofern sie fiir die folgenden Kapitel von
Relevanz sind. Dariiber hinaus werden hier im Abschnitt 1 wesentliche Eigen-
schaften der dyadischen Spur angesprochen. Im Abschnitt 4 wird auf die Fricke-
involution und die sich daraus ergebenden Folgerungen fiir Fourierentwicklungen
von Modulformen zu F(()n)(N ) eingegangen. Insbesondere wird hierbei besonde-
rer Wert auf eine explizite Darstellung der Tréager dieser Fourierentwicklungen
und explizite Zusammenhénge von Fourierkoeffizienten in einigen speziellen Spit-
zen gelegt. Die Darstellung der Ergebnisse ist hier so gewéhlt, wie sie in einem
spateren Abschnitt zur Verbesserung von Schranken fiir diese Spitzen benétigt
wird.

In Kapitel 2 wird ein Verschwindungssatz fiir die Kongruenzuntergruppen
F(()n)(N ), 41 N vorgestellt. Um den Satz herzuleiten muss zunéchst die Struktur
von T (N)\Sp(n,Z) und TS (N)\Sp(n,Z)/A(n,Z) untersucht werden. Hier-
bei bezeichnet A(n,Z) den Durchschnitt der Siegelschen maximalen paraboli-
schen Untergruppe von Sp(n, Q) mit Sp(n,Z), also die Menge der Matrizen aus
Sp(n,Z), deren Eintréige im unteren linken n x n—Block alle gleich Null und sonst



beliebige Elemente aus Z sind. Da fiir eine Kongruenzuntergruppe I' die Doppel-
nebenklassen aus I'\Sp(n,Z)/A(n,Z) eine wesentliche Rolle fiir das Behandeln
von Verschwindungssétzen fiir Spitzenformen zu I' spielen und da diese Doppel-
nebenklassen in Bijektion zu den nicht dquivalenten O—dimensionalen Spitzen von
I' stehen, bezeichnen wir sie als Spitzenklassen von I'. Fiir den Begriff der Spitze
sei der Leser noch auf die 1956 erschienene Arbeit 'On the Compactification of
the Siegel space’ ([55]) verwiesen, in der I. Satake den Quotientenraum I'\H,
so kompaktifiziert, dass ein Hausdorffraum entsteht. Wir werden vollstandige
Représentanten der Spitzenklassen von F[()")(N ) angeben und erhalten somit an
dieser Stelle auch explizite Formeln fiir die Anzahl der O—dimensionalen Spitzen
von TV ().
Ist D der Ganzheitsring eines Zahlkorpers K und 91 ein Ideal in Oy, dann lésst
sich durch die hier vorgestellten Mittel auch die Struktur von F(()n) (O)\Sp(n, O)
aufkléaren. Im rationalen Fall werden fiir die Untersuchung der Spitzenklassen
von Fén)(N ) die Klassifikation von quadratischen Formen iiber dem Korper der
p-adischen Zahlen Q,, p # 2 unter Z,-dquivalenz, also Aquivalenz beziiglich p-
adischen ganzen Zahlen, sowie der Elementarteilersatz benttigt. Man kann also
fiir eine Untersuchung von F(()n) (O)\Sp(n, O)/A(n, O k) mit den in dieser Arbeit
formulierten Beweisen nur ein Ergebnis fiir Zahlkorper mit Klassenzahl 1 erhof-
fen. Ob eine Verallgemeinerung auf Zahlkérper mit Klassenzahl > 1 moglich ist,
ist hierbei noch offen. Die notwendigen Modifikationen durchzufiihren wird aber
miithsam sein.
In Abschnitt 3 des Kapitels wird dann ein Verschwindungssatz fiir Spitzenformen
zu den Kongruenzgruppen F(()n)(N ) formuliert. Die hier angegebenen Schranken
héngen von den Weiten der Spitzen ab, in denen man eine Fourierentwicklung
betrachtet. Fiir explizite Rechnungen ergeben sich hierdurch erhebliche Unter-
schiede fiir die Anzahl der benétigten Fourierkoeffizienten, um das Verschwinden
einer Spitzenform nachzuweisen. Im Abschnitt 5 des Kapitels wird dieses Pro-
blem aufgegriffen, und mit Hilfe der Frickeinvolution gelingt es fiir einige spezi-
elle Spitzen verbesserte Schranken herzuleiten. Hierbei wird die in Abschnitt 1.4
dargestellte Theorie benutzt.
Schlieflich wird noch auf die Dimensionen von R&umen von Spitzenformen einge-
gangen, wobei wir besonderen Wert auf kleine Gewichte legen. Zunéchst stellen
wir hierbei fiir Formen vom Gewicht 2 und Grad 2 untere Abschétzungen vor,
wie sie 1991 von S. Bocherer und R. Schulze-Pillot in [6] angegeben wurden.

In Kapitel 3 wird ein Verschwindungssatz zu den Kongruenzuntergruppen
I'™(N), den Kernen der natiirlichen Homomorphismen

Sp(n,Z) — Sp(n,Z/NZ), N €N

vorgestellt. Dieser Fall ist im Vergleich zum Fall der Spitzenformen zur Fé”)(N )
viel leichter zu handhaben. Dies beruht ursichlich darauf, dass I'™ (N) eine nor-

male Untergruppe von Sp(n, Z) ist, F(()n)(N ) aber nicht. Die erhaltenen Schranken
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im Fall T™ (V) sind unabhingig von der Spitze, in der eine vorgegebene Spitzen-
form entwickelt wird. Zum Abschluss werden einige Beispiele dieser Schranken
aufgelistet und daraus obere Abschétzungen von Dimensionen fiir Rdume von
Spitzenformen mit kleinem Gewicht angegeben. Fiir einige kleine Stufen kann
damit nachgewiesen werden, dass es fiir kleines Gewicht keine Spitzenformen
gibt.

Im letzten Kapitel wird ein Verschwindungssatz fiir Hermitesche Formen her-
geleitet. In den ersten beiden Abschnitten werden dazu zunéchst einige Tatsa-
chen aus der Reduktionstheorie fiir Hermitesche Formen und Grundlegendes zur
Hermite-Humbert Konstante zusammengestellt. Diese werden bendétigt, um den
Begriff der dyadischen Spur auch fiir Hermitesche Formen zu definieren und we-
sentliche Eigenschaften dieser herzuleiten. Nachdem dies im dritten Abschnitt
des Kapitels durchgefiihrt ist, werden anschliessend die zum Formulieren des Ver-
schwindungssatzes notwendigen Ergebnisse fiir den Hermiteschen Fall bewiesen.
Der Verschwindungssatz wird im letzten Abschnitt vorgestellt. Da eine explizi-
te Abschétzung fiir die Hermite-Humbert Konstante fiir imaginarquadratische
Zahlkorper nicht bekannt ist, wird die Spur durch die Determinante abgeschétzt
und abschliefend wird in einem Beispiel die Schranke des Verschwindungssatzes
explizit ausgerechnet. Diese Abschétzung fiithrt jedoch zu einer Schranke, die bei
expliziten Rechnungen fiir den Nachweis des Verschwindens von Spitzenformen
bereits zu grof} ist.
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Allgemeine Notationen

Nun wollen wir noch einige Notationen bereitstellen. Mit N, Z, Q, R, und C seien
die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen, beziehungsweise komple-
xen Zahlen bezeichnet. Fiir die Menge der positiven reellen Zahlen benutzen wir
das Zeichen R, sowie das Zeichen R fiir R-oU{0}. Das Vorzeichen einer reel-
len Zahl r wird durch sgn(r) symbolisiert. Die komplexe Einheit v/—1 bezeichnen
wir mit i. Mit Z/nZ kiirzen wir den Restklassenring von Z modulo nZ und mit
Zpy) die Teilmenge {0, ...,n—1} von Z ab. Fiir einen Ring R sei R* die Menge der
Einheiten von R. Im Allgemeinen bezeichnen wir Matrizenringe oder Teilmengen
solcher mit Grofibuchstaben. Eine Ausnahme hiervon bildet

- Sp(n, R) die Gruppe der symplektischen Matrizen iiber R.
Fiir einen Ring R sind somit zum Beispiel:
- MAT(m,n, R) die Menge der m x n Matrizen,
- MAT(n, R) die Menge der n x n Matrizen iiber R,
- GL(n, R) die Menge der iiber R invertierbaren Matrizen aus MAT(n, R),

- SL(n, R) die Menge der Matrizen aus GL(n, R), deren Determinante Eins
ist,

- MAT*™(n, R) die Menge der symmetrischen Matrizen,

- MAT#(n, R) die Menge der oberen Dreiecksmatrizen,

- MATA(n, R) die Menge der unteren Dreiecksmatrizen,

- A(n, R) die Menge { ( é g ) € Sp(n, R) ‘ C= On}, die Siegel maximal
parabolische Untergruppe von Sp(n, R),
- HER(n, R) die Menge der Hermiteschen Matrizen iiber R.

Ist S eine Teilmenge von R, so bezeichnet MENGE(n, S) die Menge von Ma-
trizen MENGE(n, R) N MAT(n, S), wobei MAT(n, S) die Menge von Matrizen
mit Eintrdgen aus S ist. Hierbei betrachten wir 'MENGE’ lediglich als Platzhal-
ter fiir eine der oben aufgelisteten Matrixgruppen. Wir benutzen die Symbole
FE,, beziehungsweise E fiir die n x n—Einheitsmatrix sowie 0,, beziehungsweise
0 fiir die n x n Matrix deren Eintrdge alle Null sind. Des weiteren wird fiir
M; € MAT(n;, R) mit Diag(M, ..., M;) eine verallgemeinerte Diagonalmatrix
beschrieben, deren Diagonalelemente aus den Matrizen M; bestehen. Fiir eine
Matrix A € MAT(n, R) bezeichne a;; den ij-ten Eintrag von A. Eintrége einer
Matrix, die im Kontext in dem sie benutzt werden unwichtig sind, werden wir
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gelegentlich mit * bezeichnen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden Matri-
xeintrige, die aus Nullen bestehen, hiufig einfach weggelassen. Weiterhin sei A*
die Transponierte und A~! die Inverse von A. Falls R C C und - die komplexe
Konjugation bezeichnet, so bezeichne A die komplex-konjugierte von A, also die
Matrix (a_ij),-7je{1’,_.7n}. Das Zeichen O wird unter anderem dazu benutzt, das En-
de von Satzen, Propositionen, Lemmata und Korollaren, seien sie mit oder ohne
Beweise aufgefiihrt, anzuzeigen. Das Zeichen wir aber auch verwendet, um das
Ende von Beispielen und Bemerkungen zu kennzeichnen.

Weitere Notationen sind im Text erkléart. Im Symbolverzeichnis auf Seite xiii,
ff- finden sich fiir die wichtigsten Symbole Hinweise auf die entsprechenden Text-
stellen.
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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Allgemeine Tatsachen

Zerlegen wir eine komplexwertige Matrix Z € MAT*™(n,C) in ihren Real- und
Imaginérteil X und Y, also Z = X +1iY mit X,Y € MAT(n,R), so ldsst sich in
MAT®™(n, C) der Siegelsche Halbraum durch

H, = {Z e MAT""(n,C)|Y >0,}

definieren. Dabei schreiben wir kurz Y > 0,, um auszudriicken, dass Y posi-
tiv definit ist. Der Siegelsche Halbraum ist eine Verallgemeinerung der oberen
Halbebene

H, = {ceC|Im(c) > 0}.

Auf H, operiert die reelle symplektische Gruppe

Sp(n,R) = {M € GL(2n, R) ‘Mt( B En ) M- ( . E, )}

durch

7 M<Z>:(AZ+B)(CZ+D)1fiirM:(é g).

Die Untergruppe Sp(n, Z), die wir Siegelsche Modulgruppe nennen, operiert dabei
eigentlich diskontinuierlich. Das heifit dass fiir zwei Kompakta K7, Ky von H, die
Menge

{M € Sp(n,Z)| M(Ky1) N K, # 0}

endlich ist. Die Siegelsche Modulgruppe wird von den Matrizen

E, E, S . sym
( B ) und ( o ) mit S € MAT*™(n, Z)
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erzeugt. Im Fall n = 1 ist die Siegelsche Modulgruppe gerade die spezielle lineare
Gruppe SL(2,Z). Auch ist die Operation der reellen symplektischen Gruppe auf
dem Siegelschen Halbraum im Fall n = 1 gerade die Operation von SL(2,R) auf
der oberen Halbebene H;.

Eine Matrix

A B
M:<C D)EGL(Qn,]R)

ist genau dann symplektisch, falls
A'C=C'A, B'D=D'B und A'D—-C'B=E

gilt. Das Inverse einer symplektischen Matrix M ist

_ D! —-B!
M~ = ( ot o4 ) .
Ein Fundamentalbereich F(n,Sp(n,Z)) fir die Operation von Sp(n,Z) auf H,
wurde von C. F. Siegel in [62] wie folgt angegeben:

Y ist Minkowski-reduziert,
F(n,Sp(n,Z)) = {Z=X+iY € H, | |z;x| <1 und VM € Sp(n,Z)
ist |det(CZ + D)| > 1

Fiir den Fall n = 2 hat E. Gottschling in [25] gezeigt, dass der Fundamental-
bereich F(2,Sp(2,Z)) durch 28 reell 5-dimensionale Randflichen begrenzt wird.
Definierende Relationen wurden danach fiir n > 2 von H. Klingen in [36] ange-
geben. Wir sind an Untergruppen der Siegelschen Modulgruppe interessiert. Fiir
eine natiirliche Zahl N € N wird der Kern des natiirlichen Homomorphismus

Sp(n,Z) — Sp(n,Z/NZ)

Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe N genannt. Er ist ein Normalteiler von
endlichem Index in Sp(n, Z) und wird mit I'™ () bezeichnet. Es gilt

r™(N) = {(é g)eSp(n,Z)’(é g)EEgn(modN)}.

Allgemeiner bezeichnen wir jede Untergruppe, die eine Hauptkongruenzunter-
gruppe enthilt als Kongruenzuntergruppe. J. Mennicke hat in [45] gezeigt, dass
fir n > 2 jede Gruppe von endlichem Index eine Hauptkongruenzuntergrup-
pe enthélt. Im Fall n = 1 kennt man Gruppen von endlichem Index, die keine
Kongruenzuntergruppen sind. Wir interessieren uns hier insbesondere fiir die Un-
tergruppen

rO(N) = {(é IB))GSp(n,Z)‘CEOn(modN)}.
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Diese haben endlichen Index, genauer gilt, wie H. Klingen in [35] zeigt:

Sp(n,Z) : T{(N) ]_ N5 HH(1+ ) (1.1)

p|N =1
pPrim

Bemerkung 1.1

Sei Oy der Ganzheitsring von K und N ein ganzes Ideal in Ok . Betrachten wir
die symplektische Gruppe Sp(n, K) tber einem Zahlkorper K, also die multipli-
kative Gruppe aller 2nx2n-Matrizen M, die die Gleichung

MM = J,, mit J, = ( E")
-E,
erfillen, so haben die Kongruenzuntergruppen

T () — { ( 4 ) c Sp(n,DK)‘ C= On(mod‘ﬁ)}

auch endlichen Index in Sp(n, O k). Formel (1.1) gilt, wie ebenfalls in [35] gezeigt
wird, auch in diesem Fall. Dabei setzt man in (1.1) anstelle von Z den Ganzheits-
ring O von K, und anstatt N das ganze Ideal N ein. Auf der rechten Seite der
Formel stehen anstelle ganzer Zahlen die Normen von Idealen. Das erste Produkt
lauft dabei diber alle Primideale, die N teilen.

|

Ist N = H p;" die Primfaktorzerlegung von N, so beweist M. Kneser in [39], Satz

2 einen starken Approximationssatz fiir die symplektische Gruppe. Hieraus folgt:

t
Iy (M\Sp(n, Z) = [T 15" (")\Sp(n. Z). (1.2)
i=1
Diese erlaubt es uns, dass wir uns in vielen Situationen auf die Annahme be-
schranken konnen, dass N eine Primzahlpotenz ist.
Ist ' C Sp(n,Z) eine Untergruppe von endlichem Index I und Mj, ..., M; ein
Représentantensystem von I'\Sp(n, Z), so ist

i=1

ein Fundamentalbereich fiir die Operation von I' auf H,,. Dabei soll das Vertre-
tersystem von I"\Sp(n, Z) nicht notwendig so gewahlt sein, dass F(n,I") zusam-
menhéngend ist.

Wir nennen einen Homomorphismus x von I' in die Gruppe der Einheitswurzeln
Kongruenzcharakter von I' oder einfach nur Charakter von I'; wenn er trivial auf
einer Hauptkongruenzuntergruppe I'™ (N) mit T™(N) c T ist.
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Definition 1.2
Eine Siegelsche Modulform n-ten Grades vom Gewicht k € Z mit Charakter x :
I' = C* zur Kongruenzuntergruppe 1" ist eine Funktion f : H, — C, fir die gilt:

i) f ist holomorph,

it) das Transformationsverhalten von f wird fir alle M € T durch

det(CZ + D) " f(M(Z)) = x(M)f(Z), M= (é g)

beschrieben,

i) istn =1, soist (CZ+D)~*f(M(Z)) fiir alle M € SL(2,Z) in 'Umgebungen
von 100’ beschrdnkt.

|

Mit dem Begriff der "Umgebungen von i00” bezeichnen wir jede offene Teilmenge
U von Hy, fiir die bei festem € € Ry fiir alle u € U gilt: Im(u) > € > 0. Eine fiir
n > 1 zu iii) analoge Bedingung, ndmlich

f(M{(Z))det(CZ+ D)~* ist fiir alle M € Sp(n,Z) in jedem Bereich der Art

Im(Z) — Y ist fiir eine positiv deﬁnite}

{Z € Hn Matrix Y positiv definit

beschrankt,

ist fiir die Definition einer Modulform nicht notig, da sie mit Hilfe des Koecher-
prinzips ([24], 3.5), bereits aus i) und ii) gefolgert werden kann.

Wir fithren nun noch folgende Notation ein: Ist f : H,, — C eine Funktion auf
dem Siegelschen Halbraum und k € Z eine ganze Zahl, so sei fir M € Sp(n,R)

(fleM)(Z) = det(CZ + D)™ f(M(Z)).
Ist f holomorph auf H,,, so auch (f|xM)(Z), und fir My, My € Sp(n,R) gilt:
(FleM)[xM2)(2) = (flxMiM2)(Z).

Bemerkung 1.3
Im Allgemeinen benutzt man bei der Definition einer Modulform das etwas allge-
meinere Transformationsverhalten

VM €T gilt: det(CZ+ D)™*f(M(Z)) = v(M)f(Z).
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Hierbei ist k € C, {v(M) € C*|M € T'} ein komplexes Multiplikatorsystem vom
Gewicht k. Dabei ist ein Multiplikatorensysteme vom Gewicht k eine Funktion
v:I'— C*, fir die gilt:

v(MN) = v(M)v(N) firalle NN M €T,
1, falls — E €T.

=
|

)
|

Fiir
det(CZ + D)% = ¢ Mloaldet(CZ+D)

hat man hier fiir k € 7Z mehrere Zweige, von denen einer passend gewdhlt sei. Ist
n =1, so gibt es Formen zur vollen Gruppe, die nichtganzes Gewicht und nichttri-
wvitale Multiplikatorsysteme haben. Ist dahingegen abern > 1 so hat U. Christian in
[14] gezeigt, dass es zur vollen Modulgruppe nur Multiplikatorsysteme mit ganzem
Gewicht gibt. Es folgt daraus, dass dies Charaktere sind. Der einzige nichttriviale
Charakter tritt hierbei im Fall n = 2 auf (siehe [37], [44]). Betrachten wir hin-
gegen Untergruppen, so sieht die Situation anders aus: Hier gibt es nichttriviale
Multiplikatorsysteme. U. Christian hat in [13], [14] gezeigt, dass diese immer
rationales Gewicht haben.

|

Die Menge M¥(T, ) aller Modulformen n-ten Grades vom Gewicht k& mit Cha-
rakter x zur Kongruenzuntergruppe I' bildet einen endlichdimensionalen Vektor-
raum. Fiir jede Modulform f € M*(T,x) und fiir jede Matrix M € Sp(n,Z)
existiert eine Fourierentwicklung,

(flsM)(Z) = Z g2 (TZ)

TEeMATSY (n,Q),
T>0

von der wir aufgrund des Koecherprinzips wissen, dass der Fourierkoeffizient ar
nur dann nicht Null ist, falls 7" positiv semidefinit ist. Bezeichnen wir mit S die
Menge aller Matrizen, unter denen eine gegebene Modulform f|, M translations-
invariant ist,

S = {CeMAT(n,R)[f(Z + () = f(Z2)},
dann wird in der Fourierentwicklung von f|,M iiber die Menge
SN = {T € MAT*™(n,Q)| T >0, tr(T¢) € ZV(¢ € S} (1.3)

summiert. Ist speziell I' = F(()n)(N ), so geniigt es fiir f|,F, iiber alle positiv
semidefiniten Matrizen aus MAT*™ (n, %Z) mit ganzzahligen Diagonaleintragen
zu summieren. Fiir den Trager Supp(f) von f

Supp(f[xM) = {T € MAT*"(n,Q)| T = 0,ar # 0}
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gilt:

1

Supp(f) C {TG MATS™ (n,—Z)

>
; T >0, T hat } (1.4)

ganze Diagonaleintréige

Beachte zum Begriff des Trégers auch noch die Ausfithrungen nach Formel(1.5).
Ein Fourierkoeffizient ap von f hingt fiir eine Modulform zu I (()n) (N) mit trivialem
Charakter nur von der GL(n,Z)-Klasse von T" ab. Es gilt also fiir alle U €

GL(n,Z):
ar = autrTy-.

Betrachten wir die Fourierentwicklung von (f|,M)(Z) mit M € Sp(n,Z), [ €
MF(T (N, y), dann ist fiir alle M

T>0,
NT hat ganze } . (L.5)

Diagonaleintréige

1
Supp(f|xM) C {TGMATSym (n, ﬁZ)

In Abschnitt 1.4 wird noch genauer auf die Fourierentwicklung einer Modul-
form eingegangen. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird der Begriff des Trégers
Supp(f|xM) einer Modulform f nicht immer als die Teilmenge aller Elemente T’
aus MAT*¥™(n, Q) aufgefasst, fiir die der Koeffizient ar in der Fourierentwick-
lung von f| M ungleich Null ist. Da meist eine beliebige Modulformen f zu einer
Untergruppe I' betrachtet wird, und der Trager dieser Modulform nicht explizit
angegeben werden kann, werden die beiden Mengen aus (1.4) und (1.5), bezie-
hungsweise die im Verlauf der Arbeit in Abschnitt 1.4 vorgestellte Teilmenge
hiervon, in denen Supp(f|xM) enthalten ist, auch selbst als Tréger Supp(f|xM)
von f bezeichnt. Um Verwechselungen vorzubeugen, verwenden wir hierfiir auch
den Begriff potenzieller Trager.

Sei f : H, — C eine Funktion, so dass

. A
(%) zen
existiert. Dann ist
. A
sz = fmr( 7))

eine Funktion auf H,,_;. Wir bezeichnen ® als den Siegelschen ®—Operator . Er
liefert eine Abbildung M*(T, x) — MPF_ (T(™=1) y"=D) mit

A B 10
(n—1) __
= (C D) ¢ bp |
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und

w (A BY _ 1 0
X cp)] =~ Xlc D
0 1

Eine Form f heifit Spitzenform n-ten Grades vom Gewicht k& mit Charakter y
zur Kongruenzuntergruppe I' falls gilt:

(flxM)|®)(Z) = 0 VM eT.

Den Unterraum aller Spitzenformen von M (T, x) bezeichnen wir mit S*(T, ). In
der Fourierentwicklung einer Spitzenform geniigt es iiber positiv definite Matrizen
zu summieren, da die Fourierkoeffizienten ar fiir nicht positiv definite T" alle Null
sind. Um zu entscheiden, ob zwei vorgelegte Spitzenformen fi, fo gleich sind, be-
ziehungsweise um die dazu dquivalente Frage zu beantworten, ob f; — f5 identisch
Null ist, ist es ausreichend, geniigend Fourierkoeffizienten einer Entwicklung von
f zu betrachten. C. F. Siegel hat fiir die volle Modulgruppe eine effektive Version
dieser Aussage geliefert. Der entsprechende Satz findet sich in einer Arbeit von
H. Maafl [43], der ihn dort mit dem Einversténdnis von C. F. Siegel veroffentlicht
hat.

Satz 1.4 (C. F. Siegel)
Ist f € S* eine Spitzenform (zur vollen Modulgruppe) mit Fourierentwicklung

f(Z) _ ZGTGQTritr(TZ),

>0

dann sind dquivalent:
i) =0,
it) VT mit tr(T) < K, gilt ar =0,

iii) YT mit tr(T) < nuﬁﬁ gilt ar =0,

w) VT mit 3/det(T) < ppp e gilt ar = 0.

Dabei ist

Kpn = sup tr((Im Z)™1)
ZeF(n,Sp(n,Z))
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eine endliche Konstante und pu, die Hermitesche Konstante, also die kleinste
Konstante, so dass fiir alle positiv definiten 7" aus MAT®™(n, R) gilt:

m(T) = min 2Tz < p, /det(T).

z€Z™—{0}

Die Aussagen i), i7) und 4ii) des Verschwindungssatzes von Siegel erlauben es
einem nun jeweils nur endliche viele Elemente T' des Trégers einer Spitzenform
flxEy, zu untersuchen, um zu entscheiden, ob f verschwindet oder nich. Fiir die
praktische Anwendung hat dieser Satz jedoch zwei Nachteile:

i) Die Schranken, die man fiir x,,, n > 1 kennt, sind wahrscheinlich schlecht.

ii) Das Verschwinden von Fourierkoeffizienten von Modulformen zur Fé”)(N )
mit Charakter hingt nur von der SL(n,Z)Klasse ab, T ~ UTU", U €
SL(n,Z) (SL(n, Z)-Aquivalenz). Die Spur ist aber weder SL(n, Z)-Klassen-
funktion noch eine GL(n,Z)-Klassenfunktion (7' ~ UTU", U € GL(n,Z),
GL(n, Z)-Aquivalenz)

Beide fiithren dazu, dass bei der Entscheidung, ob eine Spitzenform identisch Null
ist, beziehungsweise ob zwei Spitzenformen gleich sind, unnétig viele Fourierko-
effizienten berechnet werden miissen. C. Poor und D. S. Yuen liefern in [52] einen
Satz, der beide Nachteile behebt und fiir praktische Rechnungen bessere Ergeb-
nisse liefert. Um diesen zu formulieren benoétigen wir den Begriff der dyadischen
Spur.

Definition 1.5
Wir sagen, eine Matriz T € MAT*™(n,R) hat eine dyadische Darstellung, falls
es a; € Ry und v; € Z" — {0} gibt, so dass

¢
T = E QU]
i

15t.
O

Die Menge der positiv semidefiniten Elemente aus MAT®™(n, R), die eine dya-
dische Darstellung besitzen bezeichnen wir mit C}. Es gilt:

Ch = Roo(vv')vezn—{o)-
Die Menge C lasst sich auch durch den Begriff des Radikals
rad(T) = {veR"v"Tv = 0}
mittels
Cr = {T € MAT*"(n,R)| T > 0,rad(T) ist iiber Q definiert}

charakterisieren (siche [52], Proposition3.2).
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Definition 1.6
Die Abbildung

Wy - C:L — RZO

T — w,(T) = sup Q;
T:Zaivivf;

heifit dyadische Spur.

Die dyadische Spur ldsst sich auch als Infimum charakterisieren.

Satz 1.7
Fiir alle T > 0,T € C* gibt es Yy € MAT®™(n,R),Y; > 0, so dass
tr(7'Yp) _ tr(TY)
W(T) = = f
D) = ) B )

Y EMATSY™ (n,R)

qilt. Dartiber hinaus gibt es eine dyadische Darstellung von T in den Minimal-
vektoren von Yy,

T = Zaivifuf, v; € MinVec(Yy) = {z € Z"| 2'Yor = m(Yp)}.

Beweis:
Siehe [52], Theorem 3.9

Proposition 1.8
Die dyadische Spur ist eine GL(n, Z)-Klassenfunktion.
Beweis:

Mit T =" aovl ist auch UTU' =57 a;(Uv;))(Uw;)' fiir alle U € GL(n,Z) eine
dyadische Darstellung von UTU®.

O
Mit Hilfe der Konstanten
v, = su inf  w,(Im(c2)™1),
Ze]Hl?n o€Sp(n,Z) ( ( ) )
die sich durch
2

V3

abschétzen ldsst (siehe [52], p 218), konnen wir nun den Satz von C. Poor und
D. S. Yuen formulieren.
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Satz 1.9 (C. Poor, D. S. Yuen)
Ist f € S eine Spitzenform (zur vollen Modulgruppe) mit Fourierentwicklung

f(Z) _ ZCLT€2mtr(TZ),

7>0

dann sind dquivalent:

i) f=0,

it) VT mit w,(T) < w, 4= gilt ar =0,

iii) YT mit w,(T) < n\%% gilt ar =0,

7y

iv) VT mit {/det(T) < ,un%ﬁ gilt ap =

Beweis:
Siehe [52], Theorem 2.9

Bemerkung 1.10

10

i)

Teil 1) des Satzes folgt aus Teil iii) und der Ungleichung

wn(T) > L 3/det(T) (1.7)

Hn

(siehe [52], p. 224). Diese Abschitzung kann auch dazu genutzt werden,
um aus einer Liste von Formen, die nach der Diskriminante aufgelistet
sind, alle Formen zu berechnen, deren dyadische Spur kleiner als eine fest
vorgegebene Konstante const ist. Diese sind dann in der Menge

= ()

enthalten. Fir den Falln = 2 und n = 3 lassen sich diese Formen leich-
ter berechnen. Siehe hierzu Lemma 2.63, sowie Gleichung (2.58) und die
anschlieffenden Ausfihrungen.

Insbesondere wird durch (1.7) auch deutlich, dass im Verschwindungssatz
von Poor und Yuen immer nur endlich viele T' € Supp(f) einer Spitzenform
f betrachtet werden miissen um zu entscheiden, ob f verschwindet. Im Fall
einer Grad 1 Spitzenform (n=1) stimmt die Aussage des Satzes mit der des
Verschwindungssatzes von Siegel tiberein. Fir n = 2 und n = 3 liefert die
dyadische Spur fir die zu betrachtende Anzahl der Elemente T € Supp(f)
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immer bessere Abschitzungen als die Spur. Fir hohere Grade deuten eini-
ge Beispiele auf eine deutliche Reduzierung der Anzahl der Fourierkoeffizi-
enten, die man berechnen muss, um das Verschwinden einer Spitzenform
nachzuweisen. Obwohl der Zusammenhang zwischen Spur und dyadischer
Spur nicht ganz geklirt ist, scheinen die Konstanten in Teil 1) der Ver-
schwindungssdtze von Siegel sowie von Poor und Yuen dies zu bestdtigen.

Die Sétze von C. F. Siegel beziehungsweise von C. Poor und D. S. Yuen gehoren
zu einer ganzen Reihe von Sitzen, die effektive Versionen fiir die Entscheidung
liefern, ob zwei Spitzenformen identisch sind. Seien fiir R € {R,Z}

P.(R) = {T € MAT""(n,R)|T > 0}
und
P*mi(RY = {T € MAT®™(n, R)| T > 0}.
Definition 1.11

Sei P,,(R) C D C PS™(R). Eine Funktion ¢ : D — Rxq heifit Typ-1-Funktion,
falls

i) o(T) >0 fir alle T € P, (R),
ii) ¢(AT) = Ao(T) fiir alle A € Rog, T € D und
ZZZ) ¢(T1 + TQ) Z ¢(T1) -+ (Z)(Tg) f'U/f’ alle Tl,TQ eD.

Des weiteren nennen wir eine Typ-1-Funktion ¢ Typ-11-Funktion, falls ¢(P,(Z))
diskret in R ist.

|

Beispiele fiir Typ-II-Funktionen sind tr(-), w,(-), {/det(:) und m(-). Fiir jede Typ-
[I-Funktion erhélt man einen Verschwindungssatz, also eine entsprechende Aussa-
ge der Sétze 1.4 und 1.9. Dabei liefert die dyadische Spur unter den aufgefithrten
Typ-II-Funktionen die rechnerisch besten Ergebnisse. Diese Sétze beruhen auf
folgender auch fiir unser weiteres Vorgehen zentralen Aussage:

11
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Satz 1.12
Sei f € SK(T, x), T von endlichem Index in Sp(n,Z) und ¢ eine Typ-11-Funktion.
Falls VM € T'\Sp(n,Z) gilt:

min ¢(Supp(f|xM)) > ﬁsup inf  ¢(Im(cZ)™ ),

47 ZcH,, c€Sp(n,Z)

dann ist f = 0.
Beweis:
Siehe [52], Theorem 2.5

|

Betrachten wir nun speziell die Gruppe I' = T (N). Da fiir alle g € T{” (V) und
fiir alle u € F(()")(N ) der Form

B At S
“ 7 Lo a
der Triger Supp(f|rgMu) = ASupp(f|. M)A ist, gilt:

min(w, (Supp(flrgMu))) = min(w,(ASupp(f|zM)A"))
= min(w, (Supp(f[xM))). (1.8)

Wir interessieren uns deshalb fiir I' (()n)(N N\Sp(n,Z)/A(n,Z) mit

A(n,Z) = {(‘gt As_l)ESp(n,Z)}.

Wir fiihren nun den Begriff der Spitzenklasse ein. Dieser wird ein wesentliches
Hilfsmittel fiir eine Verallgemeinerung des Satzes von C. Poor und D. S. Yuen
(Satz 1.9) auf die Untergruppen I (N) sein.

Definition 1.13
Die Elemente von 1"(()71)(N)\Sp(n7 Z)]A(n,Z) nennen wir die 0-dimensionalen

Spitzenklassen von F(()n)(N), oder einfach nur die Spitzenklassen von F((]n)(N).

a

Der Quotientenraum H,, /Sp(n,Z) trigt die Struktur einer quasiprojektiven Va-
rietdt. Die Satakekompaktifizierung (siehe [24], II).

H,/Sp(n,Z) = H,/Sp(n,Z)U...UH,/Sp(0,Z)

enthalt H,, /Sp(n, Z) als offenen, dichten Teil. Hy/Sp(0,Z) steht hierbei fiir einen

einzigen Punkt, die O-dimensionale Standardrandkomponente. Zu jeder projektiv

12
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rationalen Matrix aus Sp(n, R) gibt es weitere rationale Randkomponenten (Spit-
zen). Die Elemente aus an)(N)\Sp(n,Z)/A(n,Z) stehen in eindeutiger Korre-

spondenz zu den 0-dimensionalen Randkomponenten modulo F(()n) (N). Betrachten
wir zum Beispiel den Fall der Dimension n = 1, so lésst sich die obere Halbebene
in die Riemannsche Zahlenkugel C U {oo} einbetten. Die Standardrandkompo-
nente entspricht hierbei dem Punkt {occ} und die rationalen Randkomponenten
sind einelementigen Teilmengen von QU {oo}. Diese werden auch als Spitzen von
SL(2,Z) bezeichnet. Jede Untergruppe I' von SL(2,Z) mit endlichem Index hat
als Spitzen ebenfalls die einelementigen Teilmengen von Q U {oco} (Siehe [48],

Corollary 1.5.5.). Die Elemente aus F(()l)(N)\SL(Z, Z)/A(1,Z) stehen in eindeuti-

ger Korrespondenz zu den nicht dquivalenten Spitzen von F(()l)(N )\H;, also den
Elementen aus (QU {oo})/ ~ mit

b

b
g~q & EI(CCL d)EF(()l)(N), sodaSSGQ+ =

cq+d_q'

(Mit dem Symbol oo rechnen wir hier in iiblicher Weise.) Die Elemente von
F(()")(N)\Sp(n,Z)/A(n,Z) kénnen zur Beschreibung des ‘Ubergangs’ von der 0-
dimensionalen Standardrandkomponente zu einer anderen 0-dimensionalen Rand-
komponente benutzt werden. Jede der Spitzenklassen von F((J”)(N ) beschreibt da-
bei genau einen Ubergang zwischen nicht-dquivalenten’ 0-dimensionalen Rand-
komponenten. Auf den Begriff der Aquivalenz von 0-dimensionalen Randkompo-
nenten wollen wir hier nicht weiter eingehen. Der interessierte Leser sei hiermit
auf [11], Abschnitt 12 verwiesen. Abschlielend behandeln wir noch als Beispiel

Fél)(él)\Hl. Hier haben wir drei nicht dquivalente Spitzen

o, 0:<_01 (1)><00> und %:(é (1)><oo>.

Entsprechend ist

T ANSL(2, Z)/A(1,Z) — {(é (1)><_01 é)(; (1))}

Die auf Seite 4 beschriebenen Umgebungen von oo, die bei der Satakekompak-
tifizierung Umgebungen von oo entsprechen, werden von den Elementen aus

F(()l)(4)\SL(2,Z) /A(1,7Z), interpretiert als Modulsubstitutionen, auf Umgebun-
gen von 0,% beziehungsweise oo abgebildet.

1.2 Hermitesche Modulformen

In diesem Abschnitt sei K ein imaginir-quadratischer Zahlkorper mit Ganzheits-
ring O . Sei weiter

HP,(K) = {s€ HER(n,K)|s >0}

13



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

die Menge der positiv definiten und
HP*™(K) = {sc€ HER(n,K)|s >0}

die Menge der positiv semidefiniten Hermiteschen Matrizen mit Eintrdgen aus
K. Entsprechend seien

HP,(C) = {s€ HER(n,C)|s >0}
und
HP*™(C) = {s€ HER(n,C)|s >0}

definiert. Fiir einen Vektor v € C" sei |v]? = vv*. Ist R C C ein Teilring von C,
SO sel

U(n,R) = {MGGL(2n,R)‘Mt<£n _(])En)M:(zgn _(?n>}

die unitdre Gruppe. Ist R = Ok, so bezeichnen wir diese auch als Hermitesche
Modulgruppe vom Grad n. Die Untergruppe

SU(n, Ox) = U(n,Ox)NSL2n, O)

nennen wir die spezielle Hermitesche Modulgruppe vom Grad n. Die Hermitesche
Modulgruppe operiert eigentlich diskontinuierlich durch

Z w— M(Z)=(AZ+ B)(CZ+ D)™ furM:(é g)eU(n,DK)

auf dem Hermiteschen Halbraum

H,(C) = {ZGMAT(n,(C)

1 —t

= (2-7")>0¢.

2 }

Beschranken wir uns auf den Fall, in dem K keine Ausnahmeeinheiten hat, also
K ¢ {@< \ _1>7Q( v _3)}7

so wird in [9], p. 151 ein Fundamentalbereich F(n,O) fiir die Operation von
U(n, Ok) auf H,(C) beschrieben. Fiir den Zahlkorper K = Q(v/—1) findet sich
eine explizite Beschreibung eines Fundamentalbereiches in [42], p. 58. Eine all-
gemeinere Definition findet sich ebenfalls in [42], p. 6. Erzeugendensysteme sind
fir SU(n, O k) durch

% o)) o (o & lremon)
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1.2. HERMITESCHE MODULFORMEN

und fiir U(n, Ok ) durch

0, E,
U }EETL”HOR))F}IEHER@D)}
0, E, y Vi),
U {(Z £n1)’U:Diag(e,l,...,n,eeo;/{ﬂ}}

gegeben (siehe [18], Lemma 1.4). Sei a C Ok ein Ideal. Wir definieren
U(n,Ok)[a] = {M e Un,Ok)|M = Es,(moda)}

und bezeichnen diese Gruppe als Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe [a]. Sie
ist eine normale Untergruppe von U(n,Og) von endlichem Index. Eine Unter-
gruppe I' von U(n, Ok) heit Kongruenzuntergruppe modulo a, falls

Un,Ok)a] ¢ T

gilt. Kongruenzuntergruppen sind diskret und operieren eigentlich diskontinuier-
lich auf H,,(C). Seien weiter

A(R) = {(g g)eU(n,R)‘C—O},

SAL(R) = {( 4 ) c U(n,R)‘ C =0, det(A) = 1},
A©Olal = An(©Ox) N Un Ox)fa] und
SAn(DK)[Cl] = SAH(DK) ﬂU(n,DK)[a].

Definition 1.14

Sei I' C U(n,Og) eine Kongruenzuntergruppe, k € Z und x ein Charakter zu I.
Eine Funktion f : H,, — C heifit eine Hermitesche Modulform mit Charakter x
vom Gewicht k zur Gruppe I, falls gilt:

1) f ist holomorph auf H,, und im Fall n = 1 zusdtzlich holomorph in allen
Spitzen.

2) f(M(Z)) = x(M)det(CZ + D)*f(Z) fiir alle M = ( é, g ) el.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Bemerkung 1.15

i) Schliefst man im Falln = 1 die beiden Kérper Q(v/—1) und Q(v/—3) aus, so
lisst sich die Theorie, die sich aus der Hermiteschen Modulgruppe und thren
Untergruppen ergibt, auf den Fall der gewdhnlichen Modulgruppe SL(2,7Z)
und deren Untergruppen zurickfiihren (siehe hierzu [10]). Dies rihrt daher,
dass in diesen Fdillen die Hermiteschen Modulgruppen mit der Siegelschen
Modulgruppe dibereinstimmen. Auch stimmen die Kongruenzuntergruppen
dieser Gruppen tiberein.

ii) Wie auch schon fir Siegelsche Modulformen ist im Falln > 1 aufgrund des
Koecherprinzips die Forderung der Holomorphie in jeder Spitze nicht mehr
notwendig.

iii) Man kann hier ebenfalls anstatt mit Charakteren allgemeiner mit Multi-
plikatorsystemen arbeiten. Genau wie im Siegelschen Fall (siehe Bemer-
kung 1.8), haben die Multiplikatorsysteme, wie in [17] gezeigt wird, fir
U(n,Ok) und SU(n,Ok) ganzes Gewicht. Sie sind also Charaktere. Es
gibt bis auf die Fdille, in denen K Ausnahmeeinheiten hat, nur fir n = 2
und Disk(K') = 0(mod 4) nichttriviale Charaktere. Diese sind Fortsetzungen
des nichttrivialen Charakters auf der Siegelschen Modulgruppe Sp(2,7Z). Sie
werden in [17] konstruiert. In den Fdllen mit Ausnahmeeinheiten kommen
die Charaktere von den Ausnahmeeinheiten. Dies sind:

%o = {C| (4 ist 4-te Einheitswurzel}, falls K = Q(v—1),
O% = {G| o ist 6-te Einheitswurzel}, falls K = Q(v—3).

|

Die Menge der Hermiteschen Modulformen mit Charakter x vom Gewicht k zur
Gruppe I bildt einen Vektorraum, den wir mit M”(T, x) bezeichnen. Er ist end-
lichdimensional. Insbesondere gilt nach [10] fiir eine Kongruenzuntergruppe I' mit
Charakter y:

0 falls k<0,
dime(MF(T, ) = 0 falls k=0und x # 1,
1 falls £k =0und y =0.

Fiir eine Funktion f : H,(C) — C, M € U(n,C) und k € Z notieren wir wie im
Siegelschen Fall

(FLM)(Z) = det(CZ + D) ™*F(M(Z)).

Fiir jede Modulform f € M¥(T', x) lisst sich fiir jedes M € U(n, K) die Funktion
(flkM)(Z) in eine Fourierreihe entwickeln (siche hierzu [10]). Nach dem Koe-
cherprinzip kommen dabei im Trager nur positiv semidefinite Elemente vor. Es
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ist:

(flxM)(Z) = Y ar(M)E (1.9)

0<T€(HER(n,Ox))#

wobei b € N nur von M und f abhiingt und (HER(n,Ox))* das Dual von
HER(n, O k) beziiglich der Spur ist. Also ist

(HER(n, Ox))* = {M € HER(n,C)| tz(TM) € Z VM € HER(n, Ox)}.

Ist I" eine Kongruenzgruppe modulo (N), dem von N € N in O erzeugten Ideal,
also

Un,Ok)[(N)] ¢ T' ¢ Un,Ok)

mit endlichem Index [U(n,Of) : U(n, Ok)[(N)]], so ist b = NI?, wobei | € N
so gewihlt ist, dass [M und [M~! ganz sind. Diese Reihenentwicklung konver-
giert absolut gleichméBig auf jeder in MAT(n, C) abgeschlossenen Teilmenge von

H.,,(C). Ist U eine unimodulare Matrix mit Eintrégen aus Ok, die die Kongruenz
U = E,(modb) erfiillt, so ist

agsry(M) = ar(M).

Definition 1.16
Eine Modulform f € MF(T, x) heifst Spitzenform, falls fir alle M € U(n, K) gilt:

((fleM)|®)(Z) = 0.

Hierbei bezeichnet ® wie im Siegelschen Fall den Siegelschen ®-Operator

Y—00 0

A0z = g (F D) it 2, € 50O

und bildet f € MFK(T,x) auf eine Modulform f|® € MF (T,_1,x) fiir eine
gewisse Untergruppe I',,_; vom Grad n — 1 und einen gewissen Charakter y’ von
', ab. Die Spitzenformen bilden einen Untervektorraum von MF¥(T'; x), den wir
mit S¥(T, x) bezeichnen.

1.3 Thetareihen

Um Aussagen zur Existenz von Modulformen zu machen, hat man mehrere Mo6g-
lichkeiten. Ein wichtiges Konstruktionsmittel fiir Modulformen sind Poincarésche
Reihen (siehe [43], [24] p. 53 ff oder [13] p. 374 ff). Man nutzt aber auch Eisen-
steinreihen oder Liftungen von Formen zu anderen Gruppen, meist orthogonale
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Gruppen. Eine andere wichtige Moglichkeit zur expliziten Konstruktion sind The-
tareihen. Diese fithren zu Liftungen von orthogonalen beziehungswesie unitéren
Gruppen. Auf Thetareihen wollen wir hier im Folgenden etwas genauer eingehen.
Sei A ein Gitter mit Gram-Matrix S = MM" € MAT®™(m,Q). Sei weiter
T € MAT®™(n,Q). Mit a(S,T) bezeichnen wir die Anzahl der Losungen der
Matrixgleichung X*SX = T iiber Z, also

a(S,T) = #{X € MAT(m,n,Z)|X'SX =T}.

Sie héngt nur von der GL(m,Z) beziehungsweise GL(n,Z)-Klasse von S und T
ab.

Definition 1.17
Sei Z € H,, und S € MAT®™(m,Z) eine ganzzahlige, symmetrische Matriz mit
geraden Diagonaleintrigen. Wir definieren die Reihe

BZ) = 62) = Y a(sT)e )
TeP,(Z)
_ Z eﬂ'itr(MtSMZ)'

MeMAT (m,n,Z)
Sie heifit Siegelsche Thetareihe vom Geschlecht n zum Gitter A beziehungsweise
zur quadratischen Form oder zur Matriz S.

O

Die Siegelsche Thetareihe konvergiert absolut und gleichméfig in Kompakta. Sei
N die Stufe von S beziehungsweise von A, also die kleinste ganze Zahl N € N,
so dass NS™! € MAT(n,Z) auch eine ganzzahlige Matrix mit geraden Diagonal-
eintriagen ist. Sei weiter m = 2k € 2Z gerade. Dann ist

0(Z) € MFISV(N),\E).

Hier ist x4 ein Charakter, genauer

((25)) - (Sem ™)

wobei (-) das Jacobi-Symbol bezeichnet. Diese Aussage findet man zum Beispiel
in [2], Theorem 2.2.2 und Theorem 1.4.10. Fiir eine allgemeinere Definition von
Thetareihe betrachten wir die homogenen Polynome P : MAT(m,n,C) — C in
nm Unbekannten. Ein solches Polynom nennen wir pluriharmonisch, wenn fiir
alle A € MAT(n,C) die Polynome Py: X — P(X A) harmonisch sind, also

gilt. Sei nun noch VS die eindeutig bestimmte, positiv definite, symmetrische
Matrix, so dass VSVS = S ist.
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Definition 1.18
Die Reihe

g,P(Z) _ Z P(\/EM)eﬂ-itr(MtSMZ)

MeMAT (m,n,Z)

nennen wir verallgemeinerte Thetareihe zu S vom Geschlecht n mit pluriharmo-
nischem Polynom P.

|

Auch die verallgemeinerten Thetareihen sind Modulformen fiir F(()n) (N). Sie haben
Gewicht % 4 deg(P). Bezeichnen wir mit Qg(z) die Matrix mit Eintrdgen

1 1
Qs(z); = 53(%%‘) = 55355951

fir z = (x;,...,2,) € A", und interpretieren P durch Wahl einer Orthonor-
malbasis von A ® R als Funktion auf (A ® R)", dann kann man 0% »(Z) auch
als

Osp(2) = 3 Ploemm@@? (1.10)

schreiben.

Da man an den Rédumen ME(F(()")(N ), X) interessiert ist, stellt sich iiber die Fra-
ge nach der Existenz von Modulformen hinaus die Frage, ob alle Thetareihen
zu Gittern aus einem Geschlecht die Riume M¥(TY (), x) bereits aufspannen.
Ist m = 2k < n so hat E. Freitag in [23] gezeigt, dass diese Rdume von Siegel-
schen Thetareihen aufgespannt werden. S. Bocherer zeigt dies in [4] fiir den Fall:
k > 2n, mit 4|k. Der Fall m = n wurde von A. N. Andrianov in [1] bearbeitet
und fiir ¥ < n < m haben S. Bocherer und R. Schulze-Pillot [6] gezeigt, dass die
Hecke-Eigenformen der Stufe N mit trivialem Charakter unter einigen Zusatzbe-
dingungen durch Thetareihen ausgedriickt werden konnen. Weitere Aussagen zur
Charakterisierung von Rdumen von Modulformen durch Thetareihen findet man
in [59].

Spitzenformen lassen sich aus Konvergenzgriinden fiir £ < 2n nicht mit Hilfe
von Poincaréreihen konstruieren. Hierzu nutzt man verallgemeinerte Thetareihen

(siehe [24], III, Paragraph 3).
1.4 Frickeinvolutionen und Fourierentwicklungen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige Aussagen iiber die Frickeinvolution zusam-
men, die wir in einem spéteren Kapitel brauchen werden. Wir beginnen zunéchst
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

mit der Theorie fur SL(2,Z). Die Frickeinvolution
Wi H, — H
-1
Nt
ist ein Automorphismus der oberen Halbebene. Sie kann durch die Operation der

Matrix ( —(}\7 (1) ) auf H repréasentiert werden. Ist f eine Modulform geraden
)

Gewichts zur Modulgruppe 'y’ (N), so operiert wkf, genau wie

1
fr Fr
Wy = Wy

VN

T =

auf f durch:

wi TV (N) (wi) ™ = TP(N)
ist, liefern die Abbildung
wit : ME(DV(N)) — ME(TSV(V)),
f = f \szer
und deren Einschrinkung
wit - SFI(N)) = SETP (V)

jeweils Vektorraumautomorphismen (sieche hierzu [61], Proposition 2.4). Sei die

Fourierentwicklung von f € M{“(F[()l)(]\f )) um die Spitze ‘0’ vorgegeben, also

(f!k(_l 1))@) =Y g

n=0

(e = o (3)

(M) () = (-5 (57

(0 Yo

Es ist

also

INIES

= (=)
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Die Fourierentwicklung von (f|,wk) () ist somit

(flewy) (1) = (—=N)z Zanezmm.
n=0

Betrachten wir nun die Theorie fiir hohere Dimensionen. Wir fiihren die beiden
Bezeichnungen

LE
VN ”) € MAT(2n,R)

fr

YN = (_mEn

und

whiv = VN = <—NEn En)'

f

ein. Durch die Operation von w,, 5 auf H,, wird ein Automorphismus des Siegel-

schen Halbraums

wa:Hn — H,
Z o ufy(Z) = —(NZ)"

definiert, den wir hier ebenfalls mit wf y bezeichnen wollen. Sei A € Sp(n,R)
eine projektiv rationale Matrix, also eine Matrix fiir die es eine reelle Zahl t so
gibt, dass tA eine rationale Matrix ist. Durch die Abbildung

A MHT(N)) — MFATTI(N)A)
f = flrA

und deren Einschrankung
A:SIIIN) = SiATTEY(V)A)

werden dann Isomorphismen von C-Vektorrdumen gegeben. Einen Beweis hiervon
findet man in [24], Bemerkung 6.8, p. 127 f. Wegen

(4 5)ete - (5 )
ist
(wiia) TG (Nwpiy = TGN,
und somit definiert
f = flwny = det(—VNZ) ™ f(=(N2)™) (1.11)
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Vektorraumautomorphismen von M*(T{ (N)) und S5(TS(V)). Ist die Fourier-
entwicklung von (f|xJ,) (Z) € M¥(TS"(N)) mit

vorgegeben,

fd)(2) = 3 apeRe02),

TEMATSY™ n%)
T>0, tij €L

so ergibt sich daraus auch die Fourierentwicklung von
(flrwin)(Z) = det(—VNE,) ™ f(=(N2)™")
= (=VN)"det(N2) " f(=(N2)™)
= (VN Y ape™ 0P, (1.12)

TeMATsym<n,%),
T>0, tj;€7

Sei nun mit 5;, 1 <17 <n die Matrix
Enfi
Si —

En—i
_Ei

bezeichnet. Sei weiter g = f| kwg ~ das Bild einer Modulform zur Untergruppe

F(()")(N ) unter der Frickeinvolution, also selbst auch wieder eine Modulform zu
F(()")(N ), und die Fourierentwicklungen von (¢[x.S;)(Z), 0 < i < n vorgegeben,

(9lxSi) (Z2) = Z agf)e%itr(TZ), falls ¢ > 0,

sym 1
TEMATSY (n,QNZ),
T>0, Nt; €2

9(Z) = (9lxS) (Z2) = Z ag?)e%ritr(TZ)'
TEMATSym(n’%Z)’
T20, tj;€Z

Bezeichnen wir weiter:
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Ky
T, - ( Kﬂ),

K,
! _ n—i
Tn,i - _Kz )
Kp—i
VNE;
1
X = \/_NEn—z .
VNt
\/NEnfi

Dann gilt
Snei = T om (ST, X,
und da T ; € I (N) ist, auch
f|kSn—i - f|kTq;’zwg,NSzTnX
= [flewp ySiT, X
= (geSi)xTnX
mit

1
\/_ﬁKn—i

X — VNK;

\/NKn—i
1
vl
Im Fall ¢ # 0 folgt dann fiir die Fourierentwicklung von (f|xS,—:)(Z2):
(fleSn-i)(Z)

= ((9leS) 1 TwX)(Z)

- ( ki mKﬂ_i) _&"“S") (( VNE; e ) Z(%ﬁKn_i e ))

n(n— n . —k 3 . o
_ ((—1)%]\]572) Z agf)eQﬂ'ltr(TZ) (113)

TEMATSYm (n ﬁz) ,

T>0, Nt;;€Z

mit
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Schreiben wir diejenigen 7', iiber die die Summe in (1.13) l&uft als

( Ty Tio ) . {Tll € MATY"(n —4,Z),
T = mit

Ty Tn Tis = T4y, Too € MAT™ (i, £)

dann ist

T _ NKIT22K1' KiT21Kn7i
B Kn—iT12Ki %Kn—iTllKn—i '

Da bei Summation iiber ganze Matrizen (f|rS,—;)(Z) eine Fourierentwicklung
in Termen von ™Y und nicht in Termen von e™/N” besitzt (siehe (1.5)), folgt
dass Tj; Eintriage aus NZ besitzt. Fiir die potenziellen Trager Supp(g|xS;) und
Supp(f|xSn—i) folgt:
( T > 0; der obere, linke )
1 1 X i-Block von T ist aus Z;
Supp(gleSi) = T € MAT™™ (n, ﬁz) Ntj; e Ztalls1 <j<iund (’
\ tijZfallsi<j§n )

( T > 0; der obere, linke )
n —1 x n—i-Block von T ist

) aus Z; Nt;; € Z falls 1 <
J <n—iund tj; € Z falls

\ n—i1<j<n )

1
Supp(flxSn-i) = (7T € MAT™ <n, ﬁZ

Ist nun ¢ = 0, so gilt fiir die Fourierentwicklung von (f|xS,)(Z):
(fleS)(Z) = ((9lkS0) [« Tn X)(Z)

= det(VNEK,) ™" (g]1So) (\/LNKRZ\/LNKN)

_ (—l)wkNi%k Z ag\?)T€27ritr(KnTKnZ)- (114)
TGMATSyHl(n,ﬁZ),
T>0, t;;€7

Bemerkung 1.19

i) Mit Hilfe der Formel (1.12) konnen wir aus der Fourierentwicklung von
(fleJn)(Z) die Fourierentwicklung von (f|xwf 5 )(Z) angeben. Mit Hilfe von
(1.14) lasst sich umgekehrt aus der Fourierentwicklung von (g|xSo)(Z) =
(flews y)(Z) die Fourierentwicklung von (f|eJn)(Z) = (fxSa)(Z) angeben.
Nutzt man beide Formeln und bestimmt fiir (f|xJ,)(Z) eine Fourierentwick-
lung in Abhdngigkeit der Fourierentwicklung von (f|xJ.)(Z), also von sich
selbst, dann folgt durch einen Koeffizientenvergleich

n(n—1) n
(- N (VN ar = akr,

@(—1)%(”“)(@ = 0K, TK,-
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Weiter ist (siehe hierzu auch [24] Hilfssatz 3.4)
aKnTKn = det(Kn)kaT.

Falls nk ungerade ist gibt es keine Modulformen mit trivialem Charakter
Ist k gerade oder n = 0(mod4), so ist (—1)= ™) =1 und ar = ax,rx, -
Ist k ungerade und n = 2 (mod4), dann ist ax,rx, = —ar. Die beiden
Fourierentwicklungen fir (f|xJ,)(Z) stimmen also wie erwartet tiberein.

i) Stimmen die SL(n,Z)-Aquivalenzklassen von T und K, TK, iiberein, wie
dies zum Beispiel fiir Diagonalmatrizen der Fall ist, dann miissen die beiden
Fourierkoeffizienten ar und ax, vk, gleich sein. Da im Fall k ungerade und
n = 2 (mod4) aber auch ag,ri, = —ar gilt folgt fir diesen Fall ar =
ag,TK, = 0.

iii) Der Trager einer Modulform ldsst sich auch mittels (1.3) einfacher darstel-
len als dies hier getan wurde. In einem spditeren Kapitel werden wir aber
noch sowohl die Form, in der die Elemente des Trdgers angegeben sind, als
auch die explizite Darstellung der Fourierkoeffizienten ausnutzen.

Zusammenfassend gilt:

Lemma 1.20
Ist g das Bild einer Modulform f € M,’f(F(()")(N)) unter der Frickeinvolution,
dann hat die Fourierentwicklung von (g|xS;)(Z) die Form

(g|k;S()) (Z) = Z a§9)627Titr(TZ)7
TeMATSYm "ﬁ)
T2>0, t;;€L
(g]kSZ) (Z) = Z ag)e%ritr(TZ), fCZHS P> 0.

TeSupp(glrSi)
mit potenziellem Triger

T >0, Der obere, linke
n—1i X n—i-Block von 2T st

> aus Z. Ntj; € Z falls
1<j<n—1i,t; €Z falls
n—1<j<n

1
Supp(g|pS;) = T € MAT*™ (n, WZ

Mit obigen Bezeichnungen gilt fir i # 0:
(fIxSn—i)(2)
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

n(n—1) —k ) 27ritr<< ) VNK; >T< jﬁKn_i)Z)

T

sym 1
TEMATSY (n,2NZ)

T>0, Nt;; €L

. nn=1) . n_,; —k (@) 2mitr(TZ)
= ((_1) 2 N2 ) Z az e
TeSupp(f|Sn—i)

mit

und potenziellem Trédger

T >0, der obere, linke

i 1 1 X i-Block von 2T ist aus Z.
. — sym -
Supp(f{1Sn—) T e MAT (” Z) Nt, € Z falls 1 < j < i,

2N
ti; €Z fallsi < j<mn
Im Falle 1 = 0 ist:

(FleS)(Z) = (_1)@1@\[—%’“ Z a§9)€27ritr(KnTKnZ)

sym 1
TEMATSY (n,2NZ),
T>0, Nt;; €%

= (—)"EINE a!
TeSupp(flkSn)

(=)

) p2itr(T'Z)

~

mit T = NK,TK, und potenziellem Trdger

1
Supp(f|kSn) = {MATSym (n WZ) ' T >0, Ntj; € Z} ‘

Bemerkung 1.21
Im obigen Lemma st

1
Supp(f|k50) = {T e MATS™ <n, §Z> ‘ T > O,tjj € Z} .
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Kapitel 2

Der Fall der Untergruppen I‘gn) (IN)

2.1 T (N)\Sp(n,2)

In diesem Abschnitt sollen explizit Repriasentantensysteme fiir die Klassen von
Fé")(N )\Sp(n, Z) bestimmt werden (Satz 2.7). Dabei soll insbesondere nicht ange-
nommen werden, dass N quadratfrei ist. Die Aussage von Satz 2.7 kann auch mit
gleichem Beweis auf Zahlkorper verallgemeinert werden. Siehe hierzu Bemerkung
2.13. Wir wollen uns hier dennoch auf Z beschrinken, da die Verallgemeinerung
offensichtlich ist und wir uns die zusétzlichen Notationen sparen wollen.
Als Motivation fiir den nicht quadratfreien Fall betrachten wir zunéchst nur den
quadratfreien Fall. Hierbei geniigt es, sich auf den Fall zu beschrinken, in dem
N = p eine Primzahl ist.

Mit Hilfe der Bruhat-Zerlegung, siehe zum Beispiel [33] Theorem 1.8, p. 228(f,
[67], §1.2 oder [30] X, 28, kann man die symplektische Gruppe Sp(n,F,) als
disjunkte Vereinigung von Doppelnebenklassen wie folgt darstellen:

Sp(n,F,) = U BwbB. (2.1)

’wEWsp

Hierbei bezeichne Wg, eine Menge von Weylelementen von Sp(n,F,) und B die
Standardboreluntergruppe (minimal parabolische Untergruppe) von Sp(n,F,).
Da Sp(n,F,) eine Liesche Gruppe vom Typ C, ist, gilt fiir die Méachtigkeit der
Weylgruppe

Wep| = nl2",

siehe zum Beispiel [38], Appendix C, p. 510. Bezeichne N, das unipotente Radikal
von B, so ist

A B A € MATA(n,F,), B € MAT(n,F,),
No = < 0, D ) € Sp(n,F,)| D € MAT*(n,TF,), Die Diagonal-
' eintrige von A und D sind 1
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KAPITEL 2. DER FALL DER UNTERGRUPPEN T'{"” (N)

und

Sp(nale) = U BUJNP

weWsp

Die Gruppe GL(n,F,) ist durch

A o (A (At>1> (2.2)

in Sp(n,F,) eingebettet. Als Reprisentanten fiir die Weylelemente der Weyl-
gruppe Wgr, von GL(n,F,) konnen die Permutationsmatrizen gewéhlt werden.
Die Méchtigkeit von Wy, ist somit n!. Aufgrund von (2.2) kann Wy, als Unter-
gruppe von Wy, aufgefasst werden. Bezeichnen wir mit W die Faktorgruppe von
Wsp modulo WGL7

W = Wer\Wsp, (2.3)

dann ist |[W| = 2", und wir erhalten eine Zerlegung

Sp(n,F,) = | Al F)uN;, (2.4)
Weiter ist
I @\sp(n2) = (PN @) \ (P 0)\Sp(n. Z)
= A(n7Fp)\Sp(n7Fp)' (2'5)

Das zweite Gleichheitszeichen in (2.5) beschreibt hierbei, um etwas genauer zu
sein, lediglich eine natiirliche Bijektion zwischen den beiden Restklassenmengen.
Wir erhalten mit Hilfe von (2.4)

A(”’ IFP)\Sp<n7F;D) = U w./\/;u’
weWw

als disjunkte Vereinigung. Dabei ist

NP = (N, Nw ' An, Fp)w)\N,.

p

Hiermit sei noch einmal an die Notation Zy) = {0,...,p — 1} C Z, die auf Seite
xi eingefiihrt wurde, erinnert. Wir bezeichnen nun mit N'* eine Teilmenge aus

A B A € MATA(n, Zy)), B € MAT(n, Zy),
N = ( 0. D ) € Sp(n,Z)| D e MATA(n,Z[p]), Die Diagonal- ,
" eintrdge von A und D sind 1
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2.1. T{(N)\Sp(n,Z)

die unter der natiirlichen Abbildung
N — N,

als Représentantensystem von ./\/;;” aufgefasst werden kann. Es gilt dann

M p\Sp(n,Z) = U wN™.
weW
Weiter bezeichnen bezeichnen wir mit D™ die Menge

D™ = (Diag(z) | z € {0,1}"}.

Es gelten fiir alle I € D™ die Rechenregeln

=1
(E,—1)> = E,—1TIund
(I-E)* = —(I—Ey),

so dass (1.1) und eine kleine Rechnung sofort zeigen, dass die Menge

W = {w(I)I([_IE E"I_I>’IGD(”)}

aus symplektischen Matrizen besteht. In der folgenden Proposition werden wir
ein Représentantensystem fiir F(()”) (p)\Sp(n,Z) angeben, indem wir zeigen dass
W™ ein Vertretersystem fiir Wer, \ Wy, ist.

Proposition 2.1
Ist p eine Primzahl, 30 1st mit den obigen Notationen ein vollstindiges Reprdsen-
tantensystem von F '(p )\Sp(n,Z) durch die Menge

U w(IN™W

w(I)eW ™)
gegeben.

Beweis:

Es muss hierfiir nur gezeigt werden, dass W™ ein Reprisentantensystem von
Wear\Ws,p ist. Zunéchst zeigen wir, dass die Elemente aus W) Reprisentanten
von Elementen aus Wy, sind. Bezeichnen wir mit 7" den maximalen Torus von
Sp(n,F,) also die Menge aller Elemente aus Sp(n,F,) die Diagonalgestalt haben
und mit Ng,(T') den Normalisator, sowie mit Cg,(7') den Zentralisator von 7' in
Sp(n,F,), dann ist

WSp = NSp(T)/CSp(T)~
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KAPITEL 2. DER FALL DER UNTERGRUPPEN T'{"” (N)

Sind

_ ([ D
D—( DQ)ET

und w(I) € W™ dann ist

w(I)Dw(I)™
B ( ID\I+ (E = I)Dy(E — 1) IDy(I —E)+ (E — I)DsI )
= \(U—=E)D\I+IDy(E—1) IDyI+ (I —E)D,(I-E) )"

Sowohl die beiden Matrizen D; und D5 als auch die Matrizen I, E—1 und [ — E
sind Diagonalmatrizen. Also sind die vier n X n-Blockmatrizen die in den Ecken
von w(I)Dw(I)~! stehen auch Diagonalmatrizen. Die n x n-Blockmatrizen im
oberen rechten und im unteren linken Eck sind Null, da jeder Diagonaleintrag aus
ID\(I-E), (E—1)Dyl, (I—E)DyI und I Dy(E—1I) entweder von links oder aber
von rechts mit Null multipliziert wird. Also ist w(I)Dw(I)~! eine Diagonalmatrix
und somit ein Element des maximalen Torus 7" von Sp(n,F,). Damit ist w(I)
ein Reprisentant eines Elementes aus Wg,. Insbesondere sieht man dass zwei
Elemente w(/;) und w(/2) nicht dasselbe Element aus Wg, reprisentieren kénnen,
da die Gleichung

LD+ (E—NL)Dy(E—1) = LDils+ (E—1I)Dy(E — I5)

nur dann fiir alle Diagonalmatrizen Dy, Dy € MAT®™(n,F,) erfiillt sein kann,
wenn [; = Ip ist. Um zu zeigen dass w(l;) und w(ly) auch unterschiedliche
Elemente von Wy, \Ws,, représentieren sei w € Wgr, w # Es,. Es gibt dann eine
Permutationsmatrix P # F,, so dass

(")

PI,  P(E-1I)
U)(Il) = ww(Ig) = (Pt(IQ_E) PtI, )

ist. Aus

folgt nun Iy = Pls. Da P nicht die Einheitsmatrix ist, ist dies nur moglich,
wenn I; = I, und somit auch w(l}) = w(ly) gilt. Also enthilt die Menge W)
nur unterschiedliche Représentanten von Wep,\Ws,. Die Menge W™ enthalt 2"
Elemente. Die symplektische Gruppe Sp(n,F,) ist eine Liegruppe vom Typ C,,.
Ihre Weylgruppe Wy, hat also n!2" Elemente. Die Méchtigkeit von Wy, ist n!.
Also ist [Wap\Wsp| = 2" und somit ist W™ ein Reprisentantensystem von
Wear\Wsp.
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2.1. T{(N)\Sp(n,Z)

Da Proposition 2.1, die spéater durch Satz 2.7 verallgemeinert wird, unser weite-
res Vorgehen motiviert, wollen wir nun die angegebenen Représentantensysteme
genauer untersuchen und berechnen zunéchst

V]

w(l)] =
VT = I rerAm zw )

Da N C Sp(n,Z) ist, ist fiir jedes Element aus N der obere rechte n x n Block
symmetrisch und der untere rechte n x n Block eindeutig durch den oberen linken
n x n Block bestimmt. Also ist

n(ntl) 4 (n=D)n 2
V| = ptE R =
Da weiter
N Nw()'Aln, Z)w(I)| = |w()Nw()™ N A(n,Z)|

ist, bestimmen wir zunichst den linken unteren n x n Block von w(I)Nw(I)™!.
Sei dazu

w(I) € W™ und mz(u

g
0 0)6/\/.

Fiir geeignete Eintréige « gilt dann:

w(Imw(I)™ = ( (I — Eyul + (I — En);(En )+ To(E, — 1) . ) '

Untersuchen wir nun einzeln die drei Summanden im unteren linken n x n Block
von w(l)mw(I)~t.

Da m € N ist, ist die Matrix u eine untere linke Dreiecksmatrix. Multipliziert
man u von rechts mit /, haben alle Spalten s; von ul Eintrdge gleich Null, bei
denen in I am i-ten Diagonalelement eine Null steht. Alle anderen Eintrége sind
die gleichen wie in u. Durch Multiplikation von links mit (I — E,) werden nun
alle Zeilen z; von ul zu Null, fiir die am ¢-ten Diagonalelement von I eine Eins
steht. Alle anderen Eintrage werden mit —1 multipliziert. Insbesondere sind alle
Diagonaleintrége von (I — E,)ul gleich Null. Analog kénnen wir fiir Jo(E,, — I)
vorgehen. Hier erhédlt man, da o obere rechte Dreiecksmatrix ist, nur Eintrage
ungleich Null, die oberhalb der Diagonale stehen. Deshalb haben Io(E, — I) und
(I — E,)ul keinen Eintrag ungleich Null an derselben Stelle. (I — E,)g(E, — I)
erhélt man aus g, indem man alle Eintrige von Zeilen z; und Spalten s; von g
mit Nullen auffiillt, fiir die am ¢-ten Diagonalelement von I eine Eins steht. Man
sieht ebenfalls, dass es fiir sowohl Io(E, — I) und (I — E,)g(E, — I), als auch
fir (I — E,)ul und (I — E,)g(E, — I) keine gemeinsame Stelle gibt, an der ein
Element steht, das ungleich Null ist. Dies wird deutlich, da in lo(FE, — I) alle
Zeilen Null sind, fiir die am i-ten Diagonalelement von [ eine Null steht und fiir
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KAPITEL 2. DER FALL DER UNTERGRUPPEN T'{" (V)

(I — E,)g(E, — I) sind alle Zeilen Null, fiir die am i-ten Diagonalelement von I
eine Eins steht. Bei (I — E,)ul und (I — E,)g(E, — I) betrachte man analog die
Spalten.

Es gilt also:

Ist ein Eintrag im unteren linken n x n Block von w(I)mw(I)~* ungleich Null,
so ist an dieser Stelle auch genau ein Eintrag der drei Summanden (I — E,)ul,
(I — E,)g(E, —I) oder Io(E, — I) ungleich Null. Da m symplektisch ist, also
uot = E, gilt, ist o durch u eindeutig bestimmt und es gilt:

Io(E,—1) =0 & (I—E)ul = 0.

Es folgt:
Nnw)'A(n, Z)w(l :L
N N w(l)™"An, Z)w(I)| GO
mit
G(I) = {(—En)g(En —I)| g € MAT™(n, Zp)) }
und

U(I) = {(I-Ey)ul|ueMAT*(n,Z) mit Diagonaleintrigen 1} .

Da G(I) aus symmetrischen Matrizen besteht, ist:

(n—er)(n—er+1)
2

G = p
mit
e; = rg(I). (2.6)

Hierbei bezeichnet rg(/) den Rang von I. Des weiteren ist

v = p"
mit
n—1
tr = Y #{l;;=0i<j<n}, (2.7)

I;;=1
to = 0.

n

(2.8)

Im Gegensatz zur Ubereinkunft Matrixeintriige mit Kleinbuchstaben zu bezeich-
nen, seien hierbei und im Folgenden I;, i € {1,...,n} die Diagonalelemente von
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I. Einige spezielle Werte fiir ¢; finden sich in Tabelle 2.1 auf Seite 43. Insgesamt
erhalten wir nun also:

N (T)] V]
N N w() A, Z)w()|
Wir teilen die Repriasentanten nun in die Mengen R,(,n)(()), - R;(;n)(n) ein. Hierbei

enthalte R\ (i) alle diejenigen Représentanten aus
U w@n,
w()ew ()
fiir die der untere linke n x n-Block den Rang 7 hat. Dies sind genau die Klassen

w(HN*W | fiir die I Rang n — i hat, also

RMG) = | w@ND.

w(I)ew ()
eI:n—i

Setzen wir nun noch 7" (i) = \R,()") ()], so liefert eine kleine Rechnung zum Bei-
spiel:

und

PO =1 P =prrt, PR ="

Lemma 2.2 (Pascalsches Dreieck)
Es gilt:
i) r(n) = p",
ii) 17 (0) = 1,
iii) vV (@) = pr V6= 1) + pird" (i), falls 0 < i < n.

Beweis:
Teil 1) und ii) der Aussage erhélt man sofort, da

n n w(Un _ n(ntl)
rMn) = |RWm) = |[wO)NC)] = p*3
und
. . y V]
ri0) = [RI0)] = [w(E,)N"F)| ] 1
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ist.

Fiir Teil iii) der Aussage sei n > 2, w(I)N™!) ¢ Rp ( )und I = Diag(zq,...,z,).
Wir unterscheiden nun die beiden Falle 1 = 0 und z; = 1. Ist 1 = 0, dann hat
I' = Diag(zs,...,x,) genau n — ¢ = (n — 1) — (i — 1) Einsen als Eintrége.
Das zu I’ gehorige w(I') € W= liefert uns also eine Klasse w(I)N*!") aus
RZ(,TL 1)( —1). Da die erste Stelle in w eine Null ist, ist ¢; = ;. Da die Anzahl der
Einsen in I und I’ iibereinstimmen, folgt fiir e; und ey dass e; = ey ist. Also ist

w(DN*(I)] = p'lw(IN*T], denn

(n—en(n—ert1) _ i(i+1)
2 2
B (1 —1)i
= 7 +1
(n —1- 6[/)(72 — 6[/)

= 5 + 1.
Ist nun x; = 1, so geht mit denselben Notationen wie im obigen Fall I” aus I her-
vor, indem man bei I die erste Stelle, eine Eins, streicht. Diesmal ist w (1" )N
eine Klasse aus R;nfl)(i). Fiir ¢; und ¢y ergibt sich nun tp + ¢ = t;. Wegen
Streichens einer Eins ist e; = e;» + 1 und deshalb
(n—eI)(n—eI—i—l) . (n—l—ep)(n—l—ep—i—l)

2 2

Es gilt also auch hier
p (TN = fw(DN(T)].
Insgesamt ist also

n)(, (] n—1)/; ; n—1)7-
IRW(0) = p|RID(0)] + pf | RSV (i — 1)).

p

Bemerkung 2.3
Ist ¢ = p¥ eine Primzahlpotenz und bezeichnet F, den Korper mit q Elementen,
so lassen sich die Gaufischen Koeffizienten durch

(n) _ (=D -9 (" — ")

k (" =1)(¢* —q)...(¢" —¢*1)
(" = D)(¢g" " =1)...(¢" "' =1)
(F =D =1)...(¢—1)

definieren. Dabei kann (Z)q auch als Anzahl der k-dimensionalen Unterrdume des

n-dimensionalen Vektorraumes ¥y interpretiert werden. Die Gaufschen Koeffizi-
enten bilden ein q-Analogon zu den Binomialkoeffizienten. Unter anderem ldisst
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sich ein Analogon zum Pascalschen Dreieck herleiten

k), k=1/, k- /,
Diese und andere Tatsachen tiber Gaufsche Koeffizienten findet man in [3].

Mit Hilfe des obigen Lemmas 2.2 und Induktion nach n ldsst sich nun leicht
zeigen, dass

06 = pi (") (29)

gilt. Siehe Bemerkung 2.11 fiir den Beweis einer allgemeineren Formel.

Bemerkung 2.4
Fiir I € D™ seien

G(I) = {(I—-E,g(E,—1)]| g€ MAT* (n,Zy))} und
-

U(I) (I = Ey)ul | u € MAT A (n, Zy;) mit Diagonaleintrigen gleich Null}.
Da

wDNwI) ' NAM,Z) = wI)N NwI) Aln, Z)w(I))w(I) ™
und

(I-E)ul = —(Io(E, —1I))

sind, erhalten wir fir Fé") (p)\Sp(n,Z) das folgende Reprisentantensystem:

O (oo (" )

IeDm)

ueU(l), g€ G(I)}.

Zu beachten ist hierbei, dass
(W'+E)"' = B,
gilt, denn
W'+ E) W+ E,) = E,+ @u")
Da weiter u € U(I) ist, hat u eine Darstellung (I — E,)u'l und somit ist
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(W) = I(W)'(I = E)I(W)'(I - Ey,)
= I(W)o)(I-E, = 0.

O
Beispiel 2.5
Bezeichnen wir mit (w(I), G, U] die Menge
U+ E, G
wU)( 0 —Ut+En>’
so erhdlt man zum Beispiel als Reprisentantensystem fiir F(()?’) (p)\Sp(n,Z):
[ /1 000 00 0Y]
w 1 dooo]. looo
I 1 000 000)/]
[ /1 000 00 0Y]
w 1 dooo].[ooo
Z,b7c€Z[p] i 0 0 0 =z b ¢ 0 i
[ /1 000 00 0Y]
U w 0 0y 0], a 00
Ya€Lpp) i 1 000 00 0)/]
[ 0 x 0 0 00 0]
U w 1 , 1 000 |, 00O
T€L(p) 1 0 00 000
I 1 0 0 O 0 00
U w 0 A0y w |, a 00
Y,2,w,a,0EZ ) i 0 0w =z b 0 0
[ 0 r 0 v 00 0]
U w 1 dooo],.looo
,2,0,C€ L p) 0 v 0 z 0 c 0/
0 r u 0 00 0]
U w 0 M w oy O, 000
.Y, u€L p) 1 0 00 000/
[ 0 T u v 00 0]
U w 0 | vy w |, 000
ey Wl | 0 vow oz 000/,
O

Als néchstes wollen wir den Fall betrachten, in dem die Stufe N nicht mehr
quadratfrei ist. Fiir den nicht quadratfreien Fall geniigt es wegen (1.2) Primzahl-
potenzen zu betrachten. Wir nehmen deshalb im Folgenden an, dass N = p” eine
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Primzahlpotenz ist. Wir bestimmen im néchsten Beispiel Représentantensyste-
me fiir n = 1 und n = 2 und werden uns dann erst mit hoheren Dimensionen
beschéftigen.

Beispiel 2.6

i) Im Falln =1 kann man fir

0y (p")\Sp(n,Z) = T§(p")\SL(2,Z)

durch
RY©0) u RO(1)
mit
(1) - 10
RV(O) = {(h 1 )’hEpZ[puq}
und

RO(1) = {(_01 ;)'dezw}

ein Reprasentantensystem angeben. Denn wie die folgenden Aquivalenzen

zergen
W10 n( 10
o (5 9) = e (g 7)

14 ]' O 14

=), V) = e
0 1 (0 1

v I 0 v

=i (L, 1) = e
w10 y 0 1
o (5 9) = e (Y ))

v d -1 v
=00 (0 D) = e

sind alle angegebenen Reprisentanten unabhdngig. Beachte hierbei, dass h
von p geteilt wird, und deshalb hd + 1 # 0(mod p*) ist. Folglich ist

fRO0) = pt #(RBRYQ) = p”
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und somit ist mit (1.1)
HRDO) +HRD) = p (1 T %) — [Sp(1,2) : TG

Demnach ist Rz(),l,)(O) U R;ly)(l) ein vollstindiges Reprisentantensystem.
ii) Fir n =2 kann ein Reprisentantensystem fiir
P (p")\Sp(2,Z2) = RP(0)URY (1)U R (2)

angegeben werden, indem man

(2) o 1 E2 sym
Rpu (O) = w < 1 ) { ( h E2 ) ’ h < MAT (2,pZ[pu—l])} ,
1 g

( )

o

0 1
R;%)(l) = w ( 1 ) 1 g € Lppv); h,o € pZ[pufll >
L h —o 1 )

1
1 u 1 g
U w ( 0 ) L 1 g, U € Lypeys h € pLiyu—1) ¢

\

RP2) = w ( 0 0 ) { < Es 52 )‘g e MATsym(z,ZM)}

setzt. Eine dhnliche Rechnung wie im Fall n = 1 zeigt, dass je zwei Re-
prasentanten nicht zur selben Klasse gehdren. Weiter ist

HRY0) = @,
HRY1) = p ()2 4+ () und

HRY(2) = ()

also gilt mat (1.1):
(2) (2) (2) s 1 1
8(R,(0)) +8(Ry (1) +8(Ry(2) = (") (1 + , (1 + p2>
= [Sp(2,2) : T§" (p")]

und somit ist RZ(,%)(O) U R](j)(l) U R](D%)(Q) auch ein vollstindiges Reprdsen-
tantensystem.
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Bevor wir im néchsten Satz fiir eine beliebige Dimension n ein Représentan-
tensystem von I' (()n) (p¥)\Sp(n, Z) angeben, fithren wir noch einige Bezeichnungen
ein. Repréisentantensysteme fiir ein allgemeines N € N erhélt man dann durch
Liftung mit Hilfe des starken Approximationssatzes, und (1.2). Fiir I € D™
seien, allgemeiner als in Bemerkung 2.4:

G(I) = {(I—-E,)g(E,—1I)| g€ MAT*"(n,Zy)} und

u € MATA(H,Z[pu]) }

ull) = {(I — Bnul mit Diagonaleintrigen gleich Null.

Seien weiter:

H(I) = {IhI| h € MAT™™(n, pZyw1))},

o) = {(I—En)o]

o€ MATA(n,pZ[pu_l])
mit Diagonaleintrigen gleich Null. |’

und

_ u+o+ E, g
o - (B )

Beachte, dass sich hier die Bedeutung von o in Bezug auf die Ausfithrungen nach
Proposition 2.1 geédndert hat. Analog zu Bemerkung 2.4 sieht man, dass

weU(l), geG) }
he HI),oe O(I) |-

W'+ +E,)" = E,+ ) (-)'(u'+0) = —u'—-o+E,

ist.

Satz 2.7
Mit den obigen Bezeichnungen ist ein vollstindiges Reprisentantensystem von
T (9 )\Sp(n, Z) durch die Menge

gegeben.

Beweis:

Unter Ausnutzung von gh = 0 fiir g € G(I), h € H(I), ist es leicht nachzupriifen,
dass die Elemente von N(I) symplektische Matrizen sind. Wir werden wie in den
obigen Beispielen vorgehen und zeigen, dass die angegebenen Représentanten alle
zu unterschiedlichen Klassen gehoren. Anschliefend werden wir sie zdhlen und mit
Hilfe von Formel (1.1) sehen, dass die Reprasentantensysteme vollstéandig sind.
Seien I € D™ und das dazugehorige

I E,—1I N
w([):(]_En 7 )GW()
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KAPITEL 2. DER FALL DER UNTERGRUPPEN T'{"” (N)

vorgegeben. Sei weiter

- u+o+ E, g
m = ( 3 —ut—0t+En>€N([)'

Dann ist
w(l)m
B I(u+o0)+ I+ (E,—1I)h Ig+ (E, —D)(—u'—0o"+ E,)
a ((I—En)(u—i-o)—l—(I—En)—i-Ih (I—En)g—i—I(—ut—Ot—i—En))'

Daue U(l),o€ O(I),h € H(I)und g € G(I) sind, konnen wir u als (I — E,,)u'I,
oals (I — E,)0'I, hals Ih'] und g als (I — E,)¢'(E, — I) schreiben. Deshalb
und aufgrund der Beziechungen I(E, — I) = 0 und (£, — )] = 0 sieht man,
dass zum Beispiel der obere linke Eintrag von w(I)m = I ist. Ahnlich zu dieser
Argumentation ldsst sich nun w(/)m zu

I E,—-1
X Y

X = —(I-E,)W+d)+(I—-E,)+INI
Y = —(I-E)gd(E,—D)+1—1(()+ ()" - E,)

mit

umformen. Damit ist
(w(I)m)~"

B ( —(B,—Dg*I-E)+I—-(I—-E,)W+0) —(E,—1I) )
B IW' +o"Y(I - E,) —(I—-E,) —In'I I '

Seien nun w(l;)my und w(lz)me zwei Reprasentanten. Dann ist der linke untere

Eintrag von w(I;)m;(w(l3)ms)~!, wenn wir die Eintrige von w(I;) und m;, i €
{1,2} entsprechend indizieren, gegeben als:

([1 En)(ul +01)11+(]1 En) +Ilh/1]1>

(En - [2)92 ([2 E ) + 1y — (12 - En)(ulz + 0/2)[2)

(f — ) By — L)+ L — Li((w))" + o) (I — Ey))
L' 4+ oIy — E,) — (I, — E,) — Lk'L).

(=
(=
+ (=
(

Beschranken wir uns zunéchst auf den Fall, in dem I; = I, = I ist. Dann verein-
facht sich der obige Ausdruck zu:

(Bn = 1)(g5' = g1 = Bu) + 1(0; = 15}
b= Ba) (o) = (uh + )]+ 1w + ) = (w' + AN = En)
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Durch Betrachtung der jeweils linken beziehungsweise rechten Faktoren von je
zwei dieser vier Summanden wird klar: Hat einer der Summanden an der ij-ten
Stelle einen Eintrag, der von Null verschieden ist, so muss der andere Summand
an der 7j-ten Stelle als Eintrag eine Null haben. Der untere linke Block von
w(I)my(w(ly)my)~t ist also fiir I; = I, genau dann gleich Null, wenn g,/ =
g1, h1 = hy' und uy + 0o = uy + o1 sind. Da fiir i € {0,1} die Matrizen g;
und h; symmetrisch und u; untere, o; obere Dreiecksmatrizen mit Nullen auf
der Diagonalen sind, sind fiir / € D™ die beiden Reprisentanten w(/)m; und
w(l)mgy genau dann gleich, wenn m; = msy ist. Die angegebenen Reprisentanten
in der Menge w(I)N(I) gehoren also zu unterschiedlichen Klassen.

Nehmen wir nun an, dass I; und I, unterschiedlich sind. Sie unterscheiden sich
also an mindestens einer Stelle, die auf der Diagonalen liegen muss, zum Beispiel
an der Stelle 72. Wir unterscheiden die beiden Félle

1) Ilii =1 und I2ii = 0,
11) Ilii =0 und I2ii = 1,

von denen es aufgrund der Symmetrie des Problems geniigt den ersten zu be-
trachten. In diesem konnen wir dann in der oben angegebenen Darstellung fiir
den linken unteren Block von w(I;)my(w(ls)my)~! alle Summanden streichen,
die an der 2i-ten Stelle keinen Beitrag zur Summe liefern. Dies sind wenigstens
diejenigen Summanden, die zum einen von rechts mit I5, oder zum anderen von
links mit I; — FE,, multipliziert werden, denn im ersten Fall ist die -te Zeile
im Produkt Null und im zweiten die i-te Spalte. Fiir die n + i, i-te Stelle von
w(I)my(w(ly)my) ™! erhalten wir also aus obigem Ausdruck:

— LW L(E, — 1) (I — By)

+ Ll (uy' + 0y')(1y — By)

— LI, —E,)

— Ly + o)) (L = En) o (u + 0b") (1 — By)
+ [1(u/1t + 0/1t)(11 - En)(IQ - En) i

Im zweiten und fiinften Summanden wird hier von links beziehungsweise von
rechts mit einer Matrix 1[5 beziehungsweise (I, — E,,)(E, — I3) multipliziert, die
an der ii-te Stelle eine Null hat. Im letzten Summanden multipliziert man von
rechts mit der Matrix (E, — I1)(ls — E,), die an der di-ten Stelle eine Null hat.
Unser Ausdruck vereinfacht sich also weiter zu:

L (B, — I)gy' (I, — E,)
- Il (IQ - En)
— L(—u)" — ")y — E,)L(uh' + 0y ) (I — Ey) )
Der zweite Summand liefert nun an der ii-ten Stelle eine Eins. Die anderen lie-
fern, bis auf den Summanden I (u}) (I, — E,)Lu, (I, — E,), zar Summe nur
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Beitrage, die Null oder aber ein Vielfaches von p sind, da in jedem ein Faktor h}
beziehungsweise o,* oder o," vorkommt, der nur Eintréige hat, die entweder Null
sind oder aber durch p teilbar sind. Der Summand I (u})*(I; — En)Igu’Qt([g —E,)
ist ein Produkt aus strikten oberen Dreiecksmatrizen und Diagonalmatrizen, hat
also auf der ganzen Diagonalen Eintrége, die Null sind. Somit ist auch der Eintrag
an der ii-ten Stelle gleich Null. Insgesamt folgt deshalb dass der ii-te Eintrag im
linken unteren Block von w(l;)my (w(Iy)msy) ™! aus 1+pZ ist, also insbesondere ist
dieser Eintrag ungleich Null. In den Mengen w(/;)N(I;) und w(I3)N(I3) kénnen
also im gerade betrachteten Fall nur Reprasentanten unterschiedlicher Klassen
sein.

Damit liefern w(l;)m, und w(Iy)ms auch hier Reprisentanten unterschiedlicher

Klassen von Fén)(N )\Sp(n,Z). Wir verallgemeinern nun die Bezeichnung fiir

RE\?) (1), N = p auf den Fall, in dem N = p” eine Primzahlpotenz ist, indem
wir

RYG) = |J w()N(I), ie€fo,....n}
1eD(n)
eI:n—i

setzen. Sei wieder rz(ﬁ) (i) = |R](;Z) (1)]. Wir werden in Lemma 2.10 zeigen, dass

" n i n(n+1) " 1
Wi = (1))

=0 i=1

ist. Damit ist dann mit (1.1)
U wND| = Sp(n,2): (V).
TeD(™

Somit ist das angegebene Repréasentantensystem vollsténdig und der Satz bis auf
Lemma 2.10 bewiesen.

g

Bevor wir zum fehlenden Lemma aus dem Beweis von Satz 2.7 kommen, setzen
wir

n—1

s;o= Y H{I=1]i<j<n} (2.10)
im0

S0, — 0

und zeigen eine Rekursionsformel (Pascalsches Dreieck) fiir r]()?)(z’). Des weiteren

geben wir im folgenden Beispiel noch einige spezielle Werte fur die in (2.7), (2.6)
und (2.10) eingefiihrten Bezeichnungen an.
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11 12 13 |er | Syt
0O 0 010]01]0O0
11 1o | er | sy|tr 0O 0 111210
O 00|00 O 1 0111
O 1|1|110 1 0 O0|1]|0]|2
1 0]11]0]1 0O 1 11211210
1 1{210]0 1 0 112111
1 1 0]2]|0]|2
1 1 17131010

Tabelle 2.1: Einige spezielle Werte fiir e;, t; und s;

Beispiel 2.8
Ist I = Diag(iy,...,,), i; € {0,1}, so ergeben sich fir n =2 und n = 3 die in
Tabelle 2.1 aufgefiihrten Werte.

Fiir die Méachtigkeit der Mengen G(I), H(I), U(I), O(I) gilt:

v (n—eI)(n—eI+l)

|G(I)’ = D 2 )
\H(I)| = p-DEFH
U = p,
o) = phe
Deshalb ist:
W(D)N(D)| = plv— DG Gt (= 1)sr

Lemma 2.9 (Pascalsches Dreieck)
Es gilt:

n(n+1)
2

i) i (0) = e

Vn(n;—l)

i) r]()f)(n) =p
Und fiir 0 < i <mn st

’I,ZZ) 7,;?) (Z) — p(u—l)(n—i)—i-il/rl()?j*l) (Z _ 1) _*_p(l/—l)(n—z)-l-wrz(g*l) (2)

43
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Beweis:

Teil 7) und i) des Lemmas sind klar, da 7“1(,73)(0) =

1st.

Um Teil iii) der Aussage zu zeigen sei

I = Diag(z, ..

Wir betrachten zuerst

., x,) und I'= Diag(z,...

den Fall z; = 0. Hier ist

G = p" G = p
[H(D| = [H(I)].

Da s; = sp +ep = sp + (n —1) ist, ist

o)) = p Yo

und wegen t; = tp erhalten wir:

|H(E,)| und 7§ (n) =

,T,) mit z; € {0,1}.

Y|G(I')| und

()1,

)| = U
Im Fall z; =1 gilt:
G| = |G
und
[H(D)| = p"@OHI)| = pm V().

Da t[ = t[/ + (n — 6[/)
Wegen s; = sy ist

Wir erhalten also:

ri (3)

44

=ty 41 ist, folgt
o)) = p"u(r)

0(D)] = [O()]
= IEPOI=| U wOnw)|
e
= | U wionm|+| U win)|
1 iffgi

= Y lcIHMOIU@IoM)

1eD(n)
er=n—i
I11=0

+ ) lGOIEDIUWDIOMD)].

ren(n)
er=n—i
I11=1

|G (0n)]
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Den ersten Summanden kénnen wir nun mit Hilfe der obigen Betrachtungen als
Summe iiber I’ € DY mit e = n—i, und den zweiten Summanden als Summe
iiber I' € D™ Y mit e = n — i — 1 ausdriicken. Also ist

W6 =3 PMIGWIHI)U @) o(r)
IleD(nfl)
eI/:nfi
+ Y G pEVEI H (I MU (IO
IIGD("71>
eI/:nfifl
= p¥pT NG| [H(I| U] o)
I’eD(”_l)
eI/:nfi
+pvpl T NG| [H (I U(I)][O(I)]
IleD(n—l)
eI/:n—i—l
_ pizz+(ufl)(nfi)r}(£*1)<,i —1) +inJr(l/fl)(nfi)T;g*l)(i)'
O
Lemma 2.10
" L nntl) T 1
S (NI = Y D6 = pE H(1+—i).
IeD(n) i=1 i=1 p

Beweis:

Die erste Gleichung ist offensichtlich. Um die zweite zu zeigen werden wir eine
Induktion nach n durchfithren. Wir haben in Beispiel 2.6 die Behauptung bereits
fiir n = 1 und n = 2 nachgerechnet. Setzen wir ¢ = p”, so gilt nach Lemma 2.9
die Rekursionsformel

n)(; qniiin—‘ qniiin—‘
i = (1) are-n+ (1) e

und somit erhalten wir unter Ausnutzung von Lemma 2.9 i), ii) und iii) fiir ein
aeN 1<a<n

n—a a(n—a—1i)
q ai,.(n—a) [
- q T ]
; (p> )
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n—ia—l <q>a(n—a—i) ' ( q n—a—i . N
+ 1 qaz <_> qqun—a— (Z _ 1)
=1 \P p

n—a q (a+1)(n—a—(i+1))
— <]_9> q(a-‘rl)(z-i-l) ((ln oa— 1)(2)

q (a+1)(n—a—1) o .
+ (5) q(a+ )zr(gnfaf )<Z)

q n—a—1 q (a+1)(n—a—1—1) ‘
_ (_) + qoz-i-l Z (_) q(a—i—l)zrt(]n—a—l)(i)‘
p =0 p

Damit erhélt man dann durch wiederholte Anwendung dieser Formel:

—

n—

Zrén)(z) _ (pu—l +pu) p(u—l)(n—l—i)piur(gn—l)(Z-)

%

I
o

n—2
— (pu—l +py) <p2(y—1) + pQV) Zp2(V—1)(n—2—7j)p27jur((1n—2) (Z)
=0

n—1 1

— H (pi(l/fl) +piu) Zp(nfl)(yfl)(lfi)p(nfl)iurél)(Z-)
i=1 i=0 .
— pnfl (1) (0) + p 7"((11 ( )(n—21)n X pV (n 21)n

- T +p) —pn(n+1)ﬁ<1+ )

i=1

.
—_

Damit ist nun auch Satz 2.7 bewiesen.
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Bemerkung 2.11
Um eine zu Bemerkung 2.3 analoge Interpretation von r((]n) (1) zu erhalten, lisst
sich hier leicht mit Hilfe von Lemma 2.9 und Induktion nach n zeigen, dass

n(n2+1)
n) ¢ q i+ (N
o = (3) ()
p

ist. Beispiel 2.6 liefert hierbei den Induktionsanfang. Wir kénnen also annehmen,
dass n > 3 ist, und wegen Lemma 2.9 i) auch i > 0. Aufgrund von Teil iii) von
Lemma 2.9 und der Induktionsannahme folgt nun

n) (s q " i .(n— ; q ”*i i (n— ;
7’{(1)(2) = (—) q ré Vi —1) + (1—)> q 7’((1 Y (4)

p
(n—1)n

qn_iz‘ q 2 G-vni (n—1
= (= o p 2 .
p p =1/,

. (n—=1)n
e 2 i) (n—1
() <) (),
p p i),

Benutzen wir nun noch das Analogon des Pascalschen Dreiecks aus Bemerkung
2.3 und fassen die restlichen p-Potenzen in Termen von % und p zusammen, dann
folgt die Behauptung.

a

Im Folgenden fiigen wir der Notation von N (I) noch einen Index zu und schreiben
N,v(I) anstatt N(I). Es ist also:

I (p)\sp(n,2) = |J w)Npw (1),

IED(H)
Des weiteren benutzen wir die Multiin%exschreibweise. Dabei bezeichne zum Bei-
spiel ¢ das Tupel (iy,...,i;). Sei N = [[ p;* die Primfaktorzerlegung von N. Mit
i=1
Rg\?) (1) bezeichnen wir eine Menge von Elementen aus Sp(n,Z), die wir durch
Liftung mittels (1.2) aus den Mengen Rén). (¢;) (4 € {0,...,n}) erhalten. Wir

vj
pj )
benutzen hierfiir auch die kurze Schreibweise

R = R, (i) (mod Ty (p)) Vi € {1,....t}.

J

Das folgende Korollar ist nun offensichtlich.
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Korollar 2.12
i) Die Menge

bildet ein vollstindiges Reprdsentantensystem von F(()")(N)\Sp(n, Z).

ii) Setzen wir r%) (2) = |R§\7) (1)|, dann gilt:

Bemerkung 2.13

Set K ein Zahlkorper mit Ganzheitsring Oy und N ein Ideal in O mit Prim-

idealzerleqgung N = H§:1 p;j. Sei weiter (DK)[pr(j] ein fest vorgegebenes Reprisen-
J

tantensystem von DK/p;jDK. Wir setzen in die Definitionen von G(I), H(I),
U(I), O(I) von Seite 39 anstatt Zy die Menge (DK)[pej] ein und ibernehmen

die Definition von N(I) (Seite 39), wobei wir auch hier die Mengen Zyy durch

(Ok) (771 ersetzen. Ersetzen wir weiter in den Definitionen von RS\?)(Z') und 7“](\7)(2')

(Seite 28) formal N durch N, so bleiben die Aussagen von Satz 2.7 und Korollar
2.12 giiltig:

i) Die Menge
J w(n)ND).
IeD™)

ist ein vollstindiges Reprisentantensystem von Fén) (p;)\Sp(n, Ok )

ii) Die Menge

bildet ein vollstindiges Reprdsentantensystem von F((]n) (OV)\Sp(n, O k) und
es qilt:
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Die hier angegebenen Beweise verlieren bei entsprechender Anpassung der Nota-
tionen nicht ihre Giiltigkeit. Beim Zdihlen der Elemente miissen hierbei Normen

genommen werden. Man beachte hierbei auch Bemerkung 1.1.

Zur Erlduterung der Begriffe geben wir noch ein einfaches Beispiel an, auf das
wir spéter wieder eingehen werden.

Beispiel 2.14

Sein = 2. Wir betrachten die Gruppe der Stufe N = 675 = 33-5%. Ein Reprdsen-
tantensystem von F(()Z)(52)\Sp(2, 7) ist:

R(0) =

RY(1) =

RP(2) =

Nun ist zum Beispiel die Menge Ré27)5(2, 0) von Reprasentanten durch das System:

1

>

1
b 1
c 1
a
1
1
b —a
1
1
1 T
1 =z
1

1

—_
— N 8

z
Y

1

a,b,c € {0,5,10,15,20}

z e {0,1,..

z,y € {0,1,..

z,y,z €{0,1,..

R (0) (mod T (25)),
R(2) (mod (Y (27))

z,y,z €{0,1,..

., 244,
a,be{0,5,10,15,20}

., 24},

a € {0,5,10, 15,20}

., 24}

., 26}

Y

Y
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bestimmt. Also:

351 g
o {5 () G0 D)
b c f e

mit

—9125 350 —9099 0
—9125 0 350 0 —9099 ’
—9125 350 0 —9099 0
—13218875 ’ 0 —3012849 ’
—9125 350 —9099 0
4266325 215 0 2613276 ’
—9125 350 0 —9099 0
1893700 /’ 0 485 )’ 0 2616651 U
Beachte hierbei auch Bemerkung 2.32. Insbesondere ist

X] = r&2,00 = 2460375 = 3.5 = 22 -r2(0).

Genauso sind

ris(2,2) 5 . 30 = 91125,
rims(2,1) 5 . 437 = 1093500,
rel(2,0) = 5% . 39 = 2460375,
r2(1,2) = 6-50 - 35 = 2733750,
r2(1,1) = 6-5¢ . 4.37 = 32805000,
réd(1,0) = 6-5* - 3% = 73811250,
rizs(0,2) 56 . 3% = 11390625,
r@0,1) = 55 . 4.37 = 136687500,
rems(0,0) 5 . 39 = 307546875,

und somit

2
7 ri(lnl) = 568620000 = [T§7(675) : Sp(2,2)].

l1,l2=0
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2.2 Spitzenklassen von I‘(()n)(N)

In diesem Abschnitt werden wir vollstandige Repriasentantensysteme von Spit-
zenklassen von F(()") (N), also ein Reprisentantensystem von

Ty (N)\Sp(n, Z)/A(n, Z)

angeben. Wir geben also eine Menge ganzer symplektischer Matrizen aus Sp(n, Z)
an, die die rationalen, 0-dimensionalen Randkomponenten von F(()”)(N ) unter der
Operation von Sp(n,Z) auf dem Siegelschen Halbraum auf die 0-dimensionale
Standardrandkomponente abbilden. Eine Darstellung der Theorie zur Satake-
kompaktifizierung findet sich zum Beispiel bei H. Cartan [11] oder E. Freitag
[24]. Ist N quadratfrei, so geniigt es, wenn wir uns auf Primzahlstufen N = p
beschrinken und diese Représentantensysteme auf Stufen zu quadratfreiem N
liften. Siehe hierzu auch Abschnitt 2.2.3. Fiir Primzahlstufen erhdlt man mittels
einer Bruhat-Zerlegung, [6], Lemma 8.1 Reprisentantensysteme.

Sei im Weiteren N = p” eine Primzahlpotenz und sei m € RI(,CL)(Z'), genauer
m € w(I) Ny (I) fiir ein I € D™ mit rg(I) = n — 4. Der linke untere n x n Block
von m sei (I — E,)(u+0)+ (I —E,)+Ihmitue U(I),o€ O()und h € H(I).
Modulo p ist dieser kongruent zu (I — E,)u + (I — E,,). Der Rang des linken
unteren n x n Blocks von m modulo p ist also n — rg([) = i.
Sei nun umgekehrt fiir ein ¢ € {1,...,n} ein m € Sp(n,Z) vorgegeben, dessen
unterer linker n x n-Block modulo p den Rang ¢ hat. Da fiir

A B n), b Y x
<C D)EI‘é)(p) und m—(X *>

A B Y % B * *
¢ D X * N CY+DX x )’
ist auch der Rang von C'Y + DX modulo p gleich i. Also liegt m fiir ein geeignetes

I mit rg(l) =n —i in w({)N,v(I) und somit auch in

RYG) = |J w)NU).

1en(n)
rg(I)=n—1

-1
(;} I) € RI(,?)(Z') und ( AO i ) € A(n,Z)

der Rang von X modulo p gleich dem Rang von X A~! modulo p ist, werden bei
der Projektion

P07 (p)\Sp(n,2) — T§(p")\Sp(n, Z)/A(n, Z)

gilt:

Da fiir alle
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Représentanten aus RZ(:Z) (1) auf Spitzenklassen abgebildet, deren untere n x n
Blocke Rang ¢ haben. Insbesondere werden zwei Repriasentanten m; € RZ(;Z) (i1)

und me € Rg,f) (i9) mit 7; # 19 auch auf unterschiedliche Spitzenklassen abgebildet.
Wir erhalten also folgendes Lemma:

Lemma 2.15
Sei N = H;le;’j eine natirliche Zahl. Unter der Projektion P werden Re-

prasentanten aus RE\T,L) (1) auf Spitzenklassen abgebildet, deren unterer n x n Block

Rang i; modulo p;, j € {1,...,t} hat. Insbesondere werden zwei Reprisentanten
m; € R%L) (111, .- ., i1¢) und ma € RX;) (91, ...,12¢) auf unterschiedliche Spitzen-

klassen abgebildet, falls i1; # iq; fiir ein j € {1,...,t} ist.

2.2.1 Spitzenklassen von I‘(()n)(N) im eindimensionalen Fall

Bevor wir den allgemeinen Fall behandeln, beschrinken wir uns auf den Fall
der Dimension 1. Hier sind Vertretersysteme fiir Spitzenklassen bekannt (siche
zum Beispiel [48], Paragraph 4.2). Um Notationen anzupassen und fiir spétere
Untersuchungen beschreiben wir hier diesen Fall dennoch etwas genauer.

In [48], Theorem 4.2.7, p.108 wird gezeigt, dass

t Vj
t(rse(1,2)/80,2) = [T e (™) e
7j=1 v=0
ist. Hierbei ist ¢ die Eulersche Phi-Funktion. Wir haben bereits in Beispiel 2.6,

i) gesehen, dass sich F(()l)(p”)\Sp(l, Z) in die beiden Mengen R](D,l,)(O) und Rz(,lu)(l)
zerlegen lasst. Sind

1 .

zwel Elemente aus Rl(,ly) (1), so liefern diese unter P wegen der Beziehung

1 1 dy—dy\ 1
m(a)(U0) - m(l )

dieselbe Spitzenklasse von I‘él)(pl’). Zusammen mit Lemma 2.15 folgt, dass R](DIV)
genau einen Représentanten enthélt. Hierfiir konnen wir

(=)
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wéahlen. Um die Spitzenklassen zu bestimmen, auf die sich die Elemente aus

Rz(,ly)(()) verteilen, folgen wir [48], p. 110, Mitte. Sei M, die Menge der Elemente

der Ordnung p” in Z/p'Z x Z/p*Z. Die Abbildung von

V(" \Sp(1,Z) — M,y

(20) = @amdp)
induziert eine Bijektion
L3 (0 \SP(L,2)/ A, Z) — My [ ~,
wobel ~; durch
(a,c) ~1 (d',¢) & (d,c)=+(va+yec,x e (2.12)

mit x € (Z/p"Z)" und y € Z/p'Z definiert wird. Dabei ist ~; eine Aquiva-
lenzrelation. Jede Aquivalenzklasse enthélt hierbei fiir ein eindeutig bestimmtes
v € {0,...,v} einen Reprisentanten der Form (a,p'). Ist v = 0 dann sind alle
Klassen zu (0,1) dquivalent. Ist v > 0 dann muss a in Z/p”Z invertierbar sein
und es gilt:
(a,p") ~1 (d',p") & a=ad (modp™™ ).
Setzen wir nun in (2.12) 2 = a und y = 0, dann folgt:
(a’apv) ~1 (170’71])1))'

Die Représentanten der Spitzenklassen, die man aus R;ly)(O) mittels der Projek-
tion P erhilt, werden durch die Matrizen der Menge

v—1

L) 52(0; (v)

=0

sP0w) = {( e 1)

firl<v<v-—1und
spoon = (1))

beschrieben. Setzen wir nun noch fiir den Représentanten, den man mittels P
aus Rz()lu)(l) erhélt,

mit

aed{l,... ,pmm{”’”’”} — 1}, p{a}
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S (1 (U Sy )

ein Repréisentantensystem der Spitzenklassen von F((Jl)(p”). Bezeichnen wir fiir die
t

natiirliche Zahl N = [] p;* mit
i=1

so liefert uns

SYG @) = SY Ui (1), (1),
v e {0} falls jl =1,
{0,...,1;,— 1} falls j,=0

eine Menge von Matrizen aus SL(2,Z), die man durch Liftung mit Hilfe des
starken Approximationssatzes aus den Mengen

S;;?(ji; (vi)), ie{l,... t}
erhélt, in Kurzschreibweise:
Sy (5 (W) = Spl(is (v0) (mod TgV (p1), i € {1,....t},
so gilt die folgende Proposition:

Proposition 2.16
Mit obigen Bezeichnungen ist die Menge:

U UsVEw) (2.13)

1e{0,1}t v

ein Reprdsentantensystem von Spitzenklassen von Fél)(p”).

Beispiel 2.17
Fiir N = 675 = 33 - 52 ist:

—_

SGH(1,15(0),(0)) =

f

h € {135,270, 405 540}}

S$G5(0,05(0), (0)) =
S$G5(0,05(0), (1)) =

SG50,05(1),(0)) =

—
S = S

—_ —

— —

2 )
}
‘ h € {300, 600}}
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Si(0,0;(2), (0) =

—_
N———

he {225,450}} ,

Sira(0,05 (1), (1)) = 330, 435, 465, 570}

he {630, 360, 90, 495,
1 180, 585, 315,45} [’

—9125

—9099 ’

—13218875 351 4266325
—3012849 7\ 215 2613276 )’

351 1893700 351  —=8377T75
485 2616651 /' \ 620 —14798349

325 8451
324 8425 '
325 2260251> <325 350676 )}

249 1731700 624 1401625

(1) . _ 325  —6443199 325 —10701774
Ser3(0:13.(2), (0)) = {(549 —10884050 )’ 99  —3259925 ’

he {30, 60, 165, 195, } 7

S = S
—_
~~

S (0,0;(2), (1)) =

[ )
—_

SG(1,0;(0), (0) =

W W
at
@]

SG(1,0;(0), (1) =

— — = — =~

N T N TN T NN N
&
—_

Q0
=}

%%@JN@A@)—-{
S.(0,1: (1), (0)) = {

In Abschnitt 2.2.3 auf Seite 74 wird ein Algorithmus zur starken Approzimati-

on von Spitzenklassen vorgestellt, mit dessen Hilfe die Elemente aus den Men-
1 1 1 1

gen Sgz3(1,05(0), (0)), Seza(1,0: (0), (1)) S4z5(0, 1 (0), (0)), Sgz3(0, 15 (1), (0)) wnd

Sé%((), 1;(2), (0)) berechnet wurden.

Die Anzahl der Elemente von

1 1 .
TV (3% 52)\Sp(1,2) = U RL()
le{(()?())7(071)7(110)7(171)}

1 1
352 (1+=)(14+=) = 1080.
(1+3) (+5)

In der folgenden Tabelle werden die Anzahl der Urbilder der Spitzenklassen aus
Sé% (j; (v)) in Abhdngigkeit von j und (v) unter der Projektion

15t

P T (675)\Sp(1,Z2) — TV(675)\Sp(1,Z)/A(1,Z)

aufgelistet und die Verteilung der 36 Spitzenklassen von Fél)(675) auf die Menge
S(l) ( .
o75(J; (v)) dargestellt.
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(i s (00), (02)) | £ (S8, d23 (), (02))) | £ (P (3G s (00), (22)))
(1,1;(0),(0)) 1 675
(0,0:(0), (0)) 1 !
(0,0:(0). (1)) : 1
(0,0:(1), (0)) 2 3
(0,0:(2), (0)) 2 1
(0,0:(1), (1)) 8 3
(0,0:(2), (1) 8 1
(1,0:(0), (0)) 1 27
(1,0:(0). (1)) : 27
(0,1:(0), (0)) 1 25
(0,1;(1),(0)) 2 75
(0, 1;(2), (0) 2 25

t
Fir N = [ p/" bezeichne

900G @) = 901, 1), (1)

die Anzahl der Elemente aus F(()l)(N )\Sp(1,Z), beziechungsweise aus Rg\l,) (7), die

eine fest vorgegebene Spitzenklasse von S](\})( j; (v)) représentieren. Dieser Wert
héngt nur von j und (v) ab.

Definition 2.18
Wir nennen

Weiw) = [P (VG w)|
die Weite einer Spitzenklasse.
O

Eine Verallgemeinerung dieser Definition auf hohere Grade (n > 1) findet man
auf Seite 78.

Bemerkung 2.19

Fiir eine Untergruppe T von SL(2,7Z) findet man den Begriff der Weite einer
Spitze zum Beispiel in [54], Abschnitt 2.2 definiert. Im Folgenden bezeichnen wir
fir eine Untergruppe I' C SL(2,Z) mit

I' = {tr:2—0(2) € AUT(H)| o €T}
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die Menge der Automorphismen von H, die durch die Operation eines Elementes
o €I gegeben sind. Es gilt

AUT(H) = SL(2,R)/{£E,)}.

Sind weiter fq beziehungsweise I'y die Stabilisatoren von q in T beziehungsweise
[ und ¢ € QU{oo} eine Spitze zur Untergruppe T', so ist die Weite von ¢ modulo

' als [SL(2,Z), T,] gegeben. Da die Untergruppen F(()l)(N) fiir alle N € N das
Element —FE5 enthalten, ist

SLR.Z),: TV, = [sL(2.2),: T (),

Nutzen wir nun [54], Theorem 1.1.2 mit

11
= (1)
und Formel (2.2.25) aus [54], so folgt, dass die Weiten einer Spitze z € QU {00}
mit der Weite derjenigen Spitzenklasse L von F(()l)(N) tibereinstimmdt, fiir die

L{co) ~ =z

gilt (>~ bezeichnet die auf Seite 13 in Bemerkung 3.1 definierte Relation). Be-
trachten wir Untergruppen I' € SL(n,Z) fir die —FEy ¢ T gilt, dann ist

SL(2,Z), : T,| = =[SL(2,Z),:T,].

1
2
In diesem Fall ist die Weite einer Spitzenklasse L also doppelt so grofi wie die
Weite der Spitze z = L{oo). Siehe hierzu auch Bemerkung 3.1.

Zusammen mit der Bezeichnung
1), . 1), .
W) = sV w)|.

erhalten wir nun die folgenden Lemmata, die explizite Werte fiir 55\1,) (7; (v)) und

ts\l,) (7; (v)) liefern, also Aussagen iiber die Anzahlen und die Weiten von Spitzen-

klassen machen.
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Lemma 2.20
. 1
i) s (15(0) = 1,
i) s0)(0;(v)) = @ (P, 0<u<,

i) S0 @) = 11580 ().

Lemma 2.21
oo,
i) 9 (15(0) =

p
v—2v v
- pr, falls 0 <v <3,
1, sonst,

2.2.2 Spitzenklassen von I‘(()n)(N) im héherdimensionalen Fall

Betrachten wir nun den Fall der Dimension n > 2. Eine analoge Rechnung wie

in Dimension 1,
En En g1 — g2
ml o ) (70

E,
- EQTL ( _En 9 ) E2n7

zeigt uns, dass alle Elemente aus R](ff)(n) unter P auf die Spitzenklasse aus

n E,
s ={( _p *)} (2.14)
abgebildet werden. Ist nun
([ uto+ E, g
m_( h —ut—ot—i—En) € N
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so gewahlt, dass w(l)m € Rgf)(n — 1) ist, dann zeigt eine kleine Rechnung unter
Ausnutzung von

(u+o+ E,)(—u—o0+E,) = E,,

(u+0)g = 0y,
g(u' + ot) = 0,,
h(u+o0) = 0y,
hg - OTLa
dass
u+o+ E, g —u—o+ FE, —q
E2nw(j>( h _ut_0t+En)( ut+0t+En>
E,
I E,—1
= F,, ( I—E +h 7 ) Es, (2.15)

ist. In welcher der Spitzenklassen von Fé”)(N ) der angegebene Reprisentant m

liegt, hiangt also nur vom Eintrag h von m ab. Sei P eine Permutationsmatrix, so
dass PIP = Diag(E,_rg(1), Org(r)) ist und iiberdies P = P gilt. Dies ist moglich,
da I eine Diagonalmatrix ist. Dann ist P(E£ — I)P = Diag(0,,—rg(1), Erg(r)) und es

T ()

PIP P(E, —I)P
P(I - E,)P+PhP  PIP

B g1
/ Erg(ry
h Enrg(r)

—Lirg(1)
Dabei ist h’ eine geeignete Matrix mit
, MAT*"(n —rg(I), pZyv-—), falls v >2,
h e
{0n—rg(n) } falls v =1.
Bezeichnen wir mit Q1) die Menge der Matrizen der Form
By rg(1)

) Erg(f ) :
h B g1

—Ergny

so erhalten wir folgendes Lemma:
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Lemma 2.22
In der Menge

e
=0

st ein Reprdsentantensystem der Spitzenklassen von F((]n) (p¥) enthalten.

O
Fiir eine Matrix A € MAT(n, Z) wollen wir mit A die Matrix aus MAT(n, Z/p"Z)
bezeichnen, die aus A durch Reduktion der Eintrage modulo p* entsteht. Genauso

bezeichnet @ die Restklasse von a modulo p”.
Wir betrachten nun die Abbildung

p:Sp(n,Z) — MY c MAT(n,Z/p"Z) x MAT(n, Z/p"Z)

p
A B ~
(&5) ~ @o
wobei Mlgf) das Bild von p bezeichne. Da (siche [51], Theorem 1) die Projektion
Sp(n,Z) — Sp(n,Z/p"7Z) surjektiv ist, ist

My = {(?1, C) € (MAT(n, Z/p"Z))>?

(A, C) ist ein teilerfremdes,
symmetrisches Paar ’

Zum Begriff des teilerfremden symmetrischen Paares siehe [24], p. 287. Auf-

grund der Definition der Menge Mzgf) ist die Abbildung p surjektiv. Da wir an
T (p")\Sp(n, Z)/A(n, Z) interessiert sind, und

XY A B Z W - ( XAZ+YCZ « (2.16)
VT C D (Zz7Ht )\ VAZ+TCZ « '
ist, definieren wir auf Mlgf) die folgende Relation:

Es existieren X € GL(n,Z/p"Z), Z die Reduktion
einer Matrix aus GL(n,Z) modulo p¥,

und Y € MAT(n, Z/p’Z) mit (XY = XY,
so dass (A',C") = (XAZ +YCZ, (X HCZ) ist.

(A,C) ~, (A, (") &

Es ist leicht nachpriifbar, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist. Wir
erhalten eine Bijektion

0y (0" )\Sp(n, Z) /A(n, Z) — M) ~, .

Wir bezeichnen mit A beziehungsweise A~ die Matrix aus MAT(n, Zyy)), die aus
A € MAT(n,Z/p"Z) entsteht, indem man die Eintréige von A als Elemente der
Menge Zp, = {0, ..., p" — 1} auffasst. Genauso bezeichnen wir fiir a € Z/p"Z mit

a dasjenige Element aus Zp,, fiir das a = a ist. Wir beschridnken uns nun bis
einschlieBlich Satz 2.29 darauf, dass p eine ungerade Primzahl ist.
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Bemerkung 2.23

Die Einschrinkung auf ungerade Primzahlen liegt darin begriindet, dass wir im
Folgenden die Klassifikation von quadratischen Formen tber dem Korper Q, der
q-adischen Zahlen unter Zp—zéf quivalenz, also Aquivalenz beziiglich p-adischen gan-
zen Zahlen, ausniitzen werden. Hierbei heiffen zwei quadratische Formen diber Q,
zueinander Z,-dquivalent, falls es ein U € GL(n,Z,) gibt, so dass fir die Gram-
Matrizen G1, Gy der beiden Formen

G, = U'GyU

gilt. Fiir den Fall p = 2 findet man die Klassifikation in [32], Chapter 15, Ab-
schnitt 7 ausgearbeitet. Die Klassifikation ist hierbei im Vergleich zum Fall einer
ungeraden Primzahl aber schwieriger und die Angabe eines Reprisentantensystem
fiir Formen aufwendig. Im Rahmen dieser Arbeit wird deshalb auf die Herleitung

von Spitzenklassen von Fé")(2”), v > 1,n # 1 verzichtet. Da, wie wir noch se-

hen werden, Reprdsentantensysteme fiir Spitzenklassen zur Fé")(Q) bekannt sind,
werden wir durch die Finschrdnkung auf ungerade Primzahlen nur fiir Level N,

die durch 4 teilbar sind keine Reprisentantensysteme fiir die Spitzenklassen von
T(()n)(N) angeben konnen. Siehe auch Bemerkung 2.51.

Um MIEZ})/ ~, zu untersuchen, brauchen wir nun noch das folgende Lemma.

Lemma 2.24
Sein > 2 eine natirliche Zahl und p eine ungerade Primzahl. Ein Reprdisentan-
tensystem fiir die Operation

—_—

H — THZ

mit T € GL(n,Z/p"Z) und Z € SL(n, Z/p"Z) auf der Menge MAT™™ (n, pZp,»—1)
wird durch die Menge

D = Diag(p*,...,p",0,...,0),

{DeMAT(n,Z/P”Z) v o> >0 > 1

bu o)

beschrieben.

Beweis:

Sei H € MAT®™(n, pZp,.—1)) gegeben. Hat H Rang null, so ist 0, ein Représentant
und 0, ist das einzige Element diese Bahn. Habe H also einen Eintrag ungleich
null. Jeder Eintrag von H wird von einer p-Potenz geteilt, also auch jeder Eintrag

—~——

von THZ und damit wird auch jeder Eintrag eines Représentanten von einer p-
Potenz geteilt. Da H eine symmetrische Matrix mit ganzen Eintragen ist, konnen
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wir H wie Minkowski in [47], Band I, Kapltel I gezeigt hat, mittels einer Matrix

U € GL(n,Z) durch die Transformation U'HU = D auf Diagonalgestalt modulo
p” bringen, also D = Diag(e1p™, ..., ep",0,...,0) fir geeignete Einheiten ¢; €
(Z/p*Z)" i € {1,...,t}. Dabei kénnen wir annehmen, dass die Eintréige von D
nach p-Potenzen geordnet sind (p” > p¥i+1). Setzen wir nun

Z=U falls det(U)=1
ist beziehungsweise
7 = Diag(—1,E,_)U falls det(U) = —1
ist und
T = Diag(eh, ..., By )2, (2.17)

soist Z € SL(n,Z/p"Z) , T € GL(n,Z/p"Z) und

P

THZ = Diag(p™,...,p", 0n,—)

von der geforderten Form. Dass die angegebenen Repésentanten nicht zur selben
Bahn gehoren, folgt aus dem Elementarteilersatz.

|

Wir wollen nun Lemma 2.22 und Lemma 2.24 dazu benutzen, um in jeder Bahn
von Mlgf) / ~, einen einfachen Représentanten anzugeben. Aufgrund von Lem-
ma 2.22 konnen wir annehmen, dass jede Bahn einen Repédsentanten hat, dessen

. . E, 0
Urbild unter p die Form ( H E,

gemeinheit annehmen, dass der Reprasentant, den wir im Folgenden betrachten
wollen aus Q) ist. Wir erhalten mit Hilfe von Lemma 2.24 indem wir X = (7 ')
setzen:

hat. Wir wollen ohne Beschriankung der All-

P

(B, H) ~n (XZ+YHZ)), (X-)HZ)
~n (A7 Diag(pvl7 e 7pvt7 Onft))a

wobel

—_—~——

A = (T"YWZ+YHZ) = Diagle,...,e,Eny) +YHZ
ist. Die zweite Gleichheit ergibt sich aus (2.17). Sei nun Y = Y'T, dann gilt
(TY)Y =TY & (TV'T)=TYT & Y'=Y"
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Also ist die Forderung
Y € MAT(n,Z/p"Z) mit (T'Y)'=T'Y
dquivalent zu der Forderung
Y' € MAT™™(n,Z/p"Z).

Folglich hat jede Bahn von Méf) / ~n einen Reprisentanten der Form

((Diag(€17 s €y ETL—t> + Y/Dia’g(pvl7 s prta On—t)) )
Diag(p™,...,p",0p—¢)).  (2.18)

Den rechten Eintrag, also Diag(p™,...,p",0,_;), von 2.18 wollen wir nicht wei-
ter vereinfachen. Es stellt sich nun noch das Problem fiir den linken Eintrag die
richtigen Reprédsentanten auszuwéhlen. Dabei bleibt uns nicht nur die Wahl ei-
nes Y € MAT®™(n,Z/p"Z), sondern auch die geschickte Wahl der Matrix T
beziehungsweise Z, also die geschickte Wahl der Einheiten ¢;, ¢ € {1,...,t}, in-
soweit dies von Lemma 2.24 zugelassen wird. Beachte hierbei, dass die Wahl von
T beziehungsweise Z in Lemma 2.24 nicht eindeutig war. Wir werden dazu das
folgende Lemma benutzen.

Lemma 2.25
Sei n > 2 eine natiirliche Zahl, p eine ungerade Primzahl und p € Z/p"Z, p 1 i
ein Nichtquadrat modulo p”. Ein Reprisentantensystem fir die Operation

H — U'HU
von SL(n,Z/p"7Z) auf
{ﬁ e MAT™(n, Z/p"Z)| H € MAT*™ (n, pz[pufl])}

wird durch die Menge

( D 1ist Diagonalmatrix der Form

Diag(61pvla €2pv27 ey 6tpvtu Onft)7
I1<v <...<v <v,
{0,} U { DeMAT(n,Z/p"Z) (Z/p"=Z)", falls t=n,
€1 €
{1, u}, falls t <n,
= {1”“}7 fa”S P> 1a Vi—1 < Uy,
’ {1}, falls 1> 1, v,y = ;.

beschrieben.
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Beweis: R
In Lemma 2.24 wurde bereits gezeigt, dass wir uns im Fall rg(H) > 0 anstelle
von H eine Diagonalmatrix der Form D = Diag(eip™, ..., &p%,0,...,0) vorgeben

konnen. Da n > 1 ist, konnen wir Quadrate von Einheiten aus Z/p"Z auf den
Eintragen von D verschieben. Hierzu wéhlen wir als Transformationsmatrix

n

U = Diag(Ha;l,ag, Ce, ),

1=2

falls rg(H) = n ist, und im Fall rg(H) # n wéhlen wir
n—1
U = Diag(ay,...,an 1, H a; h).
i=1

Dabei sind «;, @ € {2,...,n} Einheiten von Z/p"Z. Transformieren wir nun D
mit U, so erhalten wir bei richtiger Wahl der «; als Représentanten nur noch
Diagonalmatrizen, die, bis auf den Fall in dem rg(H) = n ist, nur noch p-Potenzen
oder ein Produkt aus einem fest vorgegebenen Nichtquadrat g modulo p” und p-
Potenzen als Eintrége haben. Im Fall rg(H) = n steht im oberen linken Eintrag
von D ein Produkt aus einem invertierbaren Elementen aus Z/p”Z und p”*. Somit
kénnen wir fiir €; die invertierbaren Elemente aus Z/p”~**Z nehmen. Haben wir
in D zwei Eintrage pp“ und up¥, beziehungsweise aqp* und pp”2, wobei ay
ein Nichtquadrat modulo p” ist, so kénnen wir diese genau dann auf p¥* und
p¥ beziehungsweise ojp”* und p*? fiir ein geeinetes Quadrat o) aus Z/p*~"'Z
transformieren, falls v; = v;, beziechungsweise v; = v, ist. Hieraus erhélt man
die im Lemma angegebene Menge von Repréasentanten. Die Eindeutigkeit der
Repésentanten ergibt sich aus [12], Chapter 8, Theorem 3.1.

|

Um nun in (2.18) die Wahlmoglichkeiten fiir die Einheiten €;,7 € {1, ...t} weiter
einzuschrianken setzen wir wie in (2.17)

T = T'Z' mit T' = Diag(e;!,..., e En_y) € SL(n, Z/p"Z).
Wir haben bereits gesehen, dass bei geeigneter Wahl von 1" beziehungsweise Z
(E,H) ~y, (T""+Y'T'Z'HZ, T'Z'HZ) (2.19)

mit Y’ € MAT®™(n,Z/p"Z) ist. Die Wahlfreiheit von Z, die uns hierbei Lem-
ma 2.24 lésst, kénnen wir nun ausnutzen und Z nach Lemma 2.25 so wihlen,
dass T"ZHZ einer der Repriasentanten aus Lemma 2.25 ist. Damit werden die
Wahlmoglichkeiten der Einheiten, die auf der Diagonalen von 7" stehen einge-
schrinkt. Im Folgenden wollen wir nun noch den linken Eintrag im rechten Re-
préasentanten von (2.19)

T +Y'T'Z'HZ = Diagley,..., €, Eny)+ Y'Diag(p”,...,p", Op_s)
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vereinfachen. Wir betrachten hierfiir die durch ~,, implizierte Relation
A, A & A=A +Y'P
mit

A = Diag(el, -+ Erg(H), On—rg(H))
P = Diag(pvl, . ,pvrgU{), On—rg(H))a

und A’P ist einer der Représentanten aus Lemma 2.25 . Da A’ und P Diagonalma-
trizen sind, und wir auch annehmen koénnen, dass A Diagonalgestalt hat, geniigt
es fiir Y’ Diagonalform anzunehmen und die einzelnen Eintrige von A’ +Y'P zu
betrachten. Sie haben die Gestalt €; + y;p¥i,i € {1,...,t} mit y; € Z/p"Z. Nun
ist €; genau dann ein Quadrat beziehungsweise ein Nichtquadrat einer Einheit
modulo p¥i, falls €; 4+ y;p¥" ein Quadrat beziehungsweise ein Nichtquadrat einer
Einheit modulo p ist. Siehe hierzu zum Beispiel [57], Satz IV. C 2. Es gelten
dann fiir zwei Elemente

Diag<€i17 -+ Cirg(H)>» On—rg(H))7 (&S {17 2}
die Aussagen:

i) Falls rg(H) < n ist, ist

Diag(ella -+ Elrg(H)H Onfrg(H)) ~n Diag(621a -+ E2rg(H)H Onfrg(H))
€1; und €y; liegen fiir j € {1,...,n} (2.20)
in derselben Quadratklasse modulo p. '
ii) Falls rg(H) = n ist, dann gilt:
Diag(elb - Elrg(H), Onfrg(H)) ~n Diag(€217 -5 €rg(H), Onfrg(H))

€1 = EQijd pmln{ufvl,vn}’

< { €1; und €y; liegen fiir j € {2,...,n} (2.21)
in derselben Quadratklasse modulo p.

Damit erhalten wir eine Menge M RI(;Z) von Représentanten, die ein Repréasentan-

tensystem von Mzgf) / ~, enthilt. Dass diese Menge bereits ein Reprisemtam-
tensystem ist, werden wir spéter in Satz 2.29 zeigen. Genauer werden wir dort
eine Menge von Matrizen angeben, die paarweise unterschiedliche Spitzenklassen
reprasentieren. Die Anzahl dieser Matrizen bildet eine untere Abschétzung fiir
die Anzahl der Spitzenklassen von F(()n)(N ) beziehungsweise fiir die Klassen von
MIEZL) / ~n. Die obere Abschétzung fiir die Anzahl von Spitzenklassen liefert die

gerade hergeleitete Menge M Rgf), die ein Reprédsentantensystem von Méf) / ~n
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enthélt. Beide Abschétzungen stimmen iiberein. Bevor wir Satz 2.29 formulieren
und beweisen werden wir zunéchst noch einige Notationen bereitstellen und ex-
plizite Formeln fiir Anzahlen von Spitzenklassen angeben. Genauer gesagt werden
wir die Elemente von M RSZ) zéhlen. Nun bezeichne

M) = {(0)},
Sl(n)(z/) = {(v1,...,00) € Ny >0 > >0, > 0},
firl € {0,...,n — 1},

und fiir
(W, o) €EY, U#n
sei
0, falls v; =0,
1, falls v = 0, vy # 0,
q(v1,. . Upy) =
1, fallsn—1=1, v; #0
T+ 8 ({vi] vi #vip1, 1 €{1,...,n—1—1}}), sonst.
Im Falle v,,_; = 0 sei

S (I (1, v y)) = 2000wnt), (2.22)
und falls v, _; # 0 ist, sei

s (03 (v, s o)) = 200 )Tl (it (2,23)

Des weiteren sei
s (n:(0)) = 1. (2.24)

Wir erhalten damit die folgende Proposition, die eine explizite Formel fiir die
Anzahl von Spitzenklassen von I'y” (p”) angibt:

Proposition 2.26
Ist p eine ungerade Primzahl, so ist die Anzahl der Spitzenklassen von Fén) (p¥)
durch die Formel

Z Z S](,?) (l, (’Ul,...,Un_l))
=0

=0 (4., vn,z)egl(")(l’)

gegeben.
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Beweis:

Die Zahl 51(,73) (I; (1, ..., vny)) gibt die Anzahl der Reprdsentanten aus Lemma
2.25 an, die Rang | haben und dessen i-ter Diagonaleintrag den Exponenten v;
hat, falls v; # 0 ist und sonst 0. Die Menge aller méglichen Exponenten ist gerade

U gl(n) (v)
1=0
O

Im Fall n = 1 stimmt die Aussage der Proposition mit der von Lemma 2.20
iiberein.

Beispiel 2.27

Fiirn =3 und N = 55 sind die Anzahlen der Elemente von SE()‘Z’)(Z; (v)) in Tabelle
2.2 aufgelistet. Fiir n = 2 und N = 5° kénnen die Anzahlen der Elemente von
Sé?(l —1;(v)) in den Zeilen firl € {3,2,1} abgelesen werden und firn =1 und
N = 5% findet man die Anzahlen der Elemente von Ség)(l —2;(v)) in den Zeilen
firl e {3,2}.

O
b
Indem wir die Summe > = 0 setzen, falls b < a ist, erhalten wir aus Proposition

k=a
2.26 spegziell fiir n =2 und n = 3:

Korollar 2.28
Ist p eine ungerade Primzahl, so ist die Anzahl der Spitzenklassen von Fgf) (p¥)
gleich

v—1 v—2 v—1
2w +1+2 (Z Qo(pmin{y_j7j})+z Z QO mln{l/ 7,]} )
j=1

Jj=1i=j+1

Also

3, falls v=1,
2p+3, falls v =2,

v 3 - 1
—2v—142p2 + gt T falls  2|v, v >4,
V—l _ 1
—w—1+6p 2 " 8—1, falls  2fv, v > 3.
p R
Die Anzahl der Spitzenklassen von F(3)( YY) fir ungerade Primzahlen p betrdgt
v—2 v—1
2,2 +243 Z o (p mln{z v— 1} + 6 Z Z SO mln{i,u—j})
Jj=11i=j5+1

v—3 v—-2 wv—1

+4Z Z Z 90 pmin{i,ufk}) .

k=1 j=k+1i=j+1
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1 v séi)(l; (v)) Summe
31 (0) 1 1
21 (0) 1

(1) (2) (3) (4) (5) 4 20 100 20 149
1| (00) 1

(11)  (22) (33) (44) (5H) 4 20 100 20 149

(10) 2

(20)  (21) 2 8

(30) (31) (32) 2 8 40

(40)  (41)  (42) (43) 2 8 40 40

(50)  (51)  (52) (B3) (54) 2 8 8§ 8 186
0 | (000) 1

(111) (222) (333) (444) (555) | 4 20 100 20 149

(100) 2

(200) (211) 2 8

(300) (311) (322) 2 8 40

(400) (411) (422) (433) 2 8 40 40

(500) (511) (522) (533) (544)| 2 8 8 8 186

(110) 2

(220) (221) 2 8

(330) (331) (332) 2 8 40

(440) (441) (442) (443) 2 8 40 40

(550) (551) (552) (553) (554)| 2 8 8§ 8 186

(210) 1

(310)  (320) 4 4

(410) (420) (430) 4 4 4

(510) (520) (530) (540) 4 4 4 4 40

(321) 16

(421)  (431) 16 16

(521) (531) (541) 16 16 16 96

(432) 80

(532)  (542) 16 16 112

(543) 16 16

ST =1270
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Beweis:
Wir betrachten zunéchst den Fall n = 3. Die folgende Tabelle listet fiir | €
{0,...,v} und eine bestimmte Auswahl fiir ¢ die Anzahlen der Spitzenklassen

von USI()E)(Z; (7)) auf. Die Summe der Eintrdge der rechten Spalte ergibt dem-

nach die Anzahl der Spitzenklassen von Fé?’) (p¥), was mit dem in der Aussage
angegebenen Wert iibereinstimmt. Im Fall n = 2, geniigt es die Eintrage der
rechten Spalte fiir [ € {1,2,3} aufzusummieren.

~
|

5} M
%Cn

—

T &
—~
~
—~
|
S~—
S~—

3 (0) 1
2 [ (0) 1

()l e {1,...,v—1}) T olprnte
1 (0,0) 1

{(i1,0)|iy € {1,...,v —1}} 2(v — 1)

(
(G i)lis € {1,...,v— 11}

(pmin{i,u—i} )

™
v

=1
v— v—1 . ) .
{(ir,i9)[in, 30 € {1,..., v — 1},4 > i} |2 p(printiv=it)
j=1i=j+1
0 [ (0,0,0) 1
{(il,0,0)‘il € {1771/_1}} 2(7/_1)
{(il,’il,O)‘il E{l,...,l/—l}} 2(V—1)
{(i1,42,0)|ir,i2 € {1,...,v = 1},i1 > da} | 2(v —2)(v —1)
v—1 ) )
{(i,i1,431) )iy € {1,...,v —1}} (prindiv=ih)

~

s L
RS
1

© (pmin{j,ufi})

)

{(i17i27i2)|i1,i2 € {]_, R ]_},7;1 > 12}

.

NS
|
<l

| .
+
—

N
[y

{(i1,d1,d2)[i1, 90 € {1,...,v = 1},i1 > ia} p(pmintav=it)

I
M

J=1i=jr1
v—3 v—2 v—1 . )

{(i1,92,13) |11, 12,45 € {1,..., v — 1}, 4 S p(printkr—it)
=1 j—h 1 i—j+1

11 > 19 >i3}

a

Im folgenden Satz wollen wir nun Représentantensysteme der Spitzenklassen von
T (p”) angeben.
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Satz 2.29
Sei p eine ungerade Primzahl, und p € Z, p 1 i ein Nichtquadrat modulo p* sowie

*
[pmin{vn W—v1 }]

_ {CL c Z[pmm{vn’yivl}] a (modpmin{vn,ufm)) c (Z/pmin{vn,ufm}z)*} .

Dann beschreibt die Menge

S (n; (0)) U L_J U Sl (v, ., ) (2.25)
=0

(01,0 0n_1)€E™ (v)

ein vollstindiges Reprdsentantensystem der Spitzenklassen von F(()n) (p¥). Dabei ist

S(?)(l; (U1, V)

p
En—l
— El _ 3 (% Un—1
- D Enfl D = Dlag<61p 3oy En—IP ) )

—E
mat

{Z;min{vnil,ufvl}}} 9 falls Un—1 # 07

€6 € {1, u}, falls v,—; =0,v1 # 0,
{0}, falls vy =0,

und firie {2,...,n—1}

{0}, falls v; =0,
€ € {1, u}, falls vy >v; #0,
{1}, falls vy =v; #0.

Beweis:

Seien zwei Elemente aus der in (2.25) definierten Menge vorgegeben. Sie kénnen
aufgrund von Lemma 2.15, nur dann dieselbe Spitzenklasse repriasentieren, wenn
fiir beide der untere linke n x n-Block den gleichen Rang modulo p hat. Des wei-
teren lasst sich in (2.16) erreichen, dass durch geeignete Wahl von unimodularen
Matrizen T und Z die Matrix TCZ Elementarteilerform hat. Da nun aber in
(2.16) V der untere linke Block einer Matrix aus I' (()n) (p¥) ist, also nur Eintrige
hat, die durch p” teilbar sind, und die Eintrdge der Repridsentanten von Spit-
zenklassen nur durch positive p-Potenzen kleiner als p¥) teilbar sind, sehen wir,
dass zwei Repréasentanten nur dann dieselbe Spitzenklasse représentieren konnen,
wenn der ¢j-te Eintrag einer Spitzenklasse von derselben p-Potenz geteilt wird.
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In anderen Worten: Zwei Elemente aus (2.25) kénnen nur dann dieselbe Spitzen-

klasse repriisentieren, wenn sie fiir vorgegebenes [ und v;, i € {1,...,n — [} aus
Sz(,f)(l : (v1,...,v,—)) sind. Nehmen wir nun an, es gébe zwei Reprisentanten
Enfl
E,
Mi N Dz En—l
—E,

mit D; = Diag(e;1p™, ..., €np' ), i € {1,2} aus S]gf)(l; (1, ..., 0n)), die die-
selbe Spitzenklasse représentieren, sich aber in mindestens einem Eintrag durch
ein ¢€;; unterscheiden. Seien

Xi = (&1, e By), i€{1,2}

und V; € MAT (n,p"Z), i € {1,2}, so dass (X;, p"V;) jeweils ein teilerfremdes sym-
metrisches Paar bildet. Es existieren dann (siehe [24], Hilfssatz 7.1) symplektische
Matrizen GY, i € {1,2} der Form

r Xz’ }/z
Gi = (p”Vi T)

_ X; p'Y;
o= (v ')

sind dann symplektisch. Es gilt

Auch die Matrizen

—

T, = X;' ie{1,2}

)

und da V; fiir i € {1,2} aus MAT(n, p”Z) sind, folgt dass G; € TV (p*), i € {1,2}
gilt. Die Matrizen

GiMEy, = ( Xitp¥iD p'¥ )

Vit TD T
reprasentiert dieselbe Spitzenklasse wie M;, so dass
(Xi +p"YiDy, Vi + T;D;) ~y, (X;, P)
mit
P = Diag(p™,...,p" ", Op_rg(m))
ist. Weil M; und M, dieselbe Spitzenklassen représentieren, ist

(XlaP) ~n (X2>P)>
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beziehungsweise

Da nun aber fiir € {1,2} die Zahlen ¢; im Intervall [0, p™™{»»—»=¥1}) und die
Zahlen €;;, 5 > 2 im Intervall [0, p") liegen und wegen den Gleichungen (2.20)
und (2.21) folgt, dass

€15 = €25 je{l,,l}

gelten muss: ein Widerspruch zur Wahl der beide Représentanten. Da die Anzahl
der Elemente aus (2.25) mit der in Proposition 2.26 angegebenen Anzahl der

Elemente von Mlgf)/ ~, iibereinstimmt, ist der Satz bewiesen.

a

Da Spitzenklassen fiir die Untergruppen F[()")(Q) bekannt sind, und wir den Fall

2| N bisher ausgeschlossen haben, iibernehmen wir die Spizenklassen von Fé")(Z)
aus [6]. Sei

so'mo) = {nm=( % )}
En

S, (0)) = B fir 0<1<n,
_El

sowie
s, (0)) = sP(1,(0) = 1 fir 0<1<n.

Nun koénnen wir mit Hilfe der starken Approximation, sieche Abschnitt 2.2.3 auch
die Spitzenklassen von F(")(N ), 41 N berechnen. Bezeichnen wir fiir eine natiirli-

che Zahl N = H Py, 44 N, mit S(”) (j;v) die aus den Mengen S(Vl) (jis (vi)) durch

Liftung erhaltene Menge, also
SV (o) = SIEZ)(J“(M)) (mod TV (p1)), i€ {1,...,t}.

Dann ist die Anzahl der Spitzenklassen von I‘(()")(N ) durch

1SV Gio) = s$P3;w) Hs% gy (1) (2.26)

gegeben. Dies verallgemeinert zusammen mit den Formeln (2.22), (2.23) und
(2.24) die Aussage von Lemma 2.20.
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Beispiel 2.30

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die in Beispiel 2.1 angegebenen 2460375
Reprdsentanten von Rég%,)Q(Q, 0) unter P auf Spitzenklassen von F(()z)(3352) vertei-
len. Es ist

| T (3%)\Sp(2.2)/A(2.2) | = 19,
| T8 (5%)\Sp(2,Z)/A(2,2) | = 13,
also,
| TP (335%)\Sp(2,Z)/A(2,Z) | = 19-13 = 247

Betrachten wir Ré%,)(2) und Rég)(O). Aus Aussage (2.14) folgt, dass es zu Ré?@)
genau eine Spitzenklasse in Sé?(?; (0)) gibt:

1
@) (9. _ 1
s@@o) = {|
—1
Réz)(()) liefert die 7 Spitzenklassen
(/1
@ (- 1
S:2'(05(0,0)) = 1 :
\ 1
( 1
52(0;(1,0)) = o ae{1,2} Y und
\ 1
( 1
) 1 1,1),(2,1),
spoy = |, by [Jeoe {5 G
5b 1

\

Die Elemente aus Ré27)5(2, 0) werden von P auf 7 Spitzenklassen abgebildet. Die-
se Spitzenklassen konnen mit dem in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Algorithmus
berechnt werden. Es sind die Elemente der drei folgenden Mengen:

351 8451
351 8451

350 8425 ’
350 8425

S§%2(2,0:(0), (0,0)) =
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351 b
351 8451
S (2.0;(0), (1,0)) = . y (b,c,d) € X
350 8425
. (—13218875, 80, —3012849),
mit X =
(1893700, 485, 2616651)
351 b
351  —13218875
Sia(2,05(0), (1,1)) = . P (b,c,d) €Y
80 ~3012849

(—13218875, 80, —3012849),
(1893700, 485, 2616651),
(4266325, 215, 2613276),

(—8377775,620, —14798349)

mit Y =

Bemerkung 2.31

i) Zum Beweis von Satz 2.29 und Lemma 2.24 wurde der Elementarteiler-
satz verwendet. Wollen wir also die angegebenen Reprdsentantensysteme
fiir Spitzenklassen auch auf den Zahlkérperfall ibertragen, so kann dies mit
den hier formulierten Beweisen nur im Fall der Klassenzahl 1 gelingen.
Betrachten wir spezieller imagindrquadratische Erweiterungen, so sind dies
gerade die Zahlkorper

Q(V=d) mit d € {1,2,3,7,11, 13,43, 67,163}

Ob eine Verallgemeinerung auf Zahlkérper mit Klassenzahl gréfier als 1
moglich ist, ist hierbei noch offen.

ii) Fiir die Primzahlpotenzen 2, v > 1 wurden keine Reprisentantensysteme
fiir Spitzenklassen angegeben. Die Stellen, an denen hier bei den Ausfithrun-
gen Diagonalmatrizen auftreten, missen diese durch verallgemeinerte Dia-
gonalmatrizen mit 2 X 2 Blockmatrizen auf der Diagonale ersetzt werden.
Dies zu tun wird Aufgabe fiir die Zukunft bleiben.

2.2.3 Starke Approximation von Spitzenklassen

In Satz 2.29 werden die Spitzenklassen von Fé") (p¥) fiir eine ungerade Primzahl p

angegeben. Zusammen mit den n+ 1 Spitzenklassen von F(()”) (2), die zum Beispiel
im Anschluss an Satz 2.29 beschrieben werden, kann man hieraus mit Hilfe der
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starken Approximation (1.2) auch Spitzenklassen von Fé")(N ), 41 N berechnen.
In diesem Abschnitt wollen wir einen Algorithmus zur expliziten Berechnung die-
ser Spitzenklassen beschreiben. Da weder die formalen Mittel zum Beschreiben
eines Algorithmus bereitgestellt wurden, noch an dieser Stelle auf technische De-
tails eingegangen werden soll, beschrinken wir uns dabei auf eine nicht formale
Beschreibung.

Seien

Spitzenklassen von F(()") (p"), i € {1,...,m}. Gesucht ist eine Spitzenklasse M
von TV (),

N = [[»"
i=1
so dass
M = M, (modT"(p") ie{l,....,m}

ist. Zunéchst liften wir mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes die Spitzenklassen
M;, i €{1,...,m} zu einer Matrix

, (A B
v (5.

Dabei soll die Matrix M’ an der jk-ten Stelle einen Eintrag Null haben, wenn die
Eintrdge der jk-ten Stellen von allen Spitzenklassen von M; Null sind. Da alle
Spitzenklassen von Fé") (p¥) fiir eine geeignetes i die Form

E;
En—i
H E; ’
_Enfi

H ist Diagonalmatrix

haben, sind die vier Blocke A’, B’, C" und D’ von M’ jeweils Diagonalmatrizen.

Des weiteren wollen wir an die Matrix M’ die Forderung stellen, dass fiir alle

ie{l,...,n} jeweils ggt(a};, c};) =1 gilt. Da fiir alle Primteiler p von N jeweils
(al;, ;) = (0,—1) (modp) oder
(@i ¢;) = (1,0) (modp)

gilt, kann dies immer erreicht werden indem man ein geeignetes Vielfaches von N

zu einem der Eintrdge a);, oder ¢}, addiert. Als néchstes berechnen wir fiir jedes
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i € {1,...,m} mit Hilfe des euklidischen Algorithmus ganze Zahlen (3;, und ¢;,
so dass

’ r
ist. Setzen wir nun
/
Qi = Qg
g roq ’
bis = b+ Bi(1+ aydy — biciy),
/
Cii = Cy,
o ! g /o
dii = dy~+ 6;(1 + aydy; — bj;cyy),

dann ist

M = A B . I)iag(all,...,ann) I)iag(bll,...,bnn)
N C D o Diag(ci1, ..., Cnn) Diag(din, ..., dnn)

die gesuchte starke Approximation. Es bleibt zu zeigen, dass M symplektisch ist.
Die Relationen

AlC = C'A
B'D = D'B (2.27)

sind erfiillt da A, B, C' und D Diagonalmatrizen sind. Um zu zeigen, dass M
symplektisch ist geniigt es somit nachzupriifen, dass auch

A'D — C'B = E, (2.28)

gilt. Wiederum folgt aus der Diagonalgestalt von A, B, C' und D, dass es geniigt
fir i € {1,...,n} die Gleichung

iidii — Ciiby =1
nachzupriifen. Diese ist aber erfiillt da

iidi; — Cizbi;
= ay(dj; + 0;(1 + aj;d}; — bj;c;)) — (b + Bi(1 + ajdj; — b))

1111 (7 hat?) 1
N ) 1 Y AV VA ANV A N - N A~ S0 A i /A N
= aydy + diay; + diay;(ayd;; — bycy) — ciby — Bicy; — Bicy(agdi; — by;cy;)
o / / ! !/ / 1/ / / ! ! /
= iay — Bicy + aydy; — bl + (0ay; — Bicy;) (aj;dy; — bicyy)
= 1

ist.
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Bemerkung 2.32

0

Es wire wiinschenswert auch einen Algorithmus fir die starke Approxima-

tion von Elementen von F(()n)(N)\Sp(n, Z) anzugeben. Nehmen wir an, dass

A B
v=(¢p)
t
eine Liftung von Elementen M, aus F(()n) (pi)\Sp(n,Z), N = ][ p;" nach
i=1

dem Chinesischen Restsatz ist, bei der wie im obigen Algorithmus madglichst
viele Nullen erzeugt wurden. Die beiden Blockmatrizen A und B vom M
sind dann Diagonalmatrizen. C' und D miissen aber keine Diagonalmatrizen
mehr sein und die beiden Relationen aus (2.27) sind somit nicht automa-
tisch erfillt. Auch in (2.28) miissen fiir eine starke Approzimation im All-
gemeinen mehr Bedingungen erfillt werden als im Fall von Spitzenklassen.
Es bleibt zu vermuten, dass man hier aber auch mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus und des chinesischen Restsatzes jeweils eine starke Approxima-
tion konstruieren kann. In diesem Zusammenhang sei auch noch auf [24],
Hilfssatz 7.1 verwiesen, der eine Konstruktion liefert um ein teilerfremdes
symmetrisches Paar zu einer symplektischen Matrix zu ergdnzen. Nutzen
wir zum Beispiel das Paar (C,D) um diese Konstruktion durchzufiihren,
st aber a priori nicht klar, ob die so erhaltene symplektische Matriz auch
die gesuchte starke Approximation ist.

Wir wollen hier noch eine etwas formalere Beschreibung als in den obigen
Ausfiihrungen angeben:

Sei fir i € {1,...,m} mit M; jeweils eine Spitzenklassen von F(()")(pi”")
bezeichnet. Gesucht ist eine Matriz M, so dass

M = M (modF(()n)(pi”i)) ie{l,...,m}
qgilt.
1) Berechne mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes eine Matriz M mit
M = M,; (modp]") ie{l,...,m}

so, dass moglichst viele Fintrdge von M gleich null sind.

2) Fiihre fiir alle i € {1,...,m} das folgende aus:
Falls a; = 0 ist, dann setze a; = a; + N bis ggt(as, ci;) = 1 ist. Falls
a; # 0 ist, dann setze ¢;; = ¢;; + N bis ggt(as;, ¢;;) = 1 ist. (ggt(a,c)
bezeichne hierbei den grifiten gemeinsamen Teiler von a und c.)

3) Berechne fir alle i € {1,...,m} mit Hilfe des euklidischen Algorith-
mus Zahlen 0;, 3; mit 6;a; — Bicy; = 1.
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sowne,

T Diag(ai1, ..., an,) Diag(bly,...,0,)
Diag(ciy, ... ) Diag(diy,....d,,) -

r'mn

2.2.4 Die Weiten von Spitzenklassen von I‘gn)(N)

Formeln fiir Werte s%‘)(z; (v)) haben wir bereits in (2.22), (2.23), (2.24) und
(2.26) gesehen. Als néichstes wollen wir uns mit der Frage beschiiftigen, wieviele

Elemente aus F(()")(N )\Sp(n,Z), (41 N) unter der Projektion P auf die einzelnen
Spitzenklassen abgebildet werden. Wir interessieren uns also fiir eine Verallge-
meinerung von Lemma 2.21, in dem wir bereits die Weiten von Spitzenklassen
von Fél)(N ) angegeben haben. Dabei werden wir uns spéter fiir explizite Formeln
auf den Fall n = 2 beschrénken.

Definition 2.33
Wir bezeichnen mit

tg\?)(l; (arp™, ..., Gp_yp’ )
die Anzahl der Elemente aus F(()n) (p")\Sp(n,Z), die die Spitzenklasse

Enfl
E;

= M) 7. (2 :
M= Diaglap?, .., ap i) o € Sp (i r- - dnt))

—E,

reprasentieren. Diese Anzahl nennen wir die Weite der Spitzenklasse M.

Sei Rﬁ)(l) gegeben. Wir betrachten die Einschriinkung F von P auf R](Dﬁ)(l)
FRU() — U S G Gum)),
(1) EPL ()

die als die Hintereinanderausfithrung der folgenden beiden Abbildungen F; und
JF, aufgefasst werden kann:

78



2.2.  SPITZENKLASSEN VON TI'"(N)

FRP0 — Je
=0

Enfl

u+o+ E, g E,
w(l) ( h —ut — o' + E, ) ~ h En

_El

Dabei erhilt man i aus h durch Streichung jeder i-ten Zeile und Spalte fiir

ii)

Fo: Qi — U S Gy -y Gns))
=0 (J15eemn jnfl)EPl(n)(P”)
Enfl Enfl
E| E,
h E,_ D E,_ ’
—k —E;

wobei D so gewahlt wird, dass Bild und Urbild von F; dieselbe Spitzenklasse
reprasentieren.

Man sieht sofort, dass jedes Bild unter der Abbildung F;

p”w Z (pz/t1+(1/—1)81) (2.29)

1ep(™)
rr=l
Urbilder hat. Um uns die Situation fiir F5 zu verdeutlichen, betrachten wir noch
ein einfaches Beispiel.

Beispiel 2.34

Sein =2 und N = 33. Betrachten wir zundchst Qq. Es ist $(Qo) = 35 = 729. Fiir
die Operation h — U'hU von SL(2,Z/3%Z) auf MAT*™(2,3Z/33Z) erhalten wir
als Reprasentanten der 17 Bahnen.

(0.0).(3.0),(6,0),(9.0). (15,0),

. ‘ (3,3),(6,3),(12,3),(15,3), (21, 3),

Diog(dd) it () €14 (21,3),(0.3),(9,6), (15.3). (15.0)
(9,9), (18,9)

Als ndchstes berechnen wir den Index der Stabilisatoren dieser Reprdsentanten.
Dies ergibt:
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(dy,dy) | Index || (dy,ds) | Index || (dy,ds) | Index | (dy,ds) | Index
(0,0) 1
3,001 36| (6,00] 36| (9,0 1 (18,0) 4
(3.3)| 54| (6,3)| 108 (12,3)| 54| (15,3)| 108
(21,3) | 54| (24,3)| 108
©.3) | 36| (9,6)| 36| (18,3)| 36| (18,6)| 36
9,9) 6 (18,9)| 12

Die Menge

U 520 (v1,00))

v1,v2€{0,1,2}

hat 13 Elemente der Form

E, L
( D E ) : D = Diag(a, b),

die mittels Angabe der Diagonaleintrdage von D durch die Paare

(0,0),(3,0), (6,0),(9,0), (18,0),
(a,b) € Ro=14(3,3)=(12,3) = (21,3), (6,3) = (15,3) = (24,3),
(9,9),(18,9),(9,3),(9,6), (18, 3), (18, 6)

reprasentiert werden kinnen. Die Abbildung Fi eingeschrinkt auf RI(,Z)(O) hat

Grad 3*. Damit ergeben sich die Werte t:(;,)(O; (a,b)), wie sie in der folgenden
Tabelle angegeben sind:

(@) | 850 (a,0) | (a,b) | 50 (a,0) || (a,b) [ £5(0:(a.D)) |
(0,0) 27 | (3,0) 972 [ (6,0) 972
(9,0) 108 || (18,0) 108 || (3,3) 4374
(6,3) 8748 | (9,9) 162 || (18,9) 324

(18,6) 972 | (9,3) 972 | (9,6) 972
(18,3) 972

Wir sehen sofort:

Yo 05 (ab) = 3° = r(0).

(a,b)eRo

Wir gehen nun genauso fir Q1 vor. Die Finschrinkung der Abbildung Fi auf
wW(I)N33(I) hat in diesem Fall fir I = ( L O) den Grad 3% und fir I =
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0 1 Grad 3°. Fiir die Bahnen der Operation h — U'hU von SL(2,7Z/33Z)

auf Q1 erhalten wir die 9 Reprdsentanten

(0,-1),(3,-1),(6,-1),(9,-1),(12,-1),
{(15,—1),(18,—1),(21,—1),(24,—1) } ’

deren Stabilisatoren alle Index 1 haben. Der FEintrag (a,b) steht hier und im Fol-
genden fir den Reprdsentanten Diag(a,b). Als Reprasentanten fir die Spitzen-
klassen erhalten wir nach Satz 2.29 nun

U S() {(0 _1) (37_1)7(6’_1)’(97_1>7(18v_1)}7

v1€{0,1,2}

da hier (3,—1),(12,—1),(21,—1) und (6,—1), (15, —1), (14, —1) jeweils dieselbe
Spitzenklasse reprasentieren. Weiter ergibt sich

t(1:0,) = t)(19)) = #(1:(18,) = 1-(3°+3)
und
1(153,)) = t(13(6,) = 3-(35+3).
Hier gilt auch

> (1) = 9-(3°+3%) = £
e U SE )

v1€{0,1,2}

Mit [a] bezeichnen wir hier die Spitzenklasse

Da im Fall i = 2 sowohl Sg)(Z; (0)) als auch Qo nur ein Element haben, ist
120) = 3 = @)
O

Die Weiten von Spitzenklassen wollen wir nun explizit fiir die Dimension n = 2
berechnen.
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Lemma 2.35
Sein =2, N = p” eine Potenz einer ungeraden Primzahl und €, € jeweils ein
Quadrat beziehungsweise Nichtquadrat modulo N, p{e, p1€. Istv > vy > vy >0

und v > v >0, so ist der Index %,(f,;)(o; (a,b)) des Stabilisators von
a 0
= (5

HY) = {H|H € MATY™(2, pZ»-1))}

m

unter der Operation
h +— U'RU, U € SL(n,Z/p"Z)

gegeben durch:

(1 falls (a,b) = (0,0),

%(2) . b p2(ufvlfl)w’ falls (CL, b) — (Epvl7 0)7

v ( ,(CL, )) - pQ(V—W—l)w’ falls (a> b) = (Epv17 elpU2)7
[ o (3)). st @0 - 0

Hierin bezeichne (-) das Legendre-Symbol.

Beweis:

Im Fall v = 1 hat H® nur ein Element 0, also ist fﬁ)((); (0,0)) = 1. Ist —1 ein
Quadrat modulo p, so hat die quadratische Form ax?+y? eine nichttriviale Losung
modulo p, wenn a ein Quadrat modulo p ist. Der quadratische Raum (F,, az*+y?)

ist also genau dann hyperbolisch, wenn <‘7> = 1 ist. Ist ein Element der Form

Diag(a,b) = Diag(ep®, p¥) aus H") gegeben, so kénnen wir statt dieses modulo
p” zu betrachten auch Diag(e, 1) modulo p”~* betrachten. Die Formeln (12.4) und
(14.3) aus [40] liefert uns nun:

7(2 v o,V v—v)— —€
B2 (0; (" p)) = p¢07! (p+ (?))-

Sei nun Diag(a,b) = Diag(ép'*,0) aus H®. Die Matrix M = (a 5) c
SL(2,Z) ist genau dann eine Losung der Gleichung

M'Diag(ep™,0)M = Diag(ep™,0)
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modulo p¥, wenn

o’ = 1 (modp”™"),
0 (mod p"~*)

=
|

und

ad—pBy = 1

gilt. Die erste Kongruenz hat fir & € Z/p’Z genau 2p”* und die zweite fiir
B € Z/p’Z genau p** Losungen. Wihlen wir nun 4 beliebig aus Z/p“Z, so ist
0 durch die Z-Reprasentanten «, 3,7 von @, ﬁA, 4 mittels ad — By = 1 eindeutig
bestimmt. Damit ist

|SL(27 Z/pyz)| _ p2(l/—1;1—1) (p + 1)(p B 1) )

72 0. (en? =
ty (05 (ep™,0)) = 2pv+2u1 2

pu

Es bleibt der Fall Diag(a,b) = Diag(ep®, €p”2) € H®. Wir werden die Anzahl
der Matrizen M = ( 3 g ) € SL(2,Z/p"Z) bestimmen, die eine Losung der

Gleichung M'Diag(ep®™, €' p*2)M = Diag(ep®, €'p*?) sind. Indem wir diese Glei-
chung komponentenweise betrachten folgt, dass eine Matrix M € SL(2,Z/p"Z)
genau dann Losung dieser Gleichung ist, wenn «, (3,7, § das folgende System von
Gleichungen erfiillen:

ad —fy = 1, (2.30)
ep’la’ + €pyt = ep™, (2.31)
ep” 3% + €ps* = €p”, (2.32)
epaf + €pyd = 0. (2.33)
Wir werden zeigen, dass das System:

ad— By = 1, (2.34)
—ep” B = €p™, (2.35)

€
pa’ = p?——opt e, (2.36)
pZa = p*o. (2.37)

dazu dquivalent ist.
Gleichung (2.30) und (2.34) sind identisch. Indem wir Gleichung (2.32) mit «
multiplizieren und vom f-fachen der Gleichung (2.33) subtrahieren, erhalten wir

€pad® — ppys = pa.

Mit Hilfe von Gleichung (2.30) folgt hieraus nun Gleichung (2.37). Subtrahieren
wir das d—fache der Gleichung (2.33) vom ~-fachen der Gleichung (2.32) und
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nutzen wieder Gleichung (2.30) so folgt (2.35). Aus Gleichung (2.30) multipli-
ziert mit p*? folgt mit Hilfe von (2.35) und (2.37) nun (2.36). Wir koénnen also
aus dem ersten System alle Gleichungen des zweiten Systems ableiten. Nun zur
umgekehrten Richtung. Gleichung (2.36) ist dquivalent zu:

€/pv2a2+€pv1/62 — Elpvg.

Mit Hilfe von (2.35) erhalten wir (2.32). Multiplizieren wir Gleichung (2.35) mit
v und nutzen anschlieflend (2.34) folgt:

/!, V2

—ep” By = py
s (1 —ad) = €py?
& ep” = €py? + epPad

Mit Hilfe von (2.37) folgt hieraus (2.31). Um die noch fehlende Gleichung (2.33)
herzuleiten geniigt es Gleichung (2.34) mit « zu multiplizieren. Damit haben wir
alle Gleichungen des ersten Systems aus denen des zweiten Systems abgeleitet
und die beiden Gleichungsysteme haben die selben Losungen. Wir betrachten
nun das System aus den Gleichungen (2.34), (2.35), (2.36) und (2.37). Keine der
Gleichungen liefert eine Einschrinkung fiir die Wahl von (. Sei also ( ein belie-
biges der p¥ Elemente aus Z/p”Z. Gleichung (2.35) erlaubt nun nur noch noch
p"? Moglichkeiten fiir v und fiir o gibt es wegen (2.36) noch 2p¥2 Wahlmdoglich-
keiten. § ist nun auf Grund von (2.34) eindeutig bestimmt und fiir den Index

tz(,%) (0, (ep™, €'p*)) folgt:

|SL(27 Z/pyz)| _ pQ(V—vg—l) (p + 1)(p B 1) )

(2) v !V _
tpu (07 (Ep Lep 2)) - 2pu+2v2 2

Aus diesem Lemma ergeben sich nun auch direkt die Werte fiir tﬁ)((); (%)):

Lemma 2.36
Sein = 2, N = p” eine Potenz einer ungeraden Primzahl, € ein Quadrat oder
Nichtquadrat modulo N, pte, vo < vy <v , v <V, sowie

a; € (Z/pmin{”_vl’”}Z)* und
ay € (Z/pmin{u—v,v}z)* )
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t2(0; (a,b)) =

1, falls (a,b) = (0,0),
p2(u7v71)%7 falls (a,b) = (ep”,0),
prextymn—e 02— =) @D = foris (a,b) = (a1p™, ep®?),
prax{v—2v.0} p2(v—v) -1 <p + (%2)) ., falls (a,b) = (azp”,p")

Beweis:
Der Beweis ergibt sich aus (2.21), (2.29) und Lemma 2.35.

Bemerkung 2.37

Beachte, dass die Weiten tﬁ)(o; (ap”,p’)) einer Spitzenklasse aus SI(),%)(O; (ap®,p*))
nicht mehr alleine vom Ezxponenten v der p-Potenz abhdngt, sondern auch von
der Quadratklasse von —a modulo p.

a

Beispiel 2.38
Betrachten wir hier noch eimal genauer den Fall v = 6. Es gilt hier:

6 (2:0) = p® = r2(0),
5
eo)+Y. Y @) = T+ = P,
j=1 a26<Z/pmin{U*jaj}Z)*
Weiter ist:

@ (0. —
' (0;(0,0)) = 1,
5

S0 (e, 0) = = DA +pP+pt "+,
Jj=1

> > £2(0; (ap™, ep?)) = P —D)p— D)@ +p' +p°

Jj=1 alg(z/pmin{l'*hvjz}z)*

_I_pG +p7+2p8 _|_p9 +p10 _|_p11)7

5
> X 0 ) = 0= D+ S ).

Jj=1 QQG(Z/pmin{u—j,j}z)*
Also:

S0 (x%) = p° = 2.
(%)
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Summieren wir schliefilich tiber alle Spitzen, so ist:

2
DD i) = P p Tt
i=0 (%)

() ()
= [T ()\Sp(2.2) | .

|

Um allgemeiner als in Lemma 2.36 auf die Weite einer Spitzenklasse einzugehen,
also auch fiir Dimensionen grofler als zwei, sei

HY) = {H|H € MATY™(i, pZv-—1)}

(siche Lemma 2.25), gegeben und R die ebenfalls in Lemma 2.25 angegebene
Menge von Reprisentanten fiir die Operation U — U'HU von SL(i, Z/p"Z) auf
H®)_ Fiir ein R € R® bezeichnen wir mit #(R) den Index des Stabilisators von
R in H® unter dieser Operation. Sei weiter S® = R®)/ ~, . Dann ist, wie aus
der Definition von =, auf Seite 65 und Satz 2.29 folgt,

SO U S (i (1, vny)) (2.38)
(V14esy vnfi)eé'in)(u)
ETL*Z
S - s B Ei (2.39)
—F,

eine Bijektion. Die Weite der Spitzenklasse, auf die S abgebildet wird, ist also
mit (2.29) durch

prcs Z (prtrt=Dr) Z #(R) (2.40)

1eD(™) ReRr(®)
rr=i R~xn S

gegeben.
Lemma 2.39

i) Ist p¥ eine Potenz einer ungeraden Primzahl, so ist

n). l/i<i+1> v v—1)s
6@ (0) = pre Y prtr

1e (M)
rr=t
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it) Ist p eine nicht notwendig ungerade Primzahl, dann ist

) = p Y = P < n

1ep(™)
7‘[:1’

Beweis:

min{i,n — i}

Die Mengen S}, (I;(0)), 0 < < n enthalten genau eine Spitzenklasse. Unter JF;
hat diese genau ein Urbild. Dieses hat nach Gleichung 2.29 unter F; die geforderte

Anzahl von Urbildern.

|

Die Weiten von Spitzenklassen fiir die Dimension n > 3 werden bis auf Lemma
2.42 im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr explizit berechnet werden. Die folgen-
den Lemmata, die alle offensichtlich sind, notieren wir hier noch fiir den spéteren

Gebrauch.

Lemma 2.40
Fiir eine natiirliche Zahl N mit 41 N sind

i) SV (n; (0) = {JznZ(—En E)}

i) SY0;(0) = {Ean},

En—z'
o aln) g E; " :
i) Sy’ (4;(0) = B fir 0 <i<n,

und damit st

sowre

Lemma 2.41
Fiir eine natiirliche Zahl N mit 41 N sind

) S ) = T (d) und
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i) t%)(i;(d)) = ﬁt(ﬁ)(jza(dz»

i=1 Pi
O
Lemma 2.42
Fiir eine natirliche Zahl N mit 4t N sind
i) 19 (n:(0) = N™5 und
i) 15(0:(0) = 1.
O

2.3 Schranken im Fall der Modulgruppen I‘gn)(N)

Wir wollen nun mit den Ergebnissen aus den vorigen Abschnitten die in [52],
Theorem 2.9 angegebenen Schranken auf den Fall von Siegelschen Modulformen
zur Untergruppe I' én)(N ) verallgemeinern. Zunéchst wollen wir noch einige Be-
griffe erkléren, die wir in diesem Abschnitt benutzen. Diese Begriffe und weitere
Eigenschaften dieser findet man auch in [52].

Sei L eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge der reellen symmetrischen positiv
semidefiniten Matrizen. L heifit Kern, falls

(1) RZIL = L7
(2) 0¢ L und

(3) RyoL ist eine Teilmenge der reellen symmetrischen positiv semidefiniten
Matrizen.

Des weiteren wollen wir mit v(f|xM) den Abschluss der konvexen Hiille von
R>1Supp(f|xM) bezeichnen. Fiir alle M in Sp(n,Z) ist v(f|xM) ein Kern. Sei
¢

N = [[p/ eine natiirliche Zahl und f € Sﬁ(F(()n)(N ), x) eine Spitzenform. Sei
i=1

weiter _wn die dyadische Spur und M, ..., M, ein Reprisentantensystem von
'™ (N)\Sp(n, Z). Theorem 2.5 aus [52] liefert uns:

Gilt fiir alle M, j € {1,...,r}:

k
minw, (Supp(f|xM;)) > Emn’ (2.41)
dann ist f = 0. Dabei ist
o, = sup inf w,(Im(cQ)™).

QeH,, 0€SP(n,Z)
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Die Menge von Kernen {v(f|,M)| M € Sp(n,Z)} ist TV (N)-zuléissig, das heift

t
vV elr(N), U= < fg A*Sil ) € A(n,7Z)

1st
v(fliVMU) = Av(f M)A’
(siche hierzu [52], Lemma 1.5). Damit ist dann nach (1.8)
min w,, (Supp(f|xVMU)) = minw, (Supp(f|xM)).

Der Wert von min w,, (Supp(f|xM)) hingt fiir eine Spitzenform f zur Untergrup-
pe F(()")(N ) vom Gewicht k nur an der Spitzenklasse, die von M représentiert wird
und nicht am Représentanten selbst. Anstelle von Ungleichung (2.41) geniigt es

somit auch die Ungleichung

k
minw, (Supp(f|xM;)) > 1 0n (2.42)
fir alle Représentanten M; von Fén)(N )\Sp(n,Z)/A(n,Z) zu fordern. Dabei sei

t%)(j) die Weite der Spitzenklasse M;. Im Fall n = 1 und n = 2 finden sich
hierfiir explizite Werte in Lemma 2.21 und Lemma 2.36.

Bemerkung 2.43

i) Hier stellt sich nun die Frage, ob sich die Werte minw,(Supp(f|M,)) fir
zwei Spitzenklassen My und My tmmer unterscheiden. Konnen hier Teil-
mengen von Spitzenklassen identifiziert werden, fir die dieser Wert tiber-
einstimmt, so konnen wir anstatt (2.42) eine Ungleichung der Form

S () minw, (Supp(Fl0L) > oo, (2.43)

4
Mj eX
mit

X = {MeFé")(N)\Sp(n,Z)/A(n,Z) :ﬁiizgigig?'%j))) }

nur fiir eine Menge von Reprasentanten aus F(()")(N)\Sp(n, Z)]A(n,Z) for-
dern, fir die minw, (Supp(f|M;)) paarweise verschieden ist. Die im Fol-
genden abgeleiteten Schranken kénnten hierdurch verbessert werden. (Es
werden im Allgemeinen fir mindestens eine Fourierentwicklung aus (2.43)
weniger Fourierkoeffizienten einer Spitzenform f als in (2.42) bendtigt bis
eine Ungleichung aus (2.43) verletzt wird und folglich f = 0 ist.) Wie spdter
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in Abschnitt J deutlich wird, ist dies aber zumindest fir den Fall n = 1
nicht zu erwarten, falls wir annehmen, dass wir in jeder Entwicklung eine
Schranke haben, die die gleiche Anzahl von Fourierkoeffizienten braucht, um

das Verschwinden einer Spitzenform f nachzuweisen. Beachte hierbei auch
Bemerkung 2.62.

Sind fiir eine Spitzenform f € S{“(F(()l)(N), X) die beiden Fourierentwicklun-
gen in den beiden Spitzenklassen My und My mittels

(fleM;)(Z) = Z a2 (T2)

TeSupp(f|xM;)

gegeben, so wiirde mit der selben Begrindung wie in i) auch eine Aussage
(iber die potenziellen Trager) der Form:

VT € Supp(f| M) mit wi(T) < ¢ gilt at =0
= VT € Supp(f|Ms) mit w(T) < ¢y gilt a3 =0

fiir geeignete Konstanten ¢y und co zu einer Verbesserung der Abschitzung
fiihren. Ob eine solche Aussage giiltig ist, ist hierbei vollkommen offen. Es
scheint, dass Spitzenklassen, die nicht in der Menge

n

U sV (0) (2.44)

=0

liegen, schlechtere Abschdtzungen liefern. Die Giiltigkeit einer Aussage der
obigen Form scheint in den Spitzenklassen, die nicht in (2.44) liegen daher
eher maglich. In den Spitzenklassen aus (2.44) wirde, dhnlich wie im Fall
der Dimension 1, eine Verbesserung der im Folgenden abgeleiteten Schran-
ken vor allem bei kleinen Stufen zu einer Abschdtzungen fir die Dimension
von Rdaumen von Spitzenformen fiihren, die kleiner als die wahre Dimension
der Rdaume ist. Man hdtte also einen Widerspruch hergeleitet. Die Giiltig-
keit einer Aussage der obigen Form ist also auch fir kleine Stufen nicht zu
erwarten.

Aus der gemittelten Abschitzung [52], Theorem 2.6 erhalten wir:

Ist

it5@<j>minwn<8upp<erj>> > [Sp(n,zwré")w)%mm (2.45)

so ist f =0.
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Fiir alle M; gilt die Ungleichung

minw, (Supp(f|xM;)) > 0,N;. (2.46)
Dabei ist
! 1
N, = . falls M; € S (v
l__[l e N (L, (v)
(Imsvm)#(0,0)
und
0, = min wn(T).
TEMATSY™ (n,7,),
T>0,t;,€27Z

Einige Werte von 0,, fiir kleines n sind:

n |1
0, |1

vl | N

2

Fiir eine fest gewihlte Spitzenklasse M;, j € {1,...,s} geniigt demnach die
Forderung

)
minw, (Supp(f|xM;)) > [5p(n, 2) : Ty (N)]ﬁmn

£ (5) Am
S (n) .
-ty (1)
—0, ) NtN— (2.47)

i=1 N
i#j

um zu folgern, dass f = 0 ist. Sei nun fiir eine positiv definite Matrix Z

m(Z) = min 2'Zz
zezZn—{0}

die Hermitesche Funktion, und g, die Hermitesche Konstante, (siehe [32], [66]),
also die kleinste Konstante, so dass fiir alle positiv definiten Z gilt:

m(Z) < ppi/det(2).

Nutzen wir nun noch die Abschéatzungen

(siche (1.6)) und
wn(Z) > —1/det(2)
(siche (1.7)), so erhalten wir den folgenden Satz:
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Satz 2.44
Sei {My, ..., M} eine Menge von Spitzenklassen fiir F(()")(N), fe S,’i(F(()")(N), X)
eine Spitzenform und

(flxM;)(2) = Z a7 2mitr(1'2)

TeSupp(f|xMj)

die Fourierentwicklung von (f|xM;). Dann sind fir jedes fest gewdhlte j die fol-
genden Aussagen dquivalent:

i) f=0,
ii) fir alle T € Supp(f|xM;) mit

Sp(n.Z) : TV (N)] kS~ ty (i) minw, (Supp(f1:M;))
) = e a4 0)

gllt a;rT = O,

i) fir alle T € Supp(f|xM;) mit

nh s 0
< S 2 S

p|NZ 1

ngt a;r = 0,
iv) fir alle T € Supp(f|pM;) mit

i < N HH ( ) B g ()
th ) v =1 2/3m n = W)
gilt ajr =10
O

2.4 Vergleich der Schranken

Wir wollen uns nun mit der Frage beschéftigen, fiir welche Spitzenklasse Satz
2.44 die beste Schranke liefert. Anders ausgedriickt, beschéftigen wir uns mit dem
Problem, in welcher Spitzenklasse bei einem Test mit nur einer Spitzenklasse die
wenigsten Fourierkoeffizienten berechnet werden miissen, um zu entscheiden, ob
eine vorgelegte Spitzenform identisch null ist. Fiir eine vorgelegte Modulform f
wollen wir dabei sagen zwei Rechnungen in zwei Spitzenklassen sind gleichwertig,
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2.4. VERGLEICH DER SCHRANKEN

beziehungsweise zwei Schranke fiir zwei Spitzenklassen sind gleichwertig, falls
in beiden Spitzenklassen die gleiche Anzahl an Fourierkoeffizienten berechnet
werden muss, um zu entscheiden ob f = 0 ist. Diese Ausdrucksweise soll lediglich
eine quantitative Aussage iiber die jeweils benutzten Schranken erlauben. Sie
ist nicht als exakte mathematische Definition zu verstehen, da sie nicht auf der
wahren Anzahl der notwendigen Fourierkoeffizienten basiert, sondern vielmehr
auf der Giite der gemachten Abschétzungen und der benutzten Techniken beruht.
Insbesondere ist diese Ausdrucksweise auch davon abhéngig, was man unter dem
potenziellen Trager einer Spitzenform versteht. Es wird sich spéter herausstellen,
dass sich die angegebenen Schranken noch fiir einige besondere Spitzenklassen
verbessern lassen.

Wir untersuchen zunéchst den Fall der Dimension n = 1. Hier hat bereits E. Hecke
eine Abschitzung geliefert [28], Satz 2, p. 811 und die Anmerkung dazu. Die
Aussage von E. Hecke lasst sich folgendermaflen interpretieren:

Ist f € Sy (F(()l)(N )) eine Spitzenform mit Fourierentwicklung

00
f — E ar 627”T,
T=0

dann ist f = 0, falls ap = 0 fiir alle 7" mit

k 1
T<—N | | 1+ -
-1z ( +p)
p|N
p,Prim

gilt.

In den an Korollar 2.46 anschlieBenden Ausfithrungen werden wir sehen, dass wir
durch die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Mittel eine Schranke erhalten,
die im Wesentlichen bis auf einen Faktor ﬁ anstatt dem Faktor % der Schranke
von E. Hecke entspricht. Die hier erhaltene Schranke ist im quadratfreien Fall
unabhéngig von der Wahl der Spitzenklasse, die bei der Fourierentwicklung von

f benutzt wird.

Beispiel 2.45

Ist N =5, so ist [SL(2,7Z) : F(()l)(5)] = 6 und F(()l)(5) hat 2 Spitzenklassen: Eine
Spitzenklasse My aus Sél)(l; (0)) der Weite tél)(O; (0)) = 5 und eine Spitzenklasse
M aus Sél)(O; (0)) der Weite tél)(O; (0)) =1.

Betrachten wir die Entwicklung von f in der Spitzenklasse M, so ist f =0, falls
asr =0 fir alle T € N mit

SL(2.2) : T§"(5)] &k (05 (0)) min w, (Supp(f|M;))

T=ul) < =gy oo t5(0; (0))
k V3
< 62\/@”_1:?/&'—1.
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Mittels der Entwicklung von f in der Spitzenklasse My gilt: f =0, falls a; 7 =0
fir alle T € %N mat

SL2,2) :TV()] Kk £7(0;(0) minw,(Supp(f|Ma))
t(1;(0))  2V3w £ (15 (0))

6 k 1 1(V3
—— = —k—-1].
52¢/3r 5 S\ 7w
Da der Trager von f|My aus Matrizen mit Eintrdigen aus %N und der Trdger

von f|My aus Matrizen mit Eintrigen aus N besteht, sind die beiden Schranken
gleichwertig.

T =w (T)

a

Mit Hilfe der expliziten Ausdriicke fiir die Anzahlen und Weiten von Spitzenklas-
sen erhalten wir aus Satz 2.44 mit Hilfe der Lemmata 2.20 und 2.21 folgendes
Korollar:

Korollar 2.46
Sei N = p” eine Primzahlpotenz, M eine Spitzenklasse von F(()l)(N) und f €
Sf(F(()l)(N), X) eine Spitzenform mit Fourierentwicklung

(fleM)(1) = > aupe™

TeSupp(f|kM)
Dann ist f =0, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:
i) Ist M € S](\})(l; (0)), so ist fir alle T € %N mit

k 1 1 1
T < —— {1+ —) +—
(2\/§7r p”) ( p) P
i) Ist M € S](\})(O; (0)), so ist fiir alle T € N mit

()
2\/§7rp p p

ay T = 0.

T <

apT = 0.

iii) Ist M € S](\})(O; (v)) mit 0 <v <%, soist fir alle T € N mat

k 1 pv 1 pu _ pu—2v -1
< —— ) = (14+-) -
<2\/§7T pz/) pl/—2v ( p) p21/—2v

ay T = 0.
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2.4. VERGLEICH DER SCHRANKEN

i) Ist M € S](\})(O; (v)) mit ¥ <v <w, so ist fir alle T € +N mit

k 1 1 P’ +2
T < - — | p’ <1+—) -
(2\/§7r p”) p o

ap T = 0.
a

Da bei einer Enwicklung in der Spitzenklasse J, aus S](\})(l; (0)) fiir alle T € +N
ein Fourierkoeffizient berechnet werden muss, und

1 1
w1 (—T) = —Ww1 (T)
2 2

gilt, sind die beiden Schranken i) und ii) aus Korollar 2.46 gleichwertig, das heifit
in beiden Spitzenklassen muss die gleiche Anzahl

ko, (1 n 1) 1
2\/§7rp p p
von Fourierkoeffizienten berechnet werden, um zu entscheiden, ob f identisch
null ist oder nicht. Wir wollen nun noch zeigen, wie auch bereits das Beispiel

2.45 suggeriert, dass eine Rechnung fiir quadratfreies N und fiir eine Spitzenform
fesy (F(()l)(N ), X) in jeder Spitzenklasse gleichwertig ist.

Proposition 2.47
t o
Seien N = [[ p; quadratfrei, M; € S](\})(F; (v7)), j € {1,2} zwei Spitzenklassen

i=1
von F(()l)(N) und f € Sf(Fél)(N), X) eine Spitzenform mit Fourierentwicklung.

(flxM;)(2) = Z aj’T627ritr(TZ).

TeSupp(f|xM;)

Die Anzahl der Fourierkoeffizienten, die nach Satz 2.44 und den Abschdtzungen

¢
. 1
min wy (Supp(f|pM;)) > H 17

)
19
1

bei einer Rechnung in nur einer Spitzenklasse berechnet werden muss, um zu
entscheiden, ob f = 0 ist oder nicht, ist in jeder Spitzenklasse gleich.

Beweis
Da N quadratfrei ist, haben die Weiten der Spitzenklassen M; den Wert

t
1
) = [
=1

=0
1
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und jede Menge S](\})(éj; (v7)) besteht aus genau einem Element. Setzen wir

k
c = [Sp(1,Z): Fél)(N)]mIE,
so liefert Satz 2.44 die Abschétzungen:
1 1) :
< — = |-
T = t(1)(lj_ (7)) ¢ Z ty' (M) minw, (Supp(f[xM))
N A= A= merfD\sp/a
A?;éle
1 .
= oo |eT X (D) minws (Supp(fle)
Ve |

M#M;j,Mo
1§ (M,,) minw, (Supp(/f[:Min))
£ (15 (7))

Da der Trdger von f|,M; aus Matrizen mit Eintrdgen aus ﬁN besteht,

mit m € {1,2},m # j.

) (13w
N Y
sehen wir mit der Abschéatzung

1=1 p’L =1
1}=0 k=0
dass in jeder Spitzenklasse
c— Yty (M) minw (Supp(f|:M)) — 1 (2.48)
mer(M\sp/a
M#M7, Mo

Fourierkoeffizienten berechnet werden miissen. Diese Anzahl ist also unabhéngig
von der gewéhlten Spitzenklasse.

a

Wie sich die Schranken fiir einzelne Spitzenklassen im nichtquadratfreien Fall
verhalten, untersuchen wir nun noch exemplarisch an einem Beispiel.

Beispiel 2.48
Fiir N = 27 berechnen wir folgende Daten:

Sp(1,2) : Tg"(27)] = 36,
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S0 = (M} mit t5(1;(0) = 27,
S0:(0) = (M} mat £(0;(0) = 1,
S0 (1) = {Ms, My} mit £37(0;(1) = 3,
S0:(2) = {Ms, Mg} mit 1$7(0;(2)) = 1.

Daraus ergibt sich, indem wir

minw, (Supp(f|xMs)) > 1, wund

1
mlnwn(supp(f|kMZ>> > ﬁu (S {173747 576}7

benutzen, die folgende Aussage:
f =0, falls fir alle T € N mat
Sp(1,Z) :T§'(27)] K 157(05(0)) minw,(Supp(f s Mz))
t57(1;(0)  2V3w 157 (1; (0))
~157(05 (1)) (min w, (Supp(f11Ms)) + min w, (Supp(£1:Ma)))
£57(1; (0))
157(0;(2)) (min w, (Supp(f]Ms)) + min w, (Supp(f]:Ms)))

£ (15 (0))
< l 18k _ @
- 27 \/§7r 27

die Koeffizienten a1 = 0 sind, oder falls fiir alle T' € 2—17N mat

T = w(T)

Sp(L,2) :T§"(27)] K t57(1;(0)) minw, (Supp(f|: M)
t57(0;(0) 23w 57 (0 (0))
~15(0; (1)) (min w,, (Supp( /] Ms)) + min w, (Supp(f1:M2)))
57 (05 (0))
~152(0; (2)) (minw,, (Supp( [ Ms)) + minw,, (Supp( 1 Ms)))
57 (05 (0))

T = w1 (T)

18k 35

V3r 27
die Koeffizienten asr = 0 sind, oder falls fiir alle T' € %N mat

Sp(1,2) : T§V(27)] &k
(0 (1)) 2V3w
8 (15(0) minw, (Supp(f1eM1))
£5(0; (1))

T =w(T)

~—_—
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15705 (0)) min w, (Supp(f|xMs))
t57(0; (1))
(1

5701 >>mmwn Supp(f|xMj))
$(0; (1))
157 (0; <2>><mm wa(Supp(f|xMs)) + minw, (Supp(f|xMs)))

t52(0; (1))
< 1 18% _@
— 3\V3r 27

fir k € {3,4}, k # i die Koeffizienten a;7 =0, i € {3,4} sind, oder falls fiir alle
T e %N mat

Sp(1,2) : T§V(27)] &k
tD0:(2)  2v3n

157 (1;(0)) min w, (Supp(f|x M)

£57(0; (2))
0; (

T =w (T)

~157(05 (0)) minw,, (Supp( £ Mz))
£57(0; (2))
~152(0; (1)) (min w, (Supp( ] Ms)) + min w,, (Supp(f]My)))
£57(0; (2))
15705 (2)) min w, (Supp(f|: My))
1505 (2))

18k 61

V3r 27
fir k € {5,6}, k # i die Koeffizienten a;7 = 0, i € {5,6} sind. Auch in diesem
Beispiel sind die Schranken gleichwertig, die man aus den Entwicklungen fir
die Spitzenklassen My, My aus S;)(l; (0)) und Sé;)((]; (0)) erhdalt, wie wir bereits
i Korolar 2.46 gesehen haben. Fiir die Spitzenklassen Ms, ..., Mg beachte auch
Beispiel 2.49.

|

Um Aussagen iiber die Spitzenklassen Ms, ..., Mg aus Beispiel 2.48 zu erhalten,
beschrédnken wir uns nun auf eine mittels einer Thetareihe konstruierte Modul-
form f. Die Tréger von f|;M;, i € {3,...,6} sind in diesen Féllen aus 5-N. In
den Arbeiten von Y. Kitaoka [34] und H. G. Quebbemann [53] wird das Transfor-
mationsverhalten von Thetareihen zu beliebiger Stufe unter der Operation einer
Matrix M aus SL(2,Z) beschrieben.
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Sei 05 eine Thetareihe zu einem geraden Gitter A der Stufe p” und

T — ( b ) € SL(n, Z) mit p’le, (2 fp).
Sei weiter

o:A*/N — Q/Z
v+ A — %Norm(v)—l—Z

und

E = {w+AEA#/A

(W4 A) - (w+A) = cov) Vo e (A#ﬂ%A>/A}.

Hierbei bezeichnet A# das Dualgitter von A und Norm(v) die Norm des Gitter-
punktes v. Nach [53], Proposition 2 ist dann

VAdet(MVie 05T = £ (A/AF) D 37 (w)o, (2.49)
werR
mit
yr (w) — eﬂ'iNo%(w) Z ewi% (Norm(y)+2y-w)
yeA/(ANcA#)

und

ew(Z) — Z 67riNorm(v)Z.

vEWCA/A#

Beispiel 2.49
Wir betrachten das 27-modulare Gitter

1 138
{0 ()
2 2 7
2 1
A= (1 14)'

Dabei sagen wir ein Gitter Q ist N-modular, falls die Gram-Matrizen von ()
und v/ NQ isometrisch (also SL(n, Z)-dquivalent sind. Das Dualgitter von A hat

Gram-Matriz
1 14 -1
-1
40 = 27(—1 2)

mit Gram-Matriz
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_ _ _1
6v/3 2 BENE]

erzeugt. Wir wollen die Entwicklung von ©,(Z) in der Spitzenklasse

10 10
Tl_(3 1) und T2—<9 1)

betrachten. Fiir ¢ = 3 ist dann

el = (1)),
ot - (1(2))

Demnach besteht im Fall c = 3 die Menge
-V3 B2 )/,
aus Reprdsentanten fir E. Im Fall c =9 ist dies nur

{(3)}

Wir sind nun am Trager von O5|T;, ¢ € {1,2} interessiert. Gleichung (2.49)
liefert uns, dass mit geeigneten Konstanten const, und consts

und wird von

(=)

S»—t
w
N[

|H

S

und fiir c =9 ist

ONTy, = constlz’m(w)@w
wek
0
= const1yr, ( 0 ) @(3)

= consty § 67r1N01fm(z)Z
xEA

ist. Da Ty € Sé;)((); (2)) ist, wiirde es nach Beispiel 2.48 geniigen alle Fourierko-
effizienten ap mit

18 61

t =

ar 27

100



2.4. VERGLEICH DER SCHRANKEN

zu betrachten, um eine Linearkombination von Thetareihen der Stufe 27 und Ge-
wicht 1 als 0 nachzuweisen. Dies sind fiir Gewicht 1 etwa genau so viel wie in den
Spitzenklassen aus Sé?(l; (0)) und S%)(O; (0)). Betrachten wir nun den Trdager
von Ox|Ty. Gleichung (2.49) liefert:

OA|Ty = consty Z Y1y (W) Oy

weMCA# /A

Dabei besteht M aus den drei Nebenklassen
0)ea (s)en (17%)
+ A, + A, 2 2 + A.
(1 V3 o

Fiir eine Rechnung sind, da 1) € S%) (0; (1)) ist, alle Fourierkoeffizienten ar von
Interesse, fiir die T kleiner ist als etwa das dreifache der in Beispiel 2.48 fiir den
Fall k =1 angegebenen Schranke, insgesamt also kleiner als

18 29

V3n 27

In diesem Fall sind also auch etwa dieselbe Anzahl von Fourierkoeffizienten von
Interesse wie in allen anderen Spitzenklassen auch.

Bemerkung 2.50

i) Das letzte Beispiel suggeriert uns, dass im Fall n = 1 die angegebenen
Schranken in je zwei Spitzenklassen jeweils gleichwertig sind. Eine genaue
Untersuchung hierzu wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht vorgenommen.
FEine Mdglichkeit dies anzugehen besteht wohl darin die in [3]] angegebe-
nen expliziten Transformationsformeln auf die in (2.13) angegebene Menge
von Spitzenklassen anzuwenden und die dazugehérigen Schranken zu wver-
gleichen.

ii) Die von E. Hecke in [28], Satz 2, p. 811 und der Anmerkung dazu angegebe-
nen Schranke fir den Faln =1 ist besser als die hier behandelte Schranke.

iii) Der Rechenaufwand, um zu entscheiden ob eine Spitzenform identisch null
ist, kann durch eine Rechnung in mehreren Spitzenklassen verringert wer-
den, wenn man annimmt, dass der Rechenaufwand zur Bestimmung eines
Fourierkoeffizienten mit steigender dyadischer Spur auch steigt. Siehe hier-
zu auch Bemerkung 2.51.
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Betrachten wir nun Formen von beliebigem Grad n. Wir wollen zunéchst Ab-
schiatzungen angeben, die sich aus der Betrachtung der Spitzenklassen aus

) = {n=( Ly o)} wd sP@O) - (B

ergeben. Nach Lemma 2.42 ist

n(n+1)

W (n:(0) = N,
tW(0:(0) = L.

Seien
(f|]€E2n> (Z) = Z CLT€27ritr(TZ)7
TeSupp(f|xE2n)
(fledn) (Z2) = Z bpe2mitn(T2)

TeSupp(flxJ2n)

Fourierentwicklungen von f in Ejy, beziehungsweise in .J,,. Die potenziellen Tréager
dieser Modulformen wurden in Lemma 1.20 angegeben. Nach Satz 2.44 ist dann
f =0, falls eine der folgenden beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind.

i) ar = 0 fiir alle
1
T € Supp(fleBan) = {T e MAT™ (n, 52) ‘ T >0,t;; € Z}
mit

n

n(n+1) n]{,’ 1
wp(T) < Nz 1+ —
) WHH( z)

p|N i=1
n(n+1) ]_
() -
p|N i=1
3 n(nt1) 3 - 1
S 2 1+,
2N (2\/} N>p Hl< p’)

ii) by = 0 fiir alle
1
T € Supp(flefn) = {T e MATS™ (n, ﬁz) ‘ T >0,Nt;; € Z}
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mit

Nn(n;»l)
wp(T) <
( ) n n+1) 2\/_ ]1 P ( >

3 1 n(n+1 n(n+1)
vy (VT (1 5) -

p|N =1

- i <2\/_7r 2N>pHN11( )

Benutzen wir die Abschitzung aus ii), so sind, um zu entscheiden ob eine Spit-
zenform identisch Null ist, alle halbganzen (GL(n, Z)-indquivalenten) Formen zu
betrachten, deren dyadische Spur kleiner als

3

2+ (oo o) T (1457 .

p|N i=1
ist. Diese Schranke ist fiir groffes NV im Vergleich zum Fall i) etwa um das N o

fache kleiner. Ein Test auf Verschwinden einer Modulform bendétigt also im Fall
+) —1

i) nur etwa den N -ten Teil der Fourierkoeffizienten wie ein Test im Fall

i1).
Bemerkung 2.51

i) Dies ist ein Unterschied zum Fall n = 1, in dem die Spitzenklasse Jy im
Vergleich zur Spitzenklasse Fso fiir eine Rechnung nicht bevorzugt wird.

ii) Es stellt sich allgemein das Problem zu entscheiden, welche Spitzenklasse
die beste Schranke liefert. Es ist zu vermuten, dass die Spitzenklassen von
SZ(,?)(Z; (v)) mit kleinem | eine bessere Schranke liefern, als diejenigen mit

groflem 1, da in (2.29) p-Potenzen auftreten, die bei groffem | auch grofs

werden.

ii1) Im Hinblick auf Bemerkung 2.87 kénnen sich bereits die Schranken unter-
scheiden, die man fir zwei Spitzenklassen aus SI(,E)(Z; (v)) erhdlt. Es kann
vermutet werden, dass der Unterschied der sich hierbei fiir Spitzenklassen
aus der Menge SIS?)(Z; (v)) ergibt, nur gering ist. Im Grad n = 2 ist dies fiir

zwei Schranken zu geeigneten Spitzenklassen lediglich ein Faktor (iiﬂ)

2
. . p2—1
beziehungsweise <p2+1).

i) Selbst unter der Annahme, dass man mit kleinem | eine bessere Schran-
ke erhdlt, kénnen wir hier nicht davon ausgehen, dass bei einem Test auf
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vi)

104

Gleichheit von zwei Modulformen die Spitzenklasse Jo,, (hier ist | =0) die
schnellste Rechnung liefert. Rechnen wir zum Beispiel zusdtzlich zu Jo, fiir
einige Spitzenklassen mit | = 1 einige Fourierkoeffizienten aus, was wahr-
scheinlich einen relativ kleinen Rechenaufwand bedeutet, da tr(T) klein ist,
so lasst sich damit die Anzahl der zu berechnenden Fourierkoeffizienten in
Jon, verringern. Einerseits sind dies wohl gerade diejenigen Fourierkoeffi-
zienten, fir die man einen hohen Rechenaufwand bendtigt, um sie zu be-
stimmen. Andererseits ist zu erwarten, dass die Anzahl der Matrizen T aus
dem Trager einer Modulform, fir die w,(T) = const gilt, mit wachsender
Konstante const stark ansteigt (Siehe auch Teil vi) dieser Bemerkung), so
dass eine geringe Verkleinerung der Schranken die Berechnung vieler Fou-
rierkoeffizienten tberfliissig machen kann. Nimmt man dabei noch an, dass
fir eine grofle Kostante auch noch die Spur von T grofi ist (siehe vi)),
so erspart man sich hier gerade die Berechnungen fiir diejenigen T', die
aufwendig sind. Diese beiden Effekte konnen dann zu einer signifikanten
Rechenzeitverkiirzung fiihren.

Uber den Zusammenhang von Spur und dyadischer Spur weify man fir klei-
nes n, dass fir alle Minkowski-reduzierten Formen T':

tr(T) = wi(T), falls n=1,
Ztr(T) < wo(T), falls n=2,
2
§tr(T) < w3(T), falls n =3,

ist (siehe hierzu [52], Abschnitt 4). Fiir grof$eres n ist hier keine lineare Ab-
schdtzung mehr bekannt. Selbst falls es eine solche Abschdtzung nicht gibt,
sollte man erwarten, dass man fiir eine groffe Spur auch meistens eine grofse
dyadische Spur hat. Man beachte hierbei auch noch Lemma 2.52. Fine nicht
lineare Abschditzung von Spur und dyadischer Spur findet man in Lemma

2.5/

Um die Mdachtigkeit der Menge

ti €27,1 € {1,...,n},

RG"(const) = {TEMATSym(n,Z)
T st Minkowski-reduziert

wn(T) < const }

abzuschdtzen, kann man ausnutzen, dass fir alle Minkowski-reduzierten
Matrizen T' gilt: w,(T) < tr(T'). Es folgt, dass |RGglg(const)| kleiner als
die Mdchtigkeit der Menge

ti €27,1€{1,...,n},
T ist Minkowski-reduziert

tr(7") < const
RG(const) = {T € MAT™(n,Z)
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ist. Sei G die Gram-Matriz einer halbganzen, positiv definiten, Minkowski-
reduzierten quadratischen Form gegeben. Aus den Reduktionsbedingungen
folgt 0 < g11 < ... < gnn und 2|g;;| < gii. Die Diagonaleintrige von G
kénnen also jeweils <2 und die Eintrige, die nicht auf der Diagonalen
stehen, jeweils const Werte annehmen. Also ist

1 n(n
RGEJZ)(Const) €O (Q—nconst <2+1)) :

Im Falln = 2 findet man in Gleichung (2.57) eine bessere Abschitzung.

vii) Eine explizite Beschreibung der Fourierkoeffizienten einer Modulform bei
Entwicklung in einer beliebigen Spitzenklasse durch die Fourierkoeffizienten
einer fest vorgegebenen FEntwicklung wdre hier wiinschenswert. Selbst fiir

Thetareihen kennt man eine explizite Beschreibung nur tm Fall der Dimen-
sion 1 aus [53] und [34).

viti) Fir einige besondere Spitzenklassen wurde in Lemma 1.20 ein expliziter Zu-
sammenhang von Fourierkoeffizienten von Modulformen berechnet. Hierfiir
werden wir spdter Verbesserungen der Schranken angeben.

Lemma 2.52
Sei ¢, die grifste Konstante, die so gewdhlt ist, dass fiir alle Minkowski-reduzier-
ten Form T € P,,(R)NC} gilt:

entr(T) < wi(T).

Dann st

IN

Cn+1 Cp.-

Beweis:
Zunichst wollen wir anmerken, dass die Konstanten ¢, existieren, da fiir alle
T eP,(R)NC gilt:

wn(T) < tr(T).
Ist also cr die grofite Konstante, so dass
crtr(T) < w,(T)

gilt, dann ist ¢y aus [0, 1]. Da P,,(Q) dicht in P,(R) ist, und da fiir die Spur und
die dyadische Spur gilt:

tr(AT) = Atr(7),
wn(AT) = dw,(T),
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geniigt es nach der Definition von ¢, anstelle der Minkowski-reduzierten Formen
aus P, (R) U C} nur Minkowski-reduzierte Formen aus P,(Z) zu betrachten. Sei
{T}}ien eine Folge von Formen und {c¢,;}ien eine Folge positiver Zahlen, so dass
Cnitr(T;) = wy(T;) und

lime,; = ¢,
71— 00

gilt. Wir betrachten die Folge

SRS

Da alle T; Minkowski-reduziert sind, sind dies auch alle S; und es ist

u)n+1(Si) = wn(ﬂ)—i—l = cmtr(Tl)jtl

li < 2

fimess < 3
ist, folgt mit Induktion nach n nun: Es existiert ein iy, so dass fiir alle ¢ > iy die
Ungleichung 1 > ¢,,; gilt und somit

Cnitr(T) +1 > cpitr(Ty) + ey = cnitr(Si), Vi > g,

also wy41(5;) > ¢,4tr(S;), Vi > ig, was wiederum ¢, 1 < ¢, impliziert, da {S; }ien
eine Teilmenge von P, (R) ist.

Bemerkung 2.53

i) Die Werte ¢, fir n > 4 konnen durchaus gleich null sein. Sowohl die
Spur als auch die dyadische Spur liefern uns eine positive Schranke fiir
die Entscheidung, ob eine vorgegebene Spitzenform identisch Null ist oder
nicht. Das Verhdltnis dieser Schranken ist eine gewisse positive Zahl. Die-
ses Verhdltnis konnte fiir groffe Werte von Spur und dyadischer Spur aber
beliebig nahe an 0 liegen. Falls fiir ein n der Wert von ¢, gleich Null wdre,
also tr € O(wy,), dann kénnte die dyadische Spur dementsprechend im Ver-
gleich zur Spur eine beliebig gute Verbesserung der Schranken liefern. (Dies
wdre dann vor allem fiir grofie Schranken, also Spitzenformen mit hohem
Gewicht oder grofier Stufe zu erwarten.) Konnte man umgekehrt zeigen,
dass ¢, einen positiven Wert hdtte, also tr € O(w,), dann wirde dies die
dyadische Spur davon abhalten, im Vergleich zur Spur eine beliebig gute
Verbesserung der Schranken zu liefern.
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it) Anstrengungen einen positiven Wert fiir die Konstanten c,, im Rahmen die-
ser Arbeit zu konstruieren waren leider fruchtlos. Mit Hilfe der Reduktions-
theorie ldsst sich aber noch folgender Zusammenhang von Spur und dyadi-
scher Spur zeigen.

|

Lemma 2.54
Fiir die ganzen Minkowski-reduzierten Formen T' gibt es eine Konstante const,,,
so dass gilt:

wn(T) > const, y/tr(T).

Beweis:
Zunéchst kénnen wir die dyadische Spur einer Form durch deren Determinante
abschétzen (siehe [52] Proposition 3.12),

wn(T) > L 2/det(T).

fin

Seien My, ..., M, die sukzessiven Minima von 7. Nach [12], Theorem 2.2, Theo-
rem 3.1 oder [65] ist

pndet(T) > [ M,

und
M; > Cjty;

fiir geeignete Konstanten C;. Also ist:

wn(T) > uﬂndew) >

Da T' ganz ist, konnen wir schlielich das Produkt {iber die Diagonaleintrige ¢;;
durch die Spur abschétzen:

n n
Htjj Z Cztjj = Ctl"(T)
j=1 j=1

Hierbei ist ¢ = 1, falls 7" eine gerade Form ist und 27" falls T halbganz ist. In
beiden Fillen gibt es eine Konstante

const,, =

die die behauptete Ungleichung aus dem Lemma erfiillt.
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2.5 Verbesserungen von Schranken fiir einige
Spitzenklassen

Wir wollen nun noch Verbesserungen der in Satz 2.44 angegebenen Schran-
ken fiir einige Spitzenklassen herleiten. Betrachten wir dazu den in (1.11) be-

schriebenen Vektorraumautomorphismus von S¥(T{"(N)). Sei S; die Spitzen-
klasse aus S](\;L)(g', (0)), 0 < i < n. In Lemma 1.20 wird fiir eine Form f €
SETYY(N)) die Fourierentwicklung von (f|S,_;)(Z) explizit durch die Entwick-
lung von (f|w y|S;)(Z) ausgedriickt.

Bemerkung 2.55

i) Betrachten wir eine Form f aus dem von Thetareihen erzeugten Unterraum

eines Raums von Modulformen zur F(()n)(N), dann ldsst sich diese durch
Fourierentwicklungen von (f|xS;)(Z) fir alle i explizit berechnen. Formeln
hierfir findet man in [6], Lemma 8.2 und [5], Lemma 4.8.

it) Der von den Thetareihen erzeugte Raum der Modulformen ist invariant un-
ter der Frickeinvolution. Betrachten wir also eine Siegelsche Thetareihe ©
vom Geschlecht n zum Gitter A mit Stufe N, dann ist ©|yw] \ die Sie-
gelsche Thetareihe vom Geschlecht n zum mit N skalierten Dualgitter von
A. Siehe hierzu zum Beispiel [24], Satz 0.3 (Thetatransformationsformel)
zusammen mit Gleichung (1.12).

|

Sei ¢g das Bild einer Spitzenform f € S,’i(Fé")(N )) unter der Frickeinvolution,
g=fl kwﬁi ~ it Fourierentwicklungen

(9lSi)(2) = Z aT€2witr(fZ) and
TeSupp(g|xSi)
(f‘ksn—z)(Z) = Z bT€27'ritr(TZ)’

TeSupp(f|xSn—i)

fiir ¢ # 0, und seien zwei Konstanten ¢; und ¢y so vorgegeben, dass die beiden
Aussagen

VT € Supp(g|xS;) mit w,(T) < ¢

i 7)) = . 2.51
(GhS)Z) =0 & 7 (251)
' _ VT € Supp(f|pSn—i) mit w,(T) < co
(flkSn—i)(Z) =0 gilt by — 0 (2.52)
wahr sind. Wir wollen nun die folgende Aussage zeigen:
Falls VT € Supp(f|xSn—:) mit w,(T) < Ne¢y gilt by = 0,
dann ist f = 0. (2.53)
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Aufgrund von Lemma 1.20 besteht fiir die Fourierkoeffizienten a; von (g|x5;)(Z)
und by von (f[xSn—i)(Z) der Zusammenhang

n(n— n . —k
bT _ <(_1> (21)N§—1> ay
mit
- ) LKZ,
P (g (e ).
Nk VNK,_;

Insbesondere gilt

Im an diese Ausfithrungen anschlieenden Lemma 2.59 werden wir zeigen, dass

wn(T) < Nuwn(T)
gilt. Damit erhalten wir aus (2.53) die Implikation von rechts nach links in (2.51).
Ist also die Voraussetzung in (2.53) wahr, so folgt daraus g|xS; = 0 und somit
g = 0 und, da die Frickeinvolution ein Automorphismus ist, auch f = 0. Ist
Ne¢y < ¢g haben wir eine Verbesserung der Abschétzung aus Satz 2.44 angegeben.
Im Fall @ = 0 seien die beiden Fourierentwicklungen

(9S0)(Z) = Z aT62nitr(Tz) and
TeSupp(g|1.So)
(fleSa)(Z) = Z bpe2m(T2)

TeSupp(f|xSn)

sowie Konstanten ¢; und ¢y wie in (2.51) und (2.52) gegeben. Wir wollen anneh-
men dass c¢; so gewahlt ist dass gilt:

Falls VT € Supp(g|xSo) mit w,(T) < ¢; gilt az = 0,
dann ist g = 0.
Mit Lemma 1.20 folgern wir

mit T = NK,TK,, denn
br = (—1)n(n271)kN_n7kaT.

Da Ky € SL(n, Z) ist, gilt w,(T) = Nw,(T') und es folgt:

Falls VT' € Supp(f|xSy) mit w,(T) < Ney gilt by = 0,
dann ist f = 0.

Die sich aus den obigen Ausfiihrungen ergebenden Verbesserungen fassen wir in
folgendem Satz zusammen. Beachte dabei, dass fiir die dort definierten Schranken
min{cg, N¢,} = Ne, gilt, was in Teil ii) der Aussge benutzt wird.
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Satz 2.56
Seien S; fir 0 < i < n die Spitzenklassen von F(()n)(N) aus S](\?) (z,(0)), und
seien S;, n < 1 < s die restlichen Spitzenklassen von F(()")(N). Sei weiter f €

Sk (Fén)(N)) eine Spitzenform mit Fourierentwicklungen

Sy = Y age™ T,

T€Supp(f|xSi)

Setzen wir fir 0 <1 < n jeweils

Q)
N [Sp(n,?)-(f)o My & o Z mmwn((Sl)lpp(f!kS))’

wobei t¥, (1) die Weite der Spitzenklasse S; bezeichnet, dann sind dquivalent:
1) f=0,
ii) YT € Supp(f|xSo) mit w,(T) < Ne¢, gilt agr =0,
iii) YT € Supp(f|xSn) mit w,(T) < ¢, gilt apr =0,
iv) VT € Supp(f|S;) mit w,(T) < min{c;, Ne—i} gilt a;7 =0, (0 <i <n).
|

Wir erhalten hieraus folgende explizite Schranken:

Korollar t2.57

Set N =[] p;j eine natirliche Zahl. Mit denselben Voraussetzungen wie in Satz
j=1

2.56 sind folgende Aussagen dquivalent:

i) f=0,
ii) YT € Supp(f|xSn) mit

0

wa(T) < ﬁn

nk 0 " 1
(e
2im NN P
gilt a, 1 =0,
iii) YT € Supp(f|xSo) mit

wnl(T) < o+ (;%\; —an) TI1I (1 +%)

p|N j=1

gllt Qo T = 0,
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iv) VT € Supp(f|xS;) mit
wn(T) < min{c(i), Ne(n — i)},
wobet
1
C(Z) . 0_n+( nk _D_n> 2zn1+zﬁ 1;[1< + )
N 2V3r N ey <p;’3t1+ VrUSz)

1en(n)
TI =i

iwst, gilt ;7 =0, falls 0 <i < n.

Bemerkung 2.58

Satz 2.44 liefert uns fir die beiden Spitzenklassen Sy und S,, Schranken, die wie
im Anschluss an Bemerkung 2.502.50 gezeigt wird, nicht gleichwertig sind. Satz
2.56 sowie Korollar 2.57 liefern nun Schranken, die gleichwertig sind.

Nun zeigen wir die in Satz 2.56 benutzte Ungleichung.

Lemma 2.59
Ist M = ( ]\g‘ g ) € MAT®™(n, Z) mit A € MAT®™(i,Z), N € N und
- ) LKZ.
0= (e Y, ).
VNN \/NKn—z
dann gilt:
wn(M) < Nuw, (M), falls 0<i<n.
Beweis:
Sei

(o )
71' = 1 K
uw i

und eine dyadische Darstellung von M, durch
M = Zozjvjv; mit w (M) = Zaj
J J
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gegeben. Dann ist

M = TMT, = ) a;(T) (Twy)

J

- S5 () (45

und folglich:

Bemerkung 2.60

i)

Betrachtet man die Elemente T € Supp(fx|Sn—i) des potenziellen Tragers
einer Modulform f zur F[()")(N ), so kann der Faktor N in dieser Abschdtzung
nicht verbessert werden, wie man am folgenden Beispiel (0 < j < n) er-
kennt, wenn man N grofs wdhlt:

M = ( NE; N2 E ) hat dyadische Spur wy,(M) = N*"=9) 4 N7,
n—j

- N3E,_;
i = ( o

) hat dyadische Spur wy,(M) = N33 4 4,

J

Ist M aus einer Teilmenge von Supp(fi|Sn—:), zum Beispiel aus der fiir
uns interessanten Menge {M & Supp(fi|Sn—i)| wn(M) < const}, so kann
und wird fir explizite Rechnungen meistens auch eine bessere Abschitzung
existieren.

|

Im Anschluss geben wir noch eine Verbesserung der Schranken fiir die Grade n =
2 und n = 3 an. Wir bezeichnen wieder mit S; die Spitzenklasse aus 51(\7) (z; (0)).
Bei der Herleitung von Satz 2.44 haben wir die Abschétzung

min (w, (Supp(f1xS:))) > 0.0V

(siche 2.46) benutzt. Fiir die Spitzenklasse Sy ist
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Betrachten wir aber eine der Spitzenklassen S;, 1 < i < n, dann wissen wir aus
Lemma 1.20, dass das obere linke Element eines Elementes des Tréagers durch N
teilbar ist. Fiir eine Minkowski-reduzierte Form

T = ( ‘b‘ i) € MAT™™(2,7)

ist dann:

wo(T) = a+c—|p| > =N

DN o

und somit

min ws (Supp(f|xSi)) >

[\CR V]

Fiir n = 3 folgt mit Hilfe von Proposition 4.2. aus [52], dass
minws (Supp(f[xS:)) > 2.

Eine weitere Verbesserung im Fall n = 2 kann dadurch erreicht werden, dass man
die in der Aussage von Satz 2.44, iii) benutzte Konstante

k k
— auf - 2.54
37 6 ( )

reduziert. Dieses ist ein bisher noch unveréffentlichtes Ergebnis von C. Poor und
D. S. Yuen.
Damit erhalten wir aus Satz 2.56 das folgende Korollar fiir Grad 2 Formen:

Proposition 2.61
Sei N eine natiirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung N = [[._, p/" und 4 { N.

Seien weiter S;, 0 < i < 2 die Spitzenklassen von F((JQ)(N) aus S](\?) (2;(0)) und sei
fesk (Fé2)(N )) eine Spitzenform mit Fourierentwicklung

(fleS:) (Z2) = Z ai’TGQWitr(TZ)‘

TeSupp(f|rS:)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) f=0,
ii) fir alle T € Supp(f|xS2) mit wa(T') < ¢y gilt agr =0,
iii) fir alle T" € Supp(f|xSo) mit wa(T) < Ney gilt apr =0,

i) fiir alle T € Supp(f|pS1) mit wo(T) < co gilt a1 r = 0.
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Dabei ist
C — EﬁH 1—|-i _iH (1+ 21/2-—1+ QVi)
1 = 6 pj IN3 D; D;
i=1j=1 i i=1
2
) e o)
‘ j=1 p;
und
2
(1—'—%) 3
— s
” Hp?% +p?”‘ 1 H 2V1+p12Vl 1)

2
, 1+ 2, — _|_ 2Vi—2
<1+p27 ( > . s . '

Fiir die Gewichte k£ € {1,2,3} und N < 50 fassen wir einige gerundete Werte fiir
die Schranken N¢; und ¢y in der folgenden Tabelle zusammen. Hierbei werden
Werte grofer als 100 nicht mehr aufgefiihrt.

|

k=1:
N 2 3 5 6 7 9 10| 11 13 14 15
c | -1.0]-05]|-0.2| -0.2] -0.1] -0.0 0.1 0.0 0.1 0.1 0.1
Ne; | 20| -14 1] -08 | -1.0| -0.4 | -0.3 06| 04 0.7 2.0 1.9
c | -081-07]-04| 03] -0.1] 0.2 1.1 | 0.5 0.8 1.9 1.8
Neoy | .17 -21 1] -22| 2.1 | -1.0 14| 10.8 | 5.1 | 10.1 | 26.0 | 27.1

N 17 18 19 21 22 23 25| 26 27 29 30
ca| 01 02} 01| 02| 02| 01| 0102 01| 01| 04
Ney | 14 39 18] 35| 47| 24| 31]60| 40| 35| 126
co | 14| 29| 17| 29| 35| 24| 28|43 34| 34| 6.3
Neo | 24.2 | 52.3 | 33.2 | 59.9 | 76.3 | 55.2 | 70.8 91.5 | 98.2

N 31| 33| 34| 35| 37| 38| 39| 41 42 | 43 45
cal 01} 02 03| 02} 01} 03] 02| 0.1 04] 0.1 0.2
Necy | 38| 66| 85| 63| 48| 98| 81| 55| 183 | 58| 10.7
ca| 37| 50| 59| 50| 47| 67| 6.1| 54 9.0 5.7 7.4

N 46 | 47| 49 20
1 03] 01} 02| 03
Ney | 123 6.5 7.6 | 50.7
Co 84| 64| 68| 9.6
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k=2:
N 2 3 5 6 7 9 10 11 13 14 15
c|-071-02] 00| 03] 01| 02| 05| 02| 02| 05| 04
Ney | -14]-07) 02 18| 10| 19| 45| 24| 31| 72| 6.6
c|-041]1-01] 04| 17| 10| 18] 32| 23| 30| 48| 4.7
Ney | -08]-04) 221104 731164 325|254 | 385 | 67.7| 704
N 17 18 19 21 22 23 25 26 27 1 29 30
ca| 03 07] 03] 05| 06| 03| 03| 06| 04| 03| 1.0
Ney | 441123 51| 96| 122 | 6.4 ] 83| 14.8 | 10.7| 85| 30.0
e | 43| 71] 49| 68| 81| 62| 72| 97| 84| 82| 135
Ney | 725 93.5
N | 31 33 34 35 37 38 39 41 42 43 45
ci| 03] 05| 06| 04| 03] 06| 05| 03] 1.0 03] 0.5
Neg | 911155198148 | 11.1 223|185 | 125|409 | 13.1 | 24.6
e | 891121130 11.2 109|147 | 134|122 | 18.9| 12.9 | 16.0
N 46 47 49 50
ca| 06] 03| 03] 0.7
Ney | 2731145 17.1 | 50.3
cy | 1801 14.2 | 15.2 | 204
k=3:
N 2 3 5 6 7 9 10 11 13 14 15
ci|-04100]03| 08| 03] 05| 08| 04| 04| 09| 07
Ne | -081 0113 45| 23| 42| 84| 44| 54| 123 11.2
c | -00]|04]13] 31| 22| 35| 54| 42| 51| 78| 7.6
Ney | 00 1.2 65| 187 | 156 | 31.4 | 54.2 | 45.8 | 66.8
N | 17 18 | 19 21 22 23 25 26 27 29 30
|04 11104 07| 09| 05| 05| 09| 06| 05| 1.6
Ney | 741206 | 84| 156 | 198 105 | 13.5 ] 23.6 | 17.3 | 13.5 | 47.3
c | 7111281 10.8| 12.7| 10.1 | 11.5 | 152 | 134 | 13.1 | 20.8
N 31 33 34 35 37 38 39 41 42 43 45
ca| 05 071 09 07| 05| 09| 07| 05| 15| 05| 09
Necy | 145|245 1311|1233 17.5| 348 1289|195 | 63.6 | 20.5 | 38.5
cy | 14.1 1173 120.1 | 174|171 ] 22.6 | 20.6 | 19.0 | 28.8 | 20.0 | 24.7
N 46 47 49 50
cg| 09] 05| 05| 1.1
Necy | 42.3 1 22.5] 26.6 | 49.9
cy | 27.6 | 22.0 | 23.5 | 31.2
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2.6 Die Dimension der Spitzenriume Sk (I‘((]n) (IN))

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Dimension der Rdume S* (F(()n)(N )
von Spitzenformen vom Grad n zur Modulgruppe F(()n)(N ) vom Gewicht k € Z
beschéftigen.

Im Fall n = 1 sind die Dimensionen fiir Fuchssche Gruppen der ersten Art be-
kannt. Siehe hierzu zum Beispiel [48], Theorem 2.5.2 und Theorem 2.5.3 oder [61],
Theorem 2.24 und Theorem 2.25. E. Hecke [28], Satz 2, p. 811 und die Anmerkung
dazu, gab bereits 1940 folgende Abschéitzung an:

ek k 1
dim(SFTM (V) 1)) < N 11 (1 +]3) .

p,Prim

Explizite Werte finden sich zum Beispiel in [48], Table A. Speziell fiir Gewicht
eins findet sich ein Ausdruck fiir die Dimensionen in Termen von Werten von
Residuen von speziellen Zetafunktionen in einer Arbeit von Y. Tanigawa und
H. Ishikawa [63].

Im Fall n = 2 hat K. Hashimoto mit Hilfe der Selbergschen Spurformel die
Dimensionen von S¥(T', 1) fiir bestimmte Untergruppen I' von Sp(2,Z) im Fall
k > 5 bestimmt, siehe [27], Theorem 5-1. Daraus berechnet er dann unter anderem
eine explizite Formel fiir dim(Sg(FéQ) (p),1)) fiir ungerade Primzahlen p. Siehe
hierzu [27], Theorem 7-1. In dieser Veroffentlichung finden sich auch viele Hinweise
auf weitere Aussagen zu Dimensionen von Spitzenrdumen. Fiir die Gewichte k =
3,4 gibt es Vermutungen fiir explizite Formeln. Im Falle £ = 2 weif3 man weniger.
Es ist aber bekannt, dass die Dimensionen nicht fiir alle Stufen Null sind. Dies
wurde in der Arbeit [6] von S. Bocherer und R. Schulze-Pillot gezeigt. Die in [6]
vorgestellten unteren Abschétzungen sollen im folgenden Unterabschnitt zunéchst
beschrieben werden.

Im Fall n = 3 findet sich in [64] eine explizite Formel fiir dim(M#¥(Sp(3,7Z), 1)) und
in [46] im Fall & > 10 ein explizites Ergebnis fiir die Dimension von Spitzenrdumen
zur Gruppe Sp(n, Z).

2.6.1 Untere Abschitzungen der Dimensionen

In [6] werden von S. Bocherer und R. Schulze-Pillot mit Hilfe von Yoshida-
Liftungen und Thetareihen nichttriviale Spitzenformen zu den Untergruppen
F(()")(N ) von ’kleinem’ Gewicht konstruiert, [6], Corollary 9.1, p. 85. Wir betrach-

ten speziell den Fall n = 2 und N = p Primzahl. Mit Sf’*(Fgl)(p)) bezeichnen

wir den Unterraum von S%(Fgl)(p)), der von Hecke-Eigenformen h; erzeugt wird,
deren L-Funktion L(7,h;) an der Stelle 7 = 1 nicht verschwindet. Sei weiter

512’+(F(()1)(p)) der Raum der Spitzenformen f € Sf(Fél)(p)), die unter der Frick-
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einvolution

5 s )

invariant sind, also f[pw; = f, und Sf’_(f‘él)(p)) der Raum der Spitzenformen
fe SV (p)), die unter der Frickeinvolution anti-invariant sind, f|,wf = —f.

Die in [6] konstruierten Spitzenformen liefern fiir dim(S%(Féz)(p))) als untere
Abschétzung den Wert

dim(s3 () + =D S 2D

mit
df = dim(SPT(05 (),
d, = dim(SP (T

+oqt_
Ist d;f beziehungsweise d aus {0, 1}, so ist der entsprechende Summand w

beziehungsweise d;(dQLl) in der Abschétzung gleich Null. Der erste Fall fiir den
eine Spitzenform f aus Sf’_(Fél)(p)) existiert fiir die L(1, f) = 0 ist, ist p =
389. Dies folgt zum Beispiel aus [60]. Weitere Primzahlen, fiir die Spitzenformen
aus Sf’_(F(()l)(p)) existieren, fur die L(1, f) = 0 ist, wurden von K. Hashimoto
angegeben und mit dessen Einverstdndnis in [6], p. 87 verdffentlicht. Ist L(1, f) #
0 fiir alle f € S77(I)”(p)) so gilt dim(SP" (5" (p))) = dim(S7™ (1" (p)).

Den Wert von dim(S%(Fél) (p))) findet man in [20], p 134. Es gilt fiir quadratfreies
N:

AP ) = 14 X4y -5 X2y 3 (14 (7))

p
p|N p|N p|N

wobei () das Jacobi-Symbol bezeichnet.

Bemerkung 2.62

Betrachten wir Spitzenformen vom Gewicht 2, so folglt aus der obigen Formel,
dass die Dimension dim(Sf(Fél)(N))) fiir quadratfreies N von der Gréffenord-
nung O (%N) ist. Unter der Annahme, dass fiir Spitzenformen vom Grad 1 die
Schranken fiir jede Fourierentwicklung gleichwertig sind, was fiir quadratfreies
N in Proposition 2.47 gezeigt wird, kann aus einer Aussage der Form (2.43)
ein Widerspruch hergeleitet werden. Nehmen wir an, fir die beiden Spitzenklas-
sen M;, j € {1,2} stimmen die beiden Werte minw,(Supp(f|2M;)), j € {1,2}
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immer tberein. Dies liefert uns eine Abschdtzung d(N) fir die Dimension von
N

dim(Sf(F(()l)(N))), die von der Groflenordnung O (W) ist. Damit ist aber

dim(SFIE)(N) 4VBr
R d(N) = g & Lsl

was nicht maéglich ist.

In [61], 2.24 wird gezeigt, dass

dim(S3T (TP () = g(Xd (p))

ist. Dabei bezeichnet g( X (p)) das Geschlecht der Modulkurve X (p). Eine For-
mel hierfiir liefert E. Hecke in [28], p.773-781,

1 1 1
g(XF(N)) = S9(Xo(N)) + 5 = J0nh(=4N),
mit
2, falls N =T7(mod8),
oy = %, falls N = 3(mod38),
1, sonst.

Mit h(—4N) wird die Klassenzahl primitiver positiv definiter quadratischer For-
men der Diskriminante —4N und mit g(Xo(V)) das Geschlecht der Modulkurve
Xo(N)glossaryg(Xo(N)) bezeichnet. Eine Formel hierfiir findet sich ebenfalls bei
E. Hecke [28], p.773-781 oder in [48], Theorem 4.2.11, p. 113. Fiir eine Primzahl
N =pist

i = fiven-1+(59)

Da
ST (p) = SPHTS () @ ST (p))

die direkte Summe der beiden Unterrdume invarianter und anti-invarianter Spit-
zenformen ist, also

dim (ST () = dim (SO ) + dim ($270 @) |
gilt, kennen wir somit auch den Wert von
d, = dim(S}(T(p)) - d;.

Fiir Primzahlen kleiner als 100 sind in Tabelle 2.3 Dimensionen von einigen der
oben genannten Réume sowie die untere Abschéitzung fiir dim(S%(FéQ) (p))) auf-
gefiihrt.
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P 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
dim(2C@) o o o o 1 o0 1 1 2 2 2 2 3
dt 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
d, o0 0 0 1 0 1 1 2 2 2 1 3
dim(S>*rP@)lo o o o 1 0 1 1 2 2 2 2 6
p 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
dim(S2Cp) [3 4 4 5 4 5 6 5 6 7 7 7T
df 1 o 1 0 1 2 0 2 1 1 1 3
d, 2 4 3 5 3 3 6 3 5 6 6 4
dim(S>*(CPp)) | 4 10 7 15 7 9 21 9 16 22 22 16

Tabelle 2.3: Einige Werte von Dimensionen von Spitzenrdumen und eine untere
Abschétzung fiir dim(S2(F (p)))

2.6.2 Obere Abschitzungen der Dimensionen

Wir wollen nun auf obere Schranken fiir die Dimensionen dim(Sfj(Fén)(N )) ein-

gehen. Seien dazu Si,...,Ss die Spitzenklassen von F(()n)(N ). In Satz 2.44 wird
fiir eine Spitzenform f und eine Spitzenkasse S; eine obere Schranke

[Sp(n,Z) : Tg"(N)] |k~ 13 () minw, (Supp(f|M;))

£0) oG ()
i#]

fiir die dyadische Spur der Elemente des potenziellen Trigers einer Fourierent-
wicklung von f|;M; angegeben, die bestimmt werden miissen, um zu entscheiden,
ob f identisch Null ist. Der Ausdruck (2.50) gibt fiir die Spitzenklasse .J,,, die hier
mit S,, bezeichnet werden soll, eine explizite Abschiitzung fiir (N, n) an. Aus
Abschnitt 2.4 und Satz 2.56 entnehmen wir, dass die Schranken fiir die Spitzen-
klassen J, und E,, Werte liefern, bei denen am wenigsten Fourierkoeffizienten
berechnet werden miissen, um das Verschwinden von Spitzenformen nachzuwei-
sen. Fiir Spitzenformen vom Grad 2 haben wir in Proposition 2.61 die explizite
Schranke aus (2.50) verbessert. Den jeweils besten Wert wollen wir mit ¢* (N, j)
bezeichnen.

Der Wert eines Fourierkoeffizienten ar hingt nur von der SL(n, Z)-Aquivalenz-
klasse von T ab. Die Anzahl der Klassen, die dyadische Spur kleiner als c& (IV, 7)
haben, ist somit eine obere Schranke fiir die Dimension von Sﬁ(Té”)(N )). Da fiir
ein Element U € GL(n,Z) gilt

ar = det(U)_kaUtTU, (255)
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ist bereits die Anzahl der GL(n, Z)-dquivalenten Klassen von halbganzen, sym-
metrischen, positiv definiten Matrizen T, mit

wa(T) < cu(N,J)

eine obere Schranke fiir dim(S,’j(Fé”)(N ))). Gilt fiir jeden Repréisentanten 1" einer
GL(n, Z)—Aquivalenzklasse T(? einer halbganzen, symmetrischen, positiv defini-

ten Matrizen Tp, dass die Aquivalenzklasse 7" von T modulo SL(n, Z) gleich TﬁL
ist, dann muss fiir ungerades Gewicht k der Fourierkoeffizient ar aufgrund von
(2.55) gleich Null sein. Dies liefert fiir ungerades Gewicht eine weitere Verbesse-

rung fiir die Schranke von dim(Sﬁ(F(()n)(N ))). Wir bezeichnen die so aus c*(N, j)
erhaltene Schranke mit d% (N, j).

Im Fall n = 1 stimmen die Werte von ¢§(IV, ) und d¥(N, j) fiir alle Spitzenklassen
iiberein. Betrachten wir eine der Spitzenklasse

SOZEQ oder 81:<_01[1)>,

dann gilt fiir j € {0,1}

ENj) = BE(N,G) = (%—1)11(1%)—%.

In Tabelle 2.4 werden einige spezielle Werte von d¥(N,j), j € {0,1} mit den

wahren Werten von dim(Sf(F[()")(N ))) verglichen. Die Dimensionen wurden aus
[48], Tabelle A iibernommen. Vergleichen wir d¥(N, j), j € {0,1} mit der von
E. Hecke gefundenen Abschitzung 2.55 so ist:

o dim(SEHO)(V) 23w
N—x  di(N,j) 12

~ 0,9069.

Im Fall der Dimension n = 2 liefert Proposition 2.61 fiir die Spitzenklassen

So = Ey
1

S =
~1

B 0 B,
- (n )

Abschiitzungen von ¢&(N, j). Ist j € {0,2} und N = p eine Primzahl, dann ist

. i (k3 1 1 3
do) = o (G-5) (045) (4 5) -5

120
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| k 2] 4]6]8[10]20] 30 | 50 |
dim(S* ) oo 1|1 ]2] 5| 915
d\(3) ojo|1]|1|2|6|10]17
dim(SFTPGE)) ol 11 [3]3] 9 ]13]23
dL(5) 0|1 /2[3|4|10]15] 26
dim(SFTV@3) | 2 [ 5 |9 [13]17] 37 [ 57 | 97
dl(23) 2 | 7 |12]16|21| 43 | 65 | 109
dim(SETV (B9 | 5 [ 14 |24 [ 34 44| 94 | 144 | 244
dl (59) 10 | 21 [ 32 |43 | 54| 109 | 164 | 275
dim(SECP97) | 7 [24 [ 40|56 | 72| 154 | 236 | 398
dL(97) 17 |35 | 53 | 71| 89 | 179 | 270 | 450
dim(SFTVas5))) | 1] 4 | 8 [12]16] 36 | 56 | 96
dl(15) 1|5(10|14]19]| 41 | 63 | 107
dim(st@P)) | 1] 6 |12]16]22] 48 | 76 | 128
di(21) 2 | 8 |14[20|26| 55 | 85 | 144
dim(S¥(rV35)) | 3 [10]18 |26 (34| 74 | 114 | 194
dL(35) 5114 |23 [32|41| 85 | 129 | 218
Tabelle 2.4:

Um d5(p, j) zu berechnen, betrachten wir die Menge der Minkowski-reduzierten
Formen, deren dyadische Spur kleiner als c§(N, j) ist. Ist

T = (Z i)epn(Z)

Minkowski-reduziert, so ist w,(7') = a+ ¢ — |b|. Des weiteren haben wir folgendes
Lemma:

Lemma 2.63
Die Menge
0 b 1 a,c € 7,
RGg, = (b C)EMAT(2,§Z) —a<2b<a<e, falls a<-c,
0<2b<a=c, falls a=c

= {M € MAT (2, %Z) ‘ M ist Minkowski-reduziert }

ist ein Reprdsentantensystem von Gram-Matrizen von halbganzen bindren qua-
dratischen Formen unter SL(n, Z)-Aquivalenz.
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Siehe hierzu zum Beispiel [69], §8. Ein Représentantensystem von GL(n, Z)-4qui-
valenten Gram-Matrizen von ganzen bindren quadratischen Formen ist dann
a,c € 7,

a b 1
RGar = {(b C)GMAT<2’§Z) 0<2b<a<c } (2.56)

Betrachten wir Spitzenformen zu ungeradem Gewicht, dann sind diejenigen Fou-

rierkoeffizienten
a b
ar, T = ( b c )

gleich Null, fiir die b = 0 ist. Im Anhang in Tabelle 4.1 und 4.2 wurden einige
Werte fiir die Méchtigkeiten der Mengen

{T € RGgr| we(T) < const},
{T € RGegr| wa(T') < const}

aufgelistet. Fiir eine vorgegebene Konstante ¢y wollen wir nun die Gréssenordnung
der Méchtigkeit von [{T" € RGgr| we(T) < co}| bestimmen. Aus 0 < 2b<a < ¢
und a + ¢ — b < ¢y folgt 4b < a + ¢ < ¢5 + b und somit dann b < %2 Damit sind:

Co
co+b
2 < a < S,
2
a < ¢ < c+b—a,
und
%2 62;1) ca+b—a %2 02;b
IRGgr| = O 1 = O co+b—2a
b=0 a=2b c=a b=0 a=2b

L3

o, 2 (30)*| = 0(§c2>. (2.57)

=]

Dies liefert uns, dass d5(p, j), 7 € {0,2} beim Grenziibergang von p — oo, p ist
Primzahl, von der Grossenordnung

1 3,3
(zwtr)
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ist. Die explizite Formel von K. Hashimoto liefert, dass dim(Sg(Fé") (p))) fir p —
00, p ist Primzahl, von der Grossenordnung

1 3,3
O<26.33.5kp>

ist. Also ist

d. k F(Q) ]_ 2
. lm(S”(kO (p).1) _ f_ — 0,1125.
Leed ds(p) 2%-5

Im Anschluss an Proposition 2.61 werden fiir die Gewichte & € {1,2,3} und
N <50, 41 N Tabellen angefiihrt, aus denen wir Werte fiir ¢§(N, j), j € {0,1, 2}
ablesen kénnen. Hierbei sind Ne; als c§(N,0) = c5(N,2) und N¢, als ¢5(N, 1) zu
interpretieren. Da es keine binéren, positiv definiten quadratischen Formen mit
dyadischer Spur kleiner als 1,5 gibt, erhalten wir mit ¢5(N,0) und mit Hilfe der
Werte aus den Tabellen die folgende Aussage:

Lemma 2.64

© o ol W o~ O

falls N € {2,3,5,6,7,9,10,11,13,17},
falls N € {14,15,17,19, 23},

falls N € {18,21,29,31},

VAN VAN VANRN VANR VAN

falls N € {22,37},

ot N = O

falls N € {2,3,5,6,7},

ININCIA

© o = O

falls N € {2,3,5},

falls N € {9, 11},

IN NN

|

Betrachten wir die Werte von Nc¢; in den sich an Proposition 2.61 anschlieenden
Tabellen, so wachsen diese mit N im Vergleich zu den Weten N¢; schnell an.
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Die Werte, die man somit fiir d5(N,1) aus c5(N,1) erhilt, sind im Allgemeinen
schlechtere Abschétzungen fiir dim(Sg(Fén)(N ))) als die Werte von d§(N, j), j €
{0,2}. Betrachtet man aber den Tréger Supp(f|xS1), dann enthélt dieser nur
Matrizen, bei denen der obere linke Eintrag aus Z ist. Fiir alle anderen Elemente
T € MAT™™ (n, 55Z), T > 0, T11,Tos € +7Z verschwindet der Fourierkoeffizient

12N
ar von f|xSi, wie wir in Lemma 1.20 gesehen haben. Um mittels c5(N,1) den

Wert von dim(S§ (Fé")(N ))) abzuschétzen kann man die Méachtigkeit der Menge

(adb sym 1
{T_<b C)GMAT (n,§Z)

nutzen. die wir mit d§(N, 1) bezeichnen werden. In keinem der Fille k € {1,2, 3},
N <50, 41 N erhalten wir damit eine Verbesserung der Abschétzungen. Wegen
des mit steigendem N relativ zu Nc¢; starken Anwachsens von Nc¢y ist nicht zu
erwarten, dass cZ’g’ (N, 1) fiir groBe N eine Verbesserung liefert.

Betrachten wir nun noch den Fall der Dimension n = 3. Formel (2.50) liefert uns
zusammen mit Satz 2.56 oder dem anschlieBenden Korollar fiir j € {0, 3}:

E(N,j) = (N%A)H(H%) <1+%> (H%)H_Nz\/_ﬁl'

p|IN

a € NZ, |2b| <a<c,
(.UQ(T) S Cé:(N,l)

Da

wy(M) > gtr(M) (2.58)
ist, siehe [52] Proposition 4.2, lassen sich leicht alle Formen bestimmen, die dya-
dische Spur kleiner als eine vorgegebene Schranke haben. Im Anhang in Tabelle
4.3 sind die ersten ganzen, terndren quadratischen Formen aufgelistet, die dya-
dische Spur kleiner oder gleich fiinf haben. In Tabelle 4.4 sind die Anzahlen von
geraden, ternéren, positiv definiten Formen angegeben, die dyadische Spur klei-
ner als 67 haben. Zur Berechnung dieser Anzahlen wurde die in [58] definierte
Vorzeichennormalform ternérer Formen benutzt. Des weiteren findet sich in die-
ser Tabelle die Summe aller Anzahlen derjenigen Formen, die dyadische Spur
kleiner als ein fest vorgegebener Wert ¢ < 67 haben. Dies sind Abschéitzung fiir
dim(S% (F(()3)(N ))). Wir erhalten dadurch

Lemma 2.65

0 Gl = O

ININ A
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Kapitel 3

Der Fall der Untergruppen r(n) (N)

In diesem Kapitel wollen wir den Fall der Hauptkongruenzuntergruppen I'™ (V')
behandeln. Dieser ist viel einfacher als der Fall der Gruppen Fén)(N ). Dies liegt
darin begriindet, dass die Gruppen I'™ (N) normale Untergruppen von Sp(n, Z)
sind. Sie sind die Kerne der natiirlichen Homomorphismen

Sp(n,Z) — Sp(n,Z/NZ).

Genau wie im Fall der Untergruppen Fé")(N ) interessieren wir uns auch hier fiir
die Elemente von '™ (N)\Sp(n, Z)/A(n, Z). Diese nennen wir die 0-dimensiona-
len Spitzenklassen von '™ (N) oder einfach nur die Spitzenklassen von T'™(N)
Die Anzahlen der Spitzenklassen von '™ (N), die wir mit s(F(()")(N )) bezeichnen
wollen, sind bekannt. Man findet sie im Fall n = 1 zum Beispiel in [48], Theorem
4.2.10, (2),

pIN (3.1)

IN?TI(1— %), falls N >3,
(1) — P
3, falls N = 2.

U. Christian gibt in [15], (17) eine Formel von s(T'™(N)) fiir n > 1 an. Es gilt:

Ly nt+ntt ] (1 _ pi) 11 (1 n %) falls N> 2,
n j=2
s (TM(N)) = e
3[1(27+1), falls N = 2.
j=2

b
Setzen wir [[ = 1, fallls b < a ist, so ergibt dies im Fall n = 1 wieder (3.1). Unter
der Weite einer Spitzenklasse von I'™ () wollen wir die Anzahl der Elemente
aus '™ (N)\Sp(n, Z) verstehen, die unter

DO (N)\Sp(n,Z) — TO(N)\Sp(n, Z)/A(n, Z)
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auf die jeweilige Spitzenklasse von '™ (N) projiziert werden. Da '™ (N) eine
normale Untergruppe von Sp(n,Z) ist, sind die Weiten aller Spitzenklassen von
I'(™(N) gleich. Wir bezeichnen sie als t (['™(N)). Es gilt:

[Sp(n, Z/NZ)| _ [Sp(n,Z/NZ)|
[P (N)\Sp(n, Z)/ A(n, Z))| s(DW(N))

HI (V)

Die Ordnung von Sp(n,Z/NZ) = [Sp(n,Z) : T'™(N)] findet man in [35] oder in
[50], Theorem VII. 28:

ISp(n, Z/NZ)| = [Sp(n,Z):T™(N)] = N2”2+nHH(1—i,).

D(al)"aus ergibt sich nun auch eine Formel fiir die Weiten der Spitzenklassen von
Fon (N )7

2N a1 T [] (1 — I%) , falls N > 2,
IO = PN I

27 T (27 — 1), falls N = 2.
j=2

3

Bemerkung 3.1

Im Fall n = 1 erhalten wir so fiir die Weite einer Spitzenklasse t(T(W(N)) =
2N, falls N > 2 ist und t(T'M(2)) = 2. Die Spitzen der Untergruppen T (N)
haben aber nur die Weiten N (Siehe [54], p. 46). Der Faktor 2 taucht hier fir
N > 2 auf, da man bei der Definition der Weite einer Spitze nicht die Elemente
o€ F(l)(N), sondern die daraus definierten Automorphismen i, : H; — H; der
oberen Halbebene betrachtet und

AUT(H) = SL(2,R)/{+E,}

ist. Beachte hierbei, dass —Fy ¢ T (N) ist, falls N > 2 gilt (Siehe auch Bemer-
kung 2.19).

|

Mit Hilfe von Satz 1.12 liefert uns dies nun mit den in Kapitel 2, Abschnitt 3 vor-
gestellten Mitteln ein Analogon zu Satz 2.44 fiir Hauptkongruenzuntergruppen.

Satz 3.2
Sei M eine Spitzenklasse fiir T™(N), f € S¥(T™(N),x) eine Spitzenform und

(fleM)(Z) = Z ape2itr(T2)

TeSupp(f|xM)

die Fourierentwicklung von (f|xM). Unter diesen Voraussetzungen sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:
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i) f=0,
i) fir alle T' € Supp(f|,M) mit

Sp(n, Z) : T(N)]

n T o, ——
@)= THTew)
- > min w, (Supp(f!kM)>
MEF(")(N)}Sp(nyz)/A(n,Z)
M+#M
k s (PM(N)) =1

< s(I™(N)) w,— — 0,

>~ S ( ( )) 47T N
gilt ap = 0.

Bemerkung 3.3

i) Die hier angegebene Schranke hdngt im Vergleich zu Satz 2.44 im Wesent-
lichen nur noch von der Anzahl der Spitzenklassen von T'™(N) und nicht
mehr von den Weiten der einzelnen Spitzenklassen von T™(N) ab, da die
Weiten fiir jede Spitzenklasse von F(”)(N) gleich sind. Insbesondere hingt
sie nicht mehr von der Spitzenklasse M ab.

it) Um minw, <Supp(f|kM)> abzuschitzen wurde ausgenutzt, dass es keine

Formen vom Grad n mit dyadischer Spur kleiner als 0,, gibt, und dass die
Fourierentwicklung von f|yM die Form

(fleM)(2) = Z )

sym 1
TEMATSY (n,QNZ)
T>0, Nt;; €%

hat.

Im Folgenden wollen wir noch einige Tabellen mit Zahlenwerten angeben und eini-
ge Dimensionen von Réumen von Spitzenformen abschitzen. Zuerst eine Tabelle
mit Anzahlen von Spitzenklassen von I'™(N):
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[V [T () [ () s (TP [ ()]

2 3 15 135 2295

3 4 48 1440 91840

4 6 144 11520 2350080

) 12 360 46800 24609312

6 12 864 259200 237119400

7 24 1344 470400 991545600

8 24 2304 1474560 4812963840
9 36 3888 3149280 16269180480
10 36 6480 8424000 26478371040

Mit 0; = 1 und o; = \% erhalten wir als Abschitzung d¥(N) fiir die Dimensionen

dim (S¥ (T™(N))) die folgenden Werte, die sich als das Maximum von Null und
dem ganzzahligen Anteil von

Nk

r(N — s (TH(N)) +1

S (LON)) oo = s (TO(V) +

ergeben:

| N [2[3[4]5[6][7[8] 9 | 10]
di(N ojfofo[of2]7]12]24 ] 31
dim (S (PW(N))) [0]0]0| 0 |1 [3 |5 10| 7
di(N O[1[3[11]15]38[47] 84 | 97
dim (S (PW(N))) |0 ]1]3] 9 |12]30|36] 63 | 54
dS(N 1[3[8[22]28[69]82]143 163
dim (S§ (TW(N))) | 13| 7|19 |24 |58 |68 | 117 | 107

Die Werte fiir die Dimension lassen sich dabei mit Hilfe der Formel

dim (S5 (T (N))) = { ;’E‘];)})(Q(N) — 1)+ (5-1)s(TU(N)), Zig

berechnen (siehe [48], Theorem 2.5.2). Hier ist (siehe [48], Theorem 4.2.10, Theo-
rem 4.2.11 und Theorem 4.2.5 (1)):

N 1 9 1
g(N) = 1+<ﬂ_Z)N H(l_ﬁ)’ falls N > 2 und
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Im Fall n = 2 sind die Dimensionen von S¥(I'™(V)) fiir & > 4 bekannt. Fiir N >
3, k > 7 wurden diese von Y. Morita in [49] unter Zuhilfenahme der Selbergschen
Spurformel angegeben. Kurze Zeit spiter wurde von U. Christian in [16] und von
T. Yamazaki in [68] die folgende Formel, die fiir & > 4 gilt, veréffentlicht,

s (I

pIN

(2k—3) 1
(- 5) (- 5)
p|N

() (155

U. Christian arbeitet ebenfalls mit der Selbergschen Spurformel, wihrend T. Ya-
mazaki zum Beweis den Satz von Riemann-Roch ausnutzt.
Da 0y = % ist, liefert uns Satz 3.2 mit

dim(S,(T™(N))) =

oy <

Sl

eine Konstante

d5(N) = maX{O,czg(N)} mit
S(F(g) () 35 (T(N))

CZS(N) \/gﬁ - 5 N

-1
halbganzzahliger Anteil ( ) .
Die Anzahl der halbganzen Formen mit dyadischer Spur kleiner als d5(N) ist
eine obere Abschéitzung fiir dim (S% (D™ (N))). Einige explizite Werte fiir d5(N)

sind:

| N |2 3] 4] 5 ] 6 [ 7] 8 | 9 | 10 |
d(N)J 0] 0 0 0 0 0 0 600 2190

B(N)] 0] 0 0 | 123 [ 610.5 | 1443 ] 3320 [ 7030.5 | 14098.5
d3(N) | 0 | 85 | 103 [453.5 | 1563.5 | 3172 | 6707.5 | 13461.5 | 26007.5
dj(N)| 1 | 35 |208.5 | 784.5| 2516 [ 4901 [ 10095 | 19892 | 37916

d3(N) [ 6.5 [ 61.5 | 314.5 | 1115 | 3468.5 | 6630 | 13482 | 26323 | 49825

dS(N) [ 12 | 88 |420.5 [ 1446 | 4421.5 | 8359 | 16869.5 | 32753.5 | 61733.5

Daraus ergibt sich sofort:
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Korollar 3.4

dim (S3 (T®(N))) = 0, fir2<N <8,
dim (S5 (T®(N))) = 0, fir2 <N <4,
dim (53 (F(z)(2))) 0,
dim (S5 (T®(2))) = o.

a

In [27], Corollary 6-1 hat K. Hashimoto fiir £ > 5 die Dimension der Spitzenrdume
Sk (T3 (2)) als

1
T (15(2k = 2)(2k — 3)(2k — 4)

+ (=1)F225(2k — 2)(2k — 4) — (—1)¥2700(2k — 3)
+ (—1)*8100 — 900(2k — 3) + 2700).

dim (S5 (I®(2))) =

angegeben. Die folgende Tabelle zeigt einige Werte fiir dim (S} (I'®(2))), d5(2)
und die Anzahl D%(2) der halbganzen Formen T mit wo(T) < d5(2), also eine
obere Abschitzung fiir dim (S5 (I'®(2))).

| k (5[ 6 ] 7 ] 8 | 9 10| 11| 12 |
d5(2) 65 12 [175] 23 [285[ 34 [395] 45
Df(2 55 | 276 | 774 | 1660 | 3046 | 5041 | 7758 | 11306

dim (S5 (T®(2)) | 1 | 5 | 5 [ 24 | 15 | 61 | 35 | 120

Auch im Fall der Stufe N = 3 sind die Dimensionen aus Korollar 3.4 bekannt.
Sie konnen einer Arbeit von K. Gunji (siche [26]) entnommen werden.

Fiir Rdume von Spitzenformen vom Grad n = 3 wurden von E. Minking und
L. Chung-Yuan in [19] Dimensionsformeln fiir dim (5§ (T®)(N))), k > 10 ange-
geben. Hier ist 03 = 2 und Satz 3.2 liefert uns mittels o3 < 2/3 eine Konstante:

d5(N) = maX{O,chg(N)} mit

d5(N)

halbganzzahliger Anteil <\/_

Daraus ergibt sich die folgende Tabelle

(N[ BW) | ds(N) | d§(N) | d5(V) |
2] 0 205 | 1785 327

3] 0 1885 | 4267 | 66485
4| 2367 | 27772 | 531775 | 785825
5 | 35412.5 | 164423.5 | 2934345 | 4224455
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und somit auch:

Korollar 3.5
dim (83 (I'®(2))) = dim (S; (I®(2))) = o.
g

Um Dimensionen von Rdumen von Spitzenformen vom Grad n = 4 abzuschétzen,
benutzen wir 04 = 2, oy < \% und erhalten:

d5(N) = max{o,d’;(N)} mit

y 2k FO(N)) —1
d%(N) = halbganzzahliger Anteil (Es (P(4)(N)) _ 97 ( (N)) :

Aus folgender Tabelle mit Werten

N1 2] 3 [ 4 [ 5 | 6 |
d(N)T 0 0 0 0 48684309.5
@2(N) | 0 | 18858 | 2210066 | 41233543 | 571607417
d3(N) | 473 | 120126 | 5665178 | 86459626 | 1094530524.5
dA(N) | 2160 | 221394 | 9120290 | 131685708.5 | 1617453632

erhalten wir schlieBlich das Korollar:

Korollar 3.6

dim (S} (T™(N))) = 0, falls 2< N <5,
dim (S} (T™W(2))) = o.
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Kapitel 4

Der Hermitesche Fall

4.1 Reduktionstheorie fiir Hermitesche Formen

Im Folgenden sollen kurz einige Tatsachen der Reduktionstheorie fiir ganze, po-
sitiv definite, Hermitesche Formen vorgestellt werden. Die Beweise der Aussagen
finden sich bei P. Humbert in [29]. Fiir eine Hermitesche Form mit Gram-Matrix
S wird in diesem Kapitel die From z*Sz selbst haufig nur mit S bezeichnet. Sei
K = Q(v/—d), d quadratfrei, ein imaginir-quadratischer Zahlkorper mit Ganz-
heitsring O . Zwei positiv definite Hermitesche Formen S; und S vom Grad n
heiflen dquivalent, wenn es eine Matrix U € GL(n, Ok) gibt, so dass S; = U*S,U.

Lemma 4.1
Fiir eine positiv definite, Hermitesche Form S gibt es nur endlich viele Vektoren
x € OF, fir die x*Sx < const ist.

|

Mit Hilfe dieses Lemmas lésst sich eine in GL(n, K) invertierbare Matrix U aus
MAT(n, O k) konstruieren, so dass die Diagonaleintrige s;; von S = U*SU eine
Folge von sukzessiven Minima bilden. Dariiber hinaus soll U hierbei so gewé&hlt
sein, dass fiir die Argumente der Eintriige von S gilt:

7r 7r
—— < z <_7 .7'6 17"'7
oosag(sy) < oy g € n}
(siche [29]). Hierbei bezeichne v die Anzahl der Einheitswurzeln von K. Insbe-
sondere gilt 0 < $17 < ... < 8y, Fiir die Matrix U gilt der folgende Satz:

Satz 4.2

Die Norm der Determinante der Matriz U ist durch eine Konstante const; be-
schrinkt, die nicht von der Form S sondern nur vom Kérper K und vom Grad
n der Form S abhdngt. Dabei kann man fiir const; den Wert

const; = |Disk(K)|2n®"

wahlen.
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Der bestmogliche Wert fiir const; ist vermutlich kleiner als |Disk(K)zn?"|. Eben-
falls gilt (siehe [29]):

Satz 4.3

FEine Matriz U € MAT(n, O ) N GL(n, K) mit Determinante det(U) = « ldsst
sich in der Form VU, schreiben, wobei V' als Determinante eine Einheit det(V') =
€ hat, und U, aus einer endlichen Menge M (K, a,n) ganzer Matrizen ist, die nur
von K, a und n abhdngt.

a

Die Menge M (K, a,n) ist nicht eindeutig bestimmt. Sie ist ein Représentanten-
system von

SL(n, O )\{U € MAT(n,Ok) N GL(n, K)|det(U) = a}.

Als ein vollstandiges Reprisentantensystem hiervon kann man eine Menge von
Matrizen M wéahlen, die paarweise nicht kongruent modulo « sind, also

Uy, # Uy(moda)  VU,,,U,, € M(K,a,n).

und fiir die det(M) aus a7} ist. Legen wir M (K, o, n) als ein solches Représen-
tantensystem fest, dann folgt aus diesem Satz, dass die in den Bemerkungen nach
Lemma 4.1 konstruierte Matrix U eine Darstellung U = VU, mit U, € M (K, a, n)
besitzt. Transformieren wir S mittels U | so erhalten wir eine positiv defini-
te, Hermitesche Form S = (U;1)*SU; ! = V*SV, die zu S #quivalent ist. Diese
wollen wir als Humbert-reduziert bezeichnen. Da M (K, a, n) endlich ist kann des
Weiteren gezeigt werden, dass eine Konstante const, existiert, die nicht von S
abhéngt, so dass fiir die Eintrage §;; mit ¢, € {1,...,n} gilt:

’31]’ S COHStggii und |SZ]‘ S COHStggjj.

4.2 Die Hermite-Humbert Konstante fiir
Hermitesche Zahlkorper

Die in diesem Abschnitt aufgefithrten Ergebnisse sind im Wesentlichen einer Ar-
beit von M. L. Icaza, [31] entnommen. Sei K ein imagindr-quadratischer Zahlkor-
per mit Ganzheitsring O . Sei weiter

n
*Sr = E SiiTir; mit o = (x1,...,2,)

ij=1
eine Hermitesche, positiv definite Form mit Gram-Matrix S. Definieren wir m,, g
als
m, g : HP™(C) = {s € HER(n,C)| s >0} — R,
m, g(S) = min x*Sw), 4.1
K(S) = min (@Sa). (@)
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sowie

k) )
Yok (S) = <—n det(S)) : (4.2)

dann erhalten wir die Hermite-Humbert Konstante v, x als
g = SUp {1k (S)}-

Bemerkung 4.4

i) Das Quadrat in (4.2) tritt auf, da wir hier im Gegensatz zu [31] in der De-
finition des Minimums m, (S) einer Form S die Wurzel des dort verwen-
deten Minimums ((S) betrachten. Die im folgenden benutzten Ergebnisse
aus [31] werden entsprechend angepasst.

ii) Sei eine Hermitesche, positiv definite Form mit Gram-Matriz S vorgegeben.
Die Form

n
*Sx = g $iTixy, = (T1,...,2,) € O

1,7=1

konnen wir durch Spurbildung wie in [56] auch als positiv definite, reelle,
2n-dimensionale Form Sg auffassen.

Ist K = Q(v/—d) mit d =1,2 mod4, dann ist O = Z +ivdZ und Sg hat
Gram-Matrix

S11 e Re(slj) —\/c_llm(slj)
dSH Ce \/ZZII’H(SU) dRe(slj)
Re(slj) \/Elm(slj) e Sijj
—\/31m<51j) dRe(slj) Ce dej

Ist nun K = Q(v/—d) mit d = 3 mod 4, dann ist Ox = Z + #Z und Sg
hat Gram-Matriz

2811 S11 N 27’1]' T — \/Ellj
1+d ; 1+d
S11 TSH cee Ty + \/Ellj T?”lj
27"1]‘ T — \/321]' N 23]’]’ Sjj
. o Hd,. . - 4dg .
rij + \/Ezlj 5 11 e 5j; > Sjj
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mit Ty = Re(sij) und ZZJ = Im(sw)

Sei im Folgenden a = m, (S) das Minimum der Form S. Im Fall d =
1,2 mod4 hat auch das Minimum der Form Sy den Wert a. Denn ist
x=(x1,...,2,) € O% so gegeben, dass x*Sx = a ist, dann ist

;o (Re(m% Im\%l) . Re(a), Im\%"))

aus Z*" und es ist y'Spy = a. Umgekehrt ist y = (y1,...,%m) € Z*" ein
Vektor, fiir den y'Sry sein Minimum o' annimmt, dann hat x*Sz fir

= <y1 + i\/ayg, R i\/ﬁygn>

auch den Wert a’.
Fir den Fall d = 3 mod 4 se:

1+1ivd 1+1ivd
N <x1,1+ +1\/_ +1\/_9En,2> c on

9 x1,27-"7'xn,1+ 9 K

mit ©*Sx = a. Dann ist y = (x11,Z12, ..., Tn1, Tn2) aus Z*" und y' Sy =
2a. Ist umgekehrt y = (y1, ..., Yon) € Z*", so dass y'Sry = a gilt, dann ist

1+ivd 1+iVd
= <y1+ 5 Y2,y Y2n—1 + 5 y2n>

aus O und es ist x*Sx = §. Folglich hat Sg im Fall d = 3 mod4 das
Minimum 2a. Fir die Diskriminanten der zu S und Sg gehérenden Gitter
wird in [56] der folgende Zusammenhang gezeigt:

det(Sg) = Disk(K)"det(9).
O

Aus der Reduktionstheorie von P. Humbert folgt dass +, x endlich ist. Dariiber
hinaus wird in [31], Theorem 1 die folgende Schranke gezeigt:

, IDisk()

AT (4.3)

'Yn,K S

Dabei ist V(n) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, also

V(en) = =

n!
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Also gilt fiir S € HP,,(C):

2Vn!

m, x(S) < \/n_\/ |Disk(K)| {/det(S). (4.4)
™

Beachtet man, dass fiir S € HPS™(C) — HP,(C) immer m,, x(S) = 0 gilt, so

folgt die Giiltigkeit von Ungleichung (4.4) fiir alle S € HP;™(C). Es gilt also das

folgende Lemma:

Lemma 4.5 . '
Die Funktion m,, k(S) ist stetig auf HPS™ (C) und verschwindet auf HP;*™(C) —
HP,(C).

Beweis:

Die Stetigkeitsaussage kann fiir nicht singuldre Formen analog zu [52], Proposi-
tion 2.2 gezeigt werden, oder sie kann aus Lemma 4.11 der vorliegenden Arbeit
gefolgert werden, das ebenfalls analog zu [52], Proposition 2.2 bewiesen wird. Mit
Hilfe der Ungleichung (4.4) und den anschlieBenden Zeilen folgt nun die Aussage
des Lemmas.

|

In [31], Theorem 2 wird dariiber hinaus gezeigt, dass es fiir jedes n und K eine
Form S gibt, so dass

Yok (S) = Yok

gilt.
Bemerkung 4.6
Sei
QFr(K,n) = {Sg|S € MAT*™"(n,Ok), S >0}
und
(K) _ .
Vor = SREQrg;?KQn){wn(SR)}
mit
m(S
on(Se) = —d52)

% /det(Sg)

Ist S eine positiv definite Hermitesche Form und Sg € QFg(K,n) die positiv
definite reelle Form, die man durch Spurbildung wie in [56] aus S erhdlt, dann

gilt nach (4.4):

,an(SR> _ m(SR) . 1 Qg mmK(S)

%/det(Se)  +/IDisk(K)| %/det(S)

29n! 1
Qq
T {/det(S)

IN
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Hierbei ist

|1, falls d=1,2mod 4,
A= 9 falls d =3 mod 4.

Folglich ist dann:

2+/n! 1
m(Sg) < aq Vil X/ det(Sg)

T /det(S)
2Vn!
= ag \7{”—|Disk(K)| {/det(Sg).

4.3 Die dyadische Spur

In diesem Abschnitt {ibertragen wir die Definition der dyadischen Spur aus [52]
auf die Menge der positiv definiten Hermiteschen Formen und werden einige
grundlegende Eigenschaften dieser Verallgemeinerung herleiten. Die Vorgehens-
weise und die angefiithrten Beweise lehnen sich eng an [52], Paragraph 3, sowie
Lemma 2.4 und Proposition 2.2 an. Beweise aus [52], die sich sofort verallgemei-
nern, werden hier nicht mehr aufgefiihrt.

Definition 4.7
Wir sagen eine Hermitesche Matriz S € MAT®™(n,C) hat eine dyadische Dar-
stellung, falls es o; € Rsg und v; € O% — {0} gibt, so dass

*
S = E ;0]
i

18t.

Sei fiir S € HER(n, K), S > 0 das Radikal von S als
rad(S) = {veC"|v*Sv=0}
definiert und
Co(Ok) = Rxo{vv)veoy —(0}-
Proposition 4.8

CHOg) = {S € HP*™(C) |rad(S) ist iiber K definiert}.
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Beweis: .
Fiir die Menge {S € HP;™(C) | rad(S) ist iiber K definiert } schreiben wir im
Beweis kurz X. Fiir den Fall n =1 ist

Ci(Ok) = Roo(vv")ecor—0p = Reolvfico,—0p = Rso
Da S positiv semidefinit ist, ist dann

Im Fall n > 1 zeigen wir zunéchst C;;(Ox) C X. Sei S = ), ayv;v; eine dyadische
Darstellung von S. Dann ist

*Sr = 5 a vl = E alr v > 0
i i

und damit ist S positiv semidefinit. Und da S positiv semidefinit ist, folgt des
Weiteren

rad(S) = {:EG(C”

Zai|x*vi|2 = 0} = {2z e€C"|z"v; =0Vi}.

Da v; aus O ist, kann dies als Erzeugnis von Vektoren iiber K aufgefasst werden.
Somit ist Cr(Ok) C X gezeigt.
Nun zur umgekehrten Richtung X C C}(Og): Unter der Annahme, dass

HP,(C) < C.(Ok)

ist, folgt die Behauptung mit Induktion. Sei S € X gegeben. Ist rad(S) = 0,
dann ist S positiv definit, also S € HP,(C) C C*(Ok). Sei also rad(S) # 0. Sei
v = (v1,...,v,) ein Vektor aus rad(S). Da rad(S) iiber K definiert ist, konnen
wir annehmen, dass alle Eintrége von v aus Ok sind. Sei a eine Zahl aus dem
von vy, ..., v, erzeugten Ideal. Nach [7], Hilfssatz 4*, l4sst sich v zu einer ganzen
Matrix U ergénzen, deren erste Spalte v ist und die Determinante a hat. Damit

ist
“ . 0 0
U*SU = ( 0 S, . ) .

Aufgrund der Induktionsannahme ist S, aus C)_;(Ok) und hat somit eine
dyadische Darstellung
Sn—l = ZOQUZ'UZ(.

U*SU = Za(S)(S)

)

Damit ist dann
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Sei U eine ganze Matrix, so dass U~! = i(j gilt. Dann ist
_ *\—1 0 0 -1 Q; Tk 0 ~x 0 :
=@l e - Za () (1)
und deshalb liegt S in C} (D). Es bleibt somit HP,,(C) C C}(Ok) zu zeigen.

Wir beweisen zundchst HP,(K) C C}(Ok). Fiir eine Hermitesche Form z*Sx
mit S € HP,(K) findet man eine Darstellung

r*Sr = Z |z ?
i

mit v; € K" und o; € Q>¢. Wéhlen wir nun ein z € Z so, dass zv; fiir alle ¢
aus € O ist, dann erhalten wir:

(67 %
S = Z ;(zvl)(zvz)
Damit ist HP,(K) C C (D). Als néichstes zeigen wir, dass alle S € HER(n, C)
mit

Siy > const2|sij|

fiir eine gentigend grofile Konstante const, die nur von K abhéngt, aus C’ (D)
sind.

Sei 6 = v/—d, also 06 = |§|> = d. Sei weiter S = R+ 6T fiir zwei reelle Matrizen
R und T'. Bezeichnen ey, ..., e, die Standardeinheitsvektoren, so ergibt sich fiir
0T die folgende Darstellung:

0 tij
0T = 9 .
= > |til(=0ei + sgn(tij)e;) (—de; + sgn(ti;)e;)”

i,j=1
i<j

n ) n

=S D Mt + D Iyl | e
i=1 g=1 =i
J#i J#i

Fiir die reelle, symmetrische Matrix R ist

n

R = Z |735](€; + sgn(ri;)e;)(e; +sgn(ri;)e;)” + Z T — Z 7551 | eier.
i,j=1 i=1 J=1
i< i
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Wiéhlen wir die Konstante const also grofler als d, so sind die Koeffizienten der
Terme e;ef von R + 07" positiv, da r; = s;;.

Sei nun allgemein S € HP,,(C). Wir wihlen n € R, so dass S —nE, € HP,(C).
AnschlieBend wiihle S aus HP,(K), so dass S = (S — nE,) — S nur Eintriige
hat, die im Betrag kleiner als -4 sind. Dies ist moglich, da HP,(K) dicht in

EIPn(C) liegt. Also hat S = S+ (nE, + S ) eine dyadische Darstellung, da sowohl
S, als auch nFE, + S eine dyadische Darstellung haben. Damit ist gezeigt, dass
X C C:;ODK) gllt

Wir definieren nun die dyadische Spur fiir S # 0 als

me = WKC*(DK) — RZO
wg(S) = sup (Za,),

wobei das Supremum iiber alle dyadischen Darstellungen S = > «;v0f genom-
men wird. Fiir § = 0 sei

wK(O) = 0.

Nun geben wir einige Eigenschaften von wg an, insbesondere die Endlichkeit der
Bildwerte, die aus Teil i) des ndchsten Lemmas folgt.

Lemma 4.9
Fiir alle S € C}(Ok) gilt:

i) VK,VY € HP*™(C) ist tr(Y'S) > wi(S)m,, x(Y),
i) wg(S) =0e 5 =0,
iii) wic(AS) = Awg (S) fiir alle A € R,
w) wi(S1+ 52) > wg(S1) + wi(S2) und

v) wk ist eine GL(n, Ok )-Klassenfunktion, das heifft wi(S) = wx(USU*) fir
alle U € GL(n,Ok).

Beweis:
Ist

*
S = E Q;V;V;
i
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eine dyadische Darstellung von S, so gilt fiir ein Y € HPS™(C) die Ungleichung
tr(YS) = Z a;tr (Yoof) = Z auiYv, > Z a;m, (V).

Bildet man nun das Supremum iiber alle dyadischen Darstellungen von S, dann
folgt die Behauptung aus Teil i). Ist eine von Null verschiedene positiv semi-
definite Hermitesche Form gegeben, dann ist deren dyadische Spur positiv. Da
wi (0) = 0 ist, folgt Teil ii). Fiir ein positives A € R ist S = ) a;v;v} eine dyadi-
sche Darstellung von S genau dann, wenn ) Aa;v;v} eine dyadische Darstellung
von AS ist, so dass A\wg(S) = wi(AS) gilt. Die Aussage iv) erhélt man, da die
Summe der dyadischen Darstellungen von S; und S, eine dyadische Darstellung
von Sy + S5 ist. Fiir v) muss bemerkt werden, dass ) a;v;vf genau dann eine
dyadische Darstellung von S ist, wenn > a;Uv;(Uv;)* eine dyadische Darstellung
von USU* ist.

Bemerkung 4.10
Teil ii), i) und iv) von Lemma 4.9 besagen, dass man wg als Typ-1-Funktion

auffassen kann (siehe Definition 1.11), wenn man als Urbildmenge einer Typ-1-
Funktion eine Teilmenge D mit HP,(C) C D C HP?™(C) zuldsst.

Lemma 4.11
Fine Funktion deren Definitionsbereich HP,,(C) umfasst und die die Figenschaf-
ten ii), iii) und iv) aus Lemma 4.9 erfillt, ist stetig auf HP,(C).

Beweis:
Der Beweis von [52], Proposition 2.2 kann nach Ersetzen von P,,(R) durch HP,,(C)
wortlich iibernommen werden.

Lemma 4.12
Sei ¢ : HPY™(C) — Rxg eine Funktion, die die Eigenschaften ii), iii) und iv) aus
Lemma 4.9 erfillt und die auf HP;*™(C) — HP,(C) verschwindet, dann nimmt
die Funktion

~ tr(SY)

() = YeIi{Ilii(C) o(Y)

fir alle S € HP,,(C) ihr Minimum in einem Yy an.
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Beweis:

Ersetzen wir in [52], Lemma 3.6 die Symbole P,(R) mit HP, (C), P5™(R) mit
HP*™(C) und V,,(R) mit HER(n, C), so kann der dort angegebene Beweis wort-
lich {ibernommen werden.

Proposition 4.13
Das Infimum

. _ tr(SY)
. = LA
th i (9) Yeﬁ%n(m m,, x(Y)

wird fir alle S € C(Og) fir ein 'Yy angenommen.

Beweis:

Aufgrund von Lemma 4.5 und 4.12 erhalten wir die Aussage fur S € HP,,(C). Sei
S € HP*™(C) — HP,,(C) und damit rad(S) # 0. Nach Proposition 4.8 ist rad(s)
iber K definiert, da S € C(Ok). Sei nun, wie im Beweis von Proposition 4.8,
U aus MAT(n, O k) mit det(U) = a so konstruiert, dass

carr (0 0
USU—(OS,nl)

ist. Sei weiter U € SL(n,Ox) so gewiihlt, dass U~ = %(7 gilt. Dann ist

_ *\—1 0 ~O -1 _ g7+ 0 Q J
s = () (o Sn_l)U = U(O 5., )0

Mit S ist auch S,_; und S,,_1 = 55,1 positiv semidefinit. Weiter ist

|af?

. o (0 0 \ -~
bus(s) = (08 2 ))

(0 0 \ ~,
w(o(D 0 o)

= inf

Y €HP,,(C) m, x(Y)
0 0 \-~n
| tr (( 0 S, )U YU)
= inf ——
Y €HP,(C) m,, x(U*YU)

= m”((S Sf_l))'
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Seien ohne Einschrinkung S,_; und Y, € HP,,_1(C) so gewihlt, dass

. tr(S, 1Y,
o 10(Sp1) = r(—l?)
mn—l,K(%)
ist. Da
0 0 * ok ~
(0l ) (24)) = s
und

% % . N
m, ~ = min ~ |
SR A 2€(O5)"—{0} * Y

B wls) (05)(3)
< min - ~ -
(0,3)te((Dr)x(Dx)r1)—{0} \ T * Yo x

- mn—l,K(%)

A ) 0 0
my, 1 g(Sh-1) < Myp <( 0 Sh-1 )) '

Umgekehrt muss aber

; 0 0 * ok
) (o 0) . Lo s ) Ls v
m, x = inf
k
’ k

gelten, ist

0 Sn—l

< inf —
YGHg}lfl((C) my_1,K (Y)

= ﬁ/lnfl,K<Sn71)

sein, so dass my, (S) = M, 1 x(S,-1) ist. Da aber S,,_; aus HP,,_1(C) war, wird
das Infimum nach Lemma 4.5 und 4.12 angenommen.

a

Lemma 4.14
Sei Yy € HP,,(C). Dann gibt es eine Umgebung N C HP,(C) von Yy, so dass

Y e N = MinVec(Y) C MinVec(Yp).
Hierbei bezeichne
MinVec(Y) = {z € O%|z"Sz =m, (5)}

die Menge der Minimalvektoren von S.
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4.3. DIE DYADISCHE SPUR

Beweis:
Nach Ersetzen von Z durch Ok, P, (R) durch HP,,(C) und m(Y") durch m,, (Y)
kann der Beweis von [52], Lemma 3.8 wortlich ibernommen werden.

Satz 4.15
Fiir jedes S € C!(Ok) gibt es ein Yy € HP,,(C), so dass

. tr(SY)  tr(SYp)
wi(S) = jnf M, 2 (Y) 1, (Y0) (45)

ist, wobei S eine dyadische Darstellung in den Minimalvektoren von Yy besitzt,
also

n

*

S = E ;0]
i=1

mit v; € MinVec(Yy), oy > 0. Dariiber hinaus gilt:

tr(SYy) B
e S = 2 e

v;EMinVee(Yy)

Beweis:
Proposition 4.13 liefert die Existenz eines Yj, das die zweite Gleichheit von (4.5)
erfiillt. Hierbei gilt:

tr(SYo)m, x(Y) < tr(SY)m, x(Yp) fiir alle Y € HP,(C). (4.6)

Wegen Lemma 4.14 gibt es nun eine Umgebung N von Yj so, dass ¥ € N =
MinVec(Y) € MinVec(Yp) gilt. Fiir alle geniigend kleinen B € HER(n,C) ist
Y = Yo+ B € N. Wihle vy € MinVec(Yy) so, dass m,, x(Ys) = viYpuo ist.
Damit wird Gleichung (4.6) zu

tr(SYo)tr(Yevov)) < tr(SYp)m, x(Yp) VB e {Y —Yo|Y € N}.  (4.7)

Sei nun ein 7' € HER(n,C) mit v*Tv > 0 Yo € MinVec(Y)) gegeben. Fiir
ein geniigend kleines A > 0 erfiillt dann B = AT die Ungleichung (4.7), also
0 < Mr(SYo)tr(Tvovg) < Amy, x(Yo)tr(ST). Demnach ist tr(ST) > 0 fur alle
T € HER(n,C) mit v*Tv > 0 Yv € MinVec(Yp). Damit liegt S im kleinsten
abgeschlossenen Kegel, der die Menge {v*v | v € MinVec(Yy)} enthélt. Dies ist
aber Rxo(v0*)peMinvee(vp)- Ist nun

*
S = E ;U U]

Vi EMinVeC(Y())
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eine dyadische Darstellung in den Minimalvektoren von Y, also insbesondere
wi(S) > >y, so ist tr(SYy) = > aymy, k¢ (Yp). Mit Hilfe von Lemma 4.9 1) folgt
nun wegen

tr(SY,
ﬁ > wg(S) > zi:az‘

die Behauptung.

Lemma 4.16
i) wg(HP,(Ok)) ist diskret in R,

it) wi(S) = QwM‘/i

Beweis:

Aus Teil ii) der Aussage folgt, dass es fiir ein gegebenes Element ¢ aus Ry nur
endlich viele Konjugationsklassen ganzer Matrizen S gibt, fir die wg (S) < ¢ ist,
also ist wyx (HP,(Ok)) diskret in R.

Aufgrund von Lemma 4.9, Teil ii) geniigt es, die Ungleichung aus Teil ii) nur fiir
nichtsinguléres S zu zeigen. Mit Hilfe von (4.4) folgt fiir alle Y € HP,,(C):

tr(SY) n{/det(SY) .
(V) e(Y) zx/ihmsk Vdet (5

Nehmen wir nun das Infimum iiber alle Y € HP,(C), so erhalten wir mit Hilfe
von Satz 4.15 die geforderte Ungleichung.

|

Lemma 4.17
Sind | € Nsg und H C HP,(Ok), so gilt:

inf wg (Abschluss der konvexen Hiille von (R>1H) N HP,(C))

= 1 f = 1 .
o) = et

Beweis:
Da H im Abschluss der konvexen Hiille von R H liegt, gilt die Ungleichung

inf wg (Abschluss der konvexen Hiille von (R>;H) N HP,(C))
< infwg(H).

Umgekehrt gibt es zu jedem z aus dem Abschluss der konvexen Hiille von R>q H
eine Auswahl S; € H und 0 < a; € R, so dass Y a; > 1 ist und ) a;5; beliebig

146



4.4. DER HALBHULLENSATZ

nahe an z liegt. Da wg nach Lemma 4.11 stetig auf HP,,(C) ist, liegt wx (O ;S;)
beliebig dicht an wk (z). Des weiteren ist

WK (Z%‘&) > Zain(Si) > ZaiinfwK(H) > infwg(H),

und somit wi () > inf wi (H). Da wx (HP,(Ok)) nach Lemma 4.16 diskret in R
ist, wird das Infimum angenommen und es gilt die zweite Gleichung.

|

4.4 Der Halbhiillensatz

In diesem Abschnitt wollen wir Satz 1.2 aus [52] verallgemeinern. Sei L eine
konvexe, abgeschlossene Teilmenge des HP;™ (C). L heiit Kern, falls

(1) ReiL =1L,
(2) 0 ¢ L und
(3) RuoL D HP,(C).
Sei weiter
LY = {2z € HER(n,C)|Vy € L gilt tr(zy) > 1}.

Mit L ist auch L“ ein Kern und fiir zwei Kerne L C Lo ist L5 C LY. Des weiteren
ist (LY)" = L. Fiir einen imaginir quadratischen Zahlkorper K liegt die Menge
Lig = LN HP*™(K) dicht in L, und es gilt L% = L“. Wir bezeichnen fiir eine
nichtleere Teilmenge C' von HER(n, C) die Menge

{z € HER(n,C)| tr(zy) > 0 Vy € C}

mit CV. Die Menge C" ist ein Kegel im C* und (CV)Y ist der kleinste abge-
schlossene Kegel, der C' enthalt.

Ist f € MF(U(n,Ok),x) eine Modulform, so definieren wir v(f) als den Ab-
schluss der konvexen Hiille von R>oSupp(f). Dabei bezeichnt Supp(f) die Menge
aller T € HER(n, Ok)#, fiir die in der Fourierentwicklung von (f[M)(Z),

(fleM)(Z) = D ap(M)e™ 57

0<TE(HER(n, O ))#

(siche (1.9)) der Fourierkoeffizient ungleich Null ist. Hierbei lassen wir im Ver-
gleich zum symplektischen Fall in der Fourierentwicklung von (f[,M)(Z) auch
Summanden age’ *(T%) zu, fir die b > 1 ist. Bevorzugt man eine Fourierent-
wicklung in der nur Summanden der Form ape? ™ (T4) auftreten, ist Supp(f)
eine Teilmenge von 3 (HER(n, Ok))#. Die Aussagen und Beweise in den folgen-
den Abschnitten miissen dann entsprechend angepasst werden.

Mit e;; sei im Folgenden die Matrix bezeichnet, die an der 7j-ten Stelle den Ein-

trag 1 hat und sonst nur Nullen.
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Lemma 4.18
Sein > 2 und I' eine Kongruenzuntergruppe mit

U(n,Ok)a] € I'C U(n,Ok).

Fiir eine Hermitesche Modulform f € MFE(T,x) mit 0 ¢ Supp(f) ist v(f) ein
Kern oder f ist identisch null.

Beweis:

Aus der Fourierentwicklung von f (siehe (1.9)) folgt, dass Supp(f) C HP*™(C)
ist. Es gilt v(f) C HP*™(C), denn der Abschluss HP**™(C)von HP*™(C) ist
gleich HP**™(C). Dies sicht man leicht, denn: Sei {S;};en cine gegen ein S €

.....

.....
..........

..........

null sind. Damit ist dann S aber auch positiv semidefinit. Dass S Hermitesch
ist, ist klar. Des weiteren ist v(f) abgeschlossen und konvex. Es bleiben also die
Bedingungen (1), (2) und (3) der Definition des Kern zu iiberpriifen. Die Aussage
(1) ist aufgrund der Konstruktion von v(f) klar. Die zweite Aussage folgt aus
der Tatsache, dass

1

#
Supp(f) C (HER(n,Ogk))" C Disk(K)HER(n’DK)
ist. Es folgt fiir alle 7" € Supp(f), dass tr(7) > m, also auch
tr(x) YV € v(f).

Disk(K)

Damit ist (2) gezeigt und es bleibt (3) zu beweisen. Zeigen wir KV C Ps™i(C),
dann folgt P,,(C) C Rogv(f) und (3) ist bewiesen.

Wir wollen Zeigen: Falls v(f)Y ¢ HPS™(C) ist, so existiert ein T' € v(f)Y, das
nicht semidefinit ist und ein A € SL(n, Ok), so dass fiir den oberen linken Eintrag
p11 von P = A*T A~ die Ungleichung p;; < 0 gilt. Sei dazu © € C" ein komplexer
Vektor, fiir den v*T0 < 0 ist. Approximiert man ¢ durch einen Vektor v € K",
so dass sich die Eintrige v; und 9; aus v und 0 fiir ¢ € {1,...,n} hochstens um e
unterscheiden, dann ist fiir ein geniigend kleines ¢ auch v*Tv < 0. Wir ergédnzen
nun v zu einer iiber K invertierbaren Matrix A. Sei @ ein Ideal in K, das so
gewiihlt ist, dass @A = A aus SL(n, Ok) ist. Der obere linke Eintrag der rechten
Seite von

A*TA = A*lA

jal?
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4.4. DER HALBHULLENSATZ

ist genau dann kleiner als null, falls dies der obere linke Eintrag der rechten Seite
ist. Da A € SL(n,Ok) und % € v(f)Y ist, folgt die Existenz von A und T.
Sei

A0

dann operiert v auf dem Hermiteschen Halbraum durch v7 = A*Z A. Somit ist
(J)(Z) = det(A™)Ff(A°ZA) = f(A'ZA).

Da SA,(Dk)[a] normal in A, (D) ist, ist f|ry invariant unter SA,(Ok)|al.
Wegen Supp(f|ry) = A*Supp(f)A ist nun

v(flky) = Av(flsn)A
und
v(flen)’ = ATWw(fly) (A7)

Also: P = A7'T (A" € AW (f|py)(A) ™ = v(fi7)Y.
Falls Supp(f|ry) C Rsoeq; ist, folgt, dass f = 0 ist. Denn sei hierzu

E = En + aeq; — Aegg + aegg — aeaq,

dann gilt:

H - (% o ) € SAL(D)[al,

und es ist (f|xy)|xH = f|x7, also

Supp((flxy)|xH) = Supp(f|x7)

und

E*Supp(flxy)E = Supp(flx7y)-

Dann ist aber fiir s = Aej; € Rypern:
E*sE = )\((1 + 2R€(Cl) + |a|2)€11 + (Cl + |Cl|2)€12) + (ﬁ+ |Cl|2)621) + |a|2622).

Demnach ist A = 0. Da 0 & Supp(f|x7y) ist Supp(f|xy) = 0 also f|xy = 0 und
f=o.

Um Supp(f|ry) C Rspeq; zu zeigen, nehmen wir nun an es gelte Supp(f|xy) ¢
R>peq; und fithren dies zu einem Widerspruch. Aufgrund dieser Annahme gibt
es ein B € Supp(f|xy), dessen m-ter Diagonaleintrag b,,,,, m > 1 groBer als Null
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ist. Sei fiir t € N nun 7; = E}; + taey,, und sei §; = T, BT;". Die Folge der oberen
linken Eintrage von 9, ist fiir t > N fiir ein geniigend grofles N streng monoton
steigend, da

(6)11 = biy + t@biy, + tabpmy + 216 bmm = t2]a*bpm + O(2).

Sei nun ¢ € C mit Im(¢) > 0 und Z; = iE, +i(P. Da P € v(f|yy)" ist, ist
tr(Pv(flxy)¥) > 0, also tr(PSupp(f)) > 0. Des weiteren ist:

3 =Y lasl|e

SeSupp(flx7y) SeSupp(fxy)

< Y lasl

SeSupp(f[x7)

i tr(SZC)
aSeZﬂ'z

. ~tr(SP)
eleCT

tr(SEn)
G—ZWT”

Die letzte Summe konvergiert absolut gleichméfig auf einer abgeschlossenen Um-
gebung von iE,. Also konvergiert die Fourierentwicklung von Supp(f|x7y) bei Z,
absolut. Betrachten wir nun die Teilfolge

> las] = lag|

t>N t>N

tr(8¢Z¢)

tr(6¢ Z,
€2m : tr(8¢Z¢)

6271'1 5

Da Im(tr(6;2¢)) = t3]a|?bmm (1 + ¢p11) + O(t) mit pyy < 0 ist, ist 1 + (piy fiir
geniigend grofles ¢ negativ und die Teilfolge divergiert, ein Widerspruch zur ab-
soluten Konvergenz der Oberfolge.

Satz 4.19 (Halbhiillensatz)
Sein > 2, T' eine Kongruenzuntergruppe mit U(n,Ok)[a] C T C U(n,Ok) und
f € MK, x) eine Hermitesche Modulform. Falls

65(2) = det(Y)2|f(Z)| mit Y =Im(Z)

sein Maximum bei Zg = Xg + 1Yy annimmt, dann ist

E}/O_l € v(f).

Hierbei ist b eine Konstante, die von f abhingt. Ist a = (N) mit N € N, dann
kann b = N gewdhlt werden.

Beweis:
Zunéchst ist 0 € Supp(f), da sonst fiir 0 € Supp(f) der Grenzwert

lim |¢s(2)] = +o0

Z—ooill,
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nicht existiert und somit ¢¢(Z) sein Maximum nicht in H,,(C) annimmt. Es kann
also Lemma 4.18 angewendet werden und es folgt: v(f) ist ein Kern. Falls

(%51) > e

gilt, folgt

ROk ((%YH C () © WD vl

und die Behauptung ist bewiesen. Es reicht also zu zeigen, dass

tr (zkY T) > 1 VT € (v(f)?)k, T positiv semidefinit
7r

gilt. Sei dazu 0 = v —d und und sei ¢ € Z~o sowie P und @ so gewihlt, dass
T = P+5Q ist. Setze T = P + Q. Seien weiter ¢ € C und Z; = Zy + (|a|*T. Da

Ze—ZF = Zy— Zi + 2Im(()|a|*T

ist, Zop — Z; aus H,,(C) ist, und T" positiv semidefinit ist, ist Z, € H,,(C), falls
Im(¢) > —e fiir ein gentigend kleines € gilt. Da f(Z) holomorph ist, ist auch f(Z,)
holomorph. Aufgrund der Ganzheit von T kann f(Z;) als holomorphe Funktion
von z = ¢ ¢ auf 0 < |z| < e~ % ¢ aufgefasst werden. Die Laurententwicklung von
fum z =0 ist

f(Ze) = Z age B wSZ) Z age 5 r(5%0) o 2 Ctr(S|a*T)
SeSupp(f) SeSupp(f)
und es gilt:
2 2
min ('a‘ ST) =  min o qtr(ST) > |al%q,
SeSupp(f) b SeSupp(f)
da tr(ST) > 1 ist. Deshalb setzt sich die Funktion
f(Z)
eQWi‘;‘QqC

holomorph auf z = 0 fort und nimmt nach dem Maximumsprinzip ihr Maximum

auf |z| = e’ ¢ an, also fiir ein ¢/ mit Im(¢') = —e. Da der Wert des Maximums
grofer als der Wert der Funktion bei z = 1 sein muss, gilt die Ungleichung:
(%) f(Z¢)
w, | = |f(Z)] < T‘gq, -
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Da ¢;(Z) sein Maximum bei Z; annimmt, also

61(Zo) = |det(Yo)|2|£(Zo)| > | det(Y)|2|(Z2)]
ist, folgt:
det(Y)|? f(Ze)
MM )| = | e

mit Yy = det(Yy 4 |a|*Im(¢'T)) = det(Yy + |a|?¢P). Da f # 0 ist, liefern die
beiden obigen Ungleichungen:

k
2

det(Yc/) 1
det(Yp) | = | 2ilelagr |’
also
det(E, + |a?eTYy )3 < e 5"
Hieraus folgt (vergleiche [24] p. 49-50), dass
k ~ 27 |al?
Mi(apryy ) > 20T

ist. Es folgt

kb _
Etr(TYO o>,

was zu zeigen war. Die Aussage iiber die Konstante b ergeben sich aus (1.9) und
den sich daran anschlieSenden Zeilen.

Satz 4.20
Sein > 2, T eine Kongruenzuntergruppe mit U(n, O )[a] C T C U(n,Ok), und
f € SKT,x) eine Hermitesche Spitzenform mit Fourierentwicklung
Witr(TZ)
()(2) = > are”™

0<Te(HER(n,O))#

fir die ¢¢(Z) ihr Maximum bei Zy = X + Yy annimmt. Dann gilt fir alle
M € U(n,9Ok), dass

kb
(M Z0) " € v(f|eM)

18t.
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Beweis:

Fiir M € U(n,Ok) gibt es eine natiirliche Zahl N € N so, dass f|,M invariant
unter SA, (O)[(N)] ist, denn mit T ist auch M ~'TM eine Kongruenzuntergrup-
pe. Da fiir alle

M= ( 4B ) & SALOK)[(N)

0 D
gilt:
Srn(Z) = det(Y)2|(fM)(Z)]
= det(Y)? det(D) | f(M(2))|
= det(Y):|f(M(Z))] = ¢;(M(2)),

nimmt f|,M sein Maximum auf M~!- Z an. Nun kann Satz 4.19 angewendet
werden.

g

Bemerkung 4.21
Ist f Spitzenform zur vollen Modulgruppe (n > 2), so nimmt ¢¢(Z) sein Mazi-
mum auf H,,(C) an.

Beweis:
Analog zu [24], Hilfssatz 3.11 geniigt es zu zeigen, dass

li Z) = 0.
det(ilfr)nﬁood)f( )

Diese Aussage findet sich in [10], p. 146, (E).

4.5 Anwendungen des Halbhiillensatzes

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Analogon zum Satz von C. Poor und D. S. Yuen
anzugeben, das fiir Hermitesche Modulformen gilt. Sei K ein imagindrquadrati-
scher Zahlkorper, I' eine Kongruenzuntergruppe mit

U(?’L,DK)[G] c I' C U(n,DK), n > 2

und f € S¥(T', x) eine Spitzenform. Wir interessieren uns fiir die Kerne v(f|,M)
mit M € U(n, D). Fiir zwei Repréisentanten M; und M, derselben Nebenklasse
von I"\U(n, Ok), stimmen die Kerne v(f|,M;) und v(f|xMs) iiberein. Ist M =

( f(l)* AS—1 > € A, (Ok), soist v(f|pxM) = A*v(f)A.
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Definition 4.22

Eine Menge von Kernen {Ky}ymeum,ox) heifst I-zuldssig, falls fir alle M, € T’
A* S .

und My = ( 0 A-1 ) c An(DK) gllt I(]\/h]w]\/[2 = Kapa.

|

Die Menge {v(f|xM)}mecum,ox) ist T-zulédssig und fiir eine I'-zuléssige Menge von
Kernen { Ky} meum,oy) sind die beiden Aussagen

i) Fir alle M € U(n, Ok) gilt: v(f|zM) C Kjr und
ii) Fir alle M € I'\U(n, Ok) /A (Ok) gilt: v(f|xM) C Ky
dquivalent.

Satz 4.23

Sei f € S¥T,x) eine Spitzenform zur Kongruenzuntergruppe I' von endlichem
Indez in U(n,Ok), n > 2 und die Funktion ¢¢(Z) nehme ihr Mazimum bei
Zy = Xo+ 1Yy € H,,(C) an. Sei weiter { K} mer\um,ox)/an(0x) €ine I'-zuldssige
Menge von Kernen mit Supp(f|xM) C K. Seien

(F1eM)(2) = Z CLT(M)G%%

0<T€(HER(n,O))#
die Fourierentwicklungen von (f|xM)(Z). Dann gilt:
i) Ist f £0, so ist:

Z ¢ U M{ZeHn(C)‘b—Im(Z)ngM}.

vk
41
MeU(n,Ok)

ii) Enthdlt die in Teil i) beschriebene Vereinigung von Mengen den Fundamen-
talbereich F,,(K,T"), so ist f = 0.

Beweis:

Der Beweis geht analog zu [52], Theorem 1.6. Der dortige Hinweis auf Lemma
1.5 ist mit den obigen Ausfiihrungen abgedeckt. Die Konstante by hingt, da M
und M~* aus U(n, Ok) sind, nur von der Form f und nicht von der Matrix M
ab. (Siehe (1.9).)
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Satz 4.24 (gleichmiflige Abschitzung)
Set I' D Un,Ok)[(N)], N € N, n > 2 eine Kongruenzuntergruppe und f €
SK(T, x) eine Spitzenform zu U. Ist fiir alle M € T\U(n, k)

Nk
min wg (Su M > — su inf  wr(Im(cZ)™? ,
K( pp(f|k )) 47 ZGHTR(C) oeU(n,Ok) K( ( ) )

so ist f =0.

Beweis:

Ersetzen wir im Beweis von [52], Theorem 2.5 ¢ durch wg, 'Main Result 1.3’
durch Satz 4.20, P,(R) durch HP,(C) und Lemma 2.4 durch Lemma 4.17, so
kann dieser Beweis hier wortlich {ibernommen werden. Hierbei ist zu beachten,
dass man fiir die Konstante b aus Satz 4.20 den Wert N wéhlen kann, siche (1.9)
und die anschlieBenden Zeilen.

O

Satz 4.25 (Mittlere Abschitzung)

Sei f € SF(T,x) eine Spitzenform zur Kongruenzuntergruppe I' D U(n, O[N]
von endlichem Index I in U(n,Ok), n > 2. Seien weiter My, ..., M eine Menge
von Reprasentanten von T\U(n, Ok). Ist

I
1 NE
- min wg (Su M;)) > — su inf wr(Im(cZ)™),

I; we(Supp(/]-M:)) am ZGHE(C) oeU(n,Ok) x({Im(e2)7)
so ist f =0.

Beweis:
Ersetzt man im Beweis von [52], Theorem 2.6 das Zeichen ¢ durch wg und Theo-
rem 2.5 durch Satz 4.24, so kann dieser Beweis wortlich ibernommen werden.

g

Um diese Sétze fiir explizite Rechnungen anwenden zu kénnen, bleibt noch die
Bestimmung von

wy! = sup inf  wrg(Im(cZ)™!
K L T k(Im(cZ)™")

oder einer oberen Schranke hiervon. Als obere Schranke kann

Wr, = sup wK(Z_l)
ZeF(n,K)

benutzt werden. Hierbei bezeichnet F(n, K) einen Fundamentalbereich der Ope-
ration von U(n, O ) auf H, (C). Damit erhalten wir fiir die vollen Modulgruppen
den folgenden Satz:
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Satz 4.26
Sei K ein imagindrquadratischer Zahlkérper und sei fir n > 2 eine Spitzenform
f € SkU(n,Ox), x) mit Fourierentwicklung

[2) = Y ame™

T€Supp(f)
vorgelegt. Dann sind dquivalent:
i) f=0,
ii) YT € Supp(f) mit wx(T) < wg)% ist a(T) =0,

iti) VT € Supp(f) mit wg(T) < tg 2% ist a(T) = 0.
a

Im Folgenden wollen wir nun noch eine explizite Abschétzung fiir wg, ange-
ben. In Lemma 4.9 haben wir gesehen, dass fiir jeden imagindrquadratischen
Zahlkorper und fiir alle S, Y € HP;™(C) gilt:

tI'(YS) Z wK(S)mmK(Y)
Also ist fiir S =Y !

wr(Y ) < ﬂ:}j;; - o (48)

Folglich sind wir an einer Abschétzung fiir
m, x(Y), Z = X+iY € F(n,K)

interessiert. Fiir alle Z € F(n, K) und

M = <é g)eU(n,DK)

ist
det ((CZ+ D)(CZ+ D)*) > 1
und fiir die Eintréige z;; von X gilt: |z;;| < 3. Also ist VY € F(n, K)

3
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Aus der Reduktionstheorie (siehe Seite 133f) erhalten wir die Existenz einer Ma-
trix U, ! in der Menge

UM(K,a,n),

die aus endlich vielen in GL(n, K) invertierbaren Matrizen aus MAT (n, D) be-
steht, deren Determinnate o durch

1 < a < |Disk(K)|2n®

beschrénkt ist, siehe hierzu Satz 4.2. Dabei kann U, 1 so gewihlt werden, dass
Y = (U;)*YU, " und

?)11 S s S ynn
gelten. Beachte nun, dass
wx(Y) = i Y
m(Y) = i, oY
1 * 1
= o min (—va) Y (—va>
e —{0} \ & Q
ist. Da die Menge
1
G = {—va :EGDT}(—{O}} C O% — {0}
«

ist, folgt

m, x(Y) < a22n€ié1x*Ya: < a®m,k(Y)

< |Disk(K)|2n*m,, (V). (4.10)

Schlieflich erhalten wir aus (4.8), (4.9) und (4.10) die Abschétzung

WK, < (K)|nn4n

2
—|Disk
V3 |
Wir erhalten ergénzend zu Satz 4.26:

Satz 4.27
Sei fiir n > 2 eine Spitzenform f € S¥(U(n,Ok), x) mit Fourierentwicklung

f2) = Y ameT

TeSupp(f)

vorgelegt. Dann sind dquivalent:
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KAPITEL 4. DER HERMITESCHE FALL

i) f=0,
i) VT mit wi(T) < 50 |Disk(K)["n*" ist a(T) = 0.

Bemerkung 4.28

Im Vergleich zum Siegelschen Fall (siehe [52] oder Satz 1.9) tritt hier in der
Schranke fiir die dyadische Spur ein Faktor |Disk(K)|"n*™ auf. Insbesondere der
Faktor n*™ scheint hierbei stérend. Eine bessere Abschitzung fiir Determinanten
der Menge M(K,a,n) aus der Reduktionstheorie wire hier winschenswert.

Beispiel 4.29

Im einfachsten Fall des Zahlkorpers Q(v/—1) mit Disk(Q(v/—1)) = —4 miissen
im Fall m = 2 schon alle T € HP,(Z[i]) betrachtet werden, fir die

wr(T) < —2"

ist. Fiir praktische Rechnungen ist diese Konstante bereits zu grofs.
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Anhang

Wir geben hier noch einige Tabellen an, die allgemeine Aussagen zu bindren und
terndren quadratischen Formen enthalten.

In Tabelle 4.1 werden die Anzahlen von geraden, bindren quadratischen Formen
mit vorgegebener dyadischer Spur aufgelistet. In der Spalte, die mit w, gekenn-
zeichnet ist, steht hierbei der Wert der dyadischen Spur und in der mit ’anz’
gekennzeichneten Spalte die Anzahl der Formen, deren dyadische Spur diesen
Wert hat. Der Wert in der mit ’sum’ gekennzeichneten Spalte gibt die Anzahl
aller gerader, bindren Formen an, die dyadische Spur kleiner oder gleich dem
Wert in der mit wy gekennzeichneten Spalte haben. Dies entspricht der Anzahl
aller SL(n, Z)-Aquivalenzklassen gerader, binéirer Formen, deren dyadische Spur
kleiner als dier Wert wy ist.

Aus Tabelle 4.2 kénnen Abschétzungen fiir die Dimension der Riume S5(T( (V)
abgelesen werden. Es werden die Anzahlen von GL(n, Z)-Aquivalenzklassen gan-
zer bindrer Formen deren dyadishe Spur kleiner als eine vorgegebene Konstante ¢
ist aufgefithrt. (Die Aussagen in der vorliegenden Arbeit sind fiir galbganze For-
men formuliert, so dass die dort angegebenen Konstanten mit 2 multipliziert wer-
den miissen um sie mit den Konstante in der Tabelle vergleichen zu kénnen.) Der
Unterschied der hierbei fiir Spitzenformen vom geradem und ungeradem Gewicht
gemacht wird beruht darauf, dass alle Fourierkoeffizienten ar einer Spitzenform
mit ungeradem Gewicht, die die Form

(4)

agiry = det(U)Fap  fiir alle U € GL(n,Z),

haben, verschwinden. Es gilt:

siehe [24], Hilfssatz 3.4. Betrachten wir U = Diag(1,—1) , dann folgt ar = 0.
Falls eine Spitzenform gerades Gewicht hat, kann so nicht argumentiert werden.

In Tabelle 4.3 werden all diejenigen halbganzen terndren Formen mit ihrer
Determinante und Spur aufgelistet, die dyadische Spur kleiner als 5 haben. Ist
die Gram-Matrix einer solchen Form durch



gegeben, dann wird diese in der Tabelle durch den Eintrag 2a 2b 2¢ 2d 2e 2f
aufgelistet. Zur Berechnung dieser Liste wurde die explizite Beschreibung von
terndren Formen aus [58] benutzt.

In Tabelle 4.4 werden die Anzahlen von geraden ternédren quadratischen Formen
mit vorgegebener dyadischer Spur aufgelistet. Die Beschriftung der Tabelle ist
analog zu Tabelle 4.1.
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]wg\anz\ sum ng\anz\sum ng\anz\sum ng\anz\sum\
3 2 2 4 1 3 5 2 5 6 | 3 8
7 4 12 8§ | 4 16 91 6 22 | 10| 6 28
11| 8 36 |12 9 45 (|13 ] 10 | 55 | 14| 11 66
15 14| 8 (16| 14 | 94 || 17| 16 | 110 || 18 | 18 | 128
191 20 | 148 |20 ] 21 | 169 || 21| 24 | 193 || 22| 25 | 218
23| 28 | 246 || 24| 30 | 276 | 25| 32 | 308 | 26 | 34 | 342
271 38 | 380 || 28 | 39 | 419 || 29| 42 | 461 || 30 | 45 | 506
31| 48 | 554 || 32| 50 | 604 || 33| 54 | 658 || 34| 56 | 714
35| 60 | 774 || 36 | 63 | 837 || 37| 66 | 903 || 38 | 69 | 972
39| 74 | 1046 || 40 | 76 | 1122 || 41 | 80 | 1202 || 42 | 84 | 1286
43 | 88 | 1374 || 44 | 91 | 1465 || 45 | 96 | 1561 || 46 | 99 | 1660
A7 1104 | 1764 | 48 | 108 | 1872 || 49 | 112 | 1984 || 50 | 116 | 2100

Tabelle 4.1: Liste mit Anzahlen von geraden bindren quadratischen Formen mit

vorgegebener dyadischer Spur

Lc 2k 2] c 2k 2] c[ 2k [2)c] c] 2k |2 }k]
311 4] 2 1 [ 5] 3 2 [ 6] 5 | 3
Tl 5 [ 8]0 ] 6 [9] 1] 9 o] 1711
1121 ] 15 [[12] 27 | 18 [[13] 32 | 23 [ 14| 39 | 27
15] 46 | 34 [ 16| 55 | 39 [17] 63 | 47 [18] 74 | 54
198 | 64 [[20] 97 | 72 [[21] 109 | 84 [22] 124 [ 94
23 [ 138 108 [ 24 [ 156 [ 120 [ 25[ 172 | 136 [ 26 [ 192 | 150
27 [ 211 ] 169 | 28 | 234 | 185 [[ 29[ 255 | 206 || 30 | 281 | 225
31305 ] 249 [[32] 334 [ 270 || 33| 361 [ 297 | 34| 393 | 321
35423 ] 351 [[36 [ 459 [ 378 || 37| 492 [ 411 | 38| 531 | 441
39 [ 568 | 478 [[40 [ 611 [ 511 [[41 [ 651 [ 551 | 42| 698 | 588
437421 632 [[44 [ 793 | 672 [[45 ] 841 [ 720 [ 46 | 896 | 764
471948 | 816 [ 48 [ 1008 | 864 [ 49 [ 1064 [ 920 [| 50 | 1128 [ 972

Tabelle 4.2: Liste mit Abschitzungen von dim(Sg(F(()n)(N))) fiir wy < ¢
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2 - Form \ 2 - dyadische Spur \ 8 - Determinante \ 2 - Spur ‘

2 2 2 1 1 1 4 4 6
2 2 2 1 0 0 9 6 6
2 2 2 0 0 0 6 8 6
2 2 41 1 1 6 10 3
2 2 4 0 1 1 6 12 8
2 2 4 1 0 0 7 12 8
2 2 4 01 O 7 14 8
2 4 4 1 1 2 7 20 10
2 2 6 1 1 1 8 16 10
2 2 4 0 0 0 8 16 8
2 2 6 01 1 8 20 10
2 4 4 0 0 2 8 24 10
2 4 4 1 1 1 8 24 10
2 4 4 1 0 1 8 26 10
4 4 4 2 2 1 8 36 12
4 4 4 2 2 2 8 32 12
2 2 6 1 0 0 9 18 10
2 2 6 01 0 9 22 10
2 4 4 1 0 0 9 28 10
2 4 4 0 0 1 9 30 10
2 4 6 1 1 2 9 4 12
2 4 6 0 1 2 9 36 12
4 4 4 2 1 1 9 44 12
4 4 4 1 1 -1 9 50 12
2 2 8 1 1 1 10 22 12
2 2 6 0 0 0 10 24 10
2 2 8 01 1 10 28 12
2 4 4 0 0 0 10 32 10
2 4 6 1 1 1 10 38 12
2 4 6 0 0 2 10 40 12
2 4 6 1 0 1 10 40 12
2 4 6 0 1 1 10 42 12
4 4 4 2 0 0 10 48 12
2 6 6 1 1 3 10 48 14
4 4 4 1 1 1 10 o4 12
4 4 4 1 1 0 10 56 12
4 4 6 2 2 2 10 56 14
4 4 6 2 2 1 10 60 14
4 4 6 0 2 2 10 64 14
4 4 6 1 2 2 10 66 14

Tabelle 4.3: Liste mit terndren, halbganzen, quadratischen Formen mit dyadischer
Spur kleiner gleich 10 mit Wetrten fiir Spur und Determinante
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w3 1 2 3 4 5
anz 0 0 0 1 1
sum 0 0 0 1 2

w3 6 7 8 9 10
anz 3 3 8 8 16
sum 5 8 16 24 40

w3 11 12 13 14 15
anz 17 32 33 %) 60
sum 57 89 122 177 237

w3 16 17 18 19 20
anz 95 101 151 164 235
sum 332 433 584 748 983

w3 21 22 23 24 25

anz 256 351 383 516 560
sum | 1239 1590 1973 2489 3049
w3 26 27 28 29 30
anz 730 799 1020 1111 1393
sum | 3779 4578 2598 6709 8102
w3 31 32 33 34 35
anz | 1517 1873 2037 2474 2689
sum | 9619 11492 | 13529 | 16003 | 18692
w3 36 37 38 39 40
anz | 3232 3502 4156 4504 9295
sum | 21924 | 25426 | 29582 | 34086 | 39381
w3 41 42 43 44 45
anz | 95721 6664 7189 8302 8937
sum | 45102 | 51766 | 58955 | 67257 | 76194
w3 46 47 48 49 20
anz | 10225 | 10979 | 12464 | 13332 | 14996
sum | 86419 | 97398 | 109862 | 123194 | 138190
w3 o1 92 53 54 95
anz | 15989 | 17828 | 18913 | 20900 | 22057
sum | 154179 | 172007 | 190920 | 211820 | 233877
w3 o6 o7 o8 99 60
anz | 24152 | 25335 | 27467 | 28616 | 30724
sum | 258029 | 283364 | 310831 | 339447 | 370171
w3 61 62 63 64 65
anz | 31746 | 33711 | 34530 | 36254 | 36751
sum | 401917 | 435628 | 470158 | 506412 | 543163

Tabelle 4.4: Liste mit Anzahlen von geraden terndren quadratischen Formen mit
vorgegebener dyadischer Spur
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Halbebene, obere, 1

Halbraum, Hermitescher, 14
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Hermitesche Funktion, 91
Hermitesche Konstante, 8, 91

Kern, 88, 147
Kongruenzcharakter, 3
Kongruenzuntergruppe, 2, 15
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Legendre-Symbol, 82

Modulform n-ten Grades, 4

Modulform, Hermitesche, 15

Modulgruppe, Hermitesche, 14

Modulgruppe, Siegelsche, 1

Modulgruppe, spezielle Hermitesche,
14

Multiplikatorsystem, 5

Pluriharmonisches Polynom, 18
Projektiv rational, 21

Radikal, 138
Rechnungen, gleichwertig, 92

Schranken, gleichwertig, 93

Spitze, 13

Spitzenform n-ten Grades, 7
Spitzenklasse, 0-dimensional, 12, 125
Stufe, 2, 15, 18

Sukzessiven Minima, 133
Symplektische Gruppe, 1

Teilerfremdes symmetrisches Paar, 60
Thetareihe, Siegelsche, 18
Thetareihe, verallgemeinerte , 19
Trager, 5, 6

Trager, potenzieller, 6
Typ-I-Funktion, 11
Typ-II-Funktion, 11

Umgebungen von ioo, 4
Unitédre Gruppe, 14

Weite einer Spitze, 57
Weite einer Spitzenklasse, 56, 78



