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Kapitel 1

Vektorraume

Der wichtigste Begriff der linearen Algebra, und einer der fundamentalsten in der Mathematik iiber-
haupt, ist der des Vektorraumes. Vektorrdume sind immer dber Korpern definiert, und daher muf
zuerst die algebraische Struktur ,Korper® erkliart werden. Jeder Korper ist auch ein Ring, und je-
der Ring ist eine Gruppe. Wir beginnen daher mit der Definition einer Gruppe, einer algebraischen
Struktur, an die gewisse Minimalforderungen gestellt sind, um sinnvoll rechnen zu kénnen.

1.1 Gruppen

Definition einer Gruppe

Wir benutzen im folgenden einige elementare Begriffe der Mengenlehre, wie z.B. das direkte Produkt
My x My zweier Mengen My, Ms. Der Anhang A.1 stellt diese Dinge zusammen.

Definition 1.1.1 Fine Gruppe ist eine Menge G, zusammen mit einer Abbildung
1 GxG—G,
so daj$ folgende Azxiome erfillt sind:
i) Assoziativgesetz: Fir alle a,b,c € G gilta-(b-¢c) = (a-b)-c.

i1) Neutrales Element: Es gibt ein e € G, genannt das neutrale Element, so daffe-a=a-e=a
fiir alle a € G.

iit) Inverse Elemente: Zu jedem a € G gibt es ein a’ € G mit a-a’ = e.

Die Gruppe G heifit abelsch! oder kommutativ, wenn zusdtzlich das Kommutativgesetz gilt:

a-b=b-a fir alle a,b € G.

INIELS HENRIK ABEL, 1802-1829



4 KAPITEL 1. VEKTORRAUME

Die Abbildung ,,-“ heifit auch Verkniipfung auf der Gruppe G. Soll betont werden, welche Ver-
kniipfung auf G gemeint ist, so schreibt man genauer (G,-) fiir die Gruppe. Bei manchen Gruppen
148t man das Zeichen fiir die Verkniipfung auch weg und schreibt schlicht ab fiir a - b.

Der Leser kann sofort nachpriifen, dafl folgende Mengen mit ihren Verkniipfungen Gruppen definieren:

1. (R,4), d.h. die Menge der reellen Zahlen mit der Addition als Verkniipfung. Die Null ist das
neutrale Element, und das Inverse zu a ist —a.

2. (R*,-), d.h. die Menge der reellen Zahlen aufiler Null mit der Multiplikation als Verkniipfung. Das
neutrale Element ist die Eins, und das Inverse zu a ist a™'.

3. Analog zu Beispiel 1 hat man die additiven Gruppen (Q, +) und (C, +), und analog zu Beispiel 2
die multiplikativen Gruppen (Q*,-) und (C*,-).

4. (Z,+).
5. Die zweielementige Gruppe {1, —1}, mit Multiplikation als Verkniipfung.

6. Die triviale Gruppe, die nur aus einem einzigen Element (dem neutralen Element) besteht.

Dies sind alles Beispiele abelscher Gruppen. Beispiele nicht-abelscher Gruppen werden wir etwa mit
den symmetrischen Gruppen kennenlernen, sieche Abschnitt 3.1.

Feststellung 1.1.2 Sei G eine Gruppe.
i) Es gibt nur ein neutrales Element e in G.

ii) Zu jedem a € G gibt es genau ein Inverses, bezeichnet mit a™t. Es gilta-a ! =a ' -a=e.

Beweis: i) Wenn e und e’ neutrale Elemente sind, so gilt e = e- ¢’ =¢€’.
ii) Sei @’ ein Inverses zu a, d.h. a-a’ = 1. Sei a” ein Inverses zu a/, d.h. a’-a” = 1. Unter Verwendung
der Gruppenaxiome rechnet man

d-a=d-a-e=ad-a-ad-d'=d-ed =d-d=e,

d.h., das Rechtsinverse a’ zu a ist auch ein Linksinverses. Wenn a ein weiteres Inverses zu a ist, so gilt
d=d-e=d-a-a=e-a=a.

Also ist das Inverse eindeutig bestimmt. (]

Verwendet man die additive Schreibweise ,,+* fiir die Verkniipfung in einer Gruppe G, so wird das
Inverse zu @ € G nicht mit ¢!, sondern mit —a bezeichnet.

Gruppenhomomorphismen

Definition 1.1.3 Seien (G,-) und (H,o) Gruppen. Fine Abbildung f : G — H heifit Gruppenho-
momorphismus (oder kurz Homomorphismus®), wenn

fla-b)= f(a)o f(b) fir alle a,b € G.

2gr. homos: gleichartig; morphe: Gestalt, Form
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Homomorphismen sind also diejenigen Abbildungen zwischen Gruppen, die mit den Verkniipfungen
,vertriglich® sind.

b

Beispiele: 1. Die Funktionalgleichung der e-Funktion e*t? = e%e? besagt gerade, dal

exp: C—C*

ein Homomorphismus der (additiven) Gruppe C auf die (multiplikative) Gruppe C* ist.

2. Die Abbildung, die jeder von Null verschiedenen reellen Zahl ihr Vorzeichen zuordnet, ist ein
Homomorphismus R* — {1, —1} von R* auf die endliche Gruppe {1, —1}.

3. Fiir jede Menge M hat man die Identitét idy; : M — M, die dadurch definiert ist, daf sie jedes
Element auf sich selbst abbildet. Ist M = G eine Gruppe, so ist idg ein Gruppenhomomorphismus.

Feststellung 1.1.4 Seien G und H Gruppen mit neutralem Element e bzw. ey. Fir jeden Homo-
morphismus f: G — H gilt:

i) flec) =en.

i) f(a)~t = f(a™1) fir allea € G.

Beweis: i) Offenbar gilt f(eq) = f(egeq) = f(eq)f(eq). Nun multipliziere man beide Seiten mit

fleg)™t
i) J?(a)f(a_l) = f(aa™!) = f(eq) = ey nach i). Dies besagt gerade, da f(a~!) das Inverse zu f(a)
ist, d.h. f(a™!) = f(a)™t L]

Bemerkung 1.1.5 Die Hintereinanderschaltung zweier Gruppenhomomorphismen ist wieder ein sol-
cher. Genauer: Sind

Gy LGy -5 Gy

Gruppenhomomorphismen, so ist die Komposition go f : G; — G, definiert durch (g o f)(a) =
9(f(a)), a € Gy, wieder ein Gruppenhomomorphismus. Denn (g o f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) =
9(f(a))g(f(b)) = (go f)(a)(go f)(b).

Wenn G und H Gruppen sind mit G C H, und die Verkniipfung auf G stimmt mit der Einschriankung
der Verkniipfung auf H {iberein, so heift G eine Untergruppe von H. Man schreibt dann auch G < H.
So ist etwa Q < R < C (mit + als Verkniipfung). Jede Gruppe besitzt die triviale Untergruppe {e},
die nur aus dem neutralen Element besteht. Auflerdem ist jede Gruppe Untergruppe von sich selbst.

Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so definieren wir

ker(f) :=={a € G: f(a) =en}, (1.1)
im(f):={b€ H : es gibt ein a € G mit f(a) = b}.

ker(f) heifit der Kern von f, und im(f) das Bild von f. Statt im(f) schreibt man auch f(G).

Feststellung 1.1.6 Wenn f: G — H ein Gruppenhomomorphismus ist, so gilt:
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i) ker(f) ist eine Untergruppe von G.

it) im(f) ist eine Untergruppe von H.

Beweis: i) Zunichst ist ker(f) eine Teilmenge von G. Wenn a,b € ker(f), dann gilt f(ab) =
fla)f(b) = egey = ey, und somit ab € ker(f). Die Verkniipfung auf G induziert also eine Ver-
kniipfung auf ker(f), und wir miissen zeigen, daf ker(f) mit dieser Verkniipfung die Gruppenaxiome
erfiillt. Assoziativitéit ist klar, denn diese ist fiir alle a, b, ¢ € G erfiillt, erst recht also fiir a, b, ¢ € ker(f).
Das neutrale Element eg von G liegt in ker(f) nach Feststellung 1.1.4 i), und ist offenbar auch ein
neutrales Element in ker(f). Es bleibt somit nur zu zeigen, dafl mit @ auch a=! in ker(f) liegt. Doch
dies ist richtig nach Feststellung 1.1.4 ii): f(a™!) = f(a)™' = ej' = en.

ii) Seien by,by € im(f), und aj,az € G mit f(a;) = b;. Dann ist f(ajaz) = f(a1)f(az) = bibe, also
ist b1by im Bild. Die Verkniipfung auf H induziert somit eine Verkniipfung auf im(f), und es ist zu
zeigen, dafl im(f) mit dieser Verkniipfung die Gruppenaxiome erfiillt. Assoziativitéit ist wieder klar,
da diese sogar in der grofleren Menge H gilt. Das neutrale Element ey liegt im Bild nach Feststellung
1.1.4 i). Und wenn b = f(a) im Bild liegt, so auch b= = f(a)~ = f(a=!) nach Feststellung 1.1.4 ii).m

Bemerkung 1.1.7 Der eben gefiihrte Beweis verwendete zweimal die folgende Beobachtung: Sei S
eine Teilmenge der Gruppe G. S ist bereits dann eine Untergruppe von G, wenn folgendes erfiillt ist:

aeSundbeS = abe s,

e € S (das neutrale Element von G),

aelS = ates.

Denn die Gruppenaxiome fiir S folgen dann aus den Gruppenaxiomen fiir G.
Der Leser sei an die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv erinnert, die sich in Anhang A.1 finden.

Feststellung 1.1.8 Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
i) [ ist injektiv genau dann, wenn ker(f) = {eq} (die triviale Untergruppe).

it) f ist surjektiv genau dann, wenn im(f) = H.

Beweis: i) Sei zunichst f injektiv. Da f(eg) = em, kann kein weiteres Element von G auf ey
abgebildet werden (Injektivitéit). Deshalb besteht der Kern von f nur aus eq. — Sei nun ker(f) =
{ec} vorausgesetzt. Seien a,b € G mit f(a) = f(b). Wir miissen zeigen, dafl a = b. Es gilt f(ab™!) =
fl@)f(b=) = f(a)f(b)™t = f(a)f(a)™t = en, also ab™! € ker(f). Da der Kern nur aus eg besteht,
folgt ab~! = eg. Dies ist equivalent mit ¢ = b.

ii) im(f) = H ist gerade die Definition der Surjektivitt. L]

Definition 1.1.9 Wenn f : G — H ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ist, so heifit f ein
Isomorphismus ®. Die Gruppen G und H heiffen dann isomorph.

3gr. isos: gleich
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Isomorphe Gruppen sind gewissermaflen ,,gleich“: Thre Elemente stehen in einer ein-eindeutigen Be-
ziehung, die mit den Verkniipfungen vertréglich ist. Allein durch ihre Eigenschaften als Gruppe lassen
sich G und H nicht unterscheiden.

Beispiel: Der Logarithmus log : Rsy — R ist ein Isomorphismus der Gruppe der positiven reellen
Zahlen (mit Multiplikation als Verkniipfung) auf die additive Gruppe aller reellen Zahlen.

Bemerkung 1.1.10 In diesem Abschnitt wurden gewisse Objekte (néimlich Gruppen) behandelt, zu-
sammen mit gewissen Morphismen (den Gruppenhomomorphismen) zwischen diesen Objekten. In
dhnlicher Weise werden wir in Kiirze Ringe und Ringhomomorphismen betrachten, oder Vektorrdume
und Vektorraumhomomorphismen. Diese Situation, dafl eine gewisse Klasse von Objekten vorliegt,
und eine dazu ,,passende” Klasse von Morphismen, tritt so hdufig in der Mathematik auf, dafl man ihr
durch den Begriff der Kategorie einen abstrakten Rahmen verleiht. Z.B. spricht man von der Kategorie
Gr der Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Eine genaue Definition findet sich in Anhang B.1.

1.2 Ringe und Korper

Ringe und Ringhomomorphismen

Definition 1.2.1 Sei (R, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0. R heifit ein Ring, wenn
eine weitere Verkniipfung

-t RxR— R,
die ,,Multiplikation®, definiert ist, so dafS gilt:
i) Assoziativgesetz der Multiplikation: a - (b-¢) = (a-b) - ¢ fiir alle a,b,c € R.
i1) Distributivgesetze: Fiir alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=(a-b)+ (a-0c),
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a).

Der Ring R heifst kommutativ, wenn zusdtzlich
a-b=b-a fir alle a,b € R

gilt. Gibt es in R ein Einselement 1 mit 1 -a = a-1 = a fir alle a # 0 (d.h., 1 ist ein neutrales
Element der Multiplikation), so spricht man von einem Ring mit Eins.

Die beiden Verkniipfungen + und - auf R heiflen ,,Addition* bzw. ,Multiplikation“, obwohl sie nicht
notwendig etwas mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation zu tun haben miissen. Manchmal
schreibt man kurz a - b = ab.

Die Distributivgesetze driicken die Vertraglichkeit von Addition und Multiplikation aus. Wenn der
Ring kommutativ ist, dann folgt das linksseitige Distributivgesetz aus dem rechtsseitigen, und umge-
kehrt. Um Klammern zu sparen, einigt man sich auf die ,,Punkt—vor—Strich“-Regel; die Klammern
auf der rechten Seite der Distributivgesetze kénnten also weggelassen werden.
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Beispiele: 1. Z, Q, R, C mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation sind kommutative Ringe
mit Eins.

2. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Die Menge nZ = {nk : k € Z} aller Vielfachen von n ist ein
kommutativer Ring ohne Eins.

3. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 konstruieren wir einen kommutativen Ring mit n Elementen. Die
Menge der ganzen Zahlen Z zerlegt sich in die n disjunkten Restklassen

i+nZ={i+nk: keZ}, i=0,...,n—L

Die Menge, deren Elemente diese n Restklassen sind, wird mit Z/nZ bezeichnet (sprich: ,,Z modulo
n Z“). Fiir a € Z sei a diejenige Restklasse, in der a liegt. Dies definiert offenbar eine surjektive
Abbildung, die Projektion,

Z — T/nZ, (1.2)

a+— a.

Es ist leicht einzusehen, daf a 4+ b und a - b nur von den Restklassen abhéngen, in denen a und b liegen
(dh.,ist o’ =aund &/ =b,s0ist ' + ¥ =a+bund o’ - b’ = a-b). Daher sind auf Z/nZ eine Addition
und eine Multiplikation durch

a+b:=a+Db, a-b:=a-b.

wohldefiniert. Der Leser priift nun leicht nach, dafl Z/nZ mit diesen Verkniipfungen ein kommutativer
Ring mit 1 wird (mit den neutralen Elementen 0 und 1). Er heifit der Restklassenring mod n.

Definition 1.2.2 Seien R und S Ringe. Eine Abbildung f: R — S heifit Ringhomomorphismus,
wenn gilt:

i) fla+b) = f(a)+ f(b) fir alle a,b € R.
it) f(ab) = f(a)f(b) fir alle a,b € R.

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heifit ein Isomorphismus.

Eigenschaft i) besagt gerade, daf f ein Homomorphismus der unterliegenden additiven Gruppen ist.
Eigenschaft ii) bedeutet, da} f mit den Multiplikationen vertréglich ist.

Beispiele: 1. Die komplexe Konjugation C — C ist ein Ringhomomorphismus.

2. Die Projektion (1.2) ist ein Ringhomomorphismus.

Bemerkung 1.2.3 Genau wie im Falle von Gruppen und Gruppenhomomorphismen haben wir es
auch hier wieder mit Objekten und Morphismen zu tun, ndmlich Ringen und Ringhomomorphismen
(vgl. Bemerkung 1.1.10). Diese bilden zusammen die Kategorie Ring der Ringe. Diese Begriffe werden
in Anhang B.1 genauer definiert.
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Ein Ringhomomorphismus f : R — S ist insbesondere ein Homomorphismus abelscher Gruppen, und
deshalb ist der Kern ker(f) und das Bild im(f) definiert:

ker(f) = {a € R: f(a) =0},
im(f) = f(R)={be S: esgibt ein a € R mit f(a) = b}

(siehe (1.1)). Nach Feststellung 1.1.6 handelt es sich um additive Untergruppen von R bzw. S. Der
Leser kann leicht nachpriifen, daf} es sich sogar um Unterringe handelt.

Beispiel: Der Kern der Projektion (1.2) sind die ganzzahligen Vielfachen nZ = {nk : k € Z} von n.

Definition 1.2.4 Fin Ring R heifit nullteilerfrei, wenn fir alle a,b € R gilt:
a-b=0 = a=0 oderb=0.

Ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins heifit ein Integrititsring.

Beispiele: 1. Z, Q, R, C sind Integritétsringe.

2. Sei n = rs mit natiirlichen Zahlen r,s > 2 (d.h

s > 2 ist keine Primzahl). Dann ist Z/nZ nicht
nullteilerfrei, denn 7 # 0 und 5 # 0, aber ab=ab =7

7
=0.
Fiir jedes Element a des Ringes R gilt 0-a = (0+0)-a =0-a+ 0-a. Addiert man auf beiden
Seiten das (additive) Inverse von 0 - a, so folgt 0 - a = 0. Ebenso zeigt man a -0 = 0. Die 0 besitzt
also kein multiplikatives inverses Element. Folglich ist ein Ring niemals eine Gruppe beziiglich der
Multiplikation. Man erhélt aber eine Gruppe, wenn man alle multiplikativ invertierbaren Elemente
sammelt:

Definition und Feststellung 1.2.5 Sei R ein Ring mit Eins. Fin Element a € R heifit inver-
tierbar oder eine Einheit, wenn ein a’ € R existiert mit a -a’ = o’ - a = 1. Die Menge R* aller
invertierbaren Elemente ist eine Gruppe beziiglich der Multiplikation, die Einheitengruppe des Rin-
ges R.

Beweis: Mit a,b € R* ist auch ab € R*, denn (ab)(V'a’) = 1. Also induziert die Multiplikation eine
Verkniipfung auf R*. Wegen 1-1 = 1ist 1 € R*; also enthilt R* ein neutrales Element. Per definitionem
enthélt R* auch inverse Elemente. Schliellich erbt R* die Assoziativitdt (der Multiplikation) von R.
Damit sind alle Gruppenaxiome erfiillt. ]

Beispiele: 1. Die Einheitengruppe von Z ist {1, —1}.
2. Die Einheitengruppe von Q (bzw. R bzw. C) besteht aus allen von Null verschiedenen Elementen:
Q" =Q\ {0}

(das Zeichen ,\“ bedeutet ,,ohne“, sieche A.1). Die Notation Q* fiir die Einheiten ist also konsistent
mit der iiblichen Bedeutung dieses Symbols.
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3. Wir betrachten wieder die Projektion (1.2). Ein Element a € Z/nZ ist genau dann eine Einheit,
wenn a zu n teilerfremd ist. Denn sei letzteres der Fall. Nach einem Satz der elementaren Zahlentheorie
gibt es dann x,y € Z mit

za +yn = 1.

Anwenden der Projektion ergibt za = 1, was zeigt, daB @ cine Einheit ist. Ist umgekehrt az = 1 fiir
ein x € Z, so ist xa — 1 durch n teilbar, also a zu n teilerfremd.

Korper
Definition 1.2.6 Ein kommutativer Ring R mit Eins heifst ein Korper, falls R* = R\ {0}.

Korper sind also diejenigen kommutativen Ringe, bei denen jedes von Null verschiedene Element
invertierbar ist.

Nicht-kommutative Ringe mit R* = R\ {0} heilen Schiefkérper. Sie spielen in diesem Buch keine
Rolle.

Beispiele: 1. Q, R und C sind Korper. Z ist kein Koérper.

2. Der Restklassenring Z/nZ ist genau dann ein Koérper, wenn n = p eine Primzahl ist. Dies folgt aus
obigem Beispiel 3.

Insbesondere ist Z/27 ein Korper. Er besteht nur aus den beiden Elementen 0 und 1, und ist damit
der kleinste Korper iiberhaupt.

Der endliche Kérper Z/pZ wird auch mit F, bezeichnet. Ohne Beweis sei mitgeteilt, daf es zu jeder
Primzahlpotenz ¢ = p” einen und (bis auf Isomorphie) nur einen Kérper Fy mit genau ¢ Elementen
gibt, und daB damit alle endlichen Korper erfait sind (siehe Standardtexte zur Algebra, etwa [La2]).

Feststellung 1.2.7 Kérper sind nullteilerfrei.

Beweis: Seien a,b Elemente des Korpers K mit a-b = 0. Angenommen, b # 0. Da K ein Korper ist,
gibt es ein multiplikatives Inverses b~ zu b. Esfolgt a=a-1=a-b-b"1 =0-b"1=0. Ausa-b=0
folgt also a = 0 oder b = 0. [

Definition 1.2.8 Sei K ein Korper. Falls es eine natiirliche Zahl p gibt mit

14+...+1=0,
—_——

p-mal

so heifst das kleinste p mit dieser Figenschaft die Charakteristik von K. Fulls kein p mit dieser
Eigenschaft existiert, so bekommt K die Charakteristik 0.

Beispiele: @, R und C haben die Charakteristik 0. Der endliche Korper F, hat die Charakteristik
.

Feststellung 1.2.9 Sei K ein Korper mit Charakteristik p > 0. Dann ist p eine Primzahl.
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Beweis: Sei p = mn mit natiirlichen Zahlen m,n. Wir haben zu zeigen, dal m = p oder n = p.
Offenbar gilt

0=(04+...+4)=0Q4+...+DH)Q+...+1).
p-mal m-mal n-mal

Aus der Nullteilerfreiheit von K folgt
14+...41)=0 oder 1+...+1)=0.
—_———— —_———

m-mal n-mal

Da p die kleinste Zahl ist, so daf} eine p-fache Summe von Einsen verschwindet, folgt m = p oder
n=np. m

1.3 Vektorraume

Definition und Beispiele
Wir kommen jetzt zum zentralen Begriff der linearen Algebra.
Definition 1.3.1 FEin Vektorraum ist eine abelsche Gruppe, auf der ein Kérper linear operiert. Ge-

nauver: Sei K ein Korper und (V,+) eine abelsche Gruppe. Dann heifst V ein Vektorraum iiber K
(oder ein K-Vektorraum), falls eine Abbildung

KxV —V,
(a,v) — a.ww
die Skalarmultiplikation, definiert ist, so daf folgendes gilt:
i) (a+bv=av+dbv firaleabeK,veV.

it) a.(v+w) =av+aw firaleaeK,v,weV.

iit) (a-b).w =a.(bw) firalea,be K,veV.

w) lwv=wv firalleveV (1ist das neutrale Element der Multiplikation in K ).
Die Elemente eines Vektorraumes V' heiflen Vektoren.

Die rechten Seiten von i) und ii) sind wieder geméf der ,,Punkt-vor—Strich“—Regel zu lesen. Man
beachte, dafl wir es hier mit vier verschiedenen Verkniipfungen zu tun haben: Der Addition + in K,
der Multiplikation - in K, der Addition + in V', und der skalaren Multiplikation. Daf} die Additionen
in K und V mit dem gleichen Symbol bezeichnet werden, sollte fiir keine Verwirrung sorgen; z.B. ist
klar, dafl auf der linken Seite von i) die Addition in K gemeint ist, wihrend auf der rechten Seite nur
die Addition in V' Sinn macht.

Oft werden die Symbole fiir die Multiplikationen weggelassen; dann liest sich iii) als (ab)v = a(bv).
Es gibt keine Moglichkeit, zwei Elemente von V miteinander zu multiplizieren*. Die Elemente von K
heilen auch Skalare®; dies erklirt den Namen Skalarmultiplikation.

4 Aufler, eine solche Multiplikation ist zusétzlich definiert; der Vektorraum heifit dann eine Algebra, siche 1.3.14.
5lat. scalaris: zur Leiter, Treppe gehorend. Die ,Leiter® kann z.B. der geordnete Kérper K = R sein.
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Beispiel 1.3.2 Das folgende Beispiel fiir einen Vektorraum ist fundamental. Sei n eine feste natiirliche
Zahl, und K™ die Menge der Spaltenvektoren

ai
, ai,...,an € K.

27
Wir definieren eine Addition auf K™ durch Addition der Komponenten:

ax by ay + by
S [ R )

an by, a, + by,

(a; + b; bedeutet natiirlich die Addition in K). Der Leser priift leicht nach, daf K™ mit dieser
Verkniipfung eine abelsche Gruppe ist; das neutrale Element ist der Nullvektor

0

0
Wir wollen K™ zum K-Vektorraum machen. Dazu definieren wir die skalare Multiplikation durch
komponentenweise Multiplikation:

ay a - ay

an, a- ap

wobei a - a; die Multiplikation im Koérper K bedeutet. Um nachzupriifen, dafi K™ damit in der Tat
zum K-Vektorraum wird, sind die Eigenschaften i) bis iv) aus Definition 1.3.1 zu verifizieren; dies sei
dem Leser iiberlassen.

Statt mit Spaltenvektoren hiitten wir auch mit Zeilenvektoren (ay,... ,a,) arbeiten konnen. Dies
liefert ,,denselben (einen isomorphen) Vektorraum, da die Vektoren lediglich anders notiert werden.
In der Regel fassen wir K™ als Raum von Spaltenvektoren auf, werden jedoch manchmal aus notati-
onstechnischen Griinden auch Zeilenvektoren verwenden.

Offenbar ist K' = K. Der Kérper K (genauer: seine additive Gruppe) ist also ein Vektorraum iiber
sich selbst.

Sei speziell K = R. Bekanntlich kénnen die reellen Zahlen durch die Punkte auf einer Geraden veran-
schaulicht werden. Interpretiert man die Komponenten eines Vektors in R? als z- und y-Koordinate
in einem Koordinatensystem der Ebene, so erhélt man eine Visualisierung des R? als Punkte in einer
Ebene. Analog kénnen die Elemente des R? als Punkte des dreidimensionalen Raumes veranschaulicht
werden. Der Leser iiberlege sich, was Addition und skalare Multiplikation in diesen geometrischen In-
terpretationen der Rdume R? und R? bedeuten (,, Vektoraddition®, ,Streckung®, ,, Punktspiegelung®).
Diese geometrischen Bilder sind eine gewisse Quelle der Intuition fiir die Lineare Algebra.
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Beispiel 1.3.3 Weitere typische Beispiele von Vektorrdumen entstehen als Rdume von Funktionen:
Sei I C R ein Intervall, und F die Menge aller Funktionen f : I — R. Fiir zwei Funktionen f,g € F
definieren wir eine neue Funktion f + g durch

(f +9)(x) := f(x) + g(z).

Man sieht sofort, dafl F mit dieser Verkniipfung eine abelsche Gruppe wird (das neutrale Element ist
die Nullfunktion (f(x) = 0 fiir alle x € I), und das Inverse zu f ist —f : & — —f(x)). Fiir eine reelle
Zahl a und f € F sei die Funktion af € F definiert durch

(af)(z) :=a- f(z).
Damit ist eine skalare Multiplikation

RxF— F,
(@, f) — af,

erkliart, durch die F zum R-Vektorraum wird. Die Analysis kennt zahllose Beispiele dieser Art, wo
reelle und komplexe Vektorrdume (d.h., Vektorrdume iiber R oder C) als Funktionenriume entstehen.

Ein weiteres Beispiel fiir einen K-Vektorraum ist der Nullvektorraum {0}, der nur aus einem einzigen
Element 0 besteht. Es handelt sich also um die triviale Gruppe, zusammen mit der dementsprechend
trivialen Skalarmultiplikation a.0 = 0 fiir alle a € K. Wir vereinbaren, unter K° immer diesen
Nullvektorraum zu verstehen.

Feststellung 1.3.4 Sei V ein K-Vektorraum, und O das neutrale Element der abelschen Gruppe V.
Dann gilt:

i) 0.0 =0 fir alleveV.

it) .0 =0 fiir alle a € K.

i) (—1).w = —v fiir allev e V.

Beweis: i) 0.v = (0 4+ 0).v = 0.v 4+ 0.v. Nun addiere man auf beiden Seiten das Inverse von 0.v € V.
ii) .0 = a.(0 + 0) = a.0 + a.0.
iii) v+ (=1).w=1w+ (-1).w = (14 (=1)).v = 0.v = 0 nach i). Also ist (—1).v das Inverse zu v. m

Definition und Feststellung 1.3.5 Sei V' ein K-Vektorraum und W C V eine nicht-leere Teilmen-
ge. W heifit ein Untervektorraum von V, falls gilt:

Z) wi,weg EW = w1 +wy € W.

i) ae KundweW = aweW.

W ist dann selbst ein K -Vektorraum.
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Beweis: i) besagt, dafl die Addition auf V eine Verkniipfung auf W induziert. Wir miissen zunéchst
zeigen, dal W damit eine abelsche Gruppe wird. Sei w € W beliebig (W ist nicht leer). Wegen ii) ist
dann auch —w = (—=1).w € W. Es folgt 0 = w + (—w) € W nach i). Also enthélt W ein neutrales
Element. Wir haben eben gesehen, dafl mit w auch —w in W liegt; daher enthélt W inverse Elemente.
Schliellich erbt W die Assoziativitdt und Kommutativitdt von V', ist also eine abelsche Gruppe.

ii) besagt nun, dal die Skalarmultiplikation auf V' eine Skalarmultiplikation auf W induziert. Damit
wird W zum K-Vektorraum, denn die benétigten Eigenschaften gelten ja sogar in der grofleren Menge
V. [

Beispiele: 1. Seien m < n natiirliche Zahlen. Wir betrachten die Menge W derjenigen Elemente
ay
e K",
an

fur die @41 = ... = a, = 0. Dieses W ist offenbar abgeschlossen unter Addition und skalarer
Multiplikation, d.h., es erfiillt die Eigenschaften i) und ii) aus 1.3.5. Damit ist W ein Untervektorraum
des K™. Durch Weglassen der n — m unteren Nullkomponenten lassen sich die Elemente von W mit
denen des K™ identifizieren. Auf diese Weise kann man K™ als Untervektorraum des K" auffassen
(es gibt viele andere Moglichkeiten, dies zu tun; man wéhle z.B. n — m andere Komponenten, und
setze diese 0).

2. Sei F der R-Vektorraum aus Beispiel 1.3.3. Die Teilmenge C°(I) der stetigen Funktionen I — R
ist ein Untervektorraum von F. Sei das Intervall I als offen vorausgesetzt, so dafl wir problemlos
differenzierbare Funktionen betrachten kénnen. Fiir r € N ist die Menge

C"(I):={f € F: fistr-mal stetig differenzierbar}

ein Untervektorraum von C°(I) (und auch von F). In der Tat hat man eine ganze Kette von Unter-
vektorrdumen

.cC)(coliI)ycc'I)cF. (1.3)

Feststellung 1.3.6 Der Schnitt beliebig vieler Untervektorrdume ist wieder ein Untervektorraum. Ge-
nauver: Sei V' ein K-Vektorraum, und I eine beliebige (endliche oder unendliche) Indexmenge. Fiir
jedes i € I sei ein Untervektorraum V; von V' gegeben. Dann ist

W::nVZ-

i€l

wieder etn Untervektorraum von V.

Beweis: Seien wi,ws € W. Dann liegen w; und ws auch in jedem V;, also liegt wy + we in jedem V.
Mit anderen Worten, w; + wy € W. Also ist Bedingung i) in Definition 1.3.5 erfiillt. Bedingung ii)
sieht man &hnlich: Sei @ € K und w € W. Fiir jedes 7 liegt w in V;, also auch aw. Das heif}t gerade,
dafl aw € W. [

Beispiel: Wir betrachten die Untervektorriume C7(I), j > 0, von F wie in (1.3). Der Schnitt
Nj>o CI(I) ist der Vektorraum C*°(I) der glatten (beliebig oft differenzierbaren) Funktionen auf dem
Intervall 1.
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Bemerkung 1.3.7 Wenn man in Definition 1.3.1 den Kérper K durch einen Ring R ersetzt, so spricht
man nicht von einem Vektorraum, sondern von einem Modul iiber R. Wir werden in Kapitel 3 Anlafl
haben, tiber Moduln zu reden, siche Definition 3.2.1.

Lineare Abbildungen
Definition 1.3.8 Seien V und W Vektorrdume tber dem Kérper K. FEine Abbildung f : V. — W
heifit Vektorraumhomomorphismus oder K-linear oder einfach linear, falls gilt:

i) f(v1+wv2) = f(vi) + f(va) fiir alle vi,v € V.

it) flav) =af(v) firaleae K,veV.

Ist V. =W, so spricht man von einem Endomorphismus Svon V. Eine bijektive lineare Abbildung
heiffit Isomorphismus.

Eigenschaft i) besagt, dal f ein Gruppenhomomorphismus zwischen den abelschen Gruppen V und
W ist. Insbesondere gilt f(0y) = Oy . Eigenschaft ii) driickt die Vertriglichkeit mit den Skalarmulti-
plikationen auf V und W aus.

Beispiele: 1. Sei V ein K-Vektorraum, und a € K fest. Dann ist die Abbildung

he: V—YV,

v — av,

linear, also ein Endomorphismus von V. Dieser wird manchmal die Homothetie mit a genannt. Man
iiberlege sich, dafl h, fiir a # 0 sogar ein Isomorphismus ist. Offenbar ist h; = idy die Identitéit auf
V' (die dadurch definiert ist, dafl sie jedes Element auf sich selbst abbildet).

2. Sei r € N. Wie oben sei C"(I) der R-Vektorraum der r-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf
dem offenen Intervall I. Wir bezeichnen mit f’ die Ableitung von f € C"(I). Dann ist

Ccm(I) — C™Y(I), (1.4)
fr—f

eine lineare Abbildung, denn bekanntlich gilt (f 4+ ¢)' = f' + ¢’ und (af)’ = af’, a € R. Dieser

Vektorraumhomomorphismus ist nicht injektiv, denn alle konstanten Funktionen haben das gleiche

Bild (die Nullfunktion). Schrankt man (1.4) auf den Untervektorraum C°(I) ein, so erhélt man einen
Endomorphismus von C*°(I).

3. Sei C%[a,b]) der R-Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R. Bekannte
Eigenschaften des Riemann-Integrals besagen, dafl die Abbildung

C%([a,b) — R,

f— /bf(w)dw,

6gr. endos: innen
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linear ist. Natiirlich fassen wir hier R = R! als Vektorraum iiber sich selbst auf. Eine lineare Abbildung
von einem K-Vektorraum V in den K-Vektorraum K wird auch eine Linearform auf V genannt. Also:
Das Riemann-Integral ist eine Linearform auf den stetigen Funktionen.

Definition und Feststellung 1.3.9 Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Die Menge aller linearen
Abbildungen V. — W wird mit
Homg (V, W)

bezeichnet, und ist in natirlicher Weise selbst wieder ein K-Vektorraum. Insbesondere gilt dies fiir
die Menge

EndK(V)
aller Endomorphismen von V.
Beweis: Fiir f,g € Homg (V, W) definieren wir die Summe f + g als die Abbildung

(f +9)(v) = fv) +g(v), veV

(die Addition rechts ist die in W). Man priift sofort nach, da8 f + g linear ist, also ein Element von
Homg (V, W) ist. Fiir a € K und f € Homg (V, W) definieren wir die Skalarmultiplikation durch

(a.f)(v) = a.f(v), (veV)

(die Skalarmultiplikation rechts ist die in W). Es ist wieder sehr leicht einzusehen, dafl a.f in der Tat
ein Element von Hompg (V, W) ist. Wir iiberlassen dem Leser den Nachweis, dal Homg (V, W) mit
diesen Operationen tatséichlich zu einem K-Vektorraum wird. L]

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Ahnlich wie im Falle von Gruppen
definieren wir den Kern und das Bild von f:

ker(f) :={veV: f(v) =0},
im(f) :={w e W: Esgibt ein v € V mit f(v) =w}.

Statt im(f) schreibt man auch f(V'). In Analogie zu Feststellung 1.1.6 gilt:

Feststellung 1.3.10 Sei f: V — W ein K-Vektorraumhomomorphismus.
i) ker(f) ist ein Untervektorraum von V.

it) im(f) ist ein Untervektorraum von W.

Beweis: i) Seien v, vy € ker(f). Aus f(v1) = 0 und f(vs) = 0 folgt f(vy +v2) = f(v1) + f(v2) =
0+ 0 =0, also v + vy € ker(f). Aus a € K und v € ker(f) folgt f(av) = af(v) = a0 = 0, also
av € ker(f).

ii) Seien wy,we € im(f), und v1,vy € V mit f(v;) = w;. Es folgt f(vi +ve) = f(v1)+ f(v2) = wy +wo,
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also wy + wy € im(f). Sei @ € K und w € im(f). Fiir v € V mit f(v) = w gilt f(av) = af(v) = aw,
also ist aw € im(f). ]

Beispiele: 1. Der Kern der Linearform
K" — K,
ai
a1+ ...+ ay,

an

besteht aus allen Spaltenvektoren, fiir die die Summe der Komponenten null ist. Das Bild ist ganz
K.

2. Der Kern der Abbildung (1.4) ist der aus den konstanten Funktionen bestehende Untervektorraum
von C"(I).

Ein Vektorraumhomomorphismus ist insbesondere ein Homomorphismus abelscher Gruppen. Die fol-
gende Feststellung folgt deshalb aus Feststellung 1.1.8 (oder kann vom Leser leicht direkt bewiesen
werden).

Feststellung 1.3.11 Sei f: V — W ein Homomorphismus von K -Vektorriumen.
i) [ ist injektiv genau dann, wenn ker(f) = {0}.
it) f ist surjektiv genau dann, wenn im(f) = W.

Die Aussage i) wird sehr hiufig als Test fiir Injektivitdt benutzt.

Komposition linearer Abbildungen

Feststellung 1.3.12 Die Komposition (Hintereinanderschaltung) linearer Abbildungen ist wieder li-
near: Ist g € Homg (U, V) und f € Homg (V, W),

v-Lv - Low
so ist f og € Homg (U, W). Insbesondere haben wir eine Abbildung
Endg (V) x Endg (V) — Endg(V), (1.5)
(fi9) — foy.
Beweis: Dies folgt einfach aus

(fog)(ur +uz) = flg(ur +uz)) = f(g(ur) + g(uz)) = f(g(u1)) + f(g(uz2))
= (fog)(ur) + (fog)(u2)

und

(fog)(Mu) = f(g(hu)) = f(Ag(u)) = Af(g(w)) = A((f o g)(u)).
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Bemerkung 1.3.13 Oft schreibt man einfach fg anstatt f o g fiir die Komposition zweier linearer
Abbildungen f und g.

Die Abbildung (1.5) definiert (neben Addition und skalarer Multiplikation) eine weitere Verkniipfung
auf Endg (V), eine ,Multiplikation®, durch die dieser Vektorraum eine reichhaltigere algebraische
Struktur bekommt. Dazu folgende Definition.

Definition 1.3.14 Sei V' ein K-Vektorraum, auf dem zusdtzlich eine Multiplikation
VXV —V

definiert ist, durch die V' zu einem Ring wird. Dann heifst V eine K -Algebra, wenn die Multiplikation
mit der Skalarmultiplikation in folgendem Sinne vertrdiglich ist:

A -w)=(Av) - w=v-(Aw) fir allev,w € V und A € K. (1.6)
Ein Einselement der K-Algebra V ist ein Einselement des Ringes V.

Feststellung 1.3.15 Der Vektorraum Endg (V') aller Endomorphismen des K -Vektorraumes V' wird
mit der Verkniipfung (1.5) zu einer K-Algebra. Diese besitzt ein Einselement, namlich die Identitit
idy .

Beweis: Zunichst ist nachzupriifen, dafl End g (V) mit ,4+“ und ,,0% zu einem Ring mit Eins wird. Wir
iiberlassen die einfachen Details dem Leser, und verifizieren stattdessen die Vertriglichkeitseigenschaft
(1.6): Seien A € K und f,g € Endg (V) gegeben. Fiir alle v € V gilt dann

(A(f e 9))(v) = A(f e 9)(v)) = A(f(9(v))) = (Af)(g(v)) = (Af) © g)(v),
also A\(f og) = (Af) og. Ebenso
(A(f e 9)(v) = A(f(9(v))) = F(Ag(v)) = F((Ag)(v)) = (f o (Ag))(v),

also A\(fog) = fo(\g). (]

Definition 1.3.16 Sei V ein K-Vektorraum. Die Einheitengruppe (siehe 1.2.5) des Ringes Endg (V')
wird mit GL(V') (General Linear group) oder Aut(V') bezeichnet. Die Elemente von GL(V') heiffen
auch Automorphismen von V.

Man iiberlegt sich leicht, dafi GL(V') die Gruppe aller bijektiven linearen Abbildungen V' — V ist, mit
der Komposition als Verkniipfung (siehe Feststellung B.1.3 in Anhang B.1).

Exakte Sequenzen

Definition 1.3.17 Seien A, B,C Gruppen (oder Ringe, oder K -Vektorriume), und seien

Al.p ¢ (1.7)
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Homomorphismen. Die Sequenz (1.7) heifst exakt, falls im(f) = ker(g). Allgemeiner heifst eine
beliebige (endliche oder unendliche) Sequenz von Homomorphismen

exakt, falls im(f;) = ker(fiy1) fir alle i (aufer am linken und rechten Rand der Sequenz).

Beispiel: Sei n € N, und sei f : Z — Z der Homomorphismus abelscher Gruppen f(k) = nk. Sei g
die Projektion (1.2). Dann ist

z 17 % nmz (1.8)

eine exakte Sequenz.

Feststellung 1.3.18 Es sei 0 entweder die triviale Gruppe, der triviale Ring, oder der Nullvektor-
raum. Sei f: A — B ein Homomorphismus.

i) f ist genau dann injektiv, wenn die Sequenz
0—A-LB
exakt ist.
it) f ist genau dann surjektiv, wenn die Sequenz
A-Lp—o
exakt ist.
iit) f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die Sequenz
0—A-L.B—0
exakt ust.

Beweis: i) Die Exaktheit der Sequenz bedeutet, dafl ker(f) gleich dem Bild der Abbildung 0 —
A ist, welches nur aus dem neutralen Element in A besteht. Wir haben frither gesehen, daf} dies
gleichbedeutend mit der Injektivitit von f ist (siche Feststellung 1.1.8 und Feststellung 1.3.11).

ii) Der Kern von B — 0 ist B. Die Exaktheit der Sequenz bedeutet also im(f) = B. Dies heifit gerade,
dafl f surjektiv ist.

iii) folgt aus i) und ii). L]
Beispiel: Die exakte Sequenz (1.8) 148t sich zu der exakten Sequenz
0—2z-1 2% 7/mz —0. (1.9)

verldngern, denn f ist injektiv und g ist surjektiv.
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Exakte Sequenzen der Form

0—AtBLc—0 (1.10)
treten sehr hiufig auf; man nennt sie kurze exakte Sequenzen. (1.10) ist genau dann exakt, wenn

f injektiv, g surjektiv, und im(f) = ker(g) ist.

Beispiel: Der Kern des surjektiven Gruppenhomomorphismus exp : C — C* ist 2miZ. Dies 1483t sich
durch die kurze exakte Sequenz

0 — 2miZ — C 22 C* — 1

abelscher Gruppen ausdriicken.

Die formalen Uberlegungen dieses Unterabschnitts sind nicht auf Gruppen, Ringe und Vektorrdume
beschrankt, sondern lassen sich in allgemeineren Kategorien durchfiithren. Dem Leser sei an dieser
Stelle die Lektiire des Anhangs B.1 nahegelegt.

1.4 Basis und Dimension

Wir nehmen jetzt das systematische Studium von Vektorrdumen und linearen Abbildungen auf. Die
Definitionen und Aussagen dieses Abschnitts sind grundlegend fiir alles Folgende.

Um im folgenden prézise sein zu kénnen, benttigen wir den Begriff der Familie. Man fiihrt diesen
technischen Begriff zu dem einzigen Zweck ein, um von ,,Mengen mit Wiederholungen von Elementen*
reden zu konnen.

Sei M eine beliebige Menge. FEine Familie in M ist formal eine Abbildung I — M, wobei I eine
weitere Menge, die Indezmenge, ist. In der Regel schreiben wir (m;);er fiir eine Familie, wobei m; das
Bild von 7 € I ist.

Jeder Familie in M ist eine Teilmenge von M zugeordnet, ndmlich ihr Bild. Man fithrt Familien ein,
um Wiederholungen von Elementen zuzulassen, was in einer Menge nicht méglich ist. Wenn z.B. m, m’
unterschiedliche Elemente von M sind, so ist

(m,m',m)
eine Familie in M (die Indexmenge ist I = {1,2,3}), und die ihr zugeordnete Menge ist {m,m'}.

Jede Teilmenge N von M 148t sich als Familie auffassen, ndmlich als die Inklusion N <— M. In diesem
Sinne ist ,Familie in M*“ eine Verallgemeinerung des Begriffs ,, Teilmenge von M “.

Lineare Hiillen

Es sei K ein beliebiger Korper.

Definition 1.4.1 Sei V' ein K -Vektorraum, und sei S = (v;);er eine Familie in V.. Der Schnitt aller
Untervektorrdume von V, die jedes v; enthalten, ist selbst ein K-Vektorraum nach Feststellung 1.3.6.
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Er heif$t der von S (oder der von den v; ) aufgespannte Raum, oder die lineare Hiille der v;, und
wird mit spang (S) bezeichnet. Falls klar ist, dafs man vom Korper K spricht, schreibt man einfach
span(S). Es wird auch das Symbol

(v; i € I) = span(S)
verwendet. Gilt span(S) =V, so heifit S ein Erzeugendensystem von V.
Der von einer Familie aufgespannte Raum l48t sich explizit beschreiben:
Feststellung 1.4.2 Fiir eine Familie S = (v;)ier in dem K-Vektorraum V gilt

span(S) = {a1vy, + ...+ apv;, : a; € K, i; € I, n € N},

Beweis: Sei"W die Menge auf der rechten Seite. ,,C*: Man sieht sofort, dafi W ein Untervektorraum
von V ist. Uberdies gilt v; € W fiir alle . Da span(S) der Schnitt aller Untervektorrdume ist, die
jedes v; enthalten, folgt span(S) C W.

, D% Als Untervektorraum von V ist span(S) abgeschlossen unter Bildung von Summen und skalaren
Vielfachen. Aus v;,,... ,v;, € span(S) folgt daher a1v;, +. .. anv;, € span(S). Also ist W C span(S).m

Falls S = (v1,...,vy) endlich ist, so schreibt man aufgrund dieser Feststellung auch
span(S) = Kv; + ...+ Kuy,.

Definition 1.4.3 SeiV ein K-Vektorraum und (v;);cs eine Familie von Vektoren in V. Fin Ausdruck
der Form

a1, + ... +apv;,, aj € K, i; €1,
heif$t eine Linearkombination der v;.

Feststellung 1.4.2 besagt gerade, dafl (v; : 7 € I) aus allen Linearkombinationen der v; besteht.

Beispiel 1.4.4 Man betrachte die (Familie der) Vektoren

1 0 0 1
v = 0 s Vg = 1 5 V3 = 0 5 Vg = 1
0 0 1 0

im K3.

e vy, vz, v3 spannen den ganzen K3 auf (sind also ein Erzeugendensystem), denn ein beliebiger
Vektor 148t sich als Linearkombination schreiben:

ay
az | = a1v1 + agv2 + asvs.
as
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e v1,v3, vy spannen ebenfalls den ganzen K3 auf, denn

ai
as = (a1 — ag)’Ul “+ a3zvs + agv4.
as

Man {iberlege sich, da8 auch vs, v3,v4 ein Erzeugendensystem des K? ist.

e v1,vg, vy spannen nicht ganz K3 auf, denn jede Linearkombination dieser drei Vektoren hat eine
Null in der dritten Komponente.

e Je zwei der Vektoren vy,... ,v4 spannen einen Raum auf, der isomorph zu K? ist, aber niemals
den ganzen K3.

Bemerkung 1.4.5 Wenn K = R und V = R? oder V = R3 ist, so 148t sich der von einer Familie von
Vektoren aufgespannte Untervektorraum leicht geometrisch veranschaulichen.

i) Der von einem einzigen Vektor v # 0 aufgespannte Unterraum (v) ist die Gerade durch den
Ursprung und den Punkt v.

ii) Bei zwei Vektoren v1, vo, die nicht ausgerechnet beide Null sein sollen, kénnen zwei Fille auftre-
ten: Entweder liegen vy, vy und der Ursprung auf einer Geraden; dann ist (v1,vs) gleich dieser
Geraden. Oder dies ist nicht der Fall; dann ist (v1,v2) die eindeutig bestimmte Ebene, die vy,
vo und den Ursprung enthélt.

iii) Falls drei Vektoren vy, vs,v3 € R3 auf einer gemeinsamen Ursprungsgeraden liegen (und nicht
alle drei gleich Null sind), spannen sie diese Gerade auf. Falls dies nicht der Fall ist, konnte es
eine Ebene geben, die alle drei Vektoren und den Ursprung enthélt; diese wird dann von vy, vs, v3
aufgespannt. Ist dies auch nicht der Fall, so sind v;,v2,v3 ein Erzeugendensystem des R3.

Es ist wichtig, diese geometrischen Interpretationen zu beherrschen. Der Leser setze in Beispiel 1.4.4
K =R, und mache sich die Verhéltnisse anhand von Bildern klar.
Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 1.4.6 Sei (v;);cr eine Familie in einem K-Vektorraum V. Die Familie heifit linear un-
abhingig (iber K ), wenn sich die Null nur als triviale Linearkombination der v; darstellen lifst, wenn
also fir alle ay,... ,a, € K und alle i1, ... ,i, € I gilt: Aus

a1V, + ...+ apv;, =0
folgt a1 = ... = a, = 0. Eine Familie, die nicht linear unabhingig ist, heifst linear abhéngig.

Beispiel: Je zwei der Vektoren vq,...,vs aus Beispiel 1.4.4 sind linear unabhingig. Mit der einen
Ausnahme (v, v2,v4) sind je drei der Vektoren linear unabhéngig. Die Familie (vq, va, v3,v4) ist linear
abhéngig.

Eine Familie (v;);cr ist offenbar immer dann linear abhéingig, wenn sie den Nullvektor enthélt (d.h.
v; = 0 fiir ein ¢ € I), oder zwei gleiche Vektoren (d.h., falls es ¢ # j in I gibt mit v; = v;).
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Definition und Feststellung 1.4.7 Sei V' ein K-Vektorraum. Fiir eine Familie S = (v;)ier in V
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) S ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V.

ii) S ist eine mazimal linear unabhingige Familie (mazimal heif$t dabei: Ist I C J, und S': J -V
eine Familie, deren Einschrinkung auf I gleich S ist, so ist S’ nicht mehr linear unabhdingig).

1) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V' (minimal heifit dabei: Ist J C I, und S': J —V
die Finschrinkung von S auf J, so ist S’ kein Erzeugendensystem von V mehr).

iv) Jedes Element von V lifit sich eindeutig als Linearkombination der Familie (v;);er schreiben.

Besitzt S diese Eigenschaften, so heifit S eine Basis von V.

Beweis: i) = iii): Sei S ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem von V. Sei S’ die Familie, die
durch weglassen eines Vektors v;, ¢ € I, entsteht. Wir miissen zeigen, daf3 S” kein Erzeugendensystem
mehr ist. Angenommen, dies wiire doch der Fall. Dann liefie sich v; als Linearkombination von S’
schreiben:

Vi = a1v;, + ...+ apv;, , ij EI\{’L}

Dies liefert aber eine nicht-triviale Linearkombination in S, die den Nullvektor darstellt, im Wider-
spruch zur linearen Unabhéngigkeit von S.

iii) = iv): Da S ein Erzeugendensystem ist, 148t sich jedes v € V als Linearkombination in S schreiben.
Angenommen, dies wire nicht eindeutig, wir hétten also fiir ein v € V' zwei Moglichkeiten:

a1, + ...+ apv;, =v="b1v;; + ... +byv;,

(wir konnen die gleichen v;; verwenden, indem wir gegebenenfalls mit Koeffizienten ergénzen, die Null
sind). Die beiden Linearkombinationen sollen nicht gleich sein; sei etwa a; # b;. Dann folgt

Vi, = —(a1 — bl)_l((ag — bg)viz + ...+ (an — bn)vi").

(Hier benutzen wir die Tatsache, dafi K ein Koérper ist, und nicht nur ein Ring). v;, ist also eine
Linearkombination der Familie S’, die aus S durch Weglassen des Elementes v;, entsteht. Dann ist
aber offenbar S’ bereits ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch zur Minimalitit von S.

iv) = ii): Annahme: S ist linear abhéngig. Dann gibt es eine nicht-triviale Linearkombination, die
Null darstellt: ajv;, + ...+ a,v;, = 0. Da auch die triviale Linearkombination Null darstellt, ist dies
ein Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage in iv). Also ist S doch linear unabhiingig. — Angenommen,
es gibe eine grofere linear unabhéngige Familie S’ : J — V, J 2 I. Ein v; mit j € J \ I laft
sich aber nach iv) als Linearkombination in S darstellen. Dies steht im Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit von S’.

ii) = i): Wenn S kein Erzeugendensystem von V wiire, so gébe es einen Vektor v € V, der sich nicht
als Linearkombination von S schreiben 148t. Dann liee sich aber durch Hinzunahme von v zu S eine
grofere linear unabhiingige Familie konstruieren, im Widerspruch zur Maximalitiitsaussage in ii). m
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Beispiel 1.4.8 In K™ betrachten wir die Vektoren

1 0
0 :
€1 = . s ey Ep = :
: 0
0 1
Dann ist (eq,... ,e,) eine Basis des K™, denn jeder Vektor in K™ l#ft sich eindeutig als Linearkom-

bination der e; darstellen:

ai
=aije1 + ...+ apvy,.

an

Diese Basis heifit die kanonische Basis des K.

In einer Basis (v;);es diirfen offenbar keine Wiederholungen von Vektoren auftreten. Die Familie
(vi)ier kann also mit der Menge {v; };cr identifiziert werden.

Sehr haufig benutzt wird folgende Feststellung, die ein Licht auf die Bedeutung von Basen wirft.

Feststellung 1.4.9 Seien V und W zwei K -Vektorrdume, und (v;);c; eine Basis von V. Fiir jedes
i € I sei ein w; € W gegeben. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V. — W mit der
Eigenschaft

fv)=w;  firallei€lI.
Kurz: Man darf die Bilder einer Basis beliebig vorgeben.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit von f. Sei f’ eine weitere lineare Abbildung V' — W mit
der geforderten Eigenschaft. Ein beliebiger Vektor v € V 14t sich als Linearkombination der Basis
schreiben: v = ajv; + ... + a,v,. Dann folgt

f)=arf(v1) + ...+ anf(vn) = arf'(v1) + ...+ anf'(va) = f'(v).

Also ist f = f’. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Zur Existenz: Es bleibt keine andere Wahl, als f folgendermafien zu definieren:
f) = a1wi + ... + apwy,, falls v = ajv1 + ... 4+ apvy,.

Da sich jedes v € V eindeutig als Linearkombination der Basis schreiben 148t, ist f eine wohldefinierte
Abbildung. Der Leser kann leicht bestéiitigen, dafl f linear ist. Schliefllich gilt f(v;) = w; nach
Konstruktion. [

Der Beweis des folgenden wichtigen Satzes benutzt das Zornsche Lemma aus der Mengenlehre; siehe
Anhang A.2. Der Leser nehme die Aussage und insbesondere die anschlieenden Folgerungen zur
Kenntnis, und mag spéater auf den Beweis zuriickkommen.
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Satz 1.4.10 Sei S ein Erzeugendensystem des K-Vektorraumes V, und T eine linear unabhdingige
Teilmenge von S. Dann gibt es eine Basis von V, die T enthdlt und in S enthalten ist.

Beweis: Sei M die Menge aller linear unabhiingigen Teilfamilien (notwendig Teilmengen) von S, die
T enthalten. Dann ist M nicht leer, denn T € M. Falls S/, S” € M, und S’ eine Teilfamilie von S”
ist, so schreiben wir S’ < S”. Dadurch wird M zu einer teilweise geordneten Menge.

Sei M C M eine linear geordnete Teilmenge. Wir konstruieren eine obere Schranke von M in M. Sei
dazu Iy C I die Vereinigung aller Indexmengen I’, wobei S’ : I’ — V die Elemente von M durchliuft.
Wir definieren eine Familie Sy : Iy — V. Jedes i € Ij liegt in einem I’, wobei S" = (v;);c ein Element
von M ist. Dann sei Sy(i) := v;. Man sieht leicht, dafl So(i) von der Wahl von S’ unabhiingig ist (der
Grund ist die lineare Ordnung von M).

Wir haben eine Familie Sy konstruiert, und zeigen, daf sie linear unabhéngig ist. Sei
a1V, + ...+ apv;, =0 (1.11)

eine Linearkombination in Sy. Jedes i; liegt in einer der Indexmengen I’, und da M linear geordnet
ist, finden wir ein I’, das alle ¢; enthélt. Dieses I” ist die Indexmenge einer Familie S” € M, und (1.11)
ist eine Linearkombination von S’. Da S’ linear unabhéingig ist, folgt a; = 0 fiir alle 7. Dies zeigt die
lineare Unabhéngigkeit von Sp.

Da tiberdies T' C Sy, ist Sy ein Element von M. Nach Konstruktion ist Sy eine obere Schranke von
M. Wir haben insgesamt gezeigt, dafl jede linear geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke
besitzt. Das Zornsche Lemma A.2.1 besagt dann, daf} es in M ein maximales Element B gibt. Wir
zeigen, dafl B eine Basis von V ist, womit der Beweis beendet ist.

Nach Konstruktion ist B linear unabhéingig. Es bleibt zu zeigen, dafl B ein Erzeugendensystem von
V ist. Dazu geniigt zu zeigen, daf} jedes Element von S eine Linearkombination von B ist (denn jedes
Element von V ist Linearkombination von S). Angenommen aber, ein v € S wire keine Linearkom-
bination von B. Dann ist B U {v} eine gréfiere linear unabhiingige Familie in S als B. Dies steht im
Widerspruch zur Maximalitat von B. ]

Folgerung 1.4.11 (Basisauswahlsatz) Jedes Erzeugendensystem eines K -Vektorraumes V' enthilt
eine Basis von V.

Folgerung 1.4.12 (Basisergiinzungssatz) Jede linear unabhingige Teilmenge eines K -Vektorrau-
mes V' laf$t sich zu einer Basis von V' erginzen.

Folgerung 1.4.13 (Basisexistenzsatz) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Dimension

Satz 1.4.15 weiter unten besagt, dafl je zwei Basen eines Vektorraumes gleich viele Elemente besitzen,
wobei ,gleich viel“ fiir unendliche Mengen bedeutet, daf sie die gleiche Kardinalitit besitzen; siehe
Anhang A.2. Wir bendtigen die Aussage nur im endlichen Fall, und der Leser mag den Teil b) des
Beweises von 1.4.15 auf einen spéteren Zeitpunkt verschieben. Fiir Teil a) des Beweises schicken wir
folgendes Lemma voraus.
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Lemma 1.4.14 Sei V ein K-Vektorraum, der eine endliche Basis (v1,... ,v,) besitzt. Seil <m < n,
und w € V ein Vektor, der von (vi,...,vy) linear unabhingig ist (d.h., (v1,...,Vm,w) ist linear
unabhdngig). Dann gibt es ein j € {m+1,... ,n}, so daf§

(V1o 3 Uy e e U1, W, Vg1, e, Upy)

eine Basis von V ist.

Beweis: Da (vq,...,v,) eine Basis ist, gibt es eine eindeutig bestimmte Linearkombination
w=avy + ...+ a,v,. (1.12)
Es kann nicht sein, dal a;,41 = ... = a,, = 0, denn dann wiire w von (v, ... ,v,;,) linear abhiingig.

Nach Umnumerierung kénnen wir annehmen, da8l a,, # 0. Wir behaupten, daf3

S =(v1,... ,Vp_1,W)
eine Basis von V ist. Es ist v, = a;lw — a;lalvl - = a;lan_lvn_l eine Linearkombination von S.
Da (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V ist, ist daher auch S ein solches.

Es bleibt zu zeigen, dafl S linear unabhéingig ist. Sei
bl’l)l + ...+ bn—lvn—l + bw =0

eine Linearkombination von S. Hier mufl b = 0 sein, denn ansonsten liefle sich w als Linearkombination
von (v1,...,v,—1) schreiben, im Widerspruch zu a,, # 0 in (1.12). Wenn b = 0, so folgt aber b; =
... = bp—1 = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit der v;. Wir haben gezeigt, dal nur die triviale
Linearkombination von S die Null darstellt. m

Satz 1.4.15 Je zwei Basen eines K-Vektorraumes haben gleiche Kardinalitdt.

Beweis: a) Wir nehmen zuniichst an, da§ V' eine endliche Basis S = (v1,... ,v,) besitzt. Es geniigt
dann zu zeigen, dafl jede andere Basis B nicht mehr als n Elemente besitzt. Nehmen wir im Wider-
spruch dazu an, es gibe n + 1 linear unabhéngige Vektoren ws,... ,w,4+1. Nach Lemma 1.4.14 kann

man aus S eine neue Basis S; gewinnen, indem man eines der v; durch w; austauscht. Aus S; gewinnt
man dann eine weitere Basis S, indem man ein weiteres v; durch ws austauscht. So fortfahrend
erhélt man eine Basis S, aus n der w;’s. Dann kann aber wi, ... ,wp41 nicht linear unabhéngig sein,
Widerspruch.

b) Wir nehmen jetzt an, dafl jede Basis von V unendlich viele Elemente besitzt. Seien S und T zwei
Basen von V. Jedes v € S kann eindeutig als Linearkombination von 7" dargestellt werden; sei T, die
endliche Menge der daran beteiligten Elemente von T'. Dann ist

T = U T,, (1.13)

veS

denn angenommen, dies wére nicht der Fall. Es gibt dann ein w € T, das in keinem T, enthalten ist.
Da S eine Basis ist, gibt es eine Linearkombination

W= av1 + ...0,0n, a; € K, v; € S.
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Jedes v; ist wiederum Linearkombination von T),. Insgesamt ist w also eine Linearkombination von
Ty, U...UT,, . Dies ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von T. Damit ist (1.13) gezeigt.

Satz A.2.2 aus Anhang A liefert nun card(S) > card(T). Wir konnen die Rollen von S und T
vertauschen, und erhalten die Gleichheit der Kardinalitéten. ]

Aufgrund der Sétze 1.4.13 und 1.4.15 kann man jedem Vektorraum eine Invariante zuordnen, ndmlich
die Lénge einer Basis:

Definition 1.4.16 Sei V' ein Vektorraum diber dem Kérper K. Die Dimension (genauer: die K-
Dimension) von V ist folgendermafen definiert.

i) Der Nullvektorraum V =0 bekommt die Dimension Null. In Zeichen: dim(V) = 0.

i1) Besitzt V eine Basis aus n Elementen, n € N, so bekommt V die Dimension n. In Zeichen:
dim(V) = n.

iit) Hat eine (dann jede) Basis von V unendlich viele Elemente, so bekommt V die Dimension
sunendlich®. In Zeichen: dim(V') = oo.

Manchmal schreiben wir genauer dimg (V') anstatt dim(V).

Beispiele: 1. dim(K™) = n, siehe Beispiel 1.4.8.

2. Jede komplexe Zahl 148t sich eindeutig als = + iy mit z,y € R schreiben. Dies zeigt, dal C ein
zwei-dimensionaler R-Vektorraum ist, mit Basis (1,17).

3. Funktionenriume wie C*(I), I C R ein offenes Intervall, sind in der Regel unendlich-dimensional.
Der Leser kann leicht unendlich viele linear unabhéngige Elemente finden.
1.5 Summen und Quotienten

Endliche direkte Summen
Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Die Menge V x W aller Paare (v,w) mit v € V, w € W
ist in natiirlicher Weise wieder ein K-Vektorraum: Zunéchst ist V' x W eine abelsche Gruppe durch
komponentenweise Addition,

(v,w) + (v, w') == (v+ v, w+w') (v,0" €V, w,w’ € W),
und wird durch komponentenweise Skalarmultiplikation

a(v,w) := (av, aw) (aeK,veV, weW)

zum K-Vektorraum.

Definition 1.5.1 Die Menge V. x W mit obiger K-Vektorraumstruktur wird mit V& W bezeichnet,
und heif§t die direkte Summe von V und W.
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Beispiele: 1. Seien m,n € N. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

Km ) Kn ;) Km—&-n,
((a1y - yam)y (b1y. . ,bp)) — (a1, ... s Qmy b1, ..., by).

2. Die direkte Summe mit dem Nullvektorraum liefert nichts neues:

Vae{l}=V{0taV

Bemerkung 1.5.2 Man kann V' als Untervektorraum von V @& W auffassen, indem man v € V' mit
(v,0) € V& W identifiziert. Ebenso ist W ein Untervektorraum von V @ W, via der Identifikation
w = (0,w). Wir werden dies hiufig verwenden.

Die linearen Abbildungen

VeW —V VoW —WwW

(v, w) — v (v, w) — w

heilen die Projektionen auf V bzw. W. Zusammen mit den Inklusionen von V bzw. W haben wir
exakte Sequenzen

0—V-—=VoW —W —0, (1.14)

0—W —>VaeW —V —0. (1.15)
Etwas allgemeiner kann die direkte Summe von mehr als zwei Vektorrdumen definiert werden. Wenn
Vi,...,V, Vektorrdume iiber dem Koérper K sind, so ist die direkte Summe

Vid...eV,
der K-Vektorraum, dessen Elemente n-Tupel (vy,...,v,) mit v; € V; sind, die komponentenweise

addiert und mit Skalaren multipliziert werden. FEs gibt dann eine Projektion auf jedes V;, und n
exakte Sequenzen

Fiir die n-fache direkte Summe eines Vektorraumes V' mit sich selbst schreiben wir auch V™:

Vrhi=Vao...eV.
———

n-mal

Im Falle V = K liegt dabei kein Bezeichnungskonflikt mit der iiblichen Bedeutung des Symbols K™
vor, denn offenbar gilt

Ko..oK=K"
~—_——

n-mal
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Bemerkung 1.5.3 Sind Vi, ... ,V, Vektorrdume iiber K, und ist (vf-)ie]j eine Basis von Vj, so ist
die Menge der Vektoren

0, ...,0,v,

0,...,0)6V1@...@Vn, iEIj,jzl,...,n,

eine Basis von V; @...® V,,. Wahlt man im ein-dimensionalen K-Vektorraum K die Basis 1, so erhélt
man die kanonische Basis des K™, siehe 1.4.8.

Seien V7 und V5 Untervektorrdume des K-Vektorraumes W. Die Menge
Vi+Vo:={vi+uv2: v1€Vi, €V} CW

ist dann offenbar ein Untervektorraum von W, der Vi und V, enthélt (und er ist der kleinste mit
dieser Eigenschaft). Er heifit die Summe von V; und V2. Wir untersuchen den Zusammenhang mit
der direkten Summe Vi @ V5. Der Kern der linearen Abbildung

s: Vi@ Vo — Vi +Vy,

(v1,v2) — v1 + V2,

besteht aus allen Elementen (v, —v) mit v € V1 NV5. Mit anderen Worten, wenn f: ViNVo — Vi &V,
durch f(v) = (v, —v) definiert ist, so haben wir eine exakte Sequenz

0—VinVe Lviavs = Vi+ Vs —0. (1.16)

Die Abbildung s ist also genau dann ein Isomorphismus, wenn V;NV, = 0. In diesem Falle identifizieren
wir V7 + Vo mit V3 @ V5 via s, und sagen, die Summe V; + Vs sei direkt:

Vi4+ Vo=V ® Vs, falls V1 NV = 0. (1.17)

Manchmal wird dann auch von der inneren direkten Summe von V; und V5 gesprochen.

Wir verallgemeinern diese Uberlegungen auf mehr als zwei Untervektorriume. Seien also Vi,...,V,
Untervektorrdume von W. Die Summe von Vi,... ,V,, ist der Untervektorraum

Vi+...+Vo={vi+...4v,: v, €V firi=1,... ,n}
Wir sagen, die Summe sei direkt, wenn die Summationsabbildung

(V1. ,0p) — U1 + ...+ Up,

ein Isomorphismus ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich jedes Element von Vi 4+ ...+ V,
eindeutig in der Form vy + ...+ v, mit v; € V; schreiben l&8t. Im allgemeinen geniigt dafiir nicht, dafl
alle Schnitte V; N'V; Null sind. In einer speziellen Situation ist dies aber doch richtig ":

"Feststellung 1.5.4 wird nur einmal in diesem Buch Verwendung finden, niémlich im Beweis von Satz 4.6.2.
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Feststellung 1.5.4 Seien f1,..., [, Endomorphismen des K-Vektorraumes W, die paarweise mit-
einander kommutieren:
fifj :fjfi fdr alle i,j = 1,... ,n.

Sei V; := ker(f;). Die Summe Vi + ...+ 'V, ist genau dann direkt, wenn

VinV; =0 fir allei,j=1,... ,n, 1+#j.

Beweis: Die Bedingung V; N'V; = 0 ist offenbar notwendig fiir die Direktheit der Summe. Wir zeigen,
daf} sie auch hinreichend ist. Angenommen also, sie sei erfiillt, aber die Summe wiére nicht direkt.
Dann gibt es eine nicht-triviale Linearkombination

v1+...+v, =0, v; € V.

Sei die Linearkombination so, da8 #{i : v; # 0} minimal ist. Offenbar muf} es mindestens zwei Indizes
i,7 geben, so daf v; # 0 und v; # 0. Wir wenden dann f; auf die Linearkombination an, und erhalten

f1U1++f7,Un:0

Hier gilt fivp € Vi = ker(fi) wegen der Voraussetzung f;frx = frfi. Ausserdem gilt f;v; = 0 und
fiv; # 0, letzteres wegen V; N'V; = 0. Wir erhalten also wieder eine nicht-triviale Linearkombination,
in der nun aber mehr Nullvektoren vorkommen als in der urspriinglichen. Dies steht im Widerspruch
zur urspriinglichen Minimalitéatsforderung. [

Bemerkung 1.5.5 Ohne genaue Definitionen zu geben merken wir an, dafl die direkte Summe VW
die Eigenschaften eines Produktes in der Kategorie Veck erfiillt (vgl. Anhang B.1). Man kann sich
in jeder Kategorie fragen, ob zu je zwei Objekten A und B ein Produkt A x B existiert. Dies ist z.B.
in der Kategorie Set der Mengen der Fall: Das Produkt zweier Mengen A und B ist das kartesische
Produkt. Auch in den Kategorien Gr, Ab und Ring existieren Produkte, die in natiirlicher Weise
gebildet werden.

Unendliche direkte Summen und Produkte

Sei I irgendeine Indexmenge, und V; ein K-Vektorraum fiir jedes ¢ € I. Das direkte Produkt
IIv
iel

ist der K-Vektorraum, dessen Elemente die Familien
(vi)ier mit v; € V;

sind, die komponentenweise addiert und mit Skalaren multipliziert werden. (Formal ist ein solches
Element eine Abbildung ¢ : I — [[V; mit ¢(¢) € V;; das Symbol [ | bedeutet ,,disjunkte Vereinigung*.)
Wenn alle V; gleich einem festen Vektorraum V sind so schreibt man auch

vi=T]Vv

el
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Die direkte Summe
DV
iel

ist der Untervektorraum von [],.; V; aller Elemente

il
(vi)ier mit v; = 0 fiir fast alle 7 € I.

Falls V; = V fiir alle ¢, so schreibt man auch

v :@V.

icl

Falls I endlich ist, so gibt es keinen Unterschied zwischen der direkten Summe und dem direkten
Produkt.

Beispiel: RY ist der R-Vektorraum aller Folgen (ay,as,...) reeller Zahlen. RM ist der Untervektor-
raum aller Folgen, in denen nur endlich viele Folgenglieder ungleich Null sind.

Wenn fiir jedes V; eine Basis gegeben ist, so kann der Leser daraus leicht eine Basis fiir @ V; gewinnen,
siehe 1.5.3. Fiir []V; ist dies nicht so leicht moglich (wir wissen aber nach Satz 1.4.13 zumindest, daf
eine Basis existiert).

Quotienten

Sei V' ein K-Vektorraum und W C V ein Untervektorraum. Fiir jedes v € V betrachten wir die
Nebenklasse

ti=v+W={v+w: weW}cW
Sei V/W die Menge aller dieser Nebenklassen. Wie man leicht sieht gilt
U] =Vy <= v1 —vy € W.

Die Nebenklasse v + v3 = v1 + vo + W héngt nur von 97 und o2 ab, so daf folgende Definition einer
Addition auf V/W Sinn macht:

U1 + Vo = vy + V2. (1.18)

Man priift ohne Schwierigkeiten nach, da§ V//WW dadurch zu einer abelschen Gruppe wird (das neutrale
Element ist 0, und —v ist das Inverse von 7).

Wir wollen V/W zu einem K-Vektorraum machen, und definieren dazu die Skalarmultiplikation durch
a.v 1= a.v, veV,ac K. (1.19)

Dies macht Sinn, da @v = a.v + W nur von v abhéngt. Es ist leicht nachzupriifen, daf die abelsche
Gruppe V/W mit dieser Skalarmultiplikation in der Tat zu einem K-Vektorraum wird.
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Definition 1.5.6 Die Menge V/W aller Nebenklassen © = v + W mit der durch (1.18) und (1.19)
definierten K -Vektorraumstruktur heifft der Quotientenvektorraum (oder kurz Quotient) von V
modulo W.

Die Verkniipfungen auf V/W sind so erklirt, dafl die surjektive Abbildung

p: V—V/W,

VU,

linear ist. Der Kern dieser Abbildung, die auch Projektion genannt wird, ist gerade W. Mit anderen
Worten, wir haben eine kurze exakte Sequenz

0—W —V-25V/W-—o. (1.20)

Feststellung 1.5.7 (Homomorphiesatz) Sei f : V — V' eine lineare Abbildung von K- Vektorriu-
men. Zu jedem Untervektorraum W wvon ker(f) gibt es genau eine lineare Abbildung f: V/W — V',
so daf$ das Diagramm

v —L oy

\

V/W

kommutativ ist. Falls W = ker(f), so ist f injektiv. Also gilt
V/ker(f) =~ im(f).
Beispiel: Die Kommutativitit des Diagramms bedeutet
f@) = f(v) fiir alle v € V. (1.21)

Falls f iiberhaupt existiert, ist es also durch f eindeutig festgelegt. Umgekehrt bleibt keine andere
Wahl, als f durch (1.21) zu definieren. Wir miissen die Wohldefiniertheit nachpriifen:

U1 =02 = v —vy € W Cker(f) = f(vy —v2) =0 = f(v1) = f(v2).

Also ist (1.21) eine sinnvolle Definition. Man priift sofort nach, da f dann linear ist. Dies beweist
die Existenz.

Sei W = ker(f). Dann gilt
f0)=0 = f(v)=0 = vecker(f) = v=0.

Der Kern von f ist also Null, was dquivalent zur Injektivitit von f ist. Die letzte Behauptung ist klar,
da eine injektive Abbildung immer einen Isomorphismus auf ihr Bild vermittelt. ]
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Beispiele: 1. Projektion auf die ersten n Koordinaten liefert eine Surjektion K™t" — K", deren
Kern isomorph zu K™ ist. Also gilt K™*™" /K™ ~ K™. Der Leser schreibe diesen Isomorphismus
explizit in Koordinaten auf.

2. Sei (a,b) C R ein offenes Intervall, und = € (a,b) ein Punkt. Sei C*(a,b) der R-Vektorraum der
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Wir betrachten die Auswertungsabbildung

f: C*a,b) — R,
¢ — p(z),

die offenbar linear ist. Der Kern W von f besteht aus allen Funktionen ¢ € C¥(a,b), die bei z den
Wert Null annehmen. Also folgt

C*(a,b)/W ~R.
Dies ist ein Beispiel fiir zwei unendlich-dimensionale Vektorrdume, deren Quotient endlich-dimensional

ist.

Feststellung 1.5.8 Fir K-Vektorraume Vi, Vo und W sind die folgenden Aussagen dquivalent.
Z) W~V V.
i1) Es gibt eine exakte Sequenz

00—V —W —V, — 0.

i1i) Es gibt eine exakte Sequenz

00—V —W —V; — 0.

iv) V1 ist isomorph zu einem (ebenfalls Vi genannten) Untervektorraum von W, und W/Vy ~ V,.

v) Va ist isomorph zu einem (ebenfalls Vo genannten) Untervektorraum von W, und W/Vy ~ V.

Beweis: i) = ii) und i) = iii) haben wir oben schon gesehen, siehe (1.14) und (1.15). Falls die exakte
Sequenz in ii) gegeben ist, so haben wir eine surjektive Abbildung W — V5 mit einem Kern, der
isomorph zu V; ist. Aus dem Homomorphiesatz folgt dann W/V; ~ V5. Ist umgekehrt dieses erfiillt,
so haben wir eine exakte Sequenz wie in ii) wegen (1.20). Dies zeigt ii) < iv), und iii) < v) ist die
gleiche Aussage mit vertauschten Bezeichnungen.

ii) = i) und iii) = i) sind symmetrisch; wir zeigen ersteres. Sei also eine exakte Sequenz

00—V, —=w-Lv,—0

gegeben. Sei (v;);cr eine Basis von V5. Wegen der Surjektivitit von f kénnen wir zu jedem i € I ein
o(v;) € W finden mit

flp(vi)) = vi.
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Nach Feststellung 1.4.9 148t sich ¢ zu einer linearen Abbildung ¢ : Vo — W fortsetzen. Es gilt dann
sogar

flpw)) =v fiir alle v € V5.

Insbesondere ist ¢ injektiv, vermittelt also einen Isomorphismus Vo —— ¢(V3). Es geniigt daher zu
zeigen, dal W = V; @ p(Va) (wobei V) mittels ¢ als Untervektorraum von W aufgefait wird). Ein
beliebiges w € W 18t sich schreiben als

w=w—o(f(w))+ ¢(f(w)).

Natiirlich ist o(f(w)) € ¢(Va). Es gilt aber w — o(f(w)) € ker(f) = Vi, denn f(w — ¢(f(w))) =
flw) — fle(f(w))) = f(w) — f(w) = 0. Dies zeigt W = V1 + ¢(V2). GemaB (1.17) miissen wir fur die
Direktheit der Summe noch Vi No(V2) = 0 zeigen. Da Vi = ker(f) ist, gilt fiir w = ¢(v) € V1 Np(Va)

also w = f(0) = 0. m

Bemerkung 1.5.9 Wenn in einer geeigneten Kategorie C (sieche Anhang B.1) eine kurze exakte Se-
quenz

0—A—B—C—0

gegeben ist, so sagt man, diese Sequenz spaltet oder zerfillt, wenn B isomorph ist zum Produkt von
A und C (vgl. Bemerkung 1.5.5). Die Hauptaussage von Feststellung 1.5.8 ist, dafl jede kurze exakte
Sequenz in der Kategorie Veck spaltet. Dies ist falsch in der Kategorie der Moduln {iber einem
kommutativen Ring, der kein Korper ist. (In obigem Beweis haben wir Feststellung 1.4.9 benutzt,
deren Aussage fiir allgemeine Moduln nicht gilt.)



Kapitel 2

Endlich-dimensionale Vektorraume

Die Gesamtheit aller endlich-dimensionalen K-Vektorrdume ist sehr iibersichtlich: Nach dem soge-
nannten ,Hauptsatz* ist jeder n-dimensionale Raum V isomorph zum Standardraum K™. Allerdings
ist dieser Isomorphismus nicht kanonisch, sondern hidngt von der Wahl einer Basis in V' ab. Der
Ubergang von einer Basis zur anderen macht das eigentlich interessante in der Theorie der endlich-
dimensionalen Vektorrdume aus. Mit anderen Worten: Anstelle der Struktur ,,endlich-dimensionaler
K-Vektorraum“ betrachtet man besser , endlich-dimensionaler K-Vektorraum plus Basis“.

Da es nur ,,wenige* Vektorrdume endlicher Dimension gibt, lassen sich auch die linearen Abbildungen
zwischen solchen in iibersichtlicher Weise durch Matrizen beschreiben. Doch auch hier gilt, daf3 diese
Beschreibung von der Wahl von Basen abhiingt, und der Ubergang von einer Basis zur anderen macht
einen wesentlichen Aspekt der Theorie aus.

Matrizen treten auch in natiirlicher Weise bei linearen Gleichungssystemen auf, die anschlielend be-
handelt werden. Schlieflich fithren wir den Dualraum eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V'
ein. Dieser besitzt die gleiche Dimension wie V', ist nach dem ,,Hauptsatz* also isomorph zu V' — aber
eben nicht kanonisch.

2.1 Dimensionsformeln und der Hauptsatz

In diesem Kapitel ist K ein beliebiger Korper, und V, W, ... sind K-Vektorrdume, in aller Regel endlich-

dimensional. Nach Definition 1.4.16 bedeutet dim(V') = n, n € N, dafl V' eine Basis (v1,... ,v,) aus n

Elementen besitzt; jeder Vektor v € V' 1483t sich dann eindeutig als Linearkombination der v; darstellen:
V=aiv] + ...+ a,v, mit eindeutig bestimmten a; € K.

Im allgemeinen besitzt ein Vektorraum sehr viele verschiedene Basen. Wir wollen die Begriffe Basis

und Dimension auch fiir den Nullvektorraum {0} zur Verfiigung haben: Er bekommt die Dimension 0
und als (einzige) Basis die leere Menge zugeordnet.

Feststellung 2.1.1 Seien V, V' und W Vektorriume iber K.

35
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i) Sei 0 -V — W — V' — 0 eine exakte Sequenz von K-Vektorriumen. Falls zwei der Vek-
torrdume endlich-dimensional sind, so auch der dritte, und es gilt

dim(W) = dim(V') + dim(V").
it) Wenn V und V' endlich-dimensional sind, so auch V@& V', und es gilt

dim(V & V') = dim(V) + dim(V").

iit) Sind V und V' Untervektorriume des endlich-dimensionalen Vektorraumes W, so gilt

dim(V + V') = dim(V) + dim(V’) — dim(V N V").

iv) Ist V endlich-dimensional und W C V' ein Untervektorraum, so gilt

dim(V/W) = dim(V') — dim(W).

v) Ist f: V — W eine lineare Abbildung und V' endlich-dimensional, so gilt

dim(V') = dim(ker(f)) 4+ dim(im(f)).

Beweis: i) Nach Feststellung 1.5.8 gilt W ~ V @ V'. Ist (v;)ics eine Basis von V und (v});e, eine
Basis von V', so ist die Vereinigung dieser beiden Mengen eine Basis von V & V’; vgl. Bemerkung
1.5.3 (wir haben V und V' wie iiblich als Untervektorrdume von V & V' aufgefaft). Daraus folgt die
Behauptung.

ii) folgt aus 0 = V - V@ V' - V' — 0 und i).
i) folgt aus (1.16) und i) und ii).
iv) folgt aus 0 = W — V — V/W — 0 und i).
v) folgt ausO—>ker(f)—>Vi>im(f)—>0und i). m
Folgerung 2.1.2 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und W C 'V ein Untervektorraum.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) W=V.

it) dim(W) = dim(V).

iii) V/W = 0.
Beweis: Ausi) folgt natiirlich ii). Aus ii) folgt iii) nach 2.1.1 iv). Ausiii) folgt i) direkt nach Definition

von V/W: Dieser Quotient besteht aus den Nebenklassen v+ W, und wenn er nur das einzige Element
0+ W besitzt, so bedeutet dies v+ W =0+ W flir allev € V, alsov € W fiir allev € V. [

Feststellung 2.1.1 i) 148t sich zu der folgenden Aussage verallgemeinern.
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Feststellung 2.1.3 Sei
0Oo—V—VV—...—V,—0 (2.1)

eine exakte Sequenz von endlich-dimensionalen K - Vektorrdumen. Dann verschwindet die alternierende
Summe der Dimensionen:

> (=1)"dim(V;) = 0.
i=1
Beweis: Sei die exakte Sequenz

0—v Loy, L Iy Iy (2.2)

gegeben. Nach Feststellung 2.1.1 v) gilt
dim(V;) = dim(im(f;)) + dim(ker(f;)) i=1,...,n,

und unter Ausnutzung der Exaktheit

dim(V;) = dim(ker(fi+1)) + dim(ker(f;)) i=1,...,n—1,
Nun multipliziere man diese Gleichung mit (—1)* und summiere {iber i = 1,... ,n — 1. Nach kurzer
Rechnung ergibt sich die Behauptung. ]

Feststellung 2.1.4 Es seien V und W zwei K -Vektorraume der gleichen endlichen Dimension. Fir
eine lineare Abbildung f: V — W sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) f ist injektiv.
i1) f ist surjektiv.
i) f ist bijektiv.
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl i) und ii) dquivalent sind. Wir betrachten die exakte Sequenz
0 — ker(f) — V -1 W — W/im(f) — 0.
Feststellung 2.1.3 liefert die Dimensionsformel
dim(ker(f)) + dim(W) = dim(V') + dim(W/im(f)),
nach Voraussetzung also
dim(ker(f)) = dim(W/im(f)).
Deshalb gilt

f injektiv <= ker(f) =0 <= dim(ker(f)) =0
— dim(W/im(f)) =0 <= im(f) = W <= f surjektiv.
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Feststellung 2.1.5 (,,Hauptsatz fiir endlich-dimensionale Vektorrdume*) Sei V ein K-Vek-
torraum der Dimension n € N. Dann ist V isomorph zum K™:

V ~K"
Beweis: Sei (vy,... ,v,) eine Basis von V. Wir betrachten die lineare Abbildung
K" —V,
(a1, ,an) — a1 + ... + apv,.

Sie ist surjektiv, da jedes Element von V eine Linearkombination der Basis ist. Also ist sie ein
Isomorphismus nach Feststellung 2.1.4. [

Bemerkung 2.1.6 Diese einfache Aussage nennt sich Hauptsatz, weil sie einen vollstindigen Uber-
blick iiber alle endlich-dimensionalen Vektorrdume gibt: Bis auf Isomorphie gibt es nur einen einzigen
n-dimensionalen K-Vektorraum, den K™. Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist der Isomorphismus
V ~ K™ allerdings nicht kanonisch, sondern hangt von der Wahl einer Basis von V ab. Im folgenden
werden wir u.a. untersuchen, was beim Ubergang zu einer anderen Basis geschieht (,, Basiswechsel*).

Man konnte kurz so sagen: Anstatt der Struktur ,endlich-dimensionaler K-Vektorraum®, iiber die
es nach 2.1.5 nicht viel zu sagen gibt, beschéiftigen wir uns mit der Struktur ,endlich-dimensionaler
K-Vektorraum plus gegebene Basis®.

2.2 Matrizen

Grundlagen

Mit den Matrizen fithren wir nun weitere fundamentale Objekte der linearen Algebra ein. Wie tiblich
sei K ein beliebiger Korper. Seien m,n € N. Eine m x n-Matrix A mit Koeffizienten aus K ist ein
rechteckiges Schema

ail A1n
A= : : , a; €K, i=1,... ,m,j=1,...,n,
Am1 Amn,

von Elementen a;; aus K, die man die Koeflizienten der Matrix nennt. Wenn das Format m x n
klar ist, so schreiben wir oft abkiirzend

A= (aiy)i; oder A = (aij).

Eine 1 x n—Matrix ist ein Zeilenvektor, und eine m x 1-Matrix ist ein Spaltenvektor. Fiir die Menge
aller m x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K verwenden wir die Symbole

M(m x n,K) oder K™n,
Im Falle m = n, d.h. fiir quadratische Matrizen, schreiben wir kurz

M(n,K)=M(n xn, K).



2.2. MATRIZEN 39

In natiirlicher Weise, ndmlich durch komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation, ist M (m x
n, K) ein K-Vektorraum:

(aij) + (biz) := (aij + bij),
AMaij) := (Aaij).

Das neutrale Element in M (m x n, K) ist die Nullmatrix, in der jeder Koeffizient Null ist. Offenbar
gilt

Kl,n ~ K"~ Kn,l

Die Matrizen E;;, deren (i, j)-Komponente 1 ist, wéhrend alle anderen Komponenten 0 sind, bilden
eine Basis von M (m x n, K), die kanonische Basis:

0o ... ... 0
Ei; = : L - 1<i<m,1<j<n
0 oo 0
7
J
Daraus folgt sofort:
dimg (M(m x n, K)) = mn. (2.3)

Nach dem ,Hauptsatz“ 2.1.5 ist also M(m x n, K) ~ K™"; einen Isomorphismus erhilt man z.B.
dadurch, dal man alle Zeilen einer Matrix nebeneinander hinschreibt.

Die Hauptdiagonale einer quadratischen n x n—Matrix A besteht aus den Koeffizienten an den Posi-
tionen (1,1),(2,2),...,(n,n). Sind alle anderen Koeffizienten Null, so heiit A eine Diagonalmatrix.
Eine besondere Rolle spielt die Diagonalmatrix, deren Diagonalkoeffizienten alle 1 sind; sie heifit die
n X n—Einheitsmatrix und bekommt das Symbol 1,, (oder einfach 1, oder E,,, oder E):

1

1, =

Matrixmultiplikation

Als bedeutsam erweist sich die Tatsache, dafl man Matrizen geeigneten Formats miteinander multipli-
zieren kann. Wir geben hier einfach die Definition der Matrixmultiplikation; in Kiirze wird ihr tieferer
Sinn klar werden.

Seien also A = (a;;) € M(I xm,K) und B = (b;;) € M(m x n, K); die Zeilenldnge von A stimmt also
mit der Spaltenlénge von B iiberein. Deshalb kénnen wir die Summen

Cij = Zaikbkj; ]_SZSL ]_Sjg’ﬂ (24)
k=1
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bilden. Alle diese bilden zusammen eine [ x n-Matrix C' = (¢;;). Wir definieren das Produkt von A
und B als diese Matrix C"

A-B=C  mit C = (¢;) und ¢;; wie in (2.4). (2.5)
(Manchmal schreiben wir AB anstelle von A - B). Dadurch ist eine Abbildung
M(Ixm,K)x M(mxn,K)— M(l xn,K) (2.6)

definiert, deren grundlegende Eigenschaften wir in Feststellung 2.2.1 weiter unten geben. Zuvor einige
Beispiele.

Beispiele: 1. Fir l = m = n = 1 ist (2.6) einfach die gewshnliche Multiplikation K x K — K im
Korper K.

2. Fiir 2 x 2-Matrizen ist die Multiplikation explizit wie folgt gegeben:
ab\(d VY [ad +bc ab +bd
cdJ\cdd ) \ca+dd cb+dd )

3. ,Matrix mal Spaltenvektor gibt Spaltenvektor:

a1 . Ain b1 a11b1 + ...+ CLlnbn
am1 .. QGmn by am1br + ...+ Gmnby

4. ,Zeilenvektor mal Spaltenvektor gibt Skalar®:

by
(a1,...,an)| © | =aibi + ...+ apby.
b,

5. ,,Spaltenvektor mal Zeilenvektor gibt Matrix“:

ai arby ... a1b,
(bi,...,bn) =

an anby ... apb,

Feststellung 2.2.1 Fir Matrizen geeigneten Formats gelten folgende Rechenregeln:
i) (A-B)-C=A-(B-C).
i) A-(B+C)=A-B+A-C.
i) (A+B)-C=A-C+B-C.
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i) A-1,=A=1,,-A firAe M(m xn,K).

Diese Gleichungen sind beziiglich der ,,Punkt—vor—Strich“—Regel zu lesen.

Beweis: Dies zeigt man durch direkte Rechnung. Exemplarisch beweisen wir i). Sei
A = (ay;), B = (bjk), C = (cr)-

Der (i, k)-Koefizient von A - B ist 3, a;;b;, (wir unterdriicken die Summationsgrenzen, d.h. die For-
mate der Matrizen). Der (i,)-Koeffizient von (A - B) - C ist daher

> (X aiban)en
k J
Da endliche Summen beliebig umgeordnet und vertauscht werden diirfen, ist dieser Ausdruck gleich
DD aisbiuen = D aybuen = 3 ai (D bjuew)-
E g Jj ok J k

Der Ausdruck in Klammern ist der (j,!)-Koeffizient von B - C. Der ganze Ausdruck ist deshalb der
(i,1)-Koeftizient von A - (B - C). Wir haben gezeigt, dal die (¢,[)-Koeffizienten von (A - B) - C und
A - (B - C) gleich sind; deshalb sind diese beiden Matrizen gleich. L]

Wir erinnern an die Definition 1.3.14 einer K-Algebra. Man vergleiche die folgende Feststellung mit
1.3.15; der Zusammenhang wird im néchsten Abschnitt genauer untersucht.

Feststellung 2.2.2 Der Vektorraum M (n, K) aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten in K wird mit
der Matrizmultiplikation zu einer K-Algebra. Diese besitzt ein Einselement, ndmlich die Finheitsma-
triz 1,,.

Beweis: Zunichst definiert Matrixmultiplikation tatséichlich eine Abbildung
M(n,K)x M(n,K) — M(n,K),

d.h., Multiplikation von n x n-Matrizen ist uneingeschréinkt moglich. Feststellung 2.2.1 besagt gerade,
daB M (n, K) dadurch zu einem Ring mit Eins wird. Die Vertréiglichkeitseigenschaft (1.6) ergibt sich
durch eine leichte Rechnung. ]

Bemerkungen: 1. Die Algebra M(1, K) ist der Korper K.
2. Aufler im Extremfall n = 1 ist M (n, K) ein nicht-kommutativer Ring.

Invertierbare Matrizen

Definition 2.2.3 Die Einheitengruppe (siche 1.2.5) von M(n,K) heifit die allgemeine lineare
Gruppe und wird mit

GL(n, K)
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bezeichnet (General Linear group). Die Elemente von GL(n, K) heiffen invertierbare Matrizen. Ein
A€ M(n,K) ist also genau dann invertierbar, wenn es ein A=t € M(n, K) gibt mit

A-A1=4A"1.4=1,.
A~ heifit dann die zu A inverse Matriz. Nicht-invertierbare Matrizen heiffen auch singuldr.

Bemerkungen: 1. Die inverse Matrix A~! ist, falls existent, eindeutig bestimmt; siehe 1.1.2 ii).

2. Wir werden im niichsten Abschnitt sehen, dafl A € M(n, K) schon dann invertierbar ist, wenn es
ein B € M(n, K) gibt mit AB =1 (oder BA = 1); in diesem Fall ist B = A~ (siche 2.3.5).

Eine Matrix A € M (n, K) heiit Diagonalmatrix, falls alle Koeffizienten aufierhalb der Hauptdiago-
nale verschwinden (gleich Null sind). Oft wird das Symbol

ai
A = diag(a, ... ,a,) = , ai,...,an € K|

(27
verwendet. Das Produkt zweier Diagonalmatrizen ist wieder diagonal:

diag(ay, ... ,a,)diag(by,... ,b,) = diag(aiby, ... ,a,by,). (2.7)

Feststellung 2.2.4 Die invertierbaren Diagonalmatrizen bilden eine Untergruppe von GL(n, K), die
isomorph zu K* x ... x K* (n mal) ist. Genauer: Die Abbildung

K* % ...x K* — GL(n, K), (2.8)

(a1,y...,a,) — diag(ay,... ,a,)

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis: K* x ... x K* ist eine Gruppe beziiglich komponentenweiser Multiplikation:
(0,1, N ,an)(bl, e ,bn) = (albl, e ,anbn).
Gleichung (2.7) besagt gerade, dal die Abbildung (2.8) ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Injek-

tivitéit ist trivial. SchlieBlich sieht man leicht, daf§ eine Diagonalmatrix diag(aq,... ,a,) genau dann
invertierbar ist, wenn alle a; ungleich Null sind. [

Definition und Feststellung 2.2.5 Sei G eine Gruppe. Das Zentrum Z(G) von G ist die Menge
derjenigen Elemente von G, die mit jedem Element kommutieren:

Z(G)=1{9 € G: gh=hg fir alle h € G}.

Z(G) ist eine kommutative Untergruppe von G.
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Beweis: Aus g € Z(G) und ¢’ € Z(G) folgt g9’ € Z(G), denn

(99" )h = g(g'h) = g(hg') = (gh)g’ = (hg)g" = h(gg’).

Aus g € Z(g) folgt g=' € Z(G): Man multipliziere gh = hg von beiden Seiten mit g~—!. Also ist
Z(@G) eine Untergruppe von G. Da jedes Element von Z(G) mit jedem Element vertauscht, ist Z(G)
kommutativ. (]

Zu jedem Skalar a € K* betrachten wir die skalare Matrix diag(a, ... ,a) € GL(n, K). Die skalaren
Matrizen bilden offenbar eine Untergruppe von GL(n, K'), die isomorph zu K* ist.

Feststellung 2.2.6 Das Zentrum von GL(n, K) besteht genau aus den skalaren Matrizen, ist also
isomorph zu K*.

Beweis: Multiplikation einer Matrix B € GL(n, K) mit der skalaren Matrix diag(a,... ,a) von links
oder von rechts bewirkt, daf} jeder Koeffizient von B mit a multipliziert wird. Insbesondere liegt
diag(a, ... ,a) im Zentrum von GL(n, K).

Sei umgekehrt (a;;) im Zentrum gegeben; wir miissen zeigen, dafl (a;;) skalar ist. Sei Bqo die invertier-
bare Matrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen, einer Eins an der Position (1,2), und allen anderen
Koeffizienten Null. Da (a;;) im Zentrum ist, gilt

(aij)Bi2 = Biz(aij). (2.9)

Der (1,1)-Koeffizient links ist a1, und der rechts ist a;; + ag1. Es folgt as; = 0. Indem man anstatt

Bis andere Matrizen hernimmt, die jeweils genau eine 1 abseits der Hauptdiagonalen haben, zeigt man
schliefflich

Q5 = 0 fir alle ¢ 75 ]

Mit anderen Worten: (a;;) ist eine Diagonalmatrix. Es bleibt zu zeigen, daf} alle Diagonalkoeffizienten
gleich sind. Dazu betrachte man wieder (2.9): Der (1,2)-Koeffizient links ist aq1, der rechts ist ags.
Also sind diese beiden Koeffizienten gleich, und so &hnlich fihrt man fort. [

2.3 DMatrizen und lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Vektorraum Hompg (V, W) (siehe Definition 1.3.9) fiir zwei
endlich-dimensionale K-Vektorrdume V und W. Wir beginnen mit dem Fall V = K™ und W = K™,
wobei die Elemente dieser Rdume hier immer als Spaltenvektoren aufzufassen sind.

Lineare Abbildungen zwischen den Standardriumen

Feststellung 2.3.1 Der Vektorraum Hompg (K™, K™) identifiziert sich in natirlicher Weise mit
M(m x n,K). Genauer:

i) Jede Matric A € M(m x n, K) definiert eine lineare Abbildung

K" — K™, (2.10)
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v+— Av
(v ist eine n x 1-Matriz, und Av ist das Matrizprodukt; siehe Beispiel 8 auf Seite 40).

it) Zu jedem f € Homg (K™, K™) gibt es genau ein A € M(m x n, K), so dafi f mit der Abbildung
(2.10) iibereinstimmit.

iit) Die Abbildung
M(m x n,K) — Homg (K", K™), (2.11)

die jeder Matriz die lineare Abbildung (2.10) zuordnet, ist ein Isomorphismus von K - Vektorrdium-
en.

i) dimg (Homg (K™, K™)) = mn.
Beweis: i) Man rechnet sofort nach, daf
A(v1 + v2) = Avy + Ave, A(Av) = X.(Av) (A € K).
Also ist (2.10) eine lineare Abbildung.

ii) Sei f: K™ — K™ linear gegeben. Seien wy, ... ,w, die Bilder der kanonischen Basisvektoren des
K™

f(ei):wi, i:l,...,n.
Sei A die Matrix mit den Spalten wy, ... ,w,. Dann ist A € M(m x n, K), und wir behaupten, daf

die lineare Abbildung (2.10) mit f iibereinstimmt. Da eine lineare Abbildung durch ihre Werte auf
einer Basis festgelegt ist (siehe Feststellung 1.4.9), miissen wir dazu nur

fle;) = Ae; firi=1,...,n
zeigen. Nach Definition des Matrixproduktes ist Ae; die i-te Spalte von A, also gleich w; = f(e;), und
die Behauptung folgt.

Stellt auch A’ die Abbildung f dar, so ist Ae; = f(e;) = A’e;, also die i-te Spalte von A gleich der
i-ten Spalte von A’, also A = A’.

iii) Sei ¢ die Abbildung (2.11). Wir zeigen zunéchst
©(A+ B) =p(A) + ¢(B) fir A, B € M(m x n, K).
Dies ist eine Identitéit von linearen Abbildungen, die genau dann richtig ist, wenn sie auf einer Basis
gilt:
w(A+ B)(e;) = (e(A) + o(B))(ei) firi=1,... ,n.
Die linke Seite ist gleich (A + B)e;, was die i-te Spalte von A 4+ B ist. Die rechte Seite ist gleich

w(A)(e;) +¢(B)(e;) = Ae; + Be;, also gleich der i-ten Spalte von A plus der i-ten Spalte von B. Somit
sind beide Seiten gleich.

Ahnlich zeigt man ¢(AA) = A\p(A), und also ist ¢ linear. Es ist sogar ein Isomorphismus wegen den
unterstrichenen Wértern in ii).

iv) folgt aus iii). ]
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Bemerkung 2.3.2 Der Isomorphismus (2.11) ist so natiirlich, dafl wir in Zukunft nicht mehr zwischen
einer m x n-Matrix und der durch sie definierten linearen Abbildung K™ — K" unterscheiden:

M(m x n, K) = Homg (K", K™).
Fiir m = n erhalten wir insbesondere die Identifizierung

M(n,K) = End(K").
Jetzt wird die Bedeutung der Matrixmultiplikation (2.6) klar werden:

Feststellung 2.3.3 Sei A € M(I x m,K) und B € M(m x n,K). Diese Matrizen definieren lineare
Abbildungen

A

Kn 2 gm A KL

Das Kompositum dieser beiden linearen Abbildungen ist dann durch die Produktmatric AB € M(l x
n, K) gegeben:

AoB=AB.

Beweis: Wir werten die lineare Abbildung A o B auf dem Einheitsvektor e; € K™ aus:

by >jeq ajbji
(Ao B)(e:) = A(Ben) = A| : | = s
brni i aisbji
Dies ist gerade die i-te Spalte der Produktmatrix AB, also gleich (AB)e;. Die linearen Abbildungen
Ao B und AB stimmen daher auf der kanonischen Basis iiberein, sind folglich gleich. [

Folgerung 2.3.4 Der Isomorphismus

M(n,K) = Endg (K"™)
von K -Vektorraumen ist sogar ein Isomorphismus von K-Algebren (d.h., ein Ringhomomorphismus).
Uberdies gilt

GL(n,K) = Aut(K")

(vgl. Definition 1.3.16), d.h., eine Matriz A € M(n, K) ist genau dann invertierbar, wenn der durch
sie definierte Endomorphismus des K™ ein Isomorphismus ist.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl ein Produkt von Matrizen sich mit dem Produkt (d.h., dem Kom-
positum) der entsprechenden Endomorphismen identifiziert. Das ist aber gerade die Aussage von
Feststellung 2.3.3.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten: Sind zwei Ringe isomorph, so auch ihre Einheitengruppen. m

Insbesondere gilt also: Die Umkehrabbildung der bijektiven linearen Abbildung A € GL(n, K) ist
durch die inverse Matrix A~ € GL(n, K) gegeben.
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Folgerung 2.3.5 Fine Matrix A € M(n, K) ist schon dann invertierbar, wenn es ein B € M(n, K)
gibt mit AB = 1,, (oder BA =1,,). In diesem Fall ist B = A~1.

Beweis: Aus AB =1 (bzw. BA = 1) folgt, daf die lineare Abbildung A surjektiv (bzw. injektiv) ist.
Nach Feststellung 2.1.4 ist A dann schon bijektiv, also ein Element von GL(n, K) (siehe 2.3.4). Die
Matrix B stellt die inverse Abbildung zu A dar, und somit ist B = A~L. (]

Lineare Abbildungen zwischen allgemeinen Vektorridumen

Wir untersuchen jetzt Hompg (V, W) fiir zwei beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume V und W.
Sei etwa

n = dim(V), m = dim(W).
Wir wéhlen irgendeine Basis
B=(vi,...,vp)
von V', und
C=(w1,...,Wn)

eine Basis von W. Diese Basen definieren Isomorphismen, manchmal Koordinatenisomorphismen
genannt,

op: K"V, pe: K™ =W, (2.12)
al bl
— a1V F ...+ ApUp, — bywi + ... + bW,
an bm
(vergleiche den ,Hauptsatz* 2.1.5). Wir sagen auch, (ai,...,a,) sind die Koordinaten des Vektors

a1v1 + ...+ ay,v, € V beziiglich der Basis B, und &hnlich fiir W.

Definition und Feststellung 2.3.6 Es gelten obige Bezeichnungen. Sei f : V. — W eine lineare
Abbildung. Die Matrix von f beziiglich der Basen B und C ist die Matriz A = (a;;) € M(m x
n, K), so daf8

f(’UZ) = a1;W1 + ...+ Qi W,y - (213)
A ist die eindeutig bestimmte Matriz, so daff das Diagramm

VLW

os | e

Kn —4 . Km

kommutativ ist. (Im Falle W =V und C = B heifit A die Matriz von f beziglich B.)
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Beweis: Das Diagramm ist genau dann kommutativ, wenn

flonle)) = pe(Ae;) firi=1,...,n, (2.14)
wobel e; die kanonischen Basisvektoren des K™ sind. Die linke Seite ist gleich f(v;). Die rechte Seite
ist gleich

aig
wc : =a1;W1 + ...+ QW
A

Also sind beide Seiten gleich wegen (2.13). Auflerdem ist A durch die Bedingung (2.14) festgelegt,
denn ¢ ist ein Isomorphismus. (]

Bemerkung 2.3.7 i) Das Rezept fiir die Bestimmung der Matrix A einer linearen Abbildung f
beziiglich Basen (v1,...,v,) und (w1,... ,w,,) ist also wie folgt: Man nehme den ersten Basisvektor
v1 her, betrachte sein Bild f(v1), und schreibe dieses als Linearkombination der Basis wy, ... ,wp,:

f(Ul) = a11W1 + ...+ A1 Wy«

Die dabei auftretenden Koeffizienten aq1, . .. , a,,1 bilden dann die erste Spalte von A. Genauso verfiahrt
man mit dem zweiten Basisvektor vs, und erhilt die zweite Spalte von A, und so fort.

ii) Fafit man A € M(m x n, K) wie in 2.3.1 als lineare Abbildung K" — K™ auf, und wahlt in K™
und in K™ die kanonische Basis, so ist die Matrix von A beziiglich dieser Basen A selbst.

Folgerung 2.3.8 Ordnet man jeder linearen Abbildung f € Homg (V, W) ihre Matriz (beziiglich fest
gewdhlter Basen) zu, so erhilt man einen Isomorphismus

Homg (V,W) = M(m x n, K) (2.15)
(der von der Wahl der Basen abhdngt). Insbesondere gilt
dim(Homg (V, W)) = dim(V) dim(W).

Beweis: Ist A; die Matrix von f;, ¢ = 1,2, so haben wir zwei kommutative Diagramme wie in 2.3.6.
Daraus folgt leicht, dafl das entsprechende Diagramm mit f; + fo und A; + Ay kommutativ ist. Mit
anderen Worten, A; + As ist die Matrix von f1 + fs. Ahnlich sieht man, dafl AA; die Matrix von Af;
ist, wobei A € K. Also ist die Abbildung (2.15) linear.

Sie ist iiberdies injektiv und surjektiv, was beides leicht aus dem kommutativen Diagramm in 2.3.6
folgt. [

Feststellung 2.3.9 Wir betrachten das kommutative Diagramm

/

[ 4 w
mT o5 T }ac
Kl B Kn A K™,
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Dabei sind U,V,W Vektorriume iber K der Dimension | bzw. n bzw. m, und mit Basen A bzw. B
bzw. C. Letztere definieren die Isomorphismen o 4,05, pc. Schlieflich ist A die Matriz von f (bzgl. B
und C) und B die Matriz von g (bzgl. A und B). In dieser Situation ist die Matrixz von fog (bzgl. A
und C) durch die Produktmatriz AB gegeben.

Beweis: Zunichst ist das Diagramm tatséchlich kommutativ, denn das linke und das rechte Quadrat
sind kommutativ nach 2.3.6. Wir schreiben das Diagramm noch einmal ab unter Weglassung des
mittleren Teils:

U & w
«»AT Tsﬁc
AoB

K! 2225 K™,

Nach 2.3.3 kénnen wir die lineare Abbildung Ao B durch die Matrix AB ersetzen. Unsere Behauptung
folgt dann aus der Eindeutigkeitsaussage in 2.3.6. ]

Folgerung 2.3.10 Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n mit fest gewdhlter Basis. Ordnet man
jedem f € Endg (V) seine Matrix bzgl. dieser Basis zu, so erhdlt man einen Isomorphismus
Endg (V) = M(n, K) (2.16)
von K-Algebren. Einschrinkung auf die Einheitengruppen induziert einen Gruppenisomorphismus
GL(V) = GL(n, K).
Beweis: Das meiste folgt aus 2.3.8; die einzige zusétzliche Information ist, dafl der Vektorraumiso-

morphismus (2.16) Produkte auf Produkte abbildet (links und rechts steht ein Ring). Dies folgt aber
aus 2.3.9. -

Ubersicht iiber die Hauptergebnisse dieses Unterabschnitts: Fiir zwei Vektorrdume V und W der
Dimension n bzw. m gilt nach Wahl von Basen:

| | ist isomorph zu | als |
Hompg (V,W) | M(m x n, K) K-Vektorrdume.
Endg (V) M(n, K) K-Algebren.
GL(V) GL(n, K) Gruppen.

Bemerkung 2.3.11 Dieser Unterabschnitt ist kaum mehr als eine Wiederholung des vorherigen. Der
Hauptunterschied ist wie folgt: In einem beliebigen Vektorraum V' gibt es, im Gegensatz zum K™,
keine kanonische Basis. Isomorphismen wie in der Tabelle hingen daher von der Wahl von Basen in
V und W ab. Wir untersuchen jetzt, was beim Ubergang zu anderen Basen geschicht.

Basiswechsel

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, und seien B = (by,...,b,) und B = (b},... b)) zwei
Basen von V. Zu diesen Basen haben wir die Koordinatenisomorphismen

@BSK”—)V, @B':KTL—>V5
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charakterisiert durch ¢g(e;) = b; und @p/(e;) = bj.
S € GL(n, K), so daf das Diagramm

\%4
W/ \%, (2.17)

K*—~ K"

Es gibt dann eine eindeutig bestimmte Matrix

kommutativ ist. Wir nennen S die Ubergangsmatrix von B zu B’. Natiirlich ist dann S~ die
Ubergangsmatrix von B’ zu B. Explizit gilt, falls S = (s;;),

Feststellung 2.3.12 Seien V' und W Vektorrdume tber K der Dimensionen n bzw. m. Seien B, B
Basen von V' und C,C’ Basen von W. Sei S die Ubergangsmatrixz von B zu B’ und T die Ubergangs-
matriz von C zu C'. Dann gilt: Ist A € M(m x n, K) die Matriz von f € Homg (V,W) bzgl. B und C,
s0 1st

TAS™! die Matriz von f bzgl. B und C'.

Beweis: Wir haben das kommutative Diagramm

!

v w

P’ P’

K" — > K" ——— K™

Km

(das mittlere Quadrat ist kommutativ nach Definition von A, die beiden #ufleren Dreiecke sind kom-
mutativ nach Definition von S und 7). Die Komposition der unteren Abbildungen ist TAS™!. Also
folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeitsaussage in 2.3.6. ]

Folgerung 2.3.13 Sei dimg (V) = n, und seien B,B’ zwei Basen von V. Sei S € GL(n,K) die
Ubergangsmatriz von B zu B'. Ist A € M(n,K) die Matriz von f € Endg (V) bzgl. B, so ist

SAS~! die Matriz von f bzgl. B'.

Definition 2.3.14 Zwei Matrizen A, B € M (n, K) heifflen konjugiert (oder auch dhnlich), wenn es
ein S € GL(n, K) gibt mit

SAS~! = B.

Dies ist eine Aquivalenzrelation, und die Aquivalenzklassen heiflen Konjugationsklassen quadrati-
scher n x n-Matrizen.
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Aus 2.3.13 folgt also: Die Matrizen eines Endomorphismus f beziiglich verschiedener Basen sind kon-
jugiert. Insbesondere kann man jedem Endomorphismus eindeutig eine Konjugationsklasse zuordnen
(die unabhéngig von der Wahl einer Basis ist).

Bemerkung 2.3.15 Uber gewissen Korpern K (den algebraisch abgeschlossenen Korpern, z.B. K =
C) wird es uns spéter moglich sein, die Konjugationsklassen quadratischer Matrizen genau zu bestim-
men. Es stellt sich ndmlich heraus, daf} jede Konjugationsklasse eine Matrix einer besonders einfachen
Form enthélt, eine sogenannte Jordanmatriz; sieche Abschnitt 4.6.

2.4 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten im Korper K ist eine Gleichung der Gestalt
Ax =0, AeMmxnK), ze K", be K™

Hierbei sind die Koeffizientenmatrix A und der Spaltenvektor b gegeben, und wir suchen alle Losun-
gen dieser Gleichung, d.h., alle Spaltenvektoren x € K™, die diese Gleichung erfiillen. Im Falle b = 0
spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, ansonsten von einem inhomogenen. Die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems

Ax =0

ist offenbar genau der Kern der Matrix A (aufgefait als lineare Abbildung K™ — K™), ist also ein
Untervektorraum von K™. Sei x( eine feste Losung des inhomogenen Systems Ax = b, also

A.’Eo = b,

und sei W C K™ der Losungsraum des homogenen Systems Az = 0. Dann ist der ,verschobene
Vektorraum*

xo+W={xg+z: z€W}

genau die Losungsmenge des inhomogenen Systems Ax = b, wie man leicht sieht. Die Losungen des
Systems Ax = b kann man also in zwei Schritten finden:

e Man bestimme irgendeine Losung zg.
e Man bestimme den Lésungsraum W des homogenen Systems Az = 0.

Die Losungen von Az = b sind dann genau die Vektoren xg + W. Diese Menge ist kein Vektorraum
mehr (aufler fir zo € W, also b = 0).

Homogene Systeme

Wir kiimmern uns zunéichst um die praktische Bestimmung des Losungsraums des homogenen Systems
Axz = 0. Ausgeschrieben lautet dieses System

a1+ apry + ...+ ar, =0,

as1x1 + agexe A+ ... 4+ agpr, = 0,
(2.18)

Am1T1 + Qmoro + ...+ amnrn, = 0.
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Es liegen also m Gleichungen in den n ,,Unbekannten“ xi,...,x, vor. Wir beschreiben die drei so-
genannten elementaren Zeilenoperationen, die auf das System (2.18) angewendet werden kénnen,
ohne den Losungsraum zu dndern:

Typ I.  Vertauschung zweier Zeilen.
Typ II:  Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Typ III: Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar ungleich Null.

Jede dieser drei Operationen laf3t sich riickgéngig machen, dndert den Losungsraum also in der Tat
nicht. Die Idee ist nun, durch fortgesetzte Anwendung von elementaren Zeilenoperationen das System
(2.18) auf eine einfache Form zu bringen, an der man den Losungsraum direkt ablesen kann. Der zu
beschreibende Algorithmus heifit das Eliminationsverfahren von Gauf3'.

Wir nehmen zunéchst an, in der ersten Spalte von (2.18) ist einer der Koeffizienten ajy, ..., am1
nicht Null, etwa a;;. Dann multiplizieren wir die i-te Zeile mit ai_l1 (Operation vom Typ III), und
erhalten ein neues System mit a;; = 1. Sodann wenden wir Operationen vom Typ II an, um alle
Koeffizienten aj; mit j # ¢ zu eliminieren: Dazu braucht man nur das (—a;i)-fache der i-ten Zeile
zur j-ten Zeile zu addieren. Das Ergebnis ist ein neues System (2.18), dessen erste Spalte nur einen
einzigen nichtverschwindenden Koeflizienten hat, ndmlich a;; = 1. Schliellich vertauschen wir noch
die erste und i-te Zeile, so dafl ay; = 1 und a;; = 0 fiir ¢ > 1.

Waren alle Koeffizienten in der ersten Spalte von vornherein Null, so hétten wir das gleiche Verfahren
mit der zweiten Spalte durchgefiihrt, oder eben, falls diese auch Null ist, mit der ersten nichtverschwin-
denden Spalte (von links). Sei dies die k-te, so dafl a1, = 1.

Nun vergessen wir die erste Zeile und die ersten k Spalten, und wenden das eben beschriebene Verfahren
auf das kleinere System

a2 k411 + QA p42T2  + ...+ aT, = 0,
a3 k+1T1 + azp42r2  + ...+ azpr, = 0,

(2.19)
Am k+1T1  +  Qmgt2T2 + ..o+ AppT, = 0.

an: In der ersten nicht vollig verschwindenden Spalte von links nehme man einen Koeffizienten ungleich
Null, normiere ihn auf 1 (Typ III), eliminiere alle anderen Koeffizienten in dieser Spalte (Typ II), und
bringe den einzigen verbleibenden Koeffizienten nach oben (Typ I).

Man sieht, dal es unnétig ist, die Unbekannten x; jedesmal mit abzuschreiben, ebenso wie die Nullen
auf der rechten Seite. Praktisch schreibt man nur die Matrix der Koeffizienten (a;;) hin, und wendet
die elementaren Zeilenoperationen auf diese an.

1CARL FRIEDRICH GAUSS, 1777-1855
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Nach endlich vielen der eben beschriebenen Eliminationsschritte hat man schlieflich die urspriingliche
m X n-Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform gebracht:

0 ... 01 = ...

0 ... 0 1 =

0 ... 0 1 % ... % |. (2.20)
0 0

0 ... 0

Die * stehen fiir Koeflizienten, {iber die wir nichts aussagen kénnen.

Wir vereinfachen die Zeilenstufenform weiter, indem wir Spalten vertauschen. Diese Operation fiihrt
das Gleichungssytem (2.18) zwar nicht in ein dquivalentes Gleichungssytem iiber (wie die elementaren
Zeilenoperationen), entspricht aber lediglich einer Umbennenung der Unbekannten. Wenn wir z.B. die
erste und zweite Spalte der Koeffizientenmatrix vertauschen, miissen wir x; in o umbennen und x5 in
x1. Fiithrt man nun geeignete Spaltenvertauschungen und die entsprechenden Umbennenungen durch,
so erreicht man eine Koeffizientenmatrix der speziellen Zeilenstufenform

1 % ...
0 1 *
0 0 1 = x|, (2.21)
0 0
0 ... 0
also mit Einsen an den Positionen (1,1),...,(r,r), und in den restlichen m — r Zeilen lauter Nullen.

(Spaltenvertauschungen sind nicht wirklich notwendig; sie erleichtern aber die Notation im folgenden
erheblich.)

Uber die Losungen des homogenen Systems mit Koeffizientenmatrix (2.21) kann man nun aber sofort
einiges aussagen. Offenbar sind ndmlich die Unbekannten z, 1, ... ,x, freie Variablen, d.h., sie kénnen
beliebig vorgegeben werden. Dadurch ist dann x, bestimmt (man betrachte die r-te Gleichung). Mit
Zpy- .- Ty ist dann auch z,._; bestimmt (durch die (r — 1)-te Gleichung), und so weiter. Also: Die
letzten n — r Variablen sind beliebig, der Rest ist dann bestimmt. Insbesondere ist die Dimension des
Losungsraums (also des Kerns der Matrix) gleich n — r.

Die Losungen von (2.21) sind aber nach Konstruktion genau die Lésungen des urspriinglichen Systems
Az = 0, wenn man noch die eventuell vorgenommenen Umbennenungen der Unbekannten beriicksich-
tigt. Es folgt, dafl die Zahl r in der Zeilenstufenform (2.21) oder (2.20) eindeutig durch A bestimmt
ist:

dim(ker(A4)) =n —r.
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Aus der Dimensionsformel 2.1.1 v) folgt
r = dim(im(A)).

Definition 2.4.1 Fir A € M(m x n,K) heifit r = dim(im(A)) der Rang von A, und wird mit
rang(A) (oder rg(A) oder rank(A) oder rk(A)) bezeichnet.

Wir fassen die obigen Uberlegungen zusammen:

Feststellung 2.4.2 Gegeben sei das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 mit der Koeffizien-
tenmatric A € M(m x n,K). Durch fortgesetzte elementare Zeilenoperationen lifst sich A auf die
Zeilenstufenform (2.20) oder sogar, nach eventueller Umbennenung der Unbekannten, auf die Form
(2.21) bringen. Die Lisungen des entstehenden Systems, die sich leicht ablesen lassen, sind auch die
Liosungen des urspringlichen Systems Ax = 0. Die in der Zeilenstufenform auftretende Zahl r ist
eindeutig bestimmt, namlich r = rang(A).

Zeilenrang und Spaltenrang

Wenn A € M(m x n, K), so heifit die Dimension des von den Spalten von A aufgespannten Untervek-
torraums von K™ der Spaltenrang von A. Die Dimension des von den Zeilen von A aufgespannten
Untervektorraums von K™ heif3t der Zeilenrang von A. Unser Ziel ist zu zeigen, daf

Zeilenrang = Spaltenrang = Rang.

Die zweite Gleichung ist dabei klar: rang(A) ist die Dimension des Bildes der linearen Abbildung
A: K™ — K™, also gleich der Dimension des Raumes

(Aey, ..., Aey), (e1,...,e,) die kanonische Basis von K",

und Ae; ist die i-te Spalte von A.

Definition 2.4.3 Sei A = (a;;) € M(m x n, K). Die zu A transponierte Matriz ist die Matric

all Am1
tA:(aji): € M(nxm,K).

[0S Amn

Feststellung 2.4.4 i) "(A+ B)=tA+'B fir A,Be M(m xn,K).
ii) Y(NA) = XA fiir Ae M(m xn,K) und A\ € K.
iii) *(*A) = A fiir alle A € M(m x n, K).
iv) *(AB) = *BA, wann immer das Produkt AB definiert ist.

v) Falls A € M(n, K) invertierbar ist, so auch 'A, und es gilt (‘*A)~! =t(A~1).
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Beweis: i), ii) und iii) sind unmittelbar klar. iv) folgt nach einer leichten Rechnung. v) ergibt sich
aus iv) (man beachte dabei Folgerung 2.3.5). m

Bemerkung 2.4.5 Aus den Eigenschaften i) — iii) folgt insbesondere, daf die Transponierung einen
Vektorraum-Isomorphismus M (m x n, K) — M(n x m, K) vermittelt.

Wir schreiben kurz ZR(A) (bzw. SR(A)) fiir den Zeilenrang (bzw. Spaltenrang) der Matrix A. Da die
Zeilen von A gerade die Spalten von ‘A sind und umgekehrt, gilt

ZR(A) = SR(*A) und SR(A) = ZR(*A).

Feststellung 2.4.6 Der Spaltenrang ist invariant unter Multiplikation mit invertierbaren Matrizen.
Genauer: Ist A€ M(m xn,K), Se€ GL(m,K) und T € GL(n, K), so gilt

SR(SAT) = SR(A).

Das gleiche gilt fiir den Zeilenrang.

Beweis: Wir betrachten das kommutative Diagramm

KnL, Km

T} ~ls
Kn SAT gem

Da S und T Isomorphismen sind, haben die Abbildungen A und SAT isomorphe Bilder. Insbesondere
ist der Rang der beiden Matrizen gleich, und wie wir oben schon festgestellt haben, ist der Rang gleich
dem Spaltenrang.

Fiir die Behauptung iiber den Zeilenrang rechnen wir
ZR(SAT) = SR(*(SAT)) = SR('T"'A'S) = SR(*A) = ZR(A)

(hier wurde 2.4.4 iv) und v) benutzt). ]

Wie auf Seite 51 betrachten wir nun wieder elementare Zeilenoperationen, angewandt auf m x n-
Matrizen. Ganz analog erkldren wir elementare Spaltenoperationen auf Matrizen. Diese Operationen
lassen sich durch Multiplikation mit geeigneten invertierbaren Matrizen bewirken. Dazu definieren wir
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die Elementarmatrizen

1
1
0 1 — 1
1
1
1 0 — ]
1
1
1
1 A —1
Qij(\) = (A€ K)
1
1
1
J
D;(\) =diag(1, ... ,1,\1, ... ,1) (A #£0),
T

i
Diese drei Typen von quadratischen Matrizen sind alle invertierbar, denn
Sijsl'j =1, QZJ()\)QZJ(fA) =1, DZ(/\)Dz(Ail) =1.
Feststellung 2.4.7 Sei A € M(m x n, K). Elementare Zeilenumformungen (bzw. Spaltenumformun-
gen) werden durch Multiplikation mit Elementarmatrizen bewirkt:

o Multiplikation mit S;; von links (rechts) bewirkt die Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile
(Spalte) von A.

o Multiplikation mit Q;;(N) von links (rechts) bewirkt die Addition des A-fachen der j-ten Zeile
(i-ten Spalte) zur i-ten (j-ten).

o Multiplikation mit D;(\) von links (rechts) bewirkt die Multiplikation der i-ten Zeile (Spalte) mit
A
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(Dabei sind die Elementarmatrizen vom Format m x m (bzw. n X n)).

Beweis: Man rechnet die Produkte der Matrizen einfach aus. [ ]

Folgerung 2.4.8 Die Matrizc A € M(m x n, K) habe den Rang r. Dann gibt es S € GL(m, K) und
T € GL(n, K), so daf

1

SAT = (2.22)

0

(Nullen auflerhalb der Hauptdiagonalen).

Beweis: Durch elementare Zeilentransformationen 148t sich A zunéchst auf Zeilenstufenform bringen.
Diese Umformungen werden nach 2.4.7 durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links
bewirkt. Also gibt es ein S € GL(m, K), so da8

SA

Zeilenstufenform hat. Eine Zeilenstufenform 148t sich aber durch elementare Spaltenumformungen auf
die Form (2.22) bringen, wie man leicht sieht. Diese Spaltenumformungen werden gemé8 2.4.7 durch
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von rechts bewirkt. Also gibt es ein T' € GL(n, K), so daf§
SAT die gewiinschte Form hat.

Die dabei auftretende Zahl r ist gleich dem Spaltenrang von SAT, also gleich dem Spaltenrang von A
(Feststellung 2.4.6). Wir haben schon festgestellt, dafl der Rang gleich dem Spaltenrang ist. ]

Folgerung 2.4.9 Fir jede Matrix A € M(m x n, K) ist

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = rang(A).

Beweis: Wir wihlen S und T wie in Folgerung 2.4.8. Der Zeilenrang (bzw. Spaltenrang) von A
ist gleich demjenigen von SAT nach 2.4.6. Der Zeilenrang sowie der Spaltenrang von SAT ist aber
offenbar gleich r, dem Rang von A. (]

Bemerkungen: 1. Aufgrund der Aussage von 2.4.9 sprechen wir in Zukunft kaum mehr von Zeilen-
rang und Spaltenrang, sondern schlicht vom Rang einer Matrix.

2. Der maximale Rang, den eine Matrix A € M (m x n, K) haben kann, ist nach der letzten Folgerung
gleich min(m,n). In diesem Fall sagt man, A habe vollen Rang.

3. Eine quadratische Matrix hat genau dann vollen Rang, wenn sie invertierbar ist.

4. Ein wesentlich abstrakterer Beweis der Aussage ,,Zeilenrang = Spaltenrang” wird sich im n#chsten
Abschnitt ergeben, siehe Seite 62.



2.4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 57

Inhomogene Systeme

Wir betrachten nun das inhomogene lineare Gleichungssystem
Az = b, AeMimxn,K), be K™.

Um zu entscheiden, ob dieses System iiberhaupt eine Losung x € K™ besitzt, dient wieder das Gauf}-
sche Eliminationsverfahren, mit dessen Hilfe der Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems
Az = 0 bestimmt werden konnte. Im positiven Falle liefert das Verfahren auch gleich eine Losung.

Wir bilden die erweiterte Koeffizientenmatrix A, indem wir an A noch die Spalte b rechts
anhédngen:

A= (A,b) € M(m x (n+1), K).

Man mache sich nun folgendes klar: Wendet man auf A eine elementare Zeilentransformation an, und
interpretiert die entstehende Matrix wieder als inhomogenes lineares Gleichungssytem, so ist dieses
neue System zum urspriinglichen System Az = b dquivalent (d.h., z € K™ ist genau dann eine Losung
des neuen Systems, wenn es eine Losung des alten Systems ist). Dies iiberlegt man sich leicht, indem
man die Gleichungen ausschreibt.

Genau wie im Falle des homogenen Systems bringt man nun die ersten n Spalten von A auf Zeilen-
stufenform. Man erhélt also eine Matrix der Gestalt

0 ... 01 %= ... x b
0 ... 0 1 * ... *
0 0 1 =« bl (2.23)
0 0 :
0 ... 0 b,
mit gewissen b, ... ,b,, und r als dem Rang der Matrix A. Der Einfachheit halber benennen wir die
Unbekannten z; jetzt noch so um, daf§ diese Matrix die Gestalt
1 % ... x b
0 1 * ... *
0 0 1 = x bl (2.24)
0 0 :
0 ... 0 v,

annimmt. Schreibt man sich das entstehende lineare Gleichungssystem aus, so kann man folgende
Aussagen iiber die Losbarkeit daran ablesen:
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e Ist einer der Koeffizienten b, 1, ... , b, ungleich Null, so hat das Gleichungssytem keine Losung.

e Angenommen, es gilt b, ; = ... =], = 0. Dann besitzt das Gleichungssytem eine Lésung. In
der Tat: Man kann die Unbekannten x;,41,...,x, beliebig wéihlen, und dann nach zq,...,z,
auflosen.

e Insbesondere gibt es genau dann eine eindeutige Losung, wenn b, ; = ... =b;, =0 und r = n.

2.5 Der Dualraum
In Abschnitt 2.3 haben wir den Vektorraum Hom g (V, W) fiir zwei endlich-dimensionale K-Vektorriu-
me V und W untersucht. Jetzt betrachten wir speziell den Fall W = K.

Dualraum und duale Basis
Definition 2.5.1 Fir einen K-Vektorraum V heifit
V* := Homg(V,K)

der Dualraum von V. Seine Elemente, also die linearen Abbildungen V — K, heiffen Linearformen

auf V.

In der néchsten Feststellung findet das Kroneckersymbol 2§ij Verwendung, definiert durch

1 falls i = j .
i _{ 0 fallsi# (.5 €2).

Feststellung und Definition 2.5.2 Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum.
i) Der Dualraum V* hat ebenfalls die Dimension n.

ii) Sei B = (b1,...,by) eine Basis von V. Dann gibt es genau eine Basis B* = (b3, ... ,b}) von V*
mit der Figenschaft

b;(bl) = 5ij fﬁ?” alle 1,] € {1, . ,’I’L}. (2.25)
B* heif§it die zu B duale Basis.

Beweis: i) ergibt sich aus Folgerung 2.3.8.

ii) Jedes b7 ist durch die Werte auf der Basis B festgelegt; also kann es hochstens eine Basis mit der
Eigenschaft (2.25) geben. Umgekehrt kann b7 durch (2.25) definiert werden, siehe 1.4.9. Man hat dann
nur noch zu zeigen, daf§ B* tatsichlich eine Basis von V* ist. Da dimg(V*) = n schon bekannt ist,
gentigt es, die lineare Unabhéngigkeit der b} zu zeigen. Sei also

a1b] + ...+ ayb, =0

2LEOPOLD KRONECKER, 1823-1891
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eine Linearkombination, die Null darstellt (dies ist eine Gleichheit linearer Abbildungen; rechts steht
die Nullabbildung). Auswerten am Element b; liefert wegen (2.25) sofort a; = 0. Also ist die Linear-
kombination trivial. n

Beispiel: Der Standardraum K™ sei als Raum von Spaltenvektoren notiert. Geméf Feststellung 2.3.1
identifiziert sich der Dualraum (K™)* mit M (1 x n, K), also mit n-komponentigen Zeilenvektoren. Der

Zeilenvektor (x4, ... ,x,) identifiziert sich dabei mit der Linearform
ai ai
(@1, ,xn) | | =+ an,
Qn Qn

(Matrixmultiplikation des Zeilenvektors mit dem Spaltenvektor). Die zur kanonischen Basis des K™
duale Basis ist die kanonische Basis von M (1 x n, K).

Die duale Abbildung

Definition 2.5.3 Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen. Die zu f duale
Abbildung ist die Abbildung

f*: W*—>V*7
pr——pof.

Jede Linearform ¢ auf W wird also zu einer Linearform f*(¢) = po f auf V ,zurickgeholt*:

\%4 w
]

7 (e) \
K

Feststellung 2.5.4 Die Zuordnung f — f* hat die folgenden Eigenschaften:
i) f* ist eine lineare Abbildung W* — V*.

i) (idy)* = idy-.

iii) Falls U v 7, W lineare Abbildungen sind, und U* AR v* Al W* die zugehérigen dualen
Abbildungen, so gilt

(fog) =g o f"

Beweis: i) Fiir Linearformen 1, o2 € W* gilt

Fe1+@2) =(p1+w2)of=prof+@aof=f"(p1)+ f(p2),
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wobei man sich das mittlere Gleichheitszeichen vollig klarmache, indem man beide Seiten auf einem
v € V auswertet. Ganz dhnlich gilt fiir p € W* und a € K

f(ap) = (ap) o f =alpo f) =al(fp).
ii) ist klar.
iil) Far ¢ € W* gilt
(fog) (p)=wpo(fog)=(poflog=(f"(p)og=g"(f(¢)=(9"cf)p).

Bemerkung 2.5.5 Die Bildung des Dualraums und der dualen Abbildung ist ein Beispiel fiir einen
Funktor, einer Art Abbildung zwischen Kategorien. Dies wird in Anhang B.2 erldutert.

Feststellung 2.5.6 Sei dimg (V) = n, dimg(W) =m, und f : V — W eine lineare Abbildung. Sei
B eine Basis von V, C eine Basis von W, und A € M (m x n, K) die Matriz von f bzgl. dieser Basen.
Dann ist die transponierte Matriz ‘A die Matriz von f* : W* — V* beziiglich der dualen Basen C*

und B*:
v L ow
@BTN NT@C
A

K" ——— K™

v L

——
e TN NT%*
P\

K’n Km

Beweis: Sei

B=(vi,...,0n), A = (aij).

Dann gilt

firk=1,...,n.

flor) = agwy
=1

nach Definition von A. Sei B = (b;;) € M(n x m, K) die Matrix von f* beziiglich der dualen Basen,
so daf

n

Frwp) =" byv;

i=1

firj=1,...,m. (2.26)

Wir haben zu zeigen, da8 b;; = aj;. Dazu werten wir (2.26) an der Stelle v; aus. Die rechte Seite
ergibt

Z bijvi (vk) = Zbijdik = by;.
Die linke Seite ergibt

(@) on) = i (F ) = w; (D awwr) = 3 andu = azn.
l l

Also ist tatséchlich by; = aj. L]
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Exaktheit

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Dualisierens ist die sogenannte Ezaktheit:

Feststellung 2.5.7 Sei U v LW eine exakte Sequenz endlich-dimensionaler K -Vektorrdume.
Dann ist die duale Sequenz

ebenfalls exakt.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafl
im(f*) = ker(g™).
,, C“ ist einfach, denn

g (f* (@) =¢o(fog)=po0=0  firpeW"

Wir zeigen ,,D%. Sei also ¥ € V* im Kern von g*, d.h. ¥po g = 0:

v—2 eyt w
\w
K

Die Bedingung 9 og = 0 ist dquivalent mit im(g) C ker(¢)). Wegen der Exaktheit der Ausgangssequenz
haben wir also

ker(f) C ker(¢)).

Nach dem Homomorphiesatz 1.5.7 induziert ¢ eine lineare Abbildung Y : V/ker(f) — K, und f eine
injektive lineare Abbildung f : V/ker(f) — W. Sei ¢ : im(f) — K die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung, die das Diagramm

V/ker(f) —= im(f)

w\ /
K
kommutativ macht. ¢ laft sich (auf verschiedene Weisen) zu einer Linearform auf ganz W fortset-

zen (wie etwa aus dem Basisergénzungssatz und 1.4.9 folgt). Wir erhalten dann ein kommutatives
Diagramm
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Es folgt f*(¢) = v, also ¢ € im(f*), was zu beweisen war. [

Folgerung 2.5.8 Es gilt dimg (im(f)) = dimg (im(f*)).
Beweis: Wir betrachten die exakte Sequenz

0 — ker(f) =V L w.
Nach 2.5.7 ist die duale Sequenz

0 ker(f)* < v L W
ebenfalls exakt. Deshalb gilt

dim(im(f*)) = dim(ker(¢*))

= dim(V*) — dim(im(¢*))

= dim(V"™*) — dim(ker(f)*)
= dim(V) — dim(ker(f)) = dim(im(f)),

wobei wir zweimal 2.1.1 v) benutzt haben. L]

*
*

Als Anwendung der Begriffe dieses Abschnitts erhalten wir einen neuen Beweis der Aussage ,, Zeilenrang
= Spaltenrang®, siehe Folgerung 2.4.9. Denn sei A € M (m x n, K). Nach 2.5.6 und 2.5.8 gilt

dim(im(‘4)) = dim(im(A*)) = dim(im(A4)),
und folglich

Zeilenrang(A) = Spaltenrang( ‘A) = dim(im(*A)) = dim(im(A)) = Spaltenrang(A).

Der Bidualraum
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wir untersuchen den Raum
V** — (V*)*7

also den Dualraum des Dualraumes von V. Dieser heifit der Bidualraum von V. Nach 2.5.2 gilt
dimg (V**) = n.

Jedem Vektor v € V' ordnen wir die lineare Abbildung

Po V*—)K7
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fr—fv),
zu (man priife nach, daf tatséchlich ¢, (f1 + f2) = wu(f1) + @o(f2) und v, (af) = ap,(f) gilt). Dies ist
die ,,Auswertungsabbildung an der Stelle v“. Offenbar ist ¢, eine Linearform auf V*, also ein Element
des Bidualraums V**.

Feststellung 2.5.9 FEs gelten obige Notationen.

i) Die Riume V und V** sind kanonisch isomorph via

V=V, (2.27)
V> ©y.
ii) Sei B = (v1,...,vy) eine Basis von V, und B* = (v},... ,v}) die dazu duale Basis (von V*).

Dann ist B** = (@uy,--- , P, ) die zu B* duale Basis (von V**).

Beweis: i) Zunéchst ist die Abbildung (2.27) linear, wie man leicht nachrechnet. Wegen 2.1.4 miissen
wir nur noch zeigen, dafl sie injektiv ist. Sei also v € V' im Kern, d.h. ¢, = 0. Dies bedeutet

f)=w,(f)=0 fiir alle f € V™.

Dann mufl aber v = 0 sein, denn sonst kénnte man v zu einer Basis von V ergéinzen, und (mittels
1.4.9) ein f € V* konstruieren, das auf v nicht den Wert Null annimmt.

ii) Nach i) ist B** eine Basis von V**, und offenbar gilt ¢, (v}) = v} (v;) = 6i;. ]

Aufgrund des kanonischen Isomorphismus 2.27 kann man V' mit V** identifizieren; ein v € V entspricht
dabei der Auswertungsabbildung in v. Wird diese Identifizierung vorgenommen, so la8t sich ii) auch
so ausdriicken: Die duale Basis der dualen Basis zu B ist B selbst.

Bemerkung 2.5.10 Die Vektorrdume V, V* und V** haben alle die gleiche Dimension n, sind nach
dem ,Hauptsatz“ 2.1.5 also alle paarweise isomorph. Wihrend es jedoch, wie eben gesehen, einen
kanonischen Isomorphismus V' —— V** gibt, gibt es keine kanonische Identifizierung von V mit V*.
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Kapitel 3
Determinanten

Jeder quadratischen Matrix A € M (n, K) ist ein Skalar det(A) € K zugeordnet, ihre Determinan-
te. Die Abbildung A — det(A) hat zahlreiche bemerkenswerte Eigenschaften, wie etwa det(AB) =
det(A) det(B), was die Determinante zu einem wichtigen Hilfsmittel macht. Fiir die Theorie der Deter-
minanten wird jedoch nur von der Ringstruktur des Korpers K Gebrauch gemacht, und wir arbeiten
daher gleich allgemeiner iiber einem kommutativen Ring R.

Vorbereitend bringen wir einiges Material iiber symmetrische Gruppen, die auch in anderen Zusam-
menhéngen wichtig sind. Abschnitt 3.2 formuliert die wichtigsten Eigenschaften der Determinante, und
die beiden folgenden Abschnitte dienen deren Beweis. Schliefilich definieren wir die Determinante (und
Spur) eines Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraumes, was sich basisunabhingig tun
148t.

3.1 Die symmetrische Gruppe
Sei M eine beliebige Menge. Eine Permutation von M ist eine bijektive Selbstabbildung
oc: M — M.

Die Menge aller Permutationen von M bildet eine Gruppe mit der Komposition (Hintereinanderschal-
tung) als Verkniipfung, wie leicht einzusehen ist.

Definition 3.1.1 Die symmetrische Gruppe S,, vom Grade n ist die Gruppe aller Permutationen
der Menge {1,... ,n}.

Beispiele: S; besteht aus nur einem Element und S, aus zwei Elementen. Diese beiden Gruppen sind
natiirlich kommutativ. Fiir n > 3 dagegen ist S, nicht mehr kommutativ.

Feststellung 3.1.2 Die symmetrische Gruppe S, hat n! =1-2-...-n Elemente.

Beweis: Es gibt n Moglichkeiten, wohin das Element 1 abgebildet wird, dann noch n—1 Moglichkeiten,
wohin 2 abgebildet wird, usw. [

65
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Spezielle Elemente von S, sind die sogenannten Zyklen. Seien ay, ... ,a, € {1,...,n}, und sei o die
Permutation mit

ola;)) =a;41 firi=1,... m—1, olam) = ay,

und o(b) =b firbe {1,... ,n}\{a1,...,am}

Dann heifit o aus naheliegenden Griinden ein Zyklus der Lénge m. Diesen Zyklus beschreibt man
auch durch das Symbol

c=(a1 ... am)

(oder ebensogut durch o = (az ... am a1), usw.). Zyklen der Linge 2 heifien Transpositionen; dies
sind also die Permutationen

T = (ij) mit 4,5 € {1,...,n}, i # j.

Offenbar gilt 72 = 1(= id) fiir jede Transposition 7.

Lemma 3.1.3 Alle Transpositionen sind zueinander konjugiert, d.h., sind 7,7 € S,, Transpositionen,
so gibt es ein 0 € S, mit

/ -1
T = 0T0O .

Beweis: Wir diirfen annehmen, daf§ 7/ = (12). Sei 7 = (ij). Fiir {i,j} = {1,2} nehme man o = id.
Ansonsten kénnen zwei Fille auftreten:

1. Fall: {1,2} N {i,7} = 0. Dann gilt
(12) = (27)(14) (25) (18)(24),

wie man leicht nachrechnet. Man kann also o = (25)(1¢) nehmen.
2. Fall: {1,2}n{i, 5} # 0, etwa i = 1. Es gilt

(12) = (25)(15)(24),

also kann man o = (2j) nehmen. m

Gerade und ungerade Permutationen

Die Paritét! einer ganzen Zahl r € Z ist gerade, falls r € 27, und ungerade, falls r € 27 + 1.

Feststellung und Definition 3.1.4 Sei n eine natirliche Zahl.
i) FEs gibt einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
sgn: S, — {£1},

so daf$ sgn(r) = —1 fiir jede Transposition 7. Dieser heifft der Vorzeichenhomomorphismus
(signum,).

HNat. paritas: Gleichheit, Gleichstellung
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ii) Jedes Element o € S,, lifit sich als Produkt von Transpositionen darstellen:
oO=T{...Tp, 7; Transpositionen.

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, aber die Paritit der Zahl r ist eindeutig bestimmt. Es gilt
sgn(o) = (-1)".

Der Kern von sgn heifit die alternierende Gruppe vom Grade n. Symbol:

A, ={o €S, sgn(o) =1}.
Beweis: Wir definieren sgn durch

o(j) —o(1)
sen(o) =[] ( )_ﬂ. .
1<i<j<n J
Da o eine Bijektion ist, treten im Zahler die gleichen Differenzen auf wie im Nenner, aber eventuell
mit unterschiedlichen Vorzeichen. Deshalb ist tatséchlich sgn(o) € {£1}. Wir zeigen, dafl sgn ein

Homomorphismus ist. In der Tat, fiir 0,7 € S, gilt

sntor = [[ (LG =E00)  70) =)

U\o=0 =
(=) (=)
= sgn(o)sgn(7).

(Zum linken Produkt in der zweiten Zeile: Mit (7, j) durchlduft auch (7(i),7(j)) alle Paare mit nicht-
gleichen Komponenten. Fiir die Paare mit 7(¢) > 7(j) multipliziere man Zé&hler und Nenner mit
-1)

Man sieht sofort, dafl sgn((12)) = —1, und dann, mit Hilfe von Lemma 3.1.3, dafl sgn(r) = —1 fiir
jede Transposition 7. Damit ist die Existenzaussage in i) bewiesen.

Wir zeigen die erste Aussage in ii) durch Induktion nach der Anzahl der Elemente von {1,... ,n}, die
von o nicht festgelassen werden. Falls diese Anzahl Null ist, ist nichts zu beweisen. Es gebe also ein
i€{1,...,n}, daB von o nicht festgelassen wird. Sei j = o (i) und 7 = (ij). Die Permutation

0 :=T0

laBt dann mehr Elemente fest als 0. Nach Induktionsvoraussetzung 148t sich ¢ als Produkt von
Transpositionen schreiben; damit aber auch o = 7.

Anwenden von sgn auf ¢ = 71...7,. ergibt sgn(c) = (—1)". Also ist die Paritdt von r durch o
bestimmt, und hingt nicht von der konkreten Darstellung ab. Auflerdem ist jetzt klar, daf§ es nur
diese eine Funktion sgn mit den gewiinschten Eigenschaften geben kann. [

Es gibt also zwei Typen von Elementen von S,: Die geraden Permutationen, die sich als Produkt
einer geraden Anzahl von Transpositionen schreiben lassen, und die ungeraden Permutationen, die
ein Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen sind. Die geraden Permutationen bilden die
Untergruppe A,.
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Permutationsmatrizen

Definition 3.1.5 FEine Permutationsmatrix ist eine Matriz A € M(n, K), die in jeder Zeile und
jeder Spalte genau eine 1 besitzt, und sonst nur Nullen.

Feststellung 3.1.6 Sein € N.
i) Jede Permutationsmatriz A € M(n, K) ist invertierbar mit A=! = A.
ii) Es gibt genau n! Permutationsmatrizen in GL(n, K).

i11) Die Permutationsmatrizen bilden eine Untergruppe von GL(n, K).

Beweis: All dies ist leicht einzusehen. [
Wir ordnen jeder Permutation o € S,, eine Permutationsmatrix A, zu, definiert durch

Age; = €o (i)
(e; die kanonischen Basisvektoren des K™). Explizit: Falls A, = (a;;), so ist

L falls o(j) = 1,
@i = o, falls o() # i.

Feststellung 3.1.7 Die Abbildung o — A, ist ein Gruppenisomorphismus von S,, auf die Gruppe der
Permutationsmatrizen in GL(n, K).

Beweis: Die Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus, denn
AsAre; = Aoer(i) = Co(r(i)) = Agrei,

und also A, A, = A,,. Falls A, =1, so mufl 0 = id sein. Also ist der Homomorphismus injektiv. Aber
beide Gruppen haben die gleiche Ordnung n!, und folglich handelt es sich um einen Isomorphismus. s

3.2 Die Determinante

Die Determinante ist eine Abbildung, die jeder Matrix A € M (n, K) ein Element det(A) € K zuordnet.
Wir legen jedoch anstelle des Korpers K allgemeiner einen kommutativen Ring mit 1 zugrunde. Obwohl
wir in diesem Buch fast ausschlieBlich Determinanten iiber Kérpern verwenden, rechtfertigt sich diese
groflere Allgemeinheit aus folgenden Griinden:

e Der Determinantenbegriff iber kommutativen Ringen ist in anderen Zusammenhéngen ein wich-
tiges Hilfsmittel.

e Die Sidtze und Beweise lassen sich praktisch ohne Mehraufwand fiir Ringe formulieren.

e Auch wir werden den allgemeineren Determinantenbegriff an einer (allerdings unproblemati-
schen) Stelle verwenden: Bei der Definition des charakteristischen Polynoms bildet man die
Determinante einer Matrix mit Koeffizienten in einem Polynomring (siehe 4.2.1).
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e Die Determinante ist ihrem Wesen nach ,ringartig”. Wir wollten nicht durch die Beschrankung
auf den Korperfall den Eindruck hervorrufen, dafl die Korpereigenschaften wesentlich benutzt
werden.

Sei also hier und im folgenden
R ein kommutativer Ring mit 1.

Ein R-Modul ist das Gegenstiick zu einem K-Vektorraum:
Definition 3.2.1 Ein R-Modul oder Modul iiber R ist eine abelsche Gruppe (V,+), auf der R
linear operiert. Genauer: Es ist eine Abbildung

RxV —V,

(a,v) — aw
definiert, so daf8 folgendes gilt:
i) (a+b)v=av+bv firaleabeR, veV.
it) a.(v+w) =av+aw firaleacR, v,weV.
iit) (a-b).w =a.(bw) fir allea,b€e R,veV.

) lv=wv firaleveV.

Die fiir uns wichtigsten R-Moduln sind R™, die Menge aller Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren) mit
den natiirlichen Verkniipfungen, und M (n, R), die Menge aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten aus
R. Letzteres ist nicht nur ein R-Modul, sondern auch ein Ring, indem die Multiplikation durch die
iibliche Matrixmultiplikation definiert wird. Dies ist alles analog zum Koérperfall.

Bemerkung 3.2.2 Der Hauptunterschied zwischen Vektorrdumen und Moduln ist, daf} letztere im
allgemeinen keine Basis besitzen. Deshalb gibt es auch keinen Dimensionsbegriff fiir Moduln. Die im
vorherigen Kapitel entwickelte Theorie beruhte wesentlich auf der Existenz von Basen, und nur wenig
davon besitzt ein Analogon fiir Moduln iiber einem Ring.

In diesem Abschnitt wird der Existenzsatz und die wichtigsten Eigenschaften der Determinante for-
muliert. Die Beweise dieser Aussagen werden in den beiden folgenden Abschnitten nachgeliefert.

Wir sagen, eine Abbildung
w: M(mxn,R) — R
ist linear in der ersten Spalte, falls

(o1 + 07,02, .00 vn) = p(vr,ve, . vn) + (V] ve, . p)
—_———

m X n-Matrix m X n-Matrix m X n-Matrix
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fiir alle Spaltenvektoren vf,vy,... ,v, € R™, und falls
wlavy, ve, ... ,v,) = ap(vy,ve, ... ,vy)
fir alle a € R und vy, ... ,v, € R™. Analog ist ,linear in der zweiten Spalte“ usw. definiert.

Satz und Definition 3.2.3 FEs gibt genau eine Abbildung det : M(n, R) — R mit folgenden Eigen-
schaften:

i) det ist linear in jeder Spalte.
ii) Bei Vertauschung zweier Spalten dndert det das Vorzeichen.
1) det(1,) =1 (1, ist die n X n-Einheitsmatriz).

det heifit die Determinantenfunktion vom Grade n oder kurz die Determinante.

Der Beweis erfolgt im néchsten Abschnitt; siehe Feststellung 3.3.4 auf Seite 74. Ein weiterer Beweis
wird sich in Abschnitt 6.3 ergeben, vgl. Bemerkung 6.3.11.

Satz 3.2.4 (Leibnizsche Determinantenformel) Fir A = (a;;) € M(n,R) gilt

det(A) = Z sgn(0)a1,o(1) « - - * Up,o(n)
oES,,

(summiert wird Gber alle Elemente der symmetrischen Gruppe, siche Abschnitt 3.1).
Dies ist mit in Feststellung 3.3.4 enthalten.
Beispiel: Fiir 2 x 2-Matrizen gilt: det (CCL Z) = ad — bc. Man priife die Eigenschaften i), ii), iii) aus

Definition 3.2.3 explizit nach.

Bemerkung 3.2.5 Die Bedeutung der Leibnizschen Determinantenformel liegt nicht in der prakti-
schen Berechnung von Determinanten, wofiir es wesentlich effektivere Methoden gibt (wir werden gleich
eine kennenlernen). Vielmehr hat sie theoretische Bedeutung. Ist z.B. R = R oder R = C, so hat
M (n, R) eine natiirliche Topologie, und an der Leibnizformel liest man ab, dafl det : M(n, R) — R eine
stetige Abbildung ist. Eine weitere Anwendung ist die folgende wichtige Eigenschaft der Determinante:

Folgerung 3.2.6 Fiir jede Matrix A € M(n, R) gilt
det(A) = det(‘A).
Beweis: Mit A = (a;;) gilt

det(A) = Z Sgn(a)alﬂ(l) S Opg(n)
ocES,
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gemifl Satz 3.2.4. Nun gilt offenbar

A1,6(1) "+ -+ " Gno(n) = Ao=1(1),1 * -+ " Qo—1(n)n;
und damit
det(A) = Z Sgn(ail)agq(l)’l CeetQo=1(p),n
oES,,

= Z Sgn(a)ao(l),l Ceest Qo(n);n = det(tA)a
oES,,

denn ‘A = (a;;); ;- m

Folgerung 3.2.7 Die Determinante ist nicht nur linear in jeder Spalte, sondern auch in jeder Zeile.
Ebenso wie fiir die Spalten gilt: Bei Vertauschung zweier Zeilen dndert sich das Vorzeichen.

Satz 3.2.8 Fir A,B € M(n, R) gilt det(AB) = det(A) det(B).

Der Beweis findet sich auf Seite 75.

Genau wie im Korperfall bezeichne GL(n, R) die Einheitengruppe des Ringes M (n, R). Wie aus 3.2.8
und 3.2.12 weiter unten hervorgeht, induziert det einen Gruppenhomomorphismus

det : GL(n,R) — GL(1,R) = R". (3.1)

Der Kern dieses Homomorphismus bekommt einen Namen:

Definition 3.2.9 Der Kern des Homomorphismus (3.1) heifit die spezielle lineare Gruppe
SL(n, R). Also:

SL(n,R) = {A € GL(n, R) : det(A) = 1}.

Es ist leicht zu sehen, daf§ der Homomorphismus (3.1) surjektiv ist. Deshalb haben wir eine kurze
exakte Sequenz von Gruppen

1 — SL(n,R) — GL(n,R) — GL(1,R) — 1. (3.2)

Satz 3.2.10 (Kastchenformel) Seien ni,...,ny natirliche Zahlen und n = ny + ...+ ng. Seien
A; € M(n;, R), und A eine n x n-Matriz der Form

A1 *
Az
0 Ay
wobei oberhalb der Diagonalkdstchen irgendwelche Koeffizienten stehen, und unterhalb Null. Dann gilt

det(A) = det(Al) el det(Ak).
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Insbesondere gilt

ail *
det =ai1 ... Qupnp

0 Ann

fiir obere Dreiecksmatrizen.

Dies wird auf Seite 75 bewiesen.
Satz 3.2.11 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A = (a;;) € M(n,R), und A;; € M(n—1,R)
die Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
i) (Entwicklung nach einer Zeile) Fiir jedes i € {1,... ,n} gilt
det(A) = Z(—I)H_jaij det(Aij).
j=1

i) (Entwicklung nach einer Spalte) Fir jedes j € {1,... ,n} gilt

n

det(A) =Y (—1)"a;; det(A;;).

i=1
Zum Beweis siehe Seite 76.

Feststellung 3.2.12 Fiir eine Matriz A € M(n, R) gilt:
A ist eine Finheit im Ring M(n, R) = det(A) ist eine Einheit in R.
Insbesondere gilt im Falle eines Korpers R = K :

A € M(n, K) ist invertierbar = det(A) # 0.

Wir geben den Beweis im {ibernéchsten Abschnitt, siehe Seite 77.

Bemerkung 3.2.13 Sei R = K ein Korper. Zur praktischen Berechnung der Determinante einer
vorgelegten Matrix A kann man dann systematisch so vorgehen: Zunichst wissen wir, wie sich die
Determinante unter elementaren Zeilen- und Spaltentransformationen (siehe Seite 51) verhélt. Bei
Typ I ndmlich bekommt man ein Minuszeichen, Typ II dndert nichts, bei Typ III bekommt man einen
skalaren Faktor (dies ist alles leicht zu sehen). Durch forgesetzte elementare Transformationen bringt
man die Matrix nun auf eine Form, an der man die Determinante leicht ablesen kann, z.B. obere
Dreiecksform. Hat man tiber alle auftretenden Vorzeichen und skalaren Faktoren Buch gefiihrt, erhélt
man so die Determinante der urspriinglichen Matrix.
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3.3 Alternierende Multilinearformen

Definition 3.3.1 Sei V' ein R-Modul, und k € N. Eine Multilinearform vom Grade k € N, oder
kurz eine k-Form, auf V ist eine Abbildung

p: Vx...xV—R,
k-mal
die in jeder Komponente linear ist, d.h.,
(1, v+ k) = p(vn, ) + (U1, eV V)
fiir alle vy, ... ,vp, v €V, und
w(vr, ... avg, ..o o) = ap(vy, .o,V .., UE) fir alle vy, ... ,up €V, a € R.

Bemerkungen: 1. Ublicherweise wird zusitzlich definiert: Eine 0-Form auf V' ist einfach ein Element
von R.

2. Eine 1-Form ist eine R-lineare Abbildung V' — R, im Korperfall also eine Linearform auf V', siehe
Definition 2.5.1.

3. Eine 2-Form auf V heifit auch eine Bilinearform. Im Kérperfall widmen wir diesen spéter ein
eigenes Kapitel.

Feststellung und Definition 3.3.2 Fir eine k-Form u: V¥ — R sind die folgenden Bedingungen
aquivalent:

i) p(v1,...,v5) =0, falls einer der Vektoren eine Linearkombination der anderen ist.
ii) p(vi,...,vx) =0, falls es i # j gibt mit v; = v;.
In diesem Falle heif§t p alternierend, und es gilt zusdtzlich:

iii) (v, ... V.o 05, Ok) = —p(V1, oL, U, gy, UE), dohe, bed Vertauschung zweier Vek-
toren kehrt sich das Vorzeichen um.

W) W(Vo(1),- -+ Vo(k)) = sgn(a)pu(vi, ... ,vy) fir jede Permutation o € Sk.

Hat R die Eigenschaft, daff a = —a nur fir a = 0 gilt, so folgen i) und i) auch aus i) oder ),
d.h., alle vier Bedingungen sind dquivalent. Die Menge aller alternierenden k-Formen auf V ist in
natiirlicher Weise ein R-Modul, und wird mit

AltFV

bezeichnet.

Beweis: i) = ii) ist trivial. ii) = i) folgt sofort mit Hilfe der Multilinearitét.
ii) = iii): Nach Multilinearitéit und ii) ist

p(or, ... v+ v, 0 V5, L, V)
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= WVt Ve 3 Uy Uk) (U1, Vg U ).
Wiederum wegen ii) ist aber die linke Seite gleich Null.

iv) ist offenbar allgemeiner als iii), und iii) = iv) folgt leicht aus 3.1.4 ii).

Falls in R gilt: Aus a = —a folgt a = 0, so ergibt sich ii) sofort aus iii), und alle vier Bedingungen
sind adquivalent.

Es ist klar, daf sich alternierende k-Formen in natiirlicher Weise addieren und mit Elementen aus R
multiplizieren lassen, und die Moduleigenschaften sind leicht nachzupriifen. ]

Bemerkung 3.3.3 Im Falle n = 1 ist das Alternieren keine Bedingung. Fiir einen Korper R = K ist
Alt'V = V* der Dualraum von V.

Wir betrachten nun n-Formen auf dem R™. Indem man die Spalten einer Matrix A € M(n, R) als
Elemente des R™ auffafit, kann man eine solche n-Form als Funktion auf M (n, R) interpretieren, die
linear in jeder Spalte ist.

Obwohl R-Moduln, wie weiter oben erwéhnt, im allgemeinen keine R-Basis besitzen, ist dies doch fiir
die Standardmoduln R" der Fall. Genau wie im Korperfall haben wir hier die kanonischen Basisvek-

toren ey, ... ,en, und jedes Element v € R™ 148t sich in eindeutiger Weise als Linearkombination
n
v:Zaiei mit a; € R
i=1
schreiben.

Feststellung 3.3.4 Es gibt genau eine alternierende n-Form, genannt det, auf dem R™, so dafs
det(eq,...,en) = 1.
Explizit gilt

det(A) = Z sgn(o)aig(1) - - Gno, fir A= (a;;) € M(n,R). (3.3)
oES,,

Fiir eine weitere alternierende n-Form p auf dem R™ gilt

w(vy, ... yv,) =det(A)pler, ... ,en),
wobei v; = >, a;je; und A= (a;;) € M(n,R).

Beweis: Sei p eine alternierende n-Form. Aufgrund der Multilinearitéit gilt mit v; = > a;je;

n n
M( E Aj11€iq -+ s E ainnein>

i1=1 in=1

w(vr, ..., vn)

n

= g ahl""'ainnU(e’ila"' ’ein)'

i1, yin=1



3.3. ALTERNIERENDE MULTILINEARFORMEN (0]

Befinden sich unter den iy, ... ,i, zwei gleiche Indizes, so ist u(e;,,... ,e; ) = 0 aufgrund des Alter-
nierens. In der Summe kann man sich deshalb auf n-Tupel i1,... 4, beschrinken, in denen die i
paarweise verschieden sind. Dies 148t sich auch so schreiben:

vt ..., vn) = Z Ao (1)1 " - -+ Ao(n)n /1'(617(1)7 - 7ea(n))
O'ESn

= Z SgN(0)ap(1)1 - -+ Qo(nyn (€1, .-+ s €n),
ocES,,

wobei wir 3.3.2 iv) benutzt haben. Statt o kann man auch iiber alle 0~ € S,, summieren, und beachtet

man noch sgn(oc~!) = sgn(o) und Ag=1(1)1 " -+ " Qg=1(n)n = Q1g(1) " - - - * Qng(n), SO folgt
wvr, ... vp) = Z SgN(0)a1o(1) - - Ano(n) (€1, ... en).
ocES,
Fordert man noch p(eq, ... ,e,) = 1, so ergibt sich notwendig die Formel (3.3) fiir det. Dies zeigt die

Eindeutigkeit von det. Zur Existenz: Wir definieren die Funktion det durch (3.3), und miissen nur
noch zeigen, dafl es sich um eine alternierende n-Form handelt. Die Multilinearitét ist sehr einfach
zu sehen; wir zeigen nur das Alternieren. Sei v; = v;. Sei 7 = (ij) € S,, die Permutation, die ¢ und
j vertauscht. In der Summe iiber o € S, fassen wir nun jeweils die beiden Permutationen ¢ und 7o
zusammen. Wegen v; = v ist a1 5(1) = -+ Gpo(n) = @1,70(1) " -+ - @1,70(n)- Aber sgn(o) = —sgn(70),
und somit heben sich diese beiden Terme weg. L]

Bemerkung 3.3.5 Sei R = K ein Kérper. Aus der letzten Feststellung folgt dim g (Alt"(K™)) =1
Allgemeiner 148t sich zeigen (und wir werden dies mit Satz 6.3.10 tun): Ist V' ein n-dimensionaler
K-Vektorraum, so gilt dimg (Alt*(V)) = (1), mit dem Binomialkoeffizienten

<n> =1k 1)

k 1-2-...-k

(Dieser ist immer eine ganze Zahl, und hat die folgende kombinatorische Bedeutung: (Z) ist die Anzahl

der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.) Insbesondere ist dimg (Alt"(V)) = 0 fiir
k > n, was klar ist, da mehr als n Vektoren von V immer linear abhéngig sind.

Beweis von Satz 3.2.8: Bei festem A sei p: M(n,R) — R die Abbildung p(B) := det(AB). Es ist
leicht zu sehen, dafl p eine alternierende n-Form ist. Aus 3.3.4 folgt deshalb

det(AB) = u(B) = det(B)u(er, ... ,en).
Aber fiir B =1 folgt u(ey,...,e,) = det(A1l) = det(A). L]

Beweis von Satz 3.2.10: Mit vollstandiger Induktion reduziert man das Problem leicht auf den Fall
von zwei Késtchen. Sei also n =ny + ng, A1 € M(n1, R), As € M(ng, R), und

_ A1 *
(1)
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Das Produkt aj 5(1) * ... Gy o(n) in der Leibnizformel ist immer dann Null, wenn es ein i > n; gibt
mit o(i) < ny. Die Summation iiber o € S,, kann man also auf die Teilmenge

T={ceS,: o({l,...,mu}H)={1,...,n1}, o({n1+1,...,n})={n1+1,... ,n}}

beschrianken. 7 besteht also aus den o € S,,, die eine Permutation der ersten ny und der letzten no
Zahlen bewirken. In der Tat ist 7 eine Untergruppe von S,,, und dem Leser wird es leichtfallen, einen
Isomorphismus von 7 mit S,,, X Sy, hinzuschreiben. Deshalb 148t sich die Leibnizformel schreiben als

det(A) = Z Z Sgn(o’l)sgn(ag)alﬂl(l) L anl,Ul(Tn) . an1+1)02(1)+n1 .. ~an)gz(n2)+n1

01€Sn, 02€Sn,

= ( Z sgn(g)al,a(l) et anl,a(nl)) < Z Sgn(a)an1+1,a(1)+n1 R an,o(ng)—i—nl)

0€Sy, 0ESn,

= det(Al) det(Ag)

3.4 Laplaceentwicklung und Cramersche Regel

Wir geben zunéchst den Beweis des Laplaceschen Entwicklungssatzes 3.2.11. Wegen Folgerung 3.2.6
geniigt es, die Aussage i) zu beweisen. Man {iberlegt sich leicht, dafl der Ausdruck

(—1)i+jaij det(Aij)
als Funktion von A = (a;;) die drei Eigenschaften aus Satz 3.2.3 erfiillt. Aufgrund der Eindeutigkeits-
aussage in 3.2.3 mufl daher

det(A) = (71)i+jaij det(A,J) fiir alle A € M(n,K)

gelten. [

Lemma 3.4.1 Sei A € M(n, R), und (wie im Laplaceschen Entwicklungssatz) A;; die Matriz, die aus
A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Dann gilt

Z ai(—1)7F det(A; 1) = det(A) - 6;; fir allei,j € {1,... ,n}.
k=1

Beweis: Fiir i=j ist dies gerade die Entwicklung von det(A) nach der i-ten Zeile. Sei j # i, und A’
die Matrix, die entsteht, wenn man die j-te Zeile von A durch die i-te Zeile ersetzt. Dann besitzt A’
zwei gleiche Zeilen, also ist det(A’) = 0. Laplace-Entwicklung von det(A’) nach der j-ten Zeile liefert
gerade die gewiinschte Summe. [

Zu A € M(n, R) definiert man die komplementire Matrix A = (d;) € M(n, R) durch
CNij = (71)j+k det(Ajk).
Das soeben formulierte Lemma 148t sich dann so interpretieren:

Feststellung 3.4.2 (Cramersche Regel iiber die komplementire Matrix) 2 Ist A die zu A €
2GABRIEL CRAMER, 1704-1752
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M(n, R) komplementire Matriz, so gilt
AA = AA = det(A)1,,. (3.4)

Beweis: Bedenkt man, wie Matrizen miteinander multipliziert werden, so ist AA = det(A)1 genau
die Aussage von Lemma 3.4.1. Die andere Aussage bekommt man analog, wenn man mit Spalten
anstatt Zeilen arbeitet. n

Beweis von Feststellung 3.2.12: Sei A € M (n, R) eine Einheit. Dann gibt es ein B € M(n, R) mit
AB = 1,. Anwenden der Determinante ergibt det(A)det(B) = det(AB) = det(1) = 1, und folglich
ist det(A) eine Einheit in R.

Ist umgekehrt det(A) als Einheit in R vorausgesetzt, so ergibt sich aus (3.4), daB det(A4)"'A € M(n, R)
ein Inverses zu A in M (n, R) ist. L]

Die in diesem Beweis gemachte Beobachtung halten wir gesondert fest:
Satz 3.4.3 (Cramersche Regel fiir die inverse Matrix) Ist A € M(n, R) invertierbar, und
A~ = (af;) die inverse Matriz, so gilt

aj; = det(A) 71 (=1)"" det(Ay).

Bemerkung 3.4.4 Ist K = R oder K = C, so haben wir schon in Bemerkung 3.2.5 festgestellt, daf3
die Determinante stetig von den Koeffizienten abhéngt. Aus der Cramerschen Regel folgt dann, dafl
die Koeffizienten von A~! stetig von den Koeffizienten von A abhiingen. Mit anderen Worten: Die
Matrixinversion

GL(n,K) — GL(n, K),
A— AL
ist eine stetige Abbildung.

3.5 Determinante und Spur von Endomorphismen

Ab jetzt sei wieder K ein Korper.

Determinante eines Endomorphismus

Wir erinnern an Definition 2.3.14: Zwei Matrizen A, A’ € M (n, K) heiflen konjugiert, falls es ein
P € GL(n, K) gibt mit A’ = PAP~1. Aus dem Multiplikationssatz 3.2.8 folgt sofort:

Konjugierte Matrizen haben die gleiche Determinante.

Sei jetzt f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes V. Sei A die
Matrix von f beziiglich einer beliebigen Basis von V. Aufgrund von Folgerung 2.3.13 und der eben
gemachten Bemerkung ist det(A) unabhingig von der gewiihlten Basis. Deshalb macht es Sinn, die
Determinante von f als die Determinante von A zu definieren. In Zeichen:

det(f) := det(A).
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Feststellung 3.5.1 Sei dimg (V) =n und f,g € Endg (V). Es gilt:
i) det(fg) = det(gf) = det(f) det(g).
it) det(idy) = 1.
i11) det(f) #0 < f ist ein Isomorphismus.
i) Fir jede alternierende n-Form p: V" — K gilt
w(for, ..., fop) =det(fu(ve, ... ,vp) fiir alle vy,... ,v, € V.

Beweis: Ist A die Matrix von f und B die Matrix von g, so ist AB die Matrix von fg. Daraus ergibt
sich i). Die Matrix von idy ist die Einheitsmatrix, woraus ii) folgt. Zu iii) beachte man: f ist ein
Isomorphismus genau dann, wenn A ein Isomorphismus ist, genau dann, wenn det(A) # 0 ist.

Wir zeigen iv). Wir diirfen annehmen, da§ u # 0 ist. Es ist leicht zu sehen, dafl die Abbildung
Vx..xV—K,
(Ula"-7vn)'444 u(fvlv"'afvn)a

eine alternierende n-Form auf V ist, ebenso wie . Der Raum Alt" (V) ist aber eindimensional nach
Feststellung 3.3.4. Somit muf} es eine Konstante ¢ € K geben, mit der gilt

w(for, ... fop) =cp(vy, ... ,vp) fiir alle v1,... ,v, €V,

und die Behauptung ist, dafl diese Konstante gerade det(f) ist. Zur Berechnung von ¢ geniigt es,
irgendeine Basis wy, ... , w, einzusetzen, denn dann ist u(wn,... ,wy,) # 0 (vgl. den Beweis von 3.3.4).
Wenn A die Matrix von f beziiglich dieser Basis ist, so gilt

flw;) =Y agw;
i=1
nach Definition von A = (a;;). Somit gilt

n n
p(fw,. .., fun) = M( D aiwi, Y ainnwin)

i1=1 in=1
= Z i1 e Qi Wiy e w5)
i1y in=1
= Z Ao(1)1 "+ -+ Ao(n)n H(Wo(1)s - -+ » Wo(n))
oS,
= Z sgn(0)ag(1)1 - - -+ * Qo(nyn (W1, ..., Wy)
gES,
=det(A)p(wy, ... ,w,) =det(fu(w, ... ,wy,),
wobei wir die Leibnizregel verwendet haben. Nun folgt ¢ = det(f) wegen p(wq, ... ,w,) # 0. n

Bemerkung 3.5.2 Eigenschaft iv) kann auch zur Definition von det(f) verwendet werden. Diese
Definition ist intrinsisch, d.h., sie nimmt keinen Riickgriff auf einen Koordinatenisomorphismus (nach
Wahl einer Basis) und die Determinante von Matrizen.
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Spur von Matrizen und Endomorphismen

Die Spur? einer quadratischen Matrix A = (a;;) € M (n, K) ist die Summe ihrer Diagonalkoeffizienten:

tr(A) := z": Q-
i=1

Feststellung 3.5.3 Die Spur hat die folgenden grundlegenden Eigenschaften:
i) Die Spur ist eine lineare Abbildung M(n, K) — K, d.h., tr ist eine Linearform auf M(n, K).
it) Fir A,B € M(n,K) gilt tr(AB) = tr(BA).
1) Konjugierte Matrizen haben die gleiche Spur.
Beweis: i) ist unmittelbar klar, ii) ergibt sich nach leichter Rechnung, und iii) folgt aus ii). L]

Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes V. Sei A die Matrix von f
beziiglich irgendeiner Basis von V. Wir definieren die Spur von f als die Spur von A:

tr(f) = tr(A).

Aufgrund von iii) in 3.5.3 ist diese Definition unabhéngig von der gewiihlten Basis.

Feststellung 3.5.4 Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

i) tr: Endg (V) — K st eine lineare Abbildung.
it) Fir f,g € Endg (V) gilt tr(fg) = tr(gf).

Beweis: Dies folgt sofort aus den entsprechenden Eigenschaften fiir die Spur von Matrizen. [

Sengl. trace
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Kapitel 4
Endomorphismen und Polynome

Dieses Kapitel setzt das Studium der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraumes fort.
Es stellt sich heraus, daf} es fundamentale Zusammenhénge mit Polynomen iiber dem Grundkorper
gibt. Z.B. ist jedem Endomorphismus ein charakteristisches Polynom zugeordnet, dessen Nullstel-
len die Eigenwerte des Endomorphismus sind — ein grundlegender Begriff. Gegen Ende des Kapitels
werden wir in der Lage sein, die Endomorphismen eines vorgelegten endlich-dimensionalen Vektorrau-
mes weitgehend zu klassifizieren. Dabei stiitzen wir uns auf einige Eigenschaften von Polynomringen,
die daher zunichst studiert werden sollen. Ein Aufwand, der sich lohnt: Polynome spielen in vielen
Bereichen der Mathematik (Algebra, Analysis, Geometrie, Zahlentheorie, ... ) unverzichtbare Rollen.

4.1 Polynome

Grundbegriffe

In diesem Abschnitt sei immer
R ein kommutativer Ring mit Eins;

insbesondere kann R = K ein Korper sein, was spéter fiir uns hauptséchlich der Fall sein wird. Wir
verzichten auf die formale Definition einer R-Algebra, da diese vollig analog zu der einer K-Algebra ist
(siehe Definition 1.3.14): Es handelt sich um einen R-Modul (Definition 3.2.1), in dem man zusétzlich
multiplizieren kann. Beispiel fiir eine R-Algebra ist M (n, R) (mit Matrixmultiplikation).

Ein Polynom! mit Koeffizienten in R ist ein Ausdruck der Form
ao+ a1 X +as X%+ ... +a, X", a; € R,

wobei X eine ,, Unbekannte“ ist. Polynome kann man addieren und multiplizieren (letzteres ganz
natiirlich unter Benutzung von X?X7 = X**7)  sie bilden daher einen Ring, den Polynomring {iber
R in der Unbestimmten X. Wir wollen etwas formaler sein:

Lgr. polys: viel; lat. nomen: Name

81
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Definition 4.1.1 Sei B eine R-Algebra, in der es ein Element X gibt, so dafl sich jedes Element von
B eindeutig in der Form

ao+ a1 X +as X%+ ... 4+ a, X", mit a; € R (4.1)

schreiben lift. Dann heifit B der Polynomring? in der Unbestimmten X ber R, und wird mit dem
Symbol

B = R[X]

bezeichnet. Die Elemente von R[X] heifien Polynome, und die Elemente a; € R wie oben die Koef-
fizienten des Polynoms.

Ist R = K ein Korper, so ist K[X] insbesondere ein K-Vektorraum; als solcher besitzt er definitions-
gemif die Basis

1, X, X2, X3 ...,

ist also unendlich-dimensional. Polynomringe sind immer kommutativ, was einfach an X* X7 = X+ =
X7 X liegt. Ist P € R[X] in der Form (4.1) dargestellt mit ¢,, # 0, so heifit n der Grad® von P, und
wir schreiben

n = deg(P).

Das Nullpolynom P = 0 bekommt den Grad —oco. Ist n = deg(P) und ¢, = 1, so heifit das Polynom
P normiert. Falls R nullteilerfrei ist, so gilt fiir P,Q € R[X] offenbar

deg(PQ) = deg(P)deg(Q)
(im allgemeinen gilt nur ,,<“). Daraus folgt leicht:
R[X] ist nullteilerfrei, falls R es ist.

Polynome vom Grad 0 sind einfach Elemente von R; insbesondere ist R ein Unterring von R[X]
(weshalb wir vom Polynomring iber R sprechen). Man iiberlegt sich im nullteilerfreien Fall:

R* ist die Einheitengruppe von R[X].

Bemerkung 4.1.2 Es ist leicht zu sehen, dafi der Polynomring R[X] in der Tat ezistiert. Im wesent-
lichen definiert man ihn als die Menge aller formalen Ausdriicke der Form (4.1), mit der gewiinschten
Multiplikation. Ferner ist leicht zu sehen, dafl zwei Polynomringe R[X] und R[Y] immer isomorph
sind. Es gibt ndmlich einen (eindeutig bestimmten) R-Algebren-Isomorphismus R[X] — R[Y], der X
auf Y abbildet (siehe die gleich folgende Feststellung 4.1.3). Kurz gesagt: Polynomringe existieren
und sind eindeutig. Wir sprechen daher von dem Polynomring iiber R in einer Unbestimmten.

2
3

weniger gebriuchlich, obwohl genauer, ist Polynomalgebra
engl. degree
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Prominente Beispiele fiir Polynomringe sind Z[X], Q[X], R[X], C[X]. Man beachte, daf} die Elemente
dieser Ringe fiir uns lediglich formale Ausdriicke der Form (4.1) sind, und nicht etwa Funktionen auf
C (indem man fiir X komplexe Zahlen einsetzt). Man kénnte jedoch sagen, daf jedes solche Polynom
P eine Funktion fp auf C definiert. In den obigen Féllen ist die Abbildung P — fp injektiv; dies ist
der Grund, warum Polynome h#ufig mit den durch sie definierten Funktionen identifiziert werden.

Man kann auch den Polynomring iiber einem Polynomring bilden; es ist dann R[X][Y] = R[X,Y] der
Polynomring in zwei Unbekannten iiber R, und seine Elemente sind eben alle polynomialen Ausdriicke
in den Unbekannten X und Y mit Koeffizienten in R. Noch allgemeiner hat man den Polynomring
R[X1,...,X,] in n Unbekannten iiber R.

Universelle Eigenschaft

Feststellung 4.1.3 Der Polynomring R[X] besitzt folgende ,universelle Figenschaft®: Ist B eine wei-
tere R-Algebra, und B € B ein beliebiges Element, so gibt es genau einen R-Algebren-Homomorphismus

R[X] — B, der X auf B abbildet.

Beweis: Sei ¢ : R[X] — B ein Homomorphismus von R-Algebren mit ¢(X) = B. Fiir ein beliebiges
Polynom P ="  a; X" gilt dann

n

p(P) =D plaiX") =} aip(X') = ) aip(X)' =3 a:B"

i=1

Also kann es hochstens ein ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften geben. Umgekehrt kénnen wir eine
Abbildung ¢ : R[X] — B durch

Lp( i aiX"') = i a; B
i=1 i=1

definieren. Da die Darstellung > a;X* eindeutig ist, ist ¢ jedenfalls eine wohldefinierte Abbildung.
Dem Leser sei der Nachweis iiberlassen, dafl ¢ tatséichlich ein R-Algebren-Homomorphismus ist. ]

Wie im Beweis dieser Feststellung gesehen, ist der eindeutig bestimmte R-Algebren-Homomorphismus
R[X] — B mit X — B dadurch gegeben, daf} in einem Polynom Y a;X* das X durch B ersetzt wird.
Er heiit deshalb auch der zu B € B gehorige Einsetzungshomomorphismus.

Das Polynom P = Y a; X" € R[X] wird oft auch mit dem Symbol P(X) bezeichnet, und das Bild von
P unter dem obigen Einsetzungshomomorphismus dann mit P(B). Dies ist besonders iiblich im Fall
B=R.

Beispiel 4.1.4 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und f € Endg (V). Wir betrachten

den durch f definierten Einsetzungshomomorphismus

K[X] — EndK(V),
X — f.
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Dieser ist eine lineare Abbildung eines unendlich-dimensionalen K-Vektorraumes in einen endlich-
dimensionalen, muf} also einen nicht-trivialen Kern besitzen. Mit anderen Worten, es gibt ein Polynom
P =3%"a; X" das nicht Null ist, so daB$ " a;f* Null in Endg (V) ist. Sei us das normierte Polynom
kleinsten Grades mit dieser Eigenschaft. Dann heifit y; das Minimalpolynom von f. Wir werden
es spéater genauer untersuchen.

Ideale

Feststellung 4.1.5 (Division mit Rest) Seien f,g € R[X], und der hichste Koeffizient von g sei
eine Einheit in R. Dann gibt es eindeutig bestimmte q,r € R[X] mit

f=aq9+r und deg(r) < deg(g). (4.2)

Beweis: Eine solche Darstellung ist eindeutig: Ist f = qg + 7 = ¢'g + v/ mit deg(r) < deg(g) und
deg(r’') < deg(g), so folgt (¢ — ¢')g = r' — r. Hier muBl ¢ = ¢’ sein, denn sonst hitte (¢ — ¢')g einen
groferen Grad als r — r’. Aus g = ¢/ folgt dann auch r = 7’.

Zur Existenz kann man Induktion nach dem Grad von f fithren. Fiir deg(f) < deg(g) setze man
g =0und r = f. Fiir deg(f) > deg(g) betrachte man h = f — agX* mit a € R* und k € Ny. Fiir
geeignete Wahl von a und k gilt deg(h) < deg(f). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es deswegen
eine Darstellung der Gestalt (4.2) fiir h. Daraus gewinnt man dann eine Darstellung fiir f. (]

Definition 4.1.6 Seien f,g € R[X]. Gibt es ein h € R[X] mit f = gh, so heifit g ein Teiler von f,
und f ein Vielfaches von g; man schreibt dann g|f.

Genau dann ist also g|f, wenn in der Darstellung (4.2) r = 0 ist.

Definition 4.1.7 Sei B ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I C B heif§t ein Ideal, falls gilt:
i) a,bel = a+bel,
i) a€e R, bel = abel

(kurz gesagt, es muff I +1 C I und RI C I gelten).

Man sieht leicht, daf ein Ideal I C B insbesondere eine Untergruppe der additiven Gruppe ist. Genau
dann ist eine solche Untergruppe ein Ideal, wenn Multiplikation mit Ringelementen nicht aus der
Untergruppe herausfiihrt.

Jeder Kern eines Ringhomomorphismus von B in einen anderen Ring ist ein Ideal von B. Umgekehrt
kann man zu jedem Ideal I einen Ringhomomorphismus konstruieren, dessen Kern gerade I ist (nédmlich
die Projektion auf den Quotientenring B/I, dessen Definition der Leser vielleicht selbst versuchen
mag). Also: Ideale sind genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

Der ganze Ring B ist ein Ideal, ebenso wie das Nullideal {0}. Fiir jedes Element b € B ist

(b) :={ab: a € R},
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also die Menge aller Vielfachen von b, ein Ideal von B. Es heifit das von b erzeugte Hauptideal.
Genau dann ist (b) = B, wenn b eine Einheit in B ist. Wenn by,...,b, € B irgendwelche Elemente
sind, so ist

(b1,...,bp) i ={arb1 + ...+ anby: a1,... ,a, € B}
das von den b; erzeugte Ideal. Hauptideale sind also diejenigen Ideale, die von einem einzigen Element

erzeugt werden.

Definition 4.1.8 Fin Ring heifst Hauptidealring, wenn jedes seiner Ideale ein Hauptideal ist.
Feststellung 4.1.9 Der Polynomring K[X] iber einem Kérper K ist ein Hauptidealring.

Beweis: Sei I C K[X] ein Ideal. Unter allen Polynomen in I, die ungleich Null sind, sei g eines von
minimalem Grad. Wir behaupten, dafi I = (g). Klar ist I O (g) wegen Eigenschaft ii) in der Definition
eines Ideals. Umgekehrt sei f € I. Nach Feststellung 4.1.5 gibt es ¢,r € K[X]| mit deg(r) < deg(f)
und

f=ag9+r.
Nun ist r = f — qg € I; wegen deg(r) < deg(g) und der Wahl von g mufl daher » = 0 sein. Also ist
f=a9€(9) .

Folgerung 4.1.10 Zu jedem Ideal I # (0) in K[X] gibt es genau ein normiertes Polynom f € K[X]
mit I = (f).

Beweis: Nach der vorherigen Feststellung gibt es zumindest ein f mit I = (f). Falls auch I = (g), so
ist f ein Vielfaches von g, und g ein Vielfaches von f, und somit haben f und g den gleichen Grad,
und unterscheiden sich nur um eine Einheit (ein Element von K*). Also ist der Erzeuger f eindeutig
bis auf Multiplikation mit Einheiten, und fiir eine geeignete Einheit erhélt man ein normiertes f. =

Eindeutige Primfaktorzerlegung

Definition 4.1.11 Sei R nullteilerfrei.

i) Fin Polynom f € R[X] heifit irreduzibel, falls f keine Einheit ist, und falls fir alle g,h € R[X]
gilt:

f=gh = g€ R" oder h € R*.

it) Ein Polynom f € R[X] heifit ein Primelement, falls f keine Einheit ist, und falls fiir alle
g, h € R[X] gilt:

flgh = flg oder f|h.

Feststellung 4.1.12 Sei R nullteilerfrei.
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i) Jedes Primelement in R[X)] ist irreduzibel.

i1) Falls R = K ein Kérper ist, so ist jedes irreduzible Polynom auch ein Primelement. In diesem
Fall gibt es also keine Unterschiede zwischen irreduziblen Elementen und Primelementen.

Beweis: i) Sei f ein Primelement und f = gh. Dann ist insbesondere f|gh, also f|g oder f|h. Sei
etwa f|g, d.h., g = fq mit einem ¢ € R[X]. Es folgt f = gh = fqh, und, da R[X] nullteilerfrei ist,
qh = 1. Also ist h eine Einheit.

ii) Sei f irreduzibel und f|gh. Wenn I das von f und g erzeugte Ideal ist, so gibt es nach Feststellung
4.1.9 ein p € K[X] mit

I=(fg) = ().

Insbesondere ist f ein Vielfaches von p. Da f irreduzibel ist, konnen nur zwei Félle auftreten:

1. Fall: p = af mit einer Einheit ¢ € K*. Dann ist g ein Vielfaches von f, also f|g, und wir sind
fertig.

2. Fall: p ist eine Einheit. Dann ist (p) = K[X], also gibt es ¢1,¢2 € K[X] mit

i f+qg=1.

Multiplikation mit h liefert h = g1 fh + gagh. Aber gh ist ein Vielfaches von f nach Voraussetzung,
und damit auch h. Mit anderen Worten, f|h. L]

Satz 4.1.13 Sei K ein Korper. Der Polynomring K[X)] ist faktoriell, d.h.: Jedes f € K[X], welches
keine Einheit und nicht Null ist, besitzt eine Darstellung

f=p1- - pn mit irreduziblen p; € K[X],

wobei die Polynome p; bis auf die Reihenfolge und bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig
bestimmt sind.

Beweis: Die Existenz einer solchen Darstellung folgt mit Induktion nach dem Grad von f: Ist f nicht
schon selbst irreduzibel, so kann man f = gh schreiben, wobei g und h kleineren Grad als f haben,
und nach Induktionsvoraussetzung damit Produkte von irreduziblen Elementen sind.

Zur Eindeutigkeit: Seien

f=p1- o Ph=q1 ..

zwel Darstellungen mit irreduziblen p; und ¢;. Dann gilt p1|q:-. . .-¢m, und eine wiederholte Anwendung
von 4.1.12 ii) zeigt pi|q; fiir ein j. Da p; und g; beides irreduzible Elemente sind, kénnen sie sich
nur um eine Einheit unterscheiden. Man kann also p; auf beiden Seiten kiirzen, wobei die eventuell
iibrigbleibende Einheit zu einem der g geschlagen werden kann. Man hat dann zwei Darstellungen
kleinerer Linge, und die Behauptung folgt etwa durch Induktion nach max(m,n). m
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Nullstellen

Definition 4.1.14 Sei f € R[X]. Ist a € R und X — a ein Teiler von f, so heifit a eine Nullstelle
von f, und X — a ein Linearfaktor von f. In diesem Fall heif$t das Mazimum der Zahlen k € N mit
(X —a)k|f die Vielfachheit oder Ordnung der Nullstelle a in f, und man schreibt

k =:ord,(f).

Ist a keine Nullstelle von f, so setzen wir ord,(f) = 0.

Feststellung 4.1.15 i) a € R ist genau dann eine Nullstelle von f = f(X), wenn f(a) = 0.

ii) Sei R nullteilerfrei. Sind aq,...,an, paarweise verschiedene Nullstellen von f € R[X], und
k; = ordg, (f), so gilt

f=X—-a)" ... (X —an)g,
wobei g € R[X] ein Polynom ist mit g(a;) #0 firi=1,... ,m.

i11) Falls R nullteilerfrei ist, so besitzt ein Polynom vom Grade n in R[X] hichstens n Nullstellen.

Beweis: i) Man wende 4.1.5 an mit g = X — a.

ii) Wir fiihren Induktion nach dem Grad von f. Fiir deg(f) = 1, also f = bX + ¢, und f(a) = 0, kann
man f = (X — a)b schreiben. Sei deg(f) > 1. Nach Definition der Ordnung gilt f = (X — a;)*h
mit einem Polynom h, das sich nicht mehr durch X — a; teilen 148t. Fiir ¢ = 2,... ,m gilt nun: a;
ist eine Nullstelle von h, und k; = ord,, (h) (dies ist leicht zu sehen: gemeinsame Faktoren (X — a;)
von f und h lassen sich wegen der vorausgesetzten Nullteilerfreiheit kiirzen). Man benutze nun die
Induktionsvoraussetzung fiir A (es ist deg(h) < deg(f) wegen Nullteilerfreiheit).

ii) folgt sofort aus ii). L]

Sei R = K ein Korper. Wir sagen, ein Polynom f € K[X] vom Grade n zerfillt iiber K vollstindig
in Linearfaktoren, falls es aj,...,a, € K gibt, nicht notwendig paarweise verschieden, und ein
a € K*, mit

f=alX—ay) ... (X —ap).
In diesem Fall ist jedes a; eine Nullstelle von f, und es gibt keine weiteren. Durch Zusammenfassen
der Linearfaktoren X — a; mit gleichem a; erhélt man eine Darstellung wie in 4.1.15 ii) mit ¢ = a vom
Grade 0.
Feststellung und Definition 4.1.16 Fiir einen Kéorper K sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) Jedes Polynom f € K|[X] besitzt eine Nullstelle in K.
ii) Jedes Polynom f € K|[X] zerfillt iber K wvollstindig in Linearfaktoren.

Korper mit dieser Eigenschaft heiffen algebraisch abgeschlossen.
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Beweis: Aus ii) folgt natiirlich i). Die umgekehrte Richtung beweist man leicht durch Induktion nach
dem Grad von f (durch fortgesetztes ,, Abspalten von Linearfaktoren®). [

Beispiele: 1. Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, da das Polynom X2 — 2 keine Nullstelle in Q
besitzt.

2. R ist nicht algebraisch abgeschlossen, da das Polynom X2 + 1 keine reelle Nullstelle besitzt.

3. Der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra besagt, daf§ C algebraisch abgeschlossen ist.

4.2 Charakteristisches Polynom und Minimalpolynom

In diesem Abschnitt sei V stets ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Wir ordnen jedem Endomorphis-
mus f € Endg (V) zwei Polynome in K[X] zu, das charakteristische Polynom xy, und das Minimal-
polynom py. Die hauptséichliche Bedeutung dieser Polynome wird erst in den néchsten Abschnitten
klarer werden.

Definitionen

Feststellung und Definition 4.2.1 Sei f ein Endomorphismus eines n-dimensionalen K -Vektor-
raumes V. Sei A die Matriz von f beziiglich irgendeiner Basis von V. Man betrachte die Matriz
X1—-Ae M(n,K[X]) (hierbei ist X1 die skalare Matriz diag(X, ..., X)).

i) Die Determinante
Xy :=det(X1 - A) € K[X]
ist unabhdngig von der gewdhlten Basis, und heifst das charakteristische Polynom von f.
i) xs ist ein normiertes Polynom vom Grad n.
i) Ist xf = X"+ 8,1 X"+ ...+ 51X + 50, so gilt
S = —tr(f) = —tr(A), 59 = (—1)" det(f) = (—1)" det(4).
Beweis: i) Beziiglich einer anderen Basis hat f die Matrix PAP~! mit P € GL(n, K) (Folgerung
2.3.13). Es gilt dann
det(X1 — PAP™') = det(P(X1)P~' — PAP™ ') = det(P(X1 — A)P™1)
= det(P)det(X1 — A)det(P~ ') = det(X1 — A)
(fiir die erste Gleichheit beachte man, dal P mit X1 vertauscht; vgl. Feststellung 2.2.6).
ii) und iii) In der Leibnizformel fiir det(X1 — A) gehért zur Permutation o = id der Term
(X —ay1) ... (X —apn) = X" —tr(A) X" + niedrigere Potenzen von X.

Alle anderen Terme in der Leibnizformel liefern ebenfalls nur niedrigere Potenzen von X (hochstens
vom Grad n — 2). Es folgt, dal x; ein normiertes Polynom n-ten Grades ist, sowie die Behauptung
iber s,_1.
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In der Gleichung det(X1—A) = X" +5, 1 X" 1 +...4+ 51X + 50 setze man X = 0 (d.h., man wende
den Einsetzungshomomorphismus K[X] — K an, der X auf 0 abbildet). Es folgt die Behauptung
iiber sq. n

Bemerkungen: 1. Insbesondere ist jeder quadratischen Matrix A € M(n,K) = Endg(K™) ein
charakteristisches Polynom x4 zugeordnet; es ist x4 = det(X1,, — A).

2. Manchmal wird das charakteristische Polynom als det(A — X1) definiert. Der Zusammenhang mit
unserer Definition ist det(A — X1) = (—1)"x;.

3. Es ist diese Definition des charakteristischen Polynoms, bei der wir den Begriff der Determinante
iiber kommutativen Ringen bend¢tigen; ansonsten treten in diesem Buch nur Determinanten iiber
Korpern auf.

Die Bedeutung des charakteristischen Polynoms s liegt hauptséchlich darin, dafl seine Nullstellen in
K die im néchsten Abschnitt zu definierenden Figenwerte von f sind.

cos(¥) sin(d)

Beispiel 4.2.2 Wir betrachten den Endomorphismus r(¢) = (_ sin(d) cos(d)

) des C?, wobei 0 € R.

Sein charakteristisches Polynom ist

X —cos(d) —sin(d9)
Xr(9) = det ( sin(d) X — cos(¥)

= X2 - 2Xcos(d) +1= (X — ) (X — e ),

) = (X — cos(¥9))? + sin(19)?

Wie gesagt sind die Nullstellen e**’ gerade die Eigenwerte von r(19); siehe dazu den nichsten Abschnitt.

Feststellung und Definition 4.2.3 Sei f € Endg (V). Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom 1y mit folgenden Eigenschaften:

i) () = 0.
ii) Ist P € K[X] mit P(f) =0, so gilt jus|P.

py heifit das Minimalpolynom von f.

Beweis: Man betrachte den zu f gehorigen Einsetzungshomomorphismus

K[X] — Endg(V),
X — f.

Sein Kern ist ein Ideal I C K[X], das definitionsgeméf} aus allen Polynomen P mit P(f) = 0 besteht.
Wir definieren ji5 als den nach Folgerung 4.1.10 eindeutig bestimmten normierten Erzeuger von I. =

Satz von Cayley—Hamilton

Nach Definition des Minimalpolynoms gilt p¢(f) = 0. Es gilt aber auch x;(f) = 0, was der Inhalt des
folgenden Satzes ist.
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Satz 4.2.4 (Satz von Cayley—Hamilton) Sei f ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen
K -Vektorraumes V', mit charakteristischem Polynom x; und Minimalpolynom py. Dann gilt prlxy,
oder dquivalent, x(f) = 0.

Beweis: Sei A = (a;;) die Matrix von f beziiglich einer Basis vy, ... ,v,. Wir arbeiten {iber dem Ring
R = Endg (V), und betrachten folgende n x n-Matrix iiber R:

f — anid —algid e —alnid
7(1211d f — a22id . 7(12nid
B =
—anlid —angid ‘e f — annid

Offenbar ist det(B) = x7(f) € R. Wenn B die zu B komplementire Matrix ist (siche Feststellung
3.4.2), so gilt also

BB = Xf(f)]-ru

oder diquivalent, mit B = (B;;) und B = (B;;),

Z BixBrj = x5 (f)ij-
k=1

Dies ist eine Gleichung in R = Endg (V). Wir wenden beide Seiten auf den Basisvektor v; an und
summieren iiber i; das ergibt

> B
k=1
Die linke Seite ist aber Null, denn

n
Z Bikvi =0
=1

wegen fug = >, ajpv;. Also ist x¢(f)v; = 0 fiir alle j, und damit xz(f) = 0. "

Birvi = x5 (f)vj.
1

n

9

Folgerung 4.2.5 Das Minimalpolynom py hat hichstens den Grad n = dimg (V) (mit deg(uy) =n
genau dann, wenn jiy = X))

Nullstellen von x; und iy
Feststellung 4.2.6 Sei dimg (V) =n und f € Endg (V). Dann gilt

pelxy  und o xglp}

Insbesondere haben x 5 und py die gleichen Nullstellen in K (wobei aber natirlich ordy(py) < ordx(xr)
sein kann).
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Beweis: p¢|xy ist gerade die Aussage von Cayley-Hamilton. Fiir die zweite Aussage sei A die Matrix
von f beziiglich irgendeiner Basis. Sei R = K[A] das Bild das durch A definierten Einsetzungshomo-
morphismus K[X] — M(n, K) (welches einfach aus allen Polynomausdriicken in A besteht). Wenn
pr=X"+a,1X™ 1 +... 4 ag, so betrachten wir das Polynom

P=1X"+4a,11 X" ' +...+a11X +apl € R[X].
Es besitzt in R[X] die Nullstelle A (wegen Cayley-Hamilton), und also gilt
P=(X-4)Q fir ein Q € R[X]
nach Feststellung 4.1.15 i). Auf diese Gleichung wenden wir nun den Einsetzungshomomorphismus

R[X] — M (n, K[X]),

X
X — ,
X
an; das Ergebnis ist
22
= (X1-A)q

Ky
fiir irgendeine Matrix ¢ € M (n, K[X]). Wir bilden die Determinante auf beiden Seiten:
= xs det(q).
Dies ist nun eine Gleichung in K[X], und es folgt x|u}. L]
Beispiel: Wir betrachten den Endomorphismus r(9) des C? aus Beispiel 4.2.2. Ist ¥ ¢ 7Z, so gilt

e # e~ und aus 4.2.6 folgt (9 = Xr) = (X — ) (X — e7™). Ist dagegen ¥ € 7Z, so gilt
r(¥) = £1, und deshalb p,(9y = X F 1; in diesem Fall ist p,(9) also ein echter Teiler von x,(y).

4.3 Eigenwerte

Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 4.3.1 Sei f ein Endomorphismus eines (nicht notwendig endlich-dimensionalen) K -Vek-
torraumes V. Fin Skalar A € K heifit Eigenwert von f, falls es ein v € V' gibt mit v # 0 und

fv=Jwv. (4.3)

Jeder Vektor v € V- mit (4.3) heifit Eigenvektor von f zum FEigenwert X. Alle Figenvektoren von f
zum gleichen Eigenwert A bilden offenbar einen Untervektorraum von V, den Eigenraum von f zum
Eigenwert X.
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Beispiele: 1. Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist der Kern von f.

2. idy hat den einzigen Eigenwert 1, und der zugehorige Eigenraum ist ganz V.

3. Man betrachte den Endomorphismus (1); des K2. Dieser besitzt die Eigenwerte 1 und 2. Ein

L ), ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist (1)

Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist ( 0

cos(¥) sin(¥)
—sin(¥) cos(¥)
gerade ein Vielfaches von 7 ist, so besitzt (1) keine Eigenwerte in R, denn es handelt sich um eine
Drehung um den Winkel 9. Fait man 7(1J) dagegen als Endomorphismus des C-Vektorraumes C? auf,
1 . ..

:I:z')’ vgl. mit Beispiel 4.2.2.

5. Sei V= C*(a,b) der R-Vektorraum der beliebig hiufig differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall (a,b). Sei f = % : V — V der Differentiationsoperator. Dann ist jede reelle Zahl Eigenwert

von f, und alle Eigenrdume sind eindimensional. Denn die Eigenwertgleichung

4. Fiir ¥ € R betrachte man den Endomorphismus () = < ) des R2. Wenn 9 nicht

so besitzt r(9) die Eigenwerte e’ mit den Eigenvektoren (

d
o=\
az? 4
ist eine Differentialgleichung fiir ¢, deren Losung genau die Vielfachen der Funktion op(z) = e*® sind.

Eigenwerte und Polynome

Es ist ein fundamentales Problem, die Eigenwerte — und eventuell zu jedem Eigenwert den zugehori-
gen Eigenraum — eines vorgelegten Endomorphismus zu bestimmen. Fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume sind dabei die im letzten Abschnitt definierten Polynome xy und py von Bedeutung:

Satz 4.3.2 SeiV ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, und f € Endg (V). Fir ein Skalar A € K
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) A ist ein Eigenwert von f

it) X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms x .

iii) X ist Nullstelle des Minimalpolynoms py.

Beweis: Sei A die Matrix von f beziiglich irgendeiner Basis. Wir haben

A Eigenwert von f <= Es gibt v # 0 mit fo = \v (Definition von , Eigenwert*)
<= Es gibt v # 0 mit (f — Aid)v =0
<= f — Aid ist kein Isomorphismus
<= A — A1 ist nicht invertierbar (Folgerung 2.3.10)
<= det(A—A1)=0 (Feststellung 3.2.12)
— x;(\)=0 (Definition von x ).



4.3. EIGENWERTE 93

Also sind i) und ii) #quivalent. Die Aquivalenz von ii) und iii) haben wir schon in 4.2.6 gesechen. =

Um die Eigenwerte eines vorgelegten Endomorphismus f (eines endlich-dimensionalen K-Vektorrau-
mes) zu finden, kann man also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x s bestimmen (dieses ist
als det(X1 — A) mechanisch ausrechenbar und in aller Regel leichter zu finden als p¢). Zumindest bei
kleinen Dimensionen fithrt dies oft zum Erfolg, wihrend sich die Nullstellen von Polynomen héheren
Grades im allgemeinen nicht bestimmen lassen.

Mustriert wird Satz 4.3.2 durch obiges Beipiel 4 und Beispiel 4.2.2.

Folgerung 4.3.3 Fulls dimk (V) =n, so hat f € Endg (V) hdchstens n verschiedene Eigenwerte in
K.

Beweis: Dies folgt aus Feststellung 4.1.15. ]

Beispiel 4.3.4 Wir betrachten den R-Vektorraum R™. Fiir gerades n mufl ein Endomorphismus f des
R™ keine (reellen) Eigenwerte besitzen, wie Beispiel 4 auf Seite 92 zeigt. Sei dagegen n ungerade. Das
charakteristische Polynom x ist normiert vom Grade n, geht als Funktion von = € R also gegen +oo0,
wenn x gegen oo geht. Aus Stetigkeitsgriinden besitzt x s daher mindestens eine reelle Nullstelle. Es
folgt: Ein Endomorphismus des R™ besitzt bei ungeradem n mindestens einen (reellen) Eigenwert.

Algebraische und geometrische Vielfachheit

Definition 4.3.5 SeiV ein n-dimensionaler K -Vektorraum, f € Endg(V), und A € K ein Eigenwert
von f.

i) Sei Vy ={v eV : fuv= X} der Figenraum zu . Die Dimension dimg (Vy) heifit die geome-
trische Vielfachheit des Figenwertes .

it) Sei x5 € K[X] das charakteristische Polynom von f. Die Nullstellenordnung ordy(x ) heifit die
algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A.

Al

Beispiel: Der Eigenwert A des Endomorphismus ( 0\

> des K2 hat die algebraische Vielfachheit 2,
aber die geometrische Vielfachheit 1.

Feststellung 4.3.6 Die geometrische Vielfachheit ist hochstens so grofi wie die algebraische. Genau-
er: Sei f ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen Vektorraumes V', und A ein Eigenwert von
f mit Eigenraum V. Dann gilt:

dimK(V)\) < ord,\(xf).

Beweis: Sei vy, ... ,v, eine Basis von V). Wir ergénzen sie zu einer Basis v1,... ,vp, Up41,... , 0, VOR
V. Beziiglich dieser Basis hat die Matrix von f die Gestalt

AL, x
1= ()
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wobei 0 die (n — r) X r-Nullmatrix ist, und B vom Format (n —r) x (n —r). Nach der Késtchenformel
gilt

X = det(X1, — A1) det(X1,_, — B) = (X — \)" det(X1,_, — B).
Es folgt ordy(xs) > r = dim(V)). L]
Beispiel: Das charakteristische Polynom der Matrix
-2
-1

-1
-1

€ M(4,Q)

O O oW
D WD
o N OO

(d.h., das charakteristische Polynom des durch A definierten Endomorphismus des Q*) berechnet sich
zu xa = (X — 1)(X —2)3. Also besitzt A die Eigenwerte 1 und 2. Aus der letzten Feststellung folgt,
daf} der Eigenraum zum Eigenwert 1 eindimensional ist, wihrend man iiber die Dimension des anderen
Eigenraums zunéchst nur Aussagen kann, dafl sie kleiner oder gleich 3 ist. Der Ansatz Av = 2v fiihrt
auf ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungsraum sich als zweidimensional erweist. Dies ist die
Dimension des Eigenraums zum Eigenwert 2.

4.4 Diagonalisierbare Endomorphismen

Diagonalisierbarkeit

Feststellung 4.4.1 FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhdngig. Genauer:
Sei V' ein beliebiger K -Vektorraum, A1, ... , A\, paarweise verschiedene Eigenwerte eines Endomorphis-
mus f von V, und v; ein Eigenvektor zu A\; (i =1,...,r). Dann sind vy,... v, linear unabhdingig.

Beweis: Wir fithren Induktion nach r, wobei zum Induktionsanfang r = 1 nichts zu sagen ist. Sei
r > 1. Auf eine Linearkombination >_,_; a;v; = 0 wende man den Endomorphismus f — \,id an; das
Ergebnis ist

r—1
Zaz(/\z - /\7-)’02' =0.
i=1

Die Induktionsvoraussetzung liefert a;(A; —\,.) =0 firi = 1,... ,r—1. Da die A\; paarweise verschieden
sind, folgt a; =0 fir ¢ = 1,... ,7 — 1, und dann auch a, = 0. ]

Satz und Definition 4.4.2 Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K -Vektorrau-
mes V' mit den Figenwerten A1,... ,A.. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von f.
i) V ist die direkte Summe aller Bigenrdume: V = @,_, V,.

i11) Die Matriz von f beziiglich einer geeigneten Basis von V ist eine Diagonalmatriz.
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iv) Das charakteristische Polynom x ¢ zerfdllt iber K wvollstindig in Linearfaktoren, und die geome-
trischen Vielfachheiten sind gleich den algebraischen:

dimg (Vy,) = ordy, (x5) firi=1,... 7

v) Das Minimalpolynom von f zerfillt iiber K wvollstindig in Linearfaktoren und besitzt nur einfache
Nullstellen.

Sind diese Bedingungen erfillt, so heifit f diagonalisierbar.

Beweis: i) = iii) ist klar.

iii) = iv) Sei A = diag(aq, ... ,ay) die Matrix von f beziiglich einer geeigneten Basis. Die Koeflizienten
a; sind offenbar Eigenwerte von f, und wenn der Eigenwert A; auf der Diagonalen m;-mal vorkommt,
so ist die geometrische Vielfachheit von A; mindestens m;. Andererseits kann man xs direkt an
A ablesen. Erstens erkennt man, da x; tiber K in Linearfaktoren zerfillt, und zweitens, daf die
algebraische Vielfachheit von \; genau m; ist. Zusammen mit 4.3.6 folgt dim(Vy;) = m;.

iv) = ii) Sei xy = [[;_; (X — A;)™:. Innerhalb von V haben wir den Untervektorraum Vy, @...® Vy,
(die Summe ist direkt nach Feststellung 4.4.1). Dessen Dimension ist nach Voraussetzung gleich
>or_ym; =n=dim(V), und somit ist er schon ganz V.

ii) = i) ist klar.

ii) = v) Jeder Vektor v € V ist nach Voraussetzung Summe von Eigenvektoren, und wird daher vom
Endomorphismus

(f = Xid) - ... (f = \id)
annuliert. Dieser Endomorphismus ist also 0 in Endg (V'), oder mit anderen Worten, das Polynom
p=(X—-X)-...- (X =\) € K[X]

liegt im Kern des durch f definierten Einsetzungshomomorphismus K[X] — Endg (V). Nach Defi-
nition des Minimalpolynoms ps folgt pf|p. Da p iiber K in Linearfaktoren zerfillt und nur einfache
Nullstellen besitzt, gilt das gleiche dann fir 1.

v) = ii) wird durch Induktion nach dim(V’) bewiesen, wobei der Fall dim(V) = 1 trivial ist. Sei
dim(V') > 1. Nach Voraussetzung gilt

fr = (X = M) (X =) (4.4)

mit gewissen, paarweise verschiedenen A\, € K. Division mit Rest (Feststellung 4.1.5) liefert eine
Darstellung

(X=X ... (X =X)=¢(X)(X = \) +¢ mit ¢ € K[X] und ¢ € K*.
Einsetzen von f und Anwenden auf einen Vektor v € V' ergibt

cv=(f—Xid)-... - (f = Nid)v — (f — A\1id)q(f)v.
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Der erste Summand (f — A2id) - ... - (f — A\id)v liegt wegen (4.4) im Kern von f — Aid, der zweite
Summand liegt im Bild von f — Ajid. Wegen ¢ # 0 schliefien wir auf V' = ker(f — Aid) +im(f — A;id),
und aus Dimensionsgriinden (Feststellung 2.1.1 v)) dann auf

V =ker(f — \id) @ im(f — Aid). (4.5)

Man iiberlege sich nun, da§ (X — A2) - ... (X — A;) das Minimalpolynom des Endomorphismus f|w
des Vektorraumes W := im(f — A;id) ist. Man darf deshalb die Induktionsvoraussetzung auf W und
flw anwenden, und erhélt eine direkte Summe fiir W der gewiinschten Gestalt. Zusammen mit (4.5)
erhélt man die Behauptung wegen ker(f — A\1id) = V. L]

Beispiele: 1. Eine Matriz A € M (n, K) (wie iiblich aufgefait als Endomorphismus des K™) ist genau
dann diagonalisierbar, wenn es ein S € GL(n, K) gibt, so da8 SAS~! eine Diagonalmatrix ist; siche
2.3.13.

2. Sei dimg (V) = n. Falls das charakteristische Polynom von f € Endg (V) iiber K in n verschiedene
Linearfaktoren zerfallt,

Xr=X—-X) ... (X =) mit paarweise verschiedenen A;,

so ist f diagonalisierbar, denn Bedingung iv) ist erfiillt. Ist v; ein Eigenvektor zu A;, so ist v1,... , vy,
eine Basis von V| und beziiglich dieser besitzt f die Matrix diag(A1,...,A\n).

Simultane Diagonalisierbarkeit

Seien gleich mehrere Endomorphismen fi,... , f. eines n-dimensionalen K-Vektorraumes V' gegeben,
die alle diagonalisierbar sind. Wir stellen die Frage, ob sie simultan diagonalisierbar sind, d.h., ob es
eine Basis v1,...v, von V gibt, so daf} jedes v; Eigenvektor fiir jeden der Endomorphismen f; ist. Im
allgemeinen ist dies nicht der Fall, wie einfache Gegenbeispiele zeigen. Es erweist sich jedoch als richtig,
wenn man die f; als paarweise kommutierend voraussetzt, d.h., f;f; = f; f; fur alle ¢,5 € {1,... ,r}.

Sei A eine kommutative K-Unteralgebra der K-Algebra Endg (V). Unter einem Charakter von
A verstehen wir einen K-Algebren-Homomorphismus A4 — K, d.h., eine Linearform X\ auf A, die
zusitzlich A\(AB) = A(A)A(B) fiir alle A, B € A erfiillt. Fiir einen solchen Charakter A\ betrachten wir

den Unterraum
Ww={veV: Av=XA)v firalle A e A}.

Ist V) # 0, so nennen wir A eine Wurzel von A, und V) den zugehorigen Wurzelraum. Man
beachte, dafl dies eine Verallgemeinerung der vorherigen Begriffe ,,Eigenwert“ und , Eigenraum* ist:
Ist A = K[f] von einem einzigen Endomorphismus f erzeugt, und A eine Wurzel, so ist A(f) ein
Eigenwert von f, und der zugehdrige Eigenraum V) (y) stimmt mit dem Wurzelraum V), {iberein.

Die Elemente von V), die nicht Null sind, nennen wir auch Eigenvektoren von A beziiglich \. Wir

verallgemeinern zunéchst Feststellung 4.4.1:

Lemma 4.4.3 Seien A\q,...,\. paarweise verschiedene Wurzeln von A, und v; ein Eigenvektor von
A beziiglich X\;, i =1,... ,r. Dann sind vy, ... ,v, linear unabhdingig.
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Beweis: Wir fiithren Induktion nach r, wobei fiir » = 1 nichts zu beweisen ist. Sei 22:1 a;v; = 0 eine
Linearkombination. Ein ¢ € {1,...,r — 1} sei festgehalten. Nach Voraussetzung gibt es ein f € A
mit A;(f) # A-(f). Wir wenden den Endomorphismus f — A.(f)id auf die Linearkombination an, und
erhalten

r—1
ST a; () = A())vs = 0.
j=1

Nach Induktionsvoraussetzung folgt a;(A;(f) — A-(f)) = 0, und dann a; = 0. Also ist a1 = ... =
ar—1 = 0, und dann auch a, = 0. n

Lemma 4.4.4 Seien f1,..., fm paarweise kommutierende Endomorphismen von V, und A die (kom-
mutative) K -Unteralgebra von Endg (V), die von den f; erzeugt wird. Dann sind dquivalent:

i) Es gibt eine gemeinsame Eigenbasis v1, ... ,v, fir die f;, d.h., jedes v; ist Eigenvektor fir jedes
i
it) Sind Ai,... A\ die Wurzeln von A, so ist V die direkte Summe aller Wurzelriume: V =
69::1 V>\i .
Beweis: i) = ii) Wir betrachten ein festes ¢ € {1,... ,n}. Nach Voraussetzung gibt es A\1,... , A\, € K
mit
fjvi = )\jl)i fiir allej S {1, . ,m}. (46)

Die Algebra A besteht aus allen Endomorphismen der Form P(f1,..., fi), wobei P(X1,...,X,,) ein
Polynom in den m Unbekannten X, ..., X, ist. Aus (4.6) folgt

P(f17~'~ ;fm)vi = P(Al, ,Am,)’Ui.

Also ist v; Eigenvektor fiir jedes Element von A, d.h., es gibt eine Abbildung A : A — K mit
fv = A(f)v fiir alle f € A. Es ist leicht zu sehen, dal A ein Charakter von A ist. Also ist A eine
Wurzel, und v; liegt im Wurzelraum V). Wir haben gezeigt, dafl V' die Summe aller Wurzelrdume ist.
Die Summe ist sogar direkt nach Lemma 4.4.3.

ii) = 1) ist klar. L]
Satz 4.4.5 Sei V eine n-dimensionaler K-Vektorraum. Seien f1,..., fm paarweise kommutierende
Endomorphismen von V|, und jedes f; sei diagonalisierbar. Dann sind die f; simultan diagonalisierbar,

d.h., es gibt eine Basis vi,... ,v, von V, so daf jedes v; Figenvektor zu jedem f; ist.

Beweis: Wir fithren Induktion nach m, und nehmen gleich m > 1 an. Sei A die von fi,..., fi._1
erzeugte Unteralgebra von Endg (V). Nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 4.4.4 gilt

= @ Va., (4.7)
1=1
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wobei Aq,..., A, die Wurzeln von A sind, und V), die zugehorigen Wurzelrdume. Aufgrund der
Voraussetzung des Kommutierens gilt

fr(Vy,) C Vi, firallei=1,... 7.

Seien pq, ..., us die Eigenwerte von f, auf V, und Wy,... W, die zugehorigen Eigenrdume, so dafl
V=W &...&Ws. Wir behaupten, dafl

Vi, = (V,\l N Wl) ... (VM NWs) (4.8)

fiir jedes 7. Dabei ist ,D¢ trivial. Fiir ,C“ sei v € Vy,. Auf jeden Fall gibt es eine (eindeutige)
Zerlegung v = v + ... + v, mit v; € W;. Fir f € Agilt

Ai(Hvr+ .o XNi(Hlus = (o= fo=for + ...+ fus.
Wiederum aufgrund des Kommutierens gilt fv; € W;, und wir schlieen auf X\;(f)v; = fv,. Also ist
v; € Vi, und (4.8) ist gezeigt.
Jeder von Null verschiedene Vektor in Vy, N Wj ist offenbar Eigenvektor fiir jedes fix, k = 1,...,7.
Aus (4.7) und (4.8) folgt daher die Behauptung. ]
Wir geben drei dquivalente Formulierungen von Satz 4.4.5:

1. Sei A eine kommutative Unteralgebra von Endg (V'), die von diagonalisierbaren Elementen erzeugt
wird. Dann ist V' die direkte Summe aller Wurzelrdume von A.

2. Seien A, ..., A,, paarweise kommutierende Matrizen in M (n, K). Dann gibt es ein S € GL(n, K),
so daBB SA;S~! eine Diagonalmatrix ist fiir jedes i = 1,... ,m.

3. Sei A eine kommutative Unteralgebra von M (n, K), die von diagonalisierbaren Matrizen erzeugt
wird. Dann gibt es ein S € GL(n, K), so daf8 die Algebra S.AS~! nur aus Diagonalmatrizen besteht.

4.5 Nilpotente Endomorphismen

Trigonalisierung

Feststellung und Definition 4.5.1 Fiir einen Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraumes V' sind dquivalent:

i) Es gibt eine Basis von V, beziiglich derer die Matriz von f eine obere Dreiecksmatriz ist.
ii) Das charakteristische Polynom X zerfdllt iber K vollstindig in Linearfaktoren.

Ist dies erfiillt, so heifit f trigonalisierbar.

Beweis: i) = ii) ist sofort einzusehen. Fiir die andere Richtung fithren wir Induktion nach n =
dimg (V'), und setzen gleich n > 1 voraus. Sei xy = (X — A1) -...- (X —A,). Aufgrund von Satz 4.3.2
ist A1 ein Eigenwert von f. Wir ergéinzen einen zugehorigen Eigenvektor vy zu einer Basis vy, va, ... , v,
von V. Beziiglich dieser besitzt f die Matrix

A .
AZ(()lB) mit B € M(n—-1,K).
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Sei W = (va,... ,v,). Fiir jedes w € W gibt es eine eindeutige Zerlegung
fw = a(w)vy + g(w) mit a(w) € K und g(w) € W.

Man sieht leicht, dafl die so definierte Abbildung g : W — W ein Endomorphismus von W ist, der
beziiglich der Basis vs, ... ,v, die Matrix B besitzt. Aufgrund der Késtchenformel gilt daher

Xf = (X —=A)det(X1,1 — B) = (X = \i)xy,

und folglich x4 = (X — A2) - ... (X — A,). Auf x, konnen wir somit die Induktionsvoraussetzung
anwenden, und erhalten eine Basis v}, ... ,v), von W, beziiglich derer g obere Dreiecksform hat. Mit
v1,Vh, ... ,vl, haben wir dann eine Basis von f wie gewiinscht. [

Fiir eine Matrix A € M(n, K) gilt also: Zerfiillt x4 iiber K in Linearfaktoren, so gibt es ein S €
GL(n, K), so dal SAS™! eine obere Dreiecksmatrix ist.

Bemerkung 4.5.2 Ist die Matrix von f eine obere Dreiecksmatrix, so miissen auf der Hauptdiago-
nalen ersichtlich die Eigenwerte von f stehen, denn dies sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

Folgerung 4.5.3 Ist K algebraisch abgeschlossen, so lifit sich jedes f € Endg (V) auf obere Drei-
ecksgestalt bringen. Dies ist insbesondere fir K = C der Full.

Nilpotente Endomorphismen

Satz und Definition 4.5.4 Sei f ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraumes V.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

i) f¥ =0 fir ein k € N,
ii) f*=0.
i) x5 = X"
iv) Das Minimalpolynom py ist eine Potenz von X.

v) Beziiglich einer geeigneten Basis ist die Matriz von f eine obere Dreiecksmatriz mit Nullen auf
der Hauptdiagonalen.

vi) x5 zerfillt dber K in Linearfaktoren, und f besitzt den einzigen Eigenwert Null.

Sind diese Bedingungen erfillt, so heifit f nilpotent.

Beweis: iii) = v) folgt aus Feststellung 4.5.1 und der anschliefflenden Bemerkung 4.5.2.

v) = ii) Sei A € M(n, K) eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Hauptdiagonalen. Wir miissen
nur zeigen, da A" = 0. Dies sieht man leicht durch direkte Rechnung: A? hat Nullen auf der ersten
Nebendiagonalen, A3 auf der zweiten, usw.

ii) = iv) Nach Voraussetzung und Definition des Minimalpolynoms gilt p¢|X™. Dann mufl u; aber
selber eine Potenz von X sein.



100 KAPITEL 4. ENDOMORPHISMEN UND POLYNOME

iv) = 1) ist klar.

i) = vi) Das Minimalpolynom fx; muf} eine Potenz von X sein, und wegen Feststellung 4.2.6 gilt das
gleiche fiir x¢. Insbesondere zerféllt x s iiber K in Linearfaktoren, und besitzt nur die Nullstelle 0.

vi) = iii) Klar, da die Nullstellen von x die Eigenwerte von f sind. m

Klassifikation

Das Paradebeispiel eines nilpotenten Endomorphismus ist die n-te Jordanmatrix, definiert durch

0 1 0
T = R € M(n, K) (4.9)
L
0 ... 0

(Einsen auf der ersten Nebendiagonalen und sonst Nullen); es ist J; = (0). Man mache sich klar, wie
die Potenzen J* aussehen: Mit wachsendem k riickt die Diagonale mit den Einsen hoher. Insbesondere
ist J? = 0, und J* # 0 fiir k < n. Der Hauptsatz iiber nilpotente Endomorphismen (Satz 4.5.6) besagt,
dafl die Matrix eines solchen, bei geeigneter Basiswahl, aus Jordanblocken zusammengesetzt ist.

Lemma 4.5.5 Sei dimg (V) = n und f € Endg (V) nilpotent. Fiir ein v € V sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i) Es gilt f*v =0, und die Vektoren v, fv,..., f" 1v bilden eine Basis von V.
ii) Es gilt f*v =0, aber f"1v #0.

Ist dies erfiillt, so ist J,, die Matriz von f beziglich der Basis f" ‘v, f*2v,..., fv,v, und wir nennen
v einen f-zyklischen Vektor.

Beweis: Aus i) folgt natiirlich ii). Sei umgekehrt ii) erfiillt. Wir miissen zeigen, da8 v, fv, ..., f* v
linear unabhiingig sind, daf es also kein Polynom P € K[X] mit

P(f)jv=0 und deg(P) <n

geben kann auBer dem Nullpolynom. Sei W C V der von v, fv, f?v, ... aufgespannte Unterraum. Es
gilt f(W) C W, und f™ = 0 auf W wegen f™v = 0. Das Minimalpolynom von f|w teilt daher X", ist
also selbst eine X-Potenz. Andererseits annuliert nach Voraussetzung keine kleinere Potenz als f™ den
Vektor v. Somit ist das Minimalpolynom gleich X, und es folgt P(f) # 0 auf W fiir jedes Polynom
P # 0 von einem Grad kleiner als n. Dann mufl auch P(f)v # 0 sein.

Die letzte Aussage ist klar. m

Satz 4.5.6 Sei dimg (V) = n und f € Endg (V) ein nilpotenter Endomorphismus. Sei d € N die
kleinste Zahl mit f = 0. Beziiglich einer geeigneten Basis (einer sogenannten Jordanbasis) besitzt
f dann eine Matriz der Form
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Ja
sq Blocke
Ja
Ja—1
sq—1 Blocke
Ja-1
Ji
s1 Blocke
J1
Die Zahlen s1,... ,sq4 € Ny sind eindeutig bestimmt, und es gilt sq # 0.

Beweis: Wir beweisen die Existenz einer Basis mit der behaupteten Eigenschaft durch Induktion
nach n = dim(V). Der Unterraum f(V) C V ist echt kleiner als V, da f9~! auf diesem Unterraum
Null ist (nicht aber auf V). Nach Induktionsvoraussetzung gilt

fVy=wio...oW,

mit Unterrdumen Wj, die einen zyklischen Vektor w; besitzen. Sei m; = dim(W;), so dafl f™~tw; # 0,
aber f™iw; = 0. Wir wihlen irgendein v; € V mit fv; = w;. Dieses v; ist dann ein zyklischer Vektor
fiir den Raum V; := W; + (v;), der somit die Dimension m; + 1 besitzt (Lemma 4.5.5). Man beachte,
dafl m; < d — 1 nach Induktionsvoraussetzung, also dim(V;) < d. Wir behaupten:

Vi=Vi+...+V, ist eine direkte Summe, (4.10)
und
V =V’ +ker(f). (4.11)

Daraus folgt dann die Existenzaussage, denn V’ besitzt eine Jordanbasis, die man durch Elemente von
ker(f) zu einer Jordanbasis von V ergéinzen kann.

Beweis von (4.10): Jedes Element von V; ist von der Form P(f)v; mit einem Polynom P € K[X].
Angenommen, wir haben eine Linearkombination

Pi(f)vi+...+ P(f)v, =0. (4.12)
Anwenden von f ergibt Py (f)w; + ...+ P.(f)w, = 0, und dann
Pi(f)wi=0 fir allei =1,...,r,

da die Summe Wi + ...+ W, direkt ist. Auf W; besitzt f|w, das Minimalpolynom X ™  also folgt
X™i|P;, und insbesondere X|P;. Es ist daher P, = X@Q; fiir ein Polynom @;, und aus (4.12) ergibt
sich

Qi(f)wi+ ...+ Qr(fHw, = 0.
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Wie eben folgt Q;(f)w; = 0 fiir alle 4, dann X™#|Q;, und daher X™i+1|P;. Also ist P;(f)v; = 0, was

ZU zeigen war.

Beweis von (4.11): Jedes Element von f(V') ist von der Form Py (f)wy + ...+ P-(f)w, = f(Pi(f)v1 +
coe+ P(f)ve) € f(V), also f(V) = f(V'). Zu gegebenem v € V gibt es daher ein v € V'’ mit
fv = fv’, und es folgt

v=0"+(v—20") € V' +ker(f).

Dies beschliefit den Beweis von (4.11), und damit der Existenzaussage.

Zur Eindeutigkeit der Zahlen sy, ... ,sq: Halt man sich vor Augen, wie die Potenzen der Jordankést-
chen aussehen, so erkennt man

dim(im(fd_l)) = 54,
dim(im(fd_g)) =284 + Sq-1,

dim(im(f)) = (d — 1)sq + (d — 2)sqg—1 + ... + 253 + s2.

Also sind s1,...,sq durch f bestimmt, und iiberdies mu s; # 0 gelten, da sonst schon f4~1 =0
ware. ]

4.6 Allgemeine Endomorphismen

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir diagonalisierbare bzw. nilpotente Endomor-
phismen untersucht und klassifiziert. Die Jordan-Chevalley-Zerlegung besagt, dafl sich ein beliebiger
Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, als Summe eines diago-
nalisierbaren und eines nilpotenten Endomorphismus schreiben 148t (sogar eindeutig, wenn man noch
eine Zusatzbedingung fordert). Bringt man den nilpotenten Anteil noch auf die in Satz 4.5.6 angege-
bene Form, so erhilt man die Jordansche Normalform eines Endomorphismus, was das Hauptergebnis
dieses Kapitels darstellt.

Hauptraumzerlegung

Sei f ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraumes V. Wir nehmen an, daf sein cha-
rakteristisches Polynom X iiber K vollstdndig in Linearfaktoren zerféllt. Wenn Aq,..., A, € K die
paarweise verschiedenen Nullstellen von x; sind (und damit die Eigenwerte von f), so gilt also

Xp= (X =)k (X =) (4.13)

mit k; = ordy, (xs) als der algebraischen Vielfachheit des Eigenwertes A;.

Definition 4.6.1 Der Unterraum
ker(f — \;id)F c Vv

heifit der Hauptraum von f zum Eigenwert \;.
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Man beachte, dafl jeder Hauptraum durch f in sich selbst abgebildet wird, und daf3 der Hauptraum
den Eigenraum enthélt:

ker(f — A\;id) C ker(f — \;id)*:.

Satz 4.6.2 Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt: 'V ist die direkte Summe aller
Hauptrdume von f:

V =ker(f — \id)"" @ ... @ (f — N\ id)"*.

Beweis: Wir betrachten die Polynome

n

pi= (X =)k, i=1,...,7 (4.14)
j=1
J#i
Diese besitzen keinen gemeinsamen Teiler; das von ihnen erzeugte Ideal muf also schon ganz K[X]

sein ((p1,...,pn) ist wie jedes Ideal von K[X] ein Hauptideal, etwa gleich (p), und p mufl dann eine
Einheit sein). Es gibt also g1, ... , ¢, € K[X] mit

pig1+ ... +prgr = 1.

Einsetzen von f und anwenden auf ein v € V ergibt

v=pi(f)a(flv+...+p:(fa-(f.

Nun gilt p;(f)gi(f)v € ker(f — A;id)*, denn
(f = Xid)"pi(Nai(f)o = x5 (Fai(fHv =0

nach dem Satz von Cayley-Hamilton. Damit haben wir
V =ker(f — Aid)" + ... + ker(f — A, id)*"

schon bewiesen, und es bleibt zu zeigen, dafl diese Summe direkt ist. Nach Feststellung 1.5.4 geniigt es
dafiir zu zeigen, daf fiir i # j der Raum W := ker(f — \; id)* Nker(f — A, id)* Null ist. Offenbar gilt
f(W) c W, und das Minimalpolynom des Endomorphismus f|y € Endg (W) teilt sowohl (X — \;)*:
als auch (X — \;)%i. Dieses Minimalpolynom muf daher 1 sein, was wiederum W = 0 erzwingt. n

Jordan—Chevalley—Zerlegung

Satz 4.6.3 Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, und f € Endg (V) ein Endomorphismus,
dessen charakteristisches Polynom tiber K in Linearfaktoren zerfillt. Es gibt dann eindeutig bestimmdte
Endomorphismen fq, f, € Endg (V), die die folgenden Bedingungen erfiillen:

f=1rfa+ fn, fa ist diagonalisierbar, fn ist nilpotent, fafn = fnfa-

Ferner gibt es Polynome p,q € K[X]| mit fg = p(f) und fr, = q(f).
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Beweis: Es sei xy durch (4.13) gegeben, und die Polynome p; seien wie in (4.14) definiert. Da
(X — X\;)* und p; teilerfremd sind, gibt es Polynome g;, h; € K[X] mit

9i(X = X)¥ + hip; = 1.
Wir setzen
b= /\1h1p1+-~-+)‘rh7‘pr7 qg:=X —p,

sowie fq:=p(f), fn = q(f). Dann gilt zumindest f = fq + f, und fqfn, = fnfds. Zur Abkiirzung sei
Vi := ker(f — \;id)* der Hauptraum zu \;. Fiir jedes i gilt

p=Xi=Y_ Nhipi+ Xi(hipi — 1) = > Ajhipj — Nigi(X = M)F € (X = )M,
J#i j#i

und es folgt, dal p(f) — A; id auf V; der Nullendomorphismus ist. Mit anderen Worten,

fa = Aiidy,,
und da V =V, @ ... &V, nach Satz 4.6.2, folgt die Diagonalisierbarkeit von fy. Ferner ist
n = - = —\id
Fol,, (f = fa) v (f —Aiid) v

nilpotent auf V; (die k;-te Potenz verschwindet), und wieder wegen V =V, @&...®V, muf f,, auf ganz
V nilpotent sein.

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen. Sei f = f; + f; noch eine Zerlegung mit den entspre-
chenden Eigenschaften. Dann folgt zunéchst

fa—fo=Ffh— fa (4.15)

Da fg und f, Polynome in f sind, kommutiert fq mit f; und f, mit f;. Deshalb ist mit f; und f}
auch fy— fl; diagonalisierbar (Satz 4.4.5), und mit f,, und f}, ist auch f], — f, nilpotent. In (4.15) steht
deshalb ein Endomorphismus, der sowohl diagonalisierbar als auch nilpotent ist. Der einzige solche ist

aber der Nullendomorphismus, und es folgt fq = f; und f,, = f; [

n*

Die Jordansche Normalform

In Gleichung (4.9) haben wir eine nilpotente Jordanmatrix J,, definiert. Allgemeiner nennt man jede
Matrix der Form

A1 0
Tn(\) = c = AL, + J, € M(n, K) (4.16)
0 ... A

mit A € K eine Jordanmatrix.
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Satz 4.6.4 (Jordansche Normalform) Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, und f €
Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom tber K in Linearfaktoren zerfillt:

Xp= (X =)k (X =)k

mit den paarweise verschiedenen FEigenwerten A\i,...,\. von f. Dann g¢ibt es eine Basis von V,
beziiglich derer die Matriz A von f folgende Form hat:
Ay
A= s AZ‘EM(ki,K),
A,

wobei jedes A; wiederum eine aus Jordankdstchen bestehende Blockmatrix ist:

Jlil ()‘1)
A = , wobei Ly + ...+ lis, = ki.
Jl:‘,si (/\l)

Die Zahlen l;1, . .. ,lis; sind eindeutig bestimmt; jedes A; ist also eindeutig bis auf die Reihenfolge der
Jordankdstchen. Die Matriz A ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der A;.

Beweis: Zur Abkiirzung sei wieder V; := ker(f — \;id)* der Hauptraum zu \;.

Zun#chst zur Eindeutigkeit. Sei vq,...,v, eine Basis der beschriebenen Art. Es ist dann leicht zu
sehen, daf3 die ersten ki Basisvektoren in V; liegen, die nédchsten ks in V5, usw. Wegen Satz 4.6.2
bilden also die ersten ki Vektoren eine Basis von V;, die néchsten ko Vektoren eine Basis von V5,

usw. Mit anderen Worten, A; ist die Matrix von f ’ . Die Matrix des nilpotenten Endomorphismus
V.
(f=X\ 1d) ist dann A; — A\;1x,. Die Eindeutigkeit der Zahlen l;1, ... ,l;s, ergibt sich somit aus dem

K1a551ﬁkat10nssatz 4.5.6 fiir nilpotente Endomorphismen.

Nun ist klar, wie man die Existenzfrage anzugehen hat. Wegen V = V; @...®V,. braucht man nur eine
Basis von V; zu finden, beziiglich derer f‘ die Matrix A; besitzt. Der Endomorphlsmus (f—Xiid) v

von V; ist nilpotent, und besitzt deshalb eine Matrix der in Satz 4.5.6 angegebenen Form. Dann haf

aber beziiglich derselben Basis die Matrix von f| die gewiinschte Form. ]

Die in diesem Satz gemachte Voraussetzung iiber das charakteristische Polynom ist natiirlich immer
dann erfiillt, wenn der Korper K algebraisch abgeschlossen ist. Fiir solche Korper liefert Satz 4.6.4
also eine vollsténdige Klassifikation aller Endomorphismen eines vorgegebenen endlich-dimensionalen
Vektorraumes. Dies ist insbesondere fiir K = C der Fall.

Bemerkung: Die Matrix A in Satz 4.6.4 ist offenbar die Summe einer Diagonalmatrix und einer
nilpotenten Matrix, die miteinander vertauschbar sind. Dies beweist erneut einen Teil von Satz 4.6.3.
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Kapitel 5

Bilinearformen

Im Kapitel iiber Determinanten hatten wir bereits Multilinearformen definiert. Multilinearformen
vom Grade 2 sind besonders wichtig und heilen Bilinearformen. In Abschnitt 5.1 bringen wir die
allgemeinen Grundlagen iiber Bilinearformen auf beliebigen Vektorrdumen. Danach wird der Fall
endlich-dimensionaler Vektorrdume behandelt, in welchem sich Bilinearformen #hnlich wie Endomor-
phismen durch Matrizen beschreiben lassen.

Die tiefere Untersuchung von Bilinearformen auf einem Vektorraum hingt stark vom zugrunde lie-
genden Korper K ab. In Abschnitt 5.3 betrachten wir den Spezialfall K = R, wo der Sylvester-
sche Tragheitssatz eine vollstindige Klassifikation der symmetrischen Bilinearformen liefert. Im Falle
K = C betrachtet man statt Bilinearformen besser Hermitesche Formen. Auch diese lassen sich
vollstandig klassifizieren, was in Abschnitt 5.4 erkldrt wird. Ferner bringen wir die Spektralsditze fir
euklidische und unitdre Vektorrdume.

5.1 Grundbegriffe

Definition und Beispiele
Definition 5.1.1 Seien V und W beliebige K-Vektorrdume. Fine Abbildung
B: VxW-—K
heifst bilinear oder eine Bilinearform, falls sie in jeder der beiden Variablen linear ist, falls also gilt:
B(ar1v1 + agva, w) = a18(v1, w) + azB(ve, w) fiir alle vy,vo € V, w € W, a1,a9 € K,
und
B(v, aywy 4+ asws) = a1 (v, wy) + azB (v, ws) fiir allev € V, wi,we € W, a1,a9 € K.
Die bilinearen Abbildungen V- x W — K bilden in natirlicher Weise einen K -Vektorraum, der mit
Bilg (V, W)

bezeichnet wird.

107
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Oft wird eine Bilinearform einfach durch Klammern bezeichnet, etwa

(v,w) = B(v,w) oder (v, wy = B(v,w).

Beispiele: 1. Die Abbildung K x K — K, (x,y) — xy ist bilinear.
2. Ist allgemeiner A = (a;;) € M(m x n, K), so ist

Ba: K™ x K" — K, (5.1)

(v, w) — "wAw (Matrixmultiplikation)

eine Bilinearform (K™ und K" sind hier Rdume von Spaltenvektoren). Explizit: Falls A = (a;;),
v = (v;), und w = (w;), so ist

m n
B(v,w) = ZZ @ij V; ;.
i=1 j=1

3. Ist V* der Dualraum von V, so ist
VxV*—K,
(v, ) — f(v),

bilinear.

Bemerkung 5.1.2 Ist (v;);cs eine Basis von V und (w;);c s eine Basis von W, so ist die Bilinearform
0 offenbar durch die Skalare

ﬂ(viij)v iEI,jEJ,

festgelegt. Sind umgekehrt ¢;; € K beliebig vorgegebene Elemente, so gibt es (genau) eine Bilinearform
B8 mit B(v;, w;) = ¢;5, némlich

5(2 a;v;, Z bjwj> = Z aibjci; (ai,b; € K, nur endlich viele # 0).
i j i

Dies ist das bilineare Analogon zu Feststellung 1.4.9.

Definition 5.1.3 Sei V ein K-Vektorraum. Ist 6: V xV — K eine bilineare Abbildung, so spricht
man von einer Bilinearform auf V. Diese heifst symmetrisch, falls

B(v1,v2) = B(va,v1) fir alle v1,vy €V,
und antisymmetrisch oder schiefsymmetrisch, falls

B(v1,v2) = —(ve, v1) fir alle vi,v9 € V.
Sie heiffit symplektisch, falls

B(v,v) =0 fiir allev e V.
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Eine Bilinearform ist nichts anderes als eine 2-Form im Sinne von Definition 3.3.1. Die symplektischen
Bilinearformen sind genau die alternierenden 2-Formen. Sie bilden, ebenso wie die symmetrischen
bzw. antisymmetrischen Bilinearformen, einen Untervektorraum von Bilg (V).

Wenn die Charakteristik von K nicht 2 ist, so gibt es keinen Unterschied zwischen schiefsymmetrischen
und symplektischen Bilinearformen (vgl. Feststellung 3.3.2). In diesem Fall 148t sich jede Bilinearform
wegen

ﬂ(vvw)+ﬁ(wvv) 5(’07’“}) 76(1”71})
2 + 2

B, w) = (5.2)

als Summe einer symmetrischen und einer antisymmetrischen Bilinearform schreiben. Es gilt sogar:
Bilg (V) ist die direkte Summe des Raums der symmetrischen und der antisymmetrischen Bilinearfor-
men. Ist dagegen char(K) = 2, also 1 = —1, so ist eine symmetrische Bilinearform das gleiche wie eine
antisymmetrische.

Beispiele: 1. Sei A € M (n, K). Die Bilinearform

K" x K" — K,

(v, w) — "vAw,
ist genau dann (anti-) symmetrisch, wenn A (anti-) symmetrisch ist (d.h., wenn ‘A = +A4), denn
fAw = (tvAw) = 'w 'Av.

2. Ist im vorherigen Beispiel K = R und A = 1, so erhélt man das iibliche Skalarprodukt (-, -) auf
dem R". Dieses kann in bekannter Weise zur Winkelmessung dienen.

3. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Die Abbildung

b
(f.9) — / F(@)g(e) do

definiert eine symmetrische Bilinearform auf dem Raum C°([a, b]) der stetigen, reellwertigen Funktio-
nen auf [a, b].

Orthogonalitat

Definition 5.1.4 Sei 8 : V xW — K bilinear. Zwei Vektoren v € V und w € W heiflen orthogonal
(beziiglich B), falls B(v,w) = 0. Fiir eine Teilmenge S CV bzw. T C W heifst

St ={weW: Bv,w) =0 fir ale v e S}
bzw.
LT ={veV: Bv,w) =0 fir alewc T}

das orthogonale Komplement von S bzw. T'.
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Feststellung 5.1.5 Mit obigen Bezeichnungen gilt: S+ ist ein Untervektorraum von W und +T ist
ein Untervektorraum von V. Ferner gilt

S c *(sh), T c (t1)*.
Beweis: Leichte Ubung. =
Beispiele: 1. Ist wie oben (-, -) das iibliche Skalarprodukt auf dem R3, so gilt

(v,w) =0 — Die Vektoren v und w stehen senkrecht aufeinander.

Dies erklart die Bezeichnung ,,orthogonal®.

2. Den Raum C([—m,]) versehen wir wie oben mit der Bilinearform
(f.9) = [ $(@)g(a) da.

Die Funktionen f,, definiert durch

1 o) = cos(nx)
fg(l’)— \/ﬂ7 f2n—1( )* ﬁ )

sind paarweise orthogonal:

(fn, fm) =0 fiir n # m.

fon(2) = sin(ns)’ neN,

S

Uberdies gilt (fn, fn) = 1; man spricht daher von einem Orthonormalsystem. Dieses Orthonormal-
system ist die Grundlage der Theorie der Fourierreihen.

Jede bilineare Abbildung 5: V x W — K definiert zwei lineare Abbildungen, ndmlich

vV — W, (5.3)

v (0 B(v,w)),
und

W —s V*, (5.4)

w— (v B, w)).
Kennt man eine der Abbildungen (5.4) oder (5.3), so lafit sich daraus 8 rekonstruieren.

Feststellung und Definition 5.1.6 FEine bilineare Abbildung 8 : V x W — K heif$t nicht ausge-
artet in der ersten Variablen, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

i) Bv,w) =0 firaleweW = wv=0.
it) Die Abbildung (5.3) ist injektiv.
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iii) W =0.
0B heifst nicht ausgeartet in der zweiten Variablen, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfillt sind:

i) B(v,w) =0 firalleveV = w=0.
it) Die Abbildung (5.4) ist injektiv.
iii) V- =0.
Beweis: Die Aquivalenz der Bedingungen ist weitgehend klar. [

Beispiele: 1. Die Bilinearform in Beispiel 3 auf Seite 108 ist in beiden Variablen nicht ausgeartet.

2. Die Bilinearform

K" x K"l — K,
(i), () — Y miw,
i=1

ist nicht ausgeartet in der ersten, aber ausgeartet in der zweiten Variablen.

Im allgemeinen ist der Kern der Abbildung (5.3) (bzw. (5.4)) gerade ~W (bzw. V+). Ist 3 nicht
ausgeartet in der ersten (bzw. zweiten) Variablen, so kann man also V' (bzw. W) mit einem Unterraum
von W* (bzw. V*) identifizieren. Man priift leicht nach, da§ § in natiirlicher Weise eine in beiden
Variablen nicht ausgeartete bilineare Abbildung

G:V/iW x W/ VvVt — K

induziert.

Isometrien

Definition 5.1.7 Sei 3 eine Bilinearform auf V. FEine Isometrie' oder eine orthogonale Abbil-
dung auf V ist eine bijektive lineare Abbildung f: V — V mit

B(fv, fw) = (v, w) fiir alle v,w € V.

Die Menge aller dieser Abbildungen wird mit O(V,3) oder einfach O(V) bezeichnet, und heifst die
orthogonale Gruppe von (V,3).

Orthogonale Abbildungen sind also diejenigen Bijektionen, die sowohl die lineare Struktur des Vektor-
raumes als auch die auf ihm definierte Bilinearform invariant lassen. Man mache sich klar, da§ O(V)
eine Untergruppe von GL(V) ist.

Beispiele: 1. Sei V = K und B(z,y) = zy. Ein a € K* = GL(V) ist genau dann eine Isometrie,
wenn

zy = (az)(ay) = a®zy fiir alle z,y € K

Lgr. isometria: gleiches Maf
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ist. Dies ist gleichbedeutend mit a? = 1, und folglich ist O(V) = {1, —1} (fiir char(K) = 2 ist dies die
triviale Gruppe).

2. Ist V' = R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt, so schreibt man einfach O(n) fiir O(V'). Dies sind
also alle bijektiven, linearen, winkeltreuen Abbildungen R™ — R"™. Fiir n = 2 fallen hierunter z.B. die
Drehungen

0= (20 5)

(siehe Beispiel 4 auf Seite 92) sowie die Spiegelung

(0-1)

Man rechnet leicht nach, dafl dies tatséchlich orthogonale Abbildungen im Sinne von Definition 5.1.7
sind.

5.2 Bilinearformen auf endlich-dimensionalen Riumen

Im endlich-dimensionalen Fall lassen sich Bilinearformen (&hnlich wie Endomorphismen) nach Wahl
einer Basis durch Matrizen beschreiben. In diesem Abschnitt sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum,
versehen mit einer Bilinearform

B:VxV—K.

Die Matrix einer Bilinearform

Definition und Feststellung 5.2.1 Sei B = (v1,... ,v,) eine Basis von V. Die Strukturmatrix
oder einfach Matrix der Bilinearform [ beziiglich B ist

B = (B(vi,vj))i; € M(n, K).
B ist durch die Beziehung
Bles(x), 5(y)) = ‘zBy fir alle x,y € K" (5.5)

charakterisiert, also durch die Kommutativitit des Diagramms

vxvV K

LPBXAPBTN Tid
K" x Kn — 2, K.

Hierbei ist pp wie in (2.12) der durch B definierte Koordinatenisomorphismus, und Bp ist die Biline-
arform (5.1).
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Beweis: Die Giiltigkeit von (5.5) folgt sofort aus den Definitionen. Ferner kann es nur eine Matrix
B mit (5.5) geben, denn aus ‘zBy = 'xB'y fiir alle z,y folgt B = B’ (man setze die kanonischen
Basisvektoren ein). -

Feststellung 5.2.2 (Matrixbeschreibung bilinearer Abbildungen) Sei B = (vy,... ,v,) eine
Basis von V.

i) Ordnet man jeder Bilinearform auf V ihre Matriz beziiglich B zu, so erhdilt man einen Isomor-
phismus

Bilg (V) =5 M(n, K).

ii) Insbesondere ist dim(Bilg (V) = n?.

iii) Ist B' eine weitere Basis von V, ist S die Ubergangsmatriz von B zu B (siche (2.17)), und ist
B bzw. B’ die Matriz von [ beziiglich B bzw. B', so gilt

B ="'SB'S.
iv) Die Determinanten von B und B’ unterscheiden sich nur um ein Quadrat aus K*:
det(B) = 2 det(B') mit einem x € K*.
Der Rang von B ist gleich dem von B’.
Beweis: i) folgt sofort aus Bemerkung 5.1.2, und ii) aus i). Geméif (5.5) ist B’ durch

Bles (2), pr(y)) = ‘aB'y fiir alle z,y € K™

charakterisiert. Setzt man Sz und Sy anstatt z und y ein, so folgt

B(es (Sz), 0B (Sy)) = “(Sx)B'(Sy) fiir alle z,y € K",
oder also
Bles(x), vs(y)) = "=(*SB'S)y fiir alle z,y € K"

Daraus folgt B = *SB’S. Aus dieser Beziehung ergeben sich die Ausagen in iv), da S invertierbar ist
und det(S) = det(*S). "

Bemerkung 5.2.3 Wir halten ausdriicklich das unterschiedliche Transformationsverhalten fiir Ma-
trizen von Endomorphismen (Folgerung 2.3.13) bzw. Bilinearformen (Feststellung 5.2.2) fest:

A=871t4'S fiir Endomorphismen,
B="'SB'S fiir Bilinearformen.
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Nicht ausgeartete Bilinearformen

Feststellung 5.2.4 Fiir die Bilinearform § auf dem endlich-dimensionalen Raum V' sind dquivalent:

i) B ist nicht ausgeartet in der ersten Variablen.
it) B ist nicht ausgeartet in der zweiten Variablen.

iti) B ist invertierbar, wobei B die Matriz von 8 beziiglich einer beliebigen Basis ist.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz von i) und iii); die Aquivalenz von ii) und iii) sieht man genauso.
Wegen 5.2.1 miissen wir nur zeigen:

B ist invertierbar = Op ist nicht ausgeartet in der ersten Variablen.

Hier ist wie oben 3p(z,y) = 'z By fiir x,y € K™. Sei zunichst diese Bilinearform nicht ausgeartet in
der ersten Variablen, d.h.,

t2By = 0 fiir alle y == z=0.

Wiire aber B singulir, so gibe es ein x # 0 mit 'xB = 0, im Widerspruch zu dieser Aussage.

Sei umgekehrt B invertierbar und 'z By = 0 fiir alle y. Dann muf !xB der Nullvektor sein, und aus
der Invertierbarkeit von B folgt x = 0. ]

Aufgrund dieser Feststellung sprechen wir bei endlich-dimensionalen Réumen einfach von nicht aus-
gearteten Bilinearformen. Im nicht ausgearteten Fall sind die Abbildungen (5.3) und (5.4), also

V— V", vV — V¥, (5.6)

v— (v = B(v,v)), v (V' = BV, v), (5.7)
aus Dimensionsgriinden Isomorphismen.
Feststellung 5.2.5 Sei 3 eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V', und W C V ein Teilraum. Dann
gelten die Dimensionsformeln

dim(W) 4 dim(W+) = dim(V) = dim(W) + dim(*W). (5.8)
Auflerdem gilt

twh) =w = (tw)t. (5.9)

Beweis: Hinter den zweiten Isomorphismus in (5.6) schalten wir die (surjektive) Einschrinkungsab-
bildung V* — W*. Die entstehende lineare Abbildung hat den Kern W+. Wir haben also eine exakte
Sequenz

0— Wt —V-—W"—0,

so dafl dim(W) + dim(W+) = dim(V) aus 2.1.1 i) folgt. Ebenso beweist man die zweite Dimensions-
formel. Aus diesen Formeln folgt

dim(H(W)) = dim((* W)*4) = dim(W).
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Da offenbar W ¢ +(W+) und W C (+W)+, ergibt sich daraus (5.9). L]

Ist 8 eine Bilinearform auf V', und W C V ein Teilraum, so 148t sich 3 zu einer Bilinearform |y auf
W einschranken. Der Teilraum W heiflt nicht ausgeartet, falls diese Bilinearform nicht ausgeartet
ist.

Folgerung 5.2.6 Sei 3 eine nicht-ausgeartete Bilinearform aufV, und W C V ein Teilraum. Genau
dann gilt
V=waeWw,

wenn W nicht ausgeartet ist.

Beweis: In jedem Fall gilt dim(W) + dim(W+) = dim(V) nach 5.2.5. Genau dann ist also V =
W @ W+, wenn W N WL = 0. Letzteres ist aber offenbar fquivalent dazu, da8 3|y nicht ausgeartet
ist. ]
Die Adjungierte

Feststellung und Definition 5.2.7 Sei 8 eine nicht ausgeartete Bilinearform auf dem endlich-di-
mensionalen Raum V. Zu jedem Endomorphismus f von V gibt es genau einen Endomorphismus f*
von V, genannt die Rechts-Adjungierte von V', mit der Figenschaft

B(fv,w) = B(v, f*w) fiir alle v,w € V. (5.10)
Die Zuordnung Endg (V) — Endg (V), f+— f*, besitzt folgende Eigenschaften:

(f+9) =1"+7g", (af)” =af", (fo) =g"f"
Ahnlich gibt es zu jedem f € Endg (V) genau eine Links-Adjungierte *f € Endg (V) mit

B(v, fw) = B(*fv,w) fir alle v,w €'V, (5.11)
und es gilt
(9 ="T+"9 “(af) =a’f, “(fg)="9"f

Es besteht der Zusammenhang
()= f= 0D
Ist B symmetrisch, so ist *f = f*, und wir sprechen einfach von der Adjungierten.

Beweis: Wir beweisen nur die Aussagen iiber die Rechts-Adjungierte. Bei festem w € V ist die
Abbildung

vi— B(fv,w)

eine Linearform auf V. Da die erste Abbildung in (5.6) ein Isomorphismus ist, gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element f*w von V mit (5.10). Man priift leicht nach, dafi die so definierte Abbildung
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f*:V — V linear ist. Dies zeigt bereits die Existenz und Eindeutigkeit der Rechts-Adjungierten. Der
Endomorphismus f* + g* besitzt die definierende Eigenschaft der Rechts-Adjungierten von f 4 g, mufl
aufgrund der Eindeutigkeit also gleich (f+g¢)* sein. Ebenso leicht sieht man die iibrigen Eigenschaften.m

Die Abbildung f +— f* ist also ein Endomorphismus von End g (V'), und ein Anti-Ringhomomorphismus
wegen (fg)* = g* f*. Sieist also ein Anti-K-Algebrenhomomorphismus. Sie ist bijektiv mit der Inversen
f— *f. Im symmetrischen Fall ist sie ihre eigene Inverse.

Isometrien und klassische Gruppen

Feststellung 5.2.8 Sei B eine Basis von V, und B die Matriz von 3 beziglich B. Sei f € GL(V)
und A die Matriz von f beziiglich der gleichen Basis B. Dann gilt:

feoW,p) — ‘ABA = B.
Beweis: f € O(V) bedeutet nach Definition
B(fv, fw) = B(v,w) fiir alle v,w € V.
Mit dem Koordinatenisomorphismus ¢ = g ist dies dquivalent zu

B(f(p(x)), fle(y)) = Ble(x), ¢(y)) fiir alle z,y € K.

Es ist f(e(x)) = ¢(Ax) nach Definition von A. Wegen (5.5) ist die letzte Gleichung also dquivalent
mit

Y(Az)B(Ay) = 'zBy fiir alle z,y € K™.
Dies ist aber wiederum #quivalent mit ‘ABA = B. n
Man nennt

O(n,K)={A € GL(n,K): '"AA=1,}
die orthogonale Gruppe vom Grade n iiber K, und

SO(n, K) = O(n, K) N SL(n, K)
die spezielle orthogonale Gruppe. Mit J = (_2 1 ) heift

Sp(2n, K) = {A € GL(2n,K) : 'AJA=J}

die symplektische Gruppe vom Grade n (oft wird Sp(n) statt Sp(2n) geschrieben). Es ist also
O(n, K) (bzw. Sp(2n, K)) die Gruppe aller Isometrien des Raumes K", versehen mit der symmetri-
schen (bzw. schiefsymmetrischen) Bilinearform 31 (bzw. 8;). Manchmal werden andere Bilinearformen
zur Definition dieser Gruppen verwendet, z.B.

1
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zur Definition von Sp(2n, K). Alle diese Varianten liefern jedoch isomorphe Gruppen. Die Gruppen
GL(n, K), SL(n, K), SO(n, K), Sp(2n, K),

sowie einige andere heiflen auch klassische Gruppen.

Symplektische Bilinearformen

Wir klassifizieren jetzt alle symplektischen Bilinearformen auf dem n-dimensionalen Raum V', d.h.,
alle Bilinearformen 3 auf V mit

Blv,v) =0 fiir alle v € V.

Jede solche Bilinearform ist schiefsymmetrisch (8(v, w) = —F(w,v)), und ist char(K) # 2, so gilt, wie
nach Definition 5.1.3 erwéhnt, auch die Umkehrung. Die Klassifikation der symplektischen Formen ist
wesentlich einfacher als die der symmetrischen Bilinearformen, die anschlieBend behandelt werden.

Satz 5.2.9 (Klassifikation symplektischer Bilinearformen) Sei § eine symplektische Bilinear-
form auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V. Dann g¢ibt es eine Basis von V', so daff die Matriz
von B durch

H
B= e an_<01) (5.12)

I -1 0
0

gegeben ist. Die Anzahl der H-Blocke sowie die Grife des Nullblocks O sind durch B bestimmdt.

Beweis: Die letzten Aussagen ergeben sich daraus, da§ der Rang von B bestimmt ist (Feststellung
5.2.2 iv)), so da8 wir nur die Existenz zeigen miissen. Sei dazu V+ # V, denn sonst ist 3 = 0 und wir
sind fertig. Zu einem beliebig gewiihlten Vektor u € V, der nicht in V- liegt, gibt es ein v € V mit

B(u,v) = 1.

Dies bedeutet, da§ die Matrix der Einschrankung von g auf den zweidimensionalen Raum W := (u, v)
bzgl. der Basis u,v durch H gegeben ist. Nun gilt

V=WaoWwH,
denn einerseits gilt dim(W) + dim(W+) = dim(V) nach 5.2.5, und andererseits ist W N W+ = 0, wie
man leicht sieht. Somit ergibt sich die Behauptung durch Induktion nach dim(V). L]

Folgerung 5.2.10 Ist 3 eine nicht-ausgeartete symplektische Bilinearform auf V', so ist die Dimensi-
on von V gerade. Die Determinante der Matrix von 3 beziiglich einer beliebigen Basis ist ein Quadrat
n K.

Beweis: Die zweite Behauptung ergibt sich aus 5.2.2 iv), da die Determinante der Matrix (5.12)

entweder 0 oder 1 ist. n

Sei speziell V.= K™ und char(K) # 2. Fiir jede schiefsymmetrische Matrix A € M (n, K) gilt dann:
Ist n ungerade, so ist A singulir. Die Determinante det(A) ist ein Quadrat in K.
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Symmetrische Bilinearformen

Wir setzen jetzt
char(K) # 2 (5.13)

voraus.

Feststellung und Definition 5.2.11 Sei § eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es
etne Basis vi,... ,v, von V. mit

B(v;,v;) =0 fiir alle i # j.

Jede solche Basis heifit eine Orthogonalbasis von V' bzgl. 5. Die Matriz von 3 bzgl. vy, ... v, ist
also eine Diagonalmatriz mit den Diagonalkoeffizienten B(v;,v;).

Beweis: Wir fithren Induktion nach n = dim(V'), wobei der Fall n = 1 trivial ist. Falls 8(v,v) =0
fiir alle v € V, so ist 8 sowohl symmetrisch als auch antisymmetrisch, und damit 0 (man beachte die
Voraussetzung (5.13)). In diesem Fall ist nichts zu beweisen. Sei andererseits ein Vektor v € V' mit
B(v,v) # 0 vorhanden. Dann ist

V=)@

nach 5.2.6. Auf den (n — 1)-dimensionalen Raum (v)1 kann man jetzt die Induktionsvoraussetzung
anwenden. (]

Fiir Matrizen formuliert besagt diese Feststellung: Zu jeder symmetrischen Matrix A € M(n, K) gibt
es ein S € GL(n, K), so daf

'SAS

eine Diagonalmatrix ist (siehe 5.2.2 iii)).

Ist eine Orthogonalbasis vy, ... ,v, gegeben, so ist die Nicht-Ausgeartetheit von § sehr leicht zu ent-
scheiden: Nach Feststellung 5.2.4 ist 5 genau dann nicht ausgeartet, wenn die Diagonalkoeffizienten
B(vi, v;), i=1,...,n,

samtlich ungleich Null sind.

Die Matrix einer symmetrischen Bilinearform lé8t sich also auf Diagonalgestalt bringen. Die Klassifi-
kation sédmtlicher solcher Bilinearformen lauft damit auf folgende Frage hinaus: Wann gibt es fiir zwei
gegebene Diagonalmatrizen A = diag(as, ... ,a,) und B = diag(by,... ,b,) ein S € GL(n, K), so daf

tSAS =B

gilt? Dies ist ein im allgemeinen schwieriges Problem, das stark vom Grundkoérper K abhéngt. Wir
machen zumindest folgende Beobachtung: Unterscheidet sich a; von b; nur um ein Quadrat, gilt also

b; = xfai mit einem x; € K*
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fiir alle 4, so gibt es ein geeignetes S, ndmlich S = diag(zy, ... ,z,). Kurz gesagt: Die Diagonalkoef-
fizienten in der Matrix einer symmetrischen Bilinearform beziiglich einer Orthogonalbasis lassen sich
um beliebige Quadrate in K* abédndern. Fiir Korper, in denen jedes Element von K* ein Quadrat ist,
lassen sich die Diagonalkoeffizienten also beliebig abéndern. Insbesondere kann man die Einheitsmatrix
herstellen. Korper, fiir die dies der Fall ist, sind z.B. die algebraisch abgeschlossenen Korper, denn in
diesen besitzt das Polynom X? — a fiir jedes a € K* eine Nullstelle. Wir halten dies fest:

Feststellung 5.2.12 Sei K*2 = K*, d.h., jedes Element von K* sei ein Quadrat. Jede nicht aus-
geartete symmetrische Bilinearform besitzt dann bzgl. einer geeigneten Basis die Finheitsmatriz als

Strukturmatriz. Die Bedingung an K ist fir alle algebraisch abgeschlossenen Kdérper erfillt, insbeson-
dere fir K = C.

Fiir K = R 148t sich ebenfalls eine vollstédndige Klassifikation erreichen; siehe Abschnitt 5.3.

Wir halten noch fest, daf} sich auch die Reihenfolge der Diagonalkoeffizienten beliebig dndern 148t; ist
nédmlich S eine Permutationsmatrix, so bewirkt die Operation ¢S diag(ay, ... ,a,)S eine Permutation
der aq,... ,a, (dies entspricht einfach einer Umnumerierung der Basisvektoren).

Quadratische Formen

Definition 5.2.13 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
q: V—K
heifst quadratische Form auf V', falls gilt:
i) q(av) = a?q(v) fir allea € K und v € V.
i1) Die Abbildung
(v, w) — q(v+w) — q(v) — q(w) (5.14)
ist eine Bilinearform auf V.
Offenbar bilden die quadratischen Formen auf V' einen K-Vektorraum.
Wir setzen im folgenden wieder
char(K) # 2

voraus. Wenn 3 die Bilinearform in (5.14) bezeichnet, so gilt

ale) = 38(0,0) (515)

(man setze w = v und benutze 1)). Es 148t sich also ¢ aus § wieder zuriickgewinnen. Auflerdem ist
offenbar symmetrisch. Ist umgekehrt eine symmetrische Bilinearform § gegeben, und wird die Funktion
g durch (5.15) definiert, so ist ¢ eine quadratische Form auf V. Unter der Voraussetzung char(K) # 2



120 KAPITEL 5. BILINEARFORMEN

gibt es also eine Bijektion zwischen quadratischen Formen und symmetrischen Bilinearformen auf V'
(genauer: einen Isomorphismus zwischen den Réumen dieser Objekte).

Insbesondere lassen sich quadratische Formen nach Wahl einer Basis durch Matrizen beschreiben,
némlich die Strukturmatrizen der zugehorigen Bilinearformen. So beschreibt etwa die Einheitsmatrix
auf dem K™ (mit der kanonischen Basis) die quadratische Form

q(x1, ... ) =25 4. 2l

Die Matrix ( b) beschreibt die quadratische Form

a
bd
q(z,y) = az® + 2bzy + y?

auf K2.

5.3 Bilinearformen iiber R

Wir betrachten jetzt speziell Bilinearformen auf endlich-dimensionalen reellen Vektorrdumen. Im
ganzen Abschnitt ist also K = R der zugrundeliegende Korper. Wegen char(R) = 0 148t sich jede
Bilinearform auf dem R-Vektorraum V' als Summe einer symmetrischen und einer antisymmetrischen
Bilinearform schreiben, vgl. (5.2). Uber letztere ist nach Satz 5.2.9 nicht mehr allzuviel zu sagen. Wir
betrachten daher durchweg nur symmetrische Bilinearformen.
Definitheit
Definition 5.3.1 Sei 3 eine symmetrische Bilinearform auf dem R-Vektorraum V. Sie heifit

e positiv definit, falls 8(v,v) > 0 fiir allev €V, v # 0.

e positiv semidefinit, falls S(v,v) > 0 fir allev € V.

e negativ definit, falls 5(v,v) < 0 fir allev eV, v #0.

e negativ semidefinit, falls 5(v,v) <0 fir allev € V.

Ein Unterraum W von V' heifit positiv definit (bzw. positiv semidefinit, usw.), falls die Einschrinkung
von B auf W es ist.

Entsprechende Definitionen gelten fiir Matrizen, wenn man sie mit den durch sie definierten Bilinear-
formen auf dem R™ identifizert: Z.B. heifit eine symmetrische Matrix B € M(n,R) positiv definit,
falls

tvBv >0 fiir alle v € R™, v # 0.

Offenbar ist 3 genau dann positiv definit (positiv semidefinit, ... ), wenn die Matrix von [ beziiglich
irgendeiner Basis es ist.

Ist eine Orthogonalbasis fiir 8 gegeben, so 148t sich die Definitheit sofort ablesen:
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Feststellung 5.3.2 Seien aq,...,a, die Diagonalkoeffizienten in der Matriz von (8 beziglich einer
Orthogonalbasis. Genau dann ist 3

e positiv definit, wenn a; > 0 fiir alle i.

e positiv semidefinit, wenn a; > 0 fiir alle i.

e negativ definit, wenn a; < 0 fir alle i.

e negativ semidefinit, wenn a; < 0 fir alle i.

Beweis: Dies ist leicht zu sehen. [ ]

Folgerung 5.3.3 Fiir die Matriz B einer positiv definiten Bilinearform gilt det(B) > 0. Insbesondere
sind positiv und negativ definite Bilinearformen nicht ausgeartet.

Beweis: Wegen 5.3.2 ist die erste Aussage richtig, falls B eine Diagonalmatrix ist. Der allgemeine
Fall folgt dann aus Feststellung 5.2.2 iv). Man beachte nun noch, da 5 dann und nur dann positiv
definit ist, wenn —f negativ definit ist. [

Allgemeiner als diese Aussage ist das folgende Determinantenkriterium fiir positive Definitheit.
Es wird folgende Notation verwendet: Ist A € M(n,R), und S eine Teilmenge von {1,...,n}, so
bezeichnet Ag die Matrix, die aus A durch Streichen aller Zeilen und Spalten entsteht, deren Indizes
nicht in S sind. Z.B. ist

Feststellung 5.3.4 Fiir A € M(n, R) sind folgende Aussagen dquivalent:
i) A ist positiv definit.
it) Fir jedes S C {1,...,n} ist det(Ag) > 0.

ii1) Fir jedes k € {1,... ,n} ist det(Ag . k) > 0.

Beweis: i) = ii) A ist die Strukturmatrix der positiv definiten Bilinearform /3 : v — v Av beziiglich der
kanonischen Basis eq, ... ,e, des R™. Die Matrix Ag ist dann die Strukturmatrix der Einschrankung
Blw auf den Raum W = (e; : i € S). Diese Einschriankung bleibt natiirlich positiv definit, und somit
ist det(Ag) > 0 nach Folgerung 5.3.3.

ii) = iii) ist trivial.
iii) = i) Induktion nach n. Die Behauptung ist richtig fiir n = 1, sei also n > 1. Sei B|ly die

Einschriinkung von 3 : v — 'wAv auf W = (eq,... ,e,_1). Nach Induktionsvoraussetzung ist 3|y
positiv definit, und damit nicht ausgeartet. Aus 5.2.6 ergibt sich daher

R"=W e W,
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wobei W+ eindimensional ist, etwa W+ = (v) mit v € R”. Wir miissen nur noch

a:= p(v,v) >0

zeigen. Sei wi,...,w,—1 eine Orthogonalbasis von G|lw. Die Matrix von [ beziiglich der Basis
Wi,y ... ,Wn_1,v ist dann

diag(ay,... ,an_1,a) mit positiven ay,... ,d,_1.
Thre Determinante aj - . .. - a,—1a ist wie det(A) positiv (Feststellung 5.2.2 iv)), und folglich muf} auch
a positiv sein. ]
Klassifikation

Satz 5.3.5 (Trigheitssatz von Sylvester) 2 Sei 3 eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinear-
form auf dem n-dimensionalen R-Vektorraum V. Dann gibt es eine Basis von V', beziglich derer die
Matriz B von (8 die folgende Form hat:

B = diag(1,...,1,-1,...,-1) (r+s=n).
—_——— ————

T S

Die Zahlen r und s sind dabei eindeutig bestimmt.

Beweis: Auf jeden Fall gibt es eine Orthogonalbasis fiir 3. Wir hatten schon auf Seite 119 festgestellt,
daf sich die Diagonalkoeffizienten noch um Quadrate, d.h. hier um positive Zahlen, abéndern lassen.
Somit gibt es eine Orthogonalbasis, so dal nur die Zahlen 1 und —1 auf der Diagonale vorkommen
(0 kommt nicht vor, da § nicht ausgeartet ist). Ferner kann die Reihenfolge der Diagonalkoeffizienten
durch Umnumerierung der Basiselemente beliebig gedndert werden. Also gibt es eine Basis vy, ... ,v,
der beschriebenen Art, und es bleibt nur die Eindeutigkeit der Zahlen r und s zu zeigen.

Offenbar ist Vi = (v1,...,v,) ein positiv definiter Teilraum, und V_ = (v,41,... ,v,) ein negativ
definiter Teilraum. Wir behaupten, dafl V_ ein negativ definiter Teilraum maximaler Dimension ist.
Ist ndmlich W irgendein negativ definiter Teilraum, so gilt W NV, = 0, also dim(W) + dim (V) < n,
und somit dim(W) < n—r = s. Die Zahl s 143t sich also charakterisieren als die maximale Dimension
eines negativ definiten Teilraums, und ist somit durch 3 eindeutig bestimmt. [

Traditionell nennt man die Zahl s in diesem Satz den Trégheitsindex von (3, und die Gréfle r — s die
Signatur von £.

Orthogonale Gruppen
Sei

B =diag(1,...,1,-1,... ,—1), m,n € Ny.
—— ————

m n

2JAMES SYLVESTER, 1814-1897
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Sei By die durch die Matrix E,, ,, auf dem R™*™ definierte Bilinearform. Die orthogonale Gruppe
von By, », wird mit O(m, n) bezeichnet, also (Feststellung 5.2.8)
O(m,n) = {A € GL(m +n,R) : "AE,, A= Ey,.n}.
Insbesondere ist
O(m,R) = O(m,0) = {A € GL(m,R) : 'AA =1},
siehe S. 116. Die Matrizen aus O(m,n) haben offenbar Determinante 1 oder —1, und man setzt
SO(m,n) = O(m,n) NSL(m + n,R).

Diese Untergruppe macht die ,Hilfte“ von O(m,n) aus: Wéhlt man nédmlich irgendein Element A €
O(m,n), welches nicht in SO(m,n) enthalten ist, z.B.

Ay = diag(1,...,1,-1),
so gilt
O(m,n) = SO(m,n) U AgSO(m,n).

Der spezielle Grundkérper R erméglicht es, neben den allgemeinen algebraischen Uberlegungen auch
noch topologische anzustellen; wir nehmen an, der Leser ist mit den Grundbegriffen der mengentheo-
retischen Topologie vertraut.

Der Raum M (n,R) verfiigt iiber eine natiirliche Topologie, die von (irgend) einem Isomorphismus mit
dem R™" herkommt. Die Determinantenabbildung

det: M(n,R) — R

ist stetig, wie sofort aus der Leibnizformel 3.2.4 folgt. Als Urbild der offenen Teilmenge R* C R ist
daher GL(n,R) eine offene Teilmenge von M (n,R): Die invertierbaren Matrizen machen den gréBten
Teil von M (n,R) aus (genauer: der ,Rest“ ist eine Untermannigfaltigkeit echt kleinerer Dimension).

Wie eben gesehen, nimmt die Einschrénkung von det : GL(m +n,R) — R* auf O(m,n) nur die Werte
£1 an:

det : O(m,n) — {£1}.

Es folgt, dafl sowohl SO(m,n) als auch AgSO(m,n) (mit Ag wie oben) offen in O(m,n) sind. Man
kann zeigen, dafl SO(m,n) iiberdies zusammenhingend ist; es folgt, da SO(m,n) und AoSO(m,n)
die beiden Zusammenhangskomponenten von O(m,n) sind. Die Untergruppe SO(m,n) 148t sich also
topologisch charakterisieren als diejenige Zusammenhangskomponente von O(m,n), die das neutrale
Element 1 enthilt (die Finskomponente).

Wir betrachten speziell den Fall m + n = 2. Die Abbildungen

R/(27Z) — SO(2,R), (5.16)
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. ( cos(z) sin($)>’

—sin(z) cos(x)
und

R — SO(1,1), (5.17)

— (bl ()

erweisen sich leicht als stetige, injektive Gruppenhomomorphismen. Man kann zeigen, dafl es sich
sogar um Isomorphismen handelt. Dies sind explizite Karten, die den Gruppen SO(2,R) und SO(1, 1)
die Struktur einer eindimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit geben.

AuBlerdem liest man an diesen Isomorphismen ab, dafi SO(2,R) kompakt ist, und SO(1,1) nicht.
Allgemein gilt:

SO(m,n) ist kompakt — m = 0 oder n = 0.

Beweis hierfiir: Seien vy, ... ,v,, die Spalten einer Matrix A € SO(m,R). Aus der Bedingung ‘A4 = 1
folgt tv;v; = 1, also liegen alle Spaltenvektoren auf der kompakten Einheitskugel im R™. Dies zeigt
die Kompaktheit von SO(m,0). Fiir die Kompaktheit von SO(0,7n) beachte man nur

SO(0,n) = SO(n,0)

(allgemein gilt SO(m,n) ~ SO(n,m)). Ist m # 0 und n # 0, so 148t sich eine Abbildung R — SO(m,n)
der Art (5.17) angeben, was die Nicht-Kompaktheit zeigt. n

Wir haben den folgenden Satz bewiesen:
Satz 5.3.6 Fir eine symmetrische Bilinearform (8 auf dem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V
sind dquivalent:

i) FEs gibt eine Basis von V, beziiglich derer die Matriz von 3 gleich 1 oder —1 ist.

it) B ist positiv oder negativ definit.

iit) Fiir alle v € V gilt: Aus B(v,v) = 0 folgt v =0 (d.h., die zu 3 assoziierte quadratische Form
stellt nicht die Null dar; siehe Seite 119).

iv) Die Gruppe SO(V, 3) ist kompakt.

v) Die Gruppe O(V, 3) ist kompakt.

Selbstadjungierte Operatoren auf euklidischen Raumen

Definition 5.3.7 Fin euklidischer Raum ist ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum V', versehen
mit einer positiv-definiten symmetrischen Bilinearform (3.
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Im Falle eines euklidischen Vektorraumes wird gerne die Notation
(v, w) = Bv, w)
benutzt; die Bilinearform (, ) heifit auch ein Skalarprodukt auf V.

Beispiel: V = R"™ mit dem (durch die Einheitsmatrix definierten) Standard-Skalarprodukt

n
(@,y) ="y = miyi (= "1, ), y= "Y1, yn))-
1=1

Wie auf Seite 115 ordnen wir jedem Endomorphismus f des euklidischen Vektorraumes V' seine Ad-
jungierte f* zu; diese ist also durch

(fv,w) = (v, frw) fiir alle v,w € V

charakterisiert. Da (, ) symmetrisch ist, ist f* = *f.

Definition 5.3.8 Der Endomorphismus f des euklidischen Vektorraumes V heifit selbstadjungiert,
falls f = f*, falls also

(fv,w) = (v, fw) fir allev,w eV

gilt.

Da (, ) positiv definit ist, gibt es eine Orthonormalbasis fiir V', d.h. eine Basis v1,... ,v,, so dafl
(vi, v5) = 045

Feststellung 5.3.9 Sei vy,... ,v, eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraumes V. Besitzt

f € End(V) beziiglich dieser Basis die Matriz A, so besitzt f* die Matriz 'A. Insbesondere gilt: Die
Matriz eines selbstadjungierten Endomorphismus beziiglich einer Orthonormalbasis ist symmetrisch.

Beweis: Sei ¢ der durch vy,... ,v, definierte Isomorphismus R” — V', d.h., ¢(e;) = v;. Da es sich
um eine Orthonormalbasis handelt, gilt

{o(x), o(y)) = ‘zy fiir alle z,y € R™.
Nach Definition der Matrix A gilt f(p(z)) = ¢(Ax) fiir alle x € R™. Deshalb ist

(fle(2), p(y)) = (p(A), p(y)) = (Az)y = 'z "Ay. (5.18)
Wenn andererseits B die Matrix von f* bezeichnet, so gilt

(f(e()), () = (@), [*(¢(y))) = {p(x), ¢(By)) = "zBy. (5.19)
Vergleich von (5.18) und (5.19) liefert nun ‘A = B. m

Selbstadjungierte Endomorphismen entsprechen also symmetrischen Matrizen. Uber letztere gilt fol-
gender Satz.
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Satz 5.3.10 FEine reelle, symmetrische Matriz ist diagonalisierbar, und alle ihre Eigenwerte sind reell.

Der Beweis konnte hier mit Methoden der reellen Analysis gefiihrt werden. Er wird sich jedoch leicht
aus den Uberlegungen des néchsten Abschnitts ergeben (siehe Seite 131).

Satz 5.3.11 (Spektralsatz fiir euklidische Vektorrdume) Sei (V,(,)) ein euklidischer Vektor-
raum, und f ein selbstadjungierter Endomorphismus von V. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis,
die aus Eigenvektoren von f besteht.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n = dim(V'), wobei fiir n = 1 nichts zu zeigen ist.
Aufgrund von Feststellung 5.3.9 und Satz 5.3.10 gibt es einen Eigenvektor v € V' von f:

fuo=Xv mit A € R.
Wir diirfen (v, v) = 1 annehmen. Sei W = (v)* das orthogonale Komplement von v. Fiir jedes w € W
gilt

(fw,v) = (w, fv) = Mw,v) =0,
und also fw € W. Dies zeigt f(W) C W. Wir kénnen deshalb die Induktionsvoraussetzung auf
den euklidischen Raum (W, (, )) mit dem selbstadjungierten Endomorphismus f W anwenden, und

erhalten eine Orthonormalbasis wy, ... ,w,_1 von W der gewiinschten Art. Dann ist v, w1, ... ,wy_1
die gesuchte Orthonormalbasis von V. ]

Folgerung 5.3.12 Sei A eine reelle symmetrische nx n-Matrixz. Dann gibt es eine orthogonale Matriz
S € O(n) mit

ESAS = diag(Ai, ..., \n),
wobei A1, ..., A\, € R notwendig die Figenwerte von A sind.
Beweis: Wir versehen den R™ mit dem Standard-Skalarprodukt (z,y) = > x;y;. Die Matrix A ist
dann ein selbstadjungierter Endomorphismus auf diesem euklidischen Raum, und wir wéhlen eine
Orthonormalbasis vy, ... ,v, wie im Spektralsatz. Sei S die Matrix mit den Spalten v1,... ,v,. Da es

sich um eine Orthonormalbasis handelt, gilt SS = 1, d.h. S € O(n). Da jedes v; Eigenvektor fiir A
ist, gilt

AS = Sdiag(A1, ..., \n).

Nun beachte man nur noch *S = S—1. n

5.4 Hermitesche Formen
In diesem Abschnitt betrachten wir bilineare Abbildungen auf komplexen Vektorrdumen. Zunéchst sei
an die komplexe Konjugation
C—C, z=x4iyr—x—iy=:2 (x,y € R)
erinnert. Diese ist ein Ringhomomorphismus, d.h.

21+ 29 :21+Z27 Z122 22152.
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Definitionen

Sei jetzt V ein n-dimensionaler C-Vektorraum. Versieht man die abelsche Gruppe V mit der neuen
Skalarmultiplikation

a.v = av, acC,veV

(rechts steht die urspriingliche Skalarmultiplikation auf V'), so erhélt man den konjugiert komplexen
Vektorraum V; dieser ist ebenfalls ein n-dimensionaler C-Vektorraum. Anstatt Bilinearformen auf
V' zu untersuchen, erweist es sich als sinnvoller, bilineare Abbildungen

VxV—C

zu betrachten. Diese heiflen Sesquilinearformen, und kénnen in dquivalenter Weise auch wie folgt
definiert werden.

Definition 5.4.1 Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum. FEine Sesquilinearform?® auf V
ist eine Abbildung

B:VxV—C
mit den folgenden Eigenschaften:

i) [ ist linear in der ersten Variablen:

B(vr + v, w) = Bvr,w) + Bz, w),  Blav,w) = a f(v, w).
it) B ist semilinear in der zweiten Variablen:

Bv, wi +ws) = Bv,w1) + Bv,wa),  Blv,aw) = a (v, w).

Die Sesquilinearform (3 heifit eine hermitesche Form?, falls zusdtzlich

B(v,w) = B(w,v) fiir alle v,w €V
gilt.

Fiir eine hermitesche Form (3 ist §(v,v) offenbar immer eine reelle Zahl. Deshalb macht folgende
Definition Sinn.

Definition 5.4.2 Fine hermitesche Form 3 auf V heifit positiv definit, falls
B(v,v) >0 fir allev eV, v # 0.

Ein unitdrer Raum ist ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum V', versehen mit einer positiv defi-
niten hermiteschen Form (3.

3sesqui- (lat.): anderthalbfach
4CHARLES HERMITE, 1822-1901
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Fiir unitdre Rdume schreibt man die hermitesche Form gerne als

(v,w) = B(v, w),
und nennt sie ein Skalarprodukt auf V.

Beispiel: Der C" wird durch das Standard-Skalarprodukt
<£L’,y> = txg = Z:Ezgi (1' = t(xla s 7xn)7 Yy= t(yl, cee ayn))
i=1

zu einem unitaren Raum.

Klassifikation
Genau wie Bilinearformen lassen sich Sesquilinearformen durch Matrizen beschreiben: Die Struktur-
matrix der Sesquilinearform [ beziiglich der Basis v1,... ,v, ist B = B(v;,v;). Offenbar ist 8 genau

dann hermitesch, wenn
B="B.

Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen hermitesche Matrizen. Jede hermitesche Matrix definiert
eine hermitesche Form auf dem C™. Die Einheitsmatrix definiert das Standard-Skalarprodukt.

Wir haben gesehen (Seite 119), da8 fiir char(K) # 2 eine symmetrische Bilinearform (3 schon durch

die ihr zugeordnete quadratische Form q(v) = % B(v,v) bestimmt ist:

5o, w) = 5 (alv +w) — glo — w)). (5.20)

Ebenso ist eine hermitesche Form 3 durch die reellwertige Funktion g(v) = £3(v,v) bestimmt:

Blv,w) = %(q(v +w) — q(v —w) +ig(v + iw) —ig(v — zw)) (5.21)

Die Formeln (5.20) und (5.21) heilen auch Polarisationsformeln. Mit Hilfe von (5.21) beweist man
nun leicht das Analogon von Feststellung 5.2.11: Jede hermitesche Form besitzt eine Orthogonalbasis.
Genauer gilt die folgende hermitesche Version des Sylvesterschen Tréigheitssatzes 5.3.5.

Satz 5.4.3 Sei 3 eine nicht-ausgeartete hermitesche Form auf dem n-dimensionalen C-Vektorraum
V. Dann gibt es eine Basis von V', beziiglich derer die Matriz B von (8 die folgende Form hat:

B =diag(1,...,1,-1,...,-1) (r+s=mn).
—_—— ———

Die Zahlen r und s sind dabei eindeutig bestimmt.

Wir verzichten auf den Beweis, da er wie im reellen Fall erfolgt. Offenbar ist § genau dann positiv
definit, wenn s = 0 ist.

Man beachte den Unterschied zur Klassifikation der symmetrischen Bilinearformen auf komplexen
Vektorrdumen: Hier gibt es stets eine Orthonormalbasis (Feststellung 5.2.12).
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Unitire Gruppen

Sei ( eine hermitesche Form auf V. Ein Endomorphismus f € GL(V) heifit unitér, falls
B(fv, fw) = B(v,w) fiir alle v,w € V.

Die unitiren Endomorphismen bilden eine Untergruppe von GL(V'), die unitdre Gruppe
UWV,8)={f€GLV): B(fv, fw) = B(v,w) fiir alle v,w € V}

(manchmal einfach U(V)).

Feststellung 5.4.4 Sei B eine Basis von V', und B die Matriz von 3 beziiglich B. Sei f € GL(V)
und A die Matriz von f beziiglich der gleichen Basis B. Dann gilt:

feuv,p) = ‘ABA = B.
Beweis: Analog zu 5.2.8. (]

Durch Determinantenbildung ergibt sich aus dieser Aussage:
feuV,p) = |det(f)]=1.
Wir definieren noch die spezielle unitire Gruppe
SU(V,B) =U(V,8) N SL(V).
Wie im Abschnitt {iber orthogonale Gruppen auf Seite 122 sei
Ep,n =diag(l,...,1,—-1,...,-1), m,n € Np.
—_—— ——

m n

Sei By, die durch die Matrix E,, , auf dem C™*" definierte hermitesche Form. Die unitdre Gruppe
von B, », wird mit U(m,n) bezeichnet, also

U(m,n) = {A € GL(m +n,C) : "AE,, A= Ey,n},
und insbesondere
U(m) := U(m,0) = {A € GL(m,C) : 'Ad =1},

Diese unitidren Gruppen tragen als Teilmengen von M (n,C) eine natiirliche Topologie, und es lassen
sich ahnliche topologische Uberlegungen wie fiir orthogonale Gruppen anstellen; z.B. ist leicht zu sehen,
daB U(m) kompakt ist.

SchlieBllich geben wir noch eine explizite Beschreibung der speziellen unitiren Gruppen im Fall m+n =
2. Es gilt

SU(2) = {<_“b
SU(1,1):{(%2): a.beC, aa—bbzl}. (5.23)

Dies ist leicht nachzupriifen. Man vergleiche mit den Beschreibungen (5.16) und (5.17) der orthogo-
nalen Gruppen.

ISR~

):a,bec, aa+bb:1}, (5.22)
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Normale Operatoren auf unitiren Ridumen

Sei jetzt (V,(, )) ein unitdirer Raum. Zu einem beliebigen Endomorphismus f € End¢(V) ist die
Adjungierte f* € End¢ (V) der durch

(fv,w) = (v, frw) fiir alle v,w € V/

charakterisierte Endomorphismus (die Existenz und Eindeutigkeit kann man auf 5.2.7 zuriickfithren,
oder direkt einsehen). Da (, ) konjugiert-symmetrisch ist, ist die Rechts- gleich der Links-Adjungierten,
d.h. es gilt auch

(v, fw) = (f*v,w) fiir alle v,w € V.
Folgende Eigenschaften der Adjungierten priift man sofort nach:
(fit ) =f+13, (af)" =af", (fif) =Fff, =T

Wie in 5.3.9 sieht man: Ist vq,...,v, eine Orthonormalbasis von (, ), und ist A die Matrix von f
beziiglich dieser Basis, so ist

A* =4

die Matrix von f*. Man nennt A* die zu A adjungierte Matrix.

Definition 5.4.5 Der Endomorphismus f des unitiren Raumes (V,{, )) heifit
i) selbstadjungiert, falls f = f*,
i1) normal, falls ff* = f*f.

Offenbar ist jeder selbstadjungierte Endomorphismus normal. Es stellt sich heraus, daf fiir unitére
Réume die Normalitidt der wichtigere Begriff ist.

Feststellung 5.4.6 Sei f ein normaler Endomorphismus von V, und v € V ein Eigenvektor zum
Eigenwert A: fv = Av. Dann ist v auch Figenvektor zu f*, und zwar zum FEigenwert \:

v = .
Beweis: Aus der Normalitéit folgt sofort
(fu, fw) = (f*v, f*w) fiir alle v,w € V.
Setzt man insbesondere v = w, so folgt wegen der Positiv-Definitheit
fv=20 — ffo=0,
also ker(f) = ker(f*). Angewandt auf den ebenfalls normalen Endomorphismus f — Aid folgt
ker(f — \id) = ker((f — Aid)*) = ker(f* — Aid).

Dies ist die Behauptung. [
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Satz 5.4.7 (Spektralsatz fiir unitire Vektorrdume) Sei (V,(, )) ein unitirer Raum, und f ein
normaler Endomorphismus von V. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren von
f besteht.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 5.3.11 fithren wir Induktion nach n = dim(V'). Sei gleich n > 2. Da
C algebraisch abgeschlossen ist, besitzt f einen Eigenvektor v € V:

fo=>Xv mit A € C

(das charakteristische Polynom besitzt eine Nullstelle in C). Wir diirfen (v,v) = 1 annehmen. Sei
W = (v)* das orthogonale Komplement von v. Fiir jedes w € W gilt

(f*w,v) = (w, fv) = Mw,v) =0,
und also f*w € W. Dies zeigt f*(W) C W. Wegen Feststellung 5.4.6 gilt ferner fiir w € W

(fw,v) = (w, f*v) = Mw,v) =0,
und damit f(W) C W. Sowohl f als auch f* induzieren somit Endomorphismen von W, und man
kann die Induktionsvoraussetzung auf den unitédren Raum (W, (, )) anwenden. L]
Folgerung 5.4.8 Sei A € M(n,C) eine normale Matriz, d.h. AA* = A*A. Dann gibt es eine unitire
Matriz S € U(n) mit

S*AS = diag(A1, ... , An),

wobei A1, ..., A, € C notwendig die Figenwerte von A sind.

Der Beweis verlauft ganz dhnlich wie der von Folgerung 5.3.12. [

Folgerung 5.4.9 FEin selbstadjungierter Endomorphismus auf einem unitdren Raum ist diagonalisier-
bar, und alle Figenwerte sind reell.

Beweis: Ein selbstadjungierter Endomorphismus f ist normal, also folgt die Diagonalisierbarkeit aus
dem Spektralsatz. Ist A ein Eigenwert und v ein zugehoriger Eigenvektor, so gilt

Aw,v) = (fv,v) = (v, fv) = v, v),
und damit A = \. n

Angewandt auf das Standard-Skalarprodukt auf dem C™ besagt diese Folgerung: Jede selbstadjungierte
Matrix, d.h. jedes A € M(n,C) mit A = A*, ist diagonalisierbar, und alle Eigenwerte sind reell.

Schliefllich fiihren wir den Beweis von Satz 5.3.10: Eine reelle, symmetrische Matrix besitzt jedenfalls
einen komplexen Eigenwert, wenn man sie als Element von M (n,C) auffait. Als solches ist sie aber
selbstadjungiert, und der Eigenwert muf folglich reell sein. Nur diese Existenz eines reellen Eigenwertes
wurde im Beweis von Satz 5.3.11 benutzt. Die Aussage von 5.3.10 ist aber in der des Spektralsatzes
enthalten. n



132 KAPITEL 5. BILINEARFORMEN



Kapitel 6
Tensorprodukte

Zu zwei K-Vektorrdumen V und W kann man einen weiteren K-Vektorraum V ®W bilden, das Tensor-
produkt, welches durch eine gewisse universelle Eigenschaft charakterisiert ist. Tensorprodukte besitzen
zahlreiche Anwendungen, so z.B. in der Analysis auf Mannigfaltigkeiten, wo vielfache Tensorprodukte
von Tangentialrdumen und ihren Dualrdumen gebildet werden.

Nach den allgemeinen Grundlagen werden in den Abschnitten 6.2 und 6.3 die Zusammenhénge zwi-
schen Tensorprodukten und Multilinearformen erldutert. Als weitere Anwendung von Tensorprodukten
betrachten wir die Basiserweiterung, die aus einem K-Vektorraum einen L-Vektorraum macht, wobei
L ein groBlerer Korper als K ist. Ein Spezialfall davon ist die Komplexifizierung eines R-Vektorraumes
zu einem C-Vektorraum.

6.1 Grundlagen

Definition und universelle Eigenschaft

Sei K wieder ein beliebiger Korper, und V', W seien K-Vektorrdume, nicht notwendig endlich-dimen-
sional. Sei F' der K-Vektorraum aller Abbildungen V x W — K die fast iiberall (d.h., mit Ausnahme
endlich vieler Elemente) den Wert Null annehmen. Man darf sich F' als die Menge aller formaler
Ausdriicke der Form

Zai(vi,wi), a; €K, v; eV, w; eW (6.1)
i=1

vorstellen, die in natiirlicher Weise addiert und mit Skalaren multipliziert werden; das Element (6.1)
entspricht der Abbildung, die (v;,w;) auf a; abbildet. Offenbar bilden die Elemente von V' x W eine
Basis von F'. Man nennt F den freien Vektorraum in der Basis V x W.

Sei U der Untervektorraum von F', der von allen Elementen der Form

(v1 + va,w) — (v, w) — (vo,w), (av,w) — a(v,w), (6.2)

(v,w1 + we) — (v,w1) — (v, ws), (v, aw) — a(v, w) (6.3)

133
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aufgespannt wird (a € K, v,v1,v2 € V, w,wi,wy € W). Wir definieren das Tensorprodukt von V
und W als den Quotientenvektorraum

VeW:=F/U.
Das Bild des Elementes (v, w) € F unter der natiirlichen Projektion FF — V ® W wird mit
VR w

bezeichnet.

Feststellung 6.1.1 V und W seien beliebige K -Vektorrdume.

i) Jedes Element des Tensorprodukts V@ W besitzt eine Darstellung der Form

Z a;(v; ® w;)
i=1

(die jedoch keineswegs eindeutig ist).

it) In V@ W gelten die Rechenregeln

(v1 +v2) @W =v1 @W + vy ®w, (av) @ w = a(v @ w),
v® (w1 +w2) =vQws + v wa, v ® (aw) = a(v @ w).

Beweis: Die kanonische Projektion FF — V @ W ist surjektiv. Wendet man sie auf das allgemeine
Element (6.1) von F an, erhilt man i). Aussage ii) folgt, indem man die Projektion auf die Relationen
(6.2) und (6.3) anwendet, denn diese Relationen werden Null im Quotienten. L]

In Abschnitt 5.1 haben wir Bilinearformen V xW — K definiert. Ersetzt man K durch einen beliebigen
K-Vektorraum Y, so erhélt man den allgemeineren Begriff einer bilinearen Abbildung. Dies ist also
eine Abbildung

B: VW -—Y,
die in jeder der beiden Variablen linear ist. Die Menge aller dieser Abbildungen sei mit
Bilg(V x W, Y)
bezeichnet. Diese ist selbst in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum. Das Tensorprodukt V @ W,

zusammen mit der natiirlichen Abbildung VxW — VW, (v, w) — v®w, besitzt folgende ,,universelle
Eigenschaft*:

Feststellung 6.1.2 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts) Zu jeder bilinearen Abbil-
dung B : V. xW — Y gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V ® W — Y, die das folgende
Diagramm kommutativ macht:
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Vxw —L~ vy

Veow

Beweis: Wenn F wieder den freien Vektorraum in der Basis V x W bezeichnet, so definieren wir
zunichst eine lineare Abbildung

Y F—Y,
Zai(’l}i,wi) — Zaiﬁ(vi,wi)-

Es ist eine unmittelbare Konsequenz der Bilinearitit von (3, dal ¢ die Ausdriicke der Form (6.2) und
(6.3) auf Null abbildet. Mit anderen Worten, der von diesen Elementen erzeugte Untervektorraum
U liegt im Kern von ¢. Aufgrund des Homomorphiesatzes 1.5.7 induziert ¢ daher eine (ebenfalls so
genannte) lineare Abbildung

0: VW =F/U—Y.
Offenbar gilt
(v @w) = B(v,w) firallev eV, we W,

d.h. obiges Diagramm ist kommutativ. Ferner kann es nur eine Abbildung mit dieser Eigenschaft
geben, denn eine lineare Abbildung auf V ® W ist wegen Feststellung 6.1.1 i) durch ihre Werte auf
den Elementen v ® w festgelegt. [

Einige Isomorphismen

Feststellung 6.1.3 Seien U, V., W Vektorrdume tber dem Kérper K. Dann gibt es natirliche Iso-
morphismen

i) VK ~V.
i) VoaW~WeV.
) U@ (VW)U V) W.
Beweis: Alle drei Aussagen werden mit Hilfe der universellen Eigenschaft 6.1.2 bewiesen.
i) Die Abbildung

VxK-—YV,

(v, a) — av,
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ist bilinear. Aufgrund der universellen Eigenschaft gibt es daher eine lineare Abbildung ¢ : VR K — V
mit

o(v®a) = av.

Eine Umkehrabbildung zu ¢ ist durch v — v ® 1 gegeben. Also ist ¢ ein Isomorphismus.
ii) Die Abbildung

VW -—WaV,

(v, W) — w R v,
ist bilinear, und die universelle Eigenschaft liefert eine lineare Abbildung ¢ : V@ W — W ® V mit
Plv@w)=w®o.

Ebenso konstruiert man eine Umkehrabbildung zu ¢.

iii) Bei festem u € U betrachte man die Abbildung

VXW—UV)W,

(v,w) — (LR V) ®w.

Aufgrund von 6.1.1 ii) ist sie bilinear. Wegen der universellen Eigenschaft gibt es daher eine lineare
Abbildung ¢, : VW — (U® V) ® W mit der Eigenschaft

u(v@w) = (U V) w.
Man priift nun leicht nach, dafy die Abbildung
Ux(VeW)— UeV)aW,
(u, ) — pu (),
bilinear ist. Erneutes Ausnutzen der universellen Eigenschaft liefert deshalb eine lineare Abbildung
p: U(VeW)— UV)eW
mit der Eigenschaft
P (v e w) = (U V)G w.
Auf die gleiche Weise konstruiert man eine Umkehrabbildung zu ¢. Also ist ¢ ein Isomorphismus. =

Aufgrund der Aussage iii) in dieser Feststellung diirfen die Klammern bei mehrfachen Tensorprodukten
weggelassen werden. Insbesondere definieren wir

Ver =V ...V (n Faktoren).

Bemerkung 6.1.4 Das Tensorprodukt 148t sich allgemeiner fiir Moduln iiber kommutativen Ringen
definieren. In der Tat kann dies wortlich wie oben geschehen, da wir bisher nur die Ringeigenschaften
des Korpers K ausgenutzt haben. Das dndert sich im folgenden.
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Tensorprodukt und Basis
Feststellung 6.1.5 Sei (v;);es eine Basis von V', und (w;) ey eine Basis von W. Dann ist
(vi ® wy)ier, jes

eine Basis von V @ W.

Beweis: Sei v @ w € V ® W. Driickt man v in der Basis (v;) und w in der Basis (w;) aus, so erhélt
man nach ,ausmultiplizieren® eine Linearkombination der Vektoren v; ® w;. Nach Feststellung 6.1.1 i)
bilden diese Vektoren also jedenfalls ein Erzeugendensystem von V ® W. Wir zeigen jetzt die lineare
Unabhéngigkeit der v; ® w;. Sei dazu

Z Q5 Vg ® w; = 0 (64)
‘7j

eine Linearkombination (nur endlich viele a;; sind ungleich Null). Sei ip € I und jy € J fest. Sei
B:V xW — K die bilineare Abbildung mit 5(v;,,w;,) = 1 und B(v;, w;) = 0 fiir alle (4, 5) # (40, jo)
(Bemerkung 5.1.2). Sei ¢ die gemifl Feststellung 6.1.2 zu § korrespondierende lineare Abbildung
VoW — K. Es gilt

1, falls (i) = (io, o),
p(vi © w;) { 0, falls (4, ) # (o, jo)-

Anwenden von ¢ auf die Gleichung (6.4) liefert daher a;, j, = 0. So zeigt man, daf} alle Koeffizienten
verschwinden. (]

Folgerung 6.1.6 V @ W ist genau dann endlich-dimensional, wenn V und W es sind, und in diesem
Fall gilt

dim(V @ W) = dim(V) dim(W).

Folgerung 6.1.7 Sind V und W endlich-dimensionale K -Vektorrdume, so gibt es einen Isomorphis-
mus

p: V'@W — Homg (V,W)
mit der Figenschaft
o(f @w)(v) = flv)w fir alle fe V', we W, veV.

(V* ist der Dualraum von V).

Beweis: Die Existenz von ¢ folgt, indem man die universelle Eigenschaft auf die bilineare Abbildung
V* x W — Hom(V, W) anwendet, die (f,w) auf den Homomorphismus

Lf,w: VHW,

v— f(v)w
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abbildet. Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und (wy,... ,w,,) eine Basis von W. Sei (f1,..., fn) die
zu (v1,...,v,) duale Basis. Wir behaupten, daf§ die Elemente L;; := (f; ® w;) linear unabhéingig
sind. In der Tat, sei

Z aij LU = O
i,
mit ¢;; € K. Fiir festes i¢ ist dann insbesondere
0= aij Lij(vig) = ) aij fiviJwj = ) _ aig; w;.
5, 4,J J

Da die wj; linear unabhéngig sind, folgt a;,; = 0 fiir alle j. Also sind alle Koeffizienten null, und wir ha-
ben die lineare Unabhéngigkeit der L;; gezeigt. Das Bild von ¢ ist also mindestens (mn)-dimensional.
Da beide Rdume V* @ W und Homg (V, W) die Dimension mn haben, ist ¢ ein Isomorphismus. =

Funktoreigenschaften

Feststellung 6.1.8 Sind f1 : Vi — W1 und fo : Vo — Wy lineare Abbildungen, so induzieren diese
eine lineare Abbildung

H®f2: VI@Ve— W@ W,
mit der Eigenschaft

(1 ® f2)(v1 ®w2) = fi(v1) ® fa(va).

Beweis: Dies folgt wieder aus der universellen Eigenschaft; man startet mit der bilinearen Abbildung
(v1,v2) = fi(v1) ® fa(vz). n

Im speziellen Fall V, = Wy =V und fy = idy schreibt man auch f; ® V anstatt f; ® idy .

Feststellung 6.1.9 Sei
f g
W1 — W2 — W3

eine exakte Sequenz linearer Abbildungen, und V ein weiterer K-Vektorraum. Dann ist auch die
Sequenz

weV I w,ev e weov

exakt.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, daf im(f ® V) C ker(g ® V). Sei umgekehrt > w; ® v; € ker(¢ @ V),
d.h.

> g(w) @v; = 0. (6.5)
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Wir diirfen annehmen, daf die v; € V Elemente einer Basis von V sind (Feststellung 6.1.5). Sei ()\;)
die dazu duale Basis von V*. Wendet man idw, ® A; : W3V — W3 @ K ~ W3 auf (6.5) an, so
erhélt man

g(w;) =0.
Wegen der Exaktheit der Ausgangssequenz gibt es dann w}, € Wi mit f(w}) = w;. Das Element
> wi ® v; wird also unter f @ V' auf Y w; ® v; abgebildet. L]

Bemerkung 6.1.10 Sei V ein fest gewihlter K-Vektorraum. Die Operation _ ® V' definiert dann
einen Funktor von der Kategorie Veck nach Vecg, siehe Anhang B.2. Feststellung 6.1.9 driickt
die sogenannte Fzaktheit dieses Funktors aus. Fiir allgemeine Moduln iiber Ringen gilt keine solche
Aussage.

6.2 Multilinearformen

Alle Vektorraume in diesem Abschnitt sind endlich-dimensional.

Symmetrisierung und Antisymmetrisierung

Wir betrachten das k-fache Tensorprodukt V®F eines K-Vektorraumes V. Die symmetrische Gruppe
Sy operiert auf V®* durch Permutation der Komponenten. Genauer: Zu jedem o € Sy gibt es eine
lineare Abbildung V®* — V®k ebenfalls mit o bezeichnet, die durch

U(U1®~~~®Uk):UU(1)®~--®UU(k)

gekennzeichnet ist (dies erkennt man mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts). Dem
neutralen Element e € S; wird dabei die Identitéit auf V' zugeordnet. Offenbar gilt

(o7)(x) = o(7(x)) fiir alle z € V&,

und wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus
Sk — GL(V®*).

Ein Vektor x € V®F heifit symmetrisch (bzw. antisymmetrisch), falls
olz) ==z (bzw. o(x) =sgn(o)o(x)) fiir alle o € Sp.

Fiir einen Vektor z € V®* definieren wir seine Symmetrisierung

Tgym ‘= Z o(x),

oESk

sowie seine Antisymmetrisierung

Talt = Z sgn(o) o(x).

oESy
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Dies definiert Endomorphismen
sym: V& ., yek und alt : VOF — VO,

Das Bild von sym (bzw. alt) besteht aus symmetrischen (bzw. antisymmetrischen) Vektoren. Wir
betrachten die Untervektorrdume

I" .= (x —o(z): € VOF),
I"=(n®..Qu : vy= v; fiir irgendwelche i # j) (6.7)
von V®*: dies sind die k-graduierten Anteile der definierenden Ideale fiir die symmetrische Algebra

bzw. die alternierende Algebra von V, siehe (6.15) und (6.16) im nichsten Abschnitt. Wir definieren
ferner

SkV .= v®Fk/Ik, NV = Vvek/ Ik,

dies sind die k-graduierten Anteile der symmetrischen bzw. alternierenden Algebra von V, die im
nichsten Abschnitt definiert wird. Wie man sich leicht iiberlegt, gilt im Falle char(K) # 2

I = (sgn(o)z — o(x) : x € V&F), (6.8)

in Analogie zu (6.6); vgl. auch Feststellung 3.3.2.

Feststellung 6.2.1 Im Falle char(K) = 0 gilt
ker(sym) = I*, ker(alt) = I*
sowie
VEE = (VE)gm @ I7 = (V)an & I
Folglich ist
SFV =~ (V) gym und AV = (VEF)

als K-Vektorrdume.
Beweis: Es ist klar, daB8 I¥ C ker(sym) und I* C ker(alt). Ferner gilt

ke — 2gym = Z (x —o(x)) € IF, kEle —xq = Z (z —sgn(o)o(x)) € IF,
gESy €Sy,

und daher VO = (V&k) o+ Tk = (V®F),); + I¥. Daraus folgen bereits die ersten Aussagen. Die
letzten sind dann klar nach Definition von S*V baw. A" V. L]
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Einige Paarungen

Unter einer Paarung zweier endlich-dimensionaler K-Vektorraume V, W versteht man eine in beiden
Variablen nicht-ausgeartete Bilinearform

(,): VxW—K. (6.9)

Die Abbildung V' — W*, die einem v € V die Linearform w — (v, w) zuordnet, ist wegen der Nicht-
Ausgeartetheit injektiv. Ebenso bekommt man eine injektive lineare Abbildung W — V*. Also haben
V und W die gleiche Dimension, und wir haben sogar Isomorphismen

VL W, /et Vel

Kurz gesagt: Eine Paarung zwischen zwei endlich-dimensionalen Vektorrdumen induziert immer Iso-
morphismen zwischen einem dieser Vektorrdume und dem Dualraum des anderen.

Ist die Paarung (6.9) gegeben, und ein Untervektorraum U von V, so bezeichnen wir mit
Ut ={weW: (u,w) =0 firr alle u € U}
das orthogonale Komplement von U. Die urspriingliche Paarung induziert dann eine neue Paarung
Ux W/ Ut — K, (6.10)
und somit einen Isomorphismus
U= (W/ut)~.
Feststellung 6.2.2 Se:i V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Fir jedes k € N haben wir dann
eine Paarung
(,): (V9B VO K (6.11)
charakterisiert durch
MO...0 N, 11 ®...QvE) = A (v1) - .- Ap(vp).
Folglich ist (V*)®F ~ (V®k)* Ferner gilt
(oX, ox) = (A, z) fir alle X € (V¥)®k 2 e VEk o€ S (6.12)

Beweis: Sei vi,...,v, eine Basis von V, und Ay, ..., A, die dazu duale Basis von V*. Dann definiert
die Vorschrift

<)\i1 X ... ®)‘ik> Vj, ®...®’Ujk> = )‘il(vjl) e )‘ik(vjk) (613)

wegen 6.1.5 und Bemerkung 5.1.2 eine Bilinearform (V*)®* x V®K — K. Der Ausdruck auf der
rechten Seite von (6.13) ist 1, falls iy = j1,...,ix = jk, und O sonst. Dieses benutzend priift man
leicht nach, dafl die Bilinearform in beiden Variablen nicht ausgeartet ist.

Eigenschaft (6.12) braucht man nur auf den Basiselementen nachzupriifen, und dort ist sie offensicht-
lich. n
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Folgerung 6.2.3 Die Paarung (6.11) induziert Paarungen
(VHEE x VR /IF — K, (VHEEx VO /IE — K,

sym

wobei wir im alternierenden Fall char(K) # 2 voraussetzen. Im Falle char(K) = 0 ist folglich
SH (V) = (s"V)”, NV = NV

Beweis: Wir beweisen nur die ,symmetrischen“ Aussagen; der alternierende Fall geht analog. Fiir
die erste Behauptung ist zu zeigen, dafl das orthogonale Komplement von (V*)g’fn gleich I* ist, vgl.
(6.10). Dies folgt aus (6.12):

A symmetrisch <= oA =\ fur alle o € S,

—  (\oz)=(\z) firalleo e S, z eV,
— (MNozx—z)=0 fiir alle 0 € S, = € V&,
= (\IM=o.
Der Isomorphismus S*(V*) ~ (S¥V)* ergibt sich nun mit Hilfe von Feststellung 6.2.1:
SP(V*) = (V)G = (VEN) /1) = (S*V)™.

sym —

Universelle Eigenschaften
Eine Multilinearform vom Grade k auf V ist eine Abbildung
vk S K,

die in jeder Variablen linear ist, siehe Definition 3.3.1. Etwas allgemeiner als Multilinearformen be-
trachten wir multilineare Abbildungen, d.h. Abbildungen

p:Vx...xV-—Y,

die in jeder Variablen linear sind; hierbei ist Y ein beliebiger K-Vektorraum. Die multilineare Abbil-
dung p heifit symmetrisch, falls

(UL, Uk) = (Va(1)s - - 5 Vo (k) fiir alle o € Sk.
Sie heifit alternierend, falls

w(vy, ... ,u5) =0 wann immer v; = v; fiir irgendwelche ¢ # j.
Im Falle char(K) = 0 ist das Alternieren dquivalent mit

(v, o) = 8gn(0) (Ve (rys - - - 5 Vo(k)) fir alle o € Sk.

Als Symbole fiir den Vektorraum der (symmetrischen, alternierenden) multilinearen Abbildungen
V* — Y verwenden wir

Mult® (V, Y) bzw. Sym"(V,Y) bzw. Alt*(V,v).

Es gelten nun die folgenden universellen Eigenschaften.
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Feststellung 6.2.4 Seien V und Y endlich-dimensionale K -Vektorrdume.

i) Zu jeder multilinearen Abbildung i : V¥ — Y gibt es genau eine lineare Abbildung p : V¥ — Y,
die das folgende Diagramm kommutativ macht:

vk —t—y

V®k

Folglich ist
Mult®(V,Y) ~ Hom(V®* V) ~ (VEF)* @ V.

ii) Zu jeder symmetrischen multilinearen Abbildung ju: V¥ — Y gibt es genau eine lineare Abbildung

©: SFV — Y, die das folgende Diagramm kommutativ macht:

Vk_L,Y

SkV

(die vertikale Abbildung ist die Komposition V* — V&k — S*kV ) Folglich ist
Sym"*(V,Y) ~ Hom(S*V,Y) ~ (S*V)* @ Y.

iii) Zu jeder alternierenden multilinearen Abbildung p: VF — Y gibt es genau eine lineare Abbildung

@ /\k V =Y, die das folgende Diagramm kommutativ macht:

vk —t—y

%
(die vertikale Abbildung ist die Komposition V¥ — V&F — /\k V). Folglich ist
A*(V,Y) ~ Hom(A* V,Y) ~ (A" V)* o Y.

Beweis: Dies sind nunmehr Standard-Argumente; im wesentlichen nutzt man wiederholt die univer-
selle Eigenschaft 6.1.2 aus. Auflerdem beachte man Feststellung 6.1.7. [

Unter Beachtung von 6.2.1, 6.2.2 und 6.2.3 erh&lt man:
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Folgerung 6.2.5 Es gilt Mult”(V) ~ (V*)®*. Fiir char(K) = 0 gilt zusitzlich
Sym*(V) = (V)5 = SH(V7),
ABF(V) = (VFE = AT (V7).

Explizit: Das Element \; ® ... ® A\, € (V*)®% entspricht der Multilinearform
(V1 .v ) — A1(v1) <o Ag(vp)-

Symmetrische (bzw. antisymmetrische) Elemente von (V*)®% entsprechen symmetrischen (bzw. anti-
symmetrischen) Multilinearformen.

Das Bild des Elementes v1 ® ... ® vi, € V®F unter der Projektion
L e

wird mit v1 A ... A v bezeichnet. Explizit entspricht das Element
M A AXNE NV

dann der folgenden alternierenden Multilinearform auf V: Zunéchst antisymmetrisiert man und erhélt
das Element

Z sgn(0) Ag(1) ® ... ® Ag(i) € vk,

gESK

Die entsprechende Multilinearform g auf V' ist dann gegeben durch

wlvy, ... ) = Z sgn (o) Ao(1) (V1) - -+ Ag(r) (Vk)
€Sy

= Z sgn(0) A1 (Vo(1y) - -+ Ak (Vo)) (6.14)

oESk
7Z.B. entspricht Ay A Ay € /\2 V der alternierenden Multilinearform

p(v1,v2) = A1(v1)A2(v2) — A2 (v1) A1 (v2).

6.3 Die Tensoralgebra

Graduierte Algebren

Definition 6.3.1 FEine K-Algebra A (siehe Definition 1.3.14) heifit graduiert, wenn sie sich als
direkte Summe

A=A,
n=0
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von Vektorrdumen A, schreiben lGft, so daff die Multiplikation auf A fir jedes m,n eine bilineare
Abbildung

Am X An — Aern

induziert. Fin Element von A, heifit homogen vom Grad n, und A, heifit auch der n-graduierte
Anteil von A.

In einer graduierten Algebra A ist das Produkt eines Elementes vom Grad m mit einem Element vom
Grad n also vom Grad m + n. Elemente, die nicht in einem A,, liegen, bekommen keinen Grad. Der
0-graduierte Anteil Ag ist offenbar selbst eine K-Algebra, wihrend A, fiir n > 1 kein Ring ist.

Beispiele: 1. Die Polynomalgebra K[X] ist eine graduierte Algebra. Hier ist K[X],, = KX™ eindi-
mensional.

2. Allgemeiner ist die Polynomalgebra in n Variablen K [X1,...,X,] eine graduierte Algebra. Der
k-graduierte Anteil wird von allen Monomen X7' - ...« X!» mit iy + ...+ i, = k aufgespannt.

Ein Homomorphismus von graduierten K-Algebren f : A — B heifit graduiert, falls f(A,,) C B,, falls
also homogene Elemente vom Grad n auf ebensolche abgebildet werden. Die graduierten K-Algebren,
zusammen mit den graduierten Homomorphismen, bilden eine Kategorie, siehe Anhang B.1.

Die Tensoralgebra
Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Wir definieren
Vel = K, vel.=v, Vet =Vg®...QV,
N————
n-mal

und betrachten den Vektorraum

TV = é yen,
n=0

Auf TV 148t sich wie folgt eine Multiplikation definieren. Unter Ausnutzung der universellen Eigen-
schaft des Tensorprodukts sieht man leicht, dafl es eine lineare Abbildung

Pmpn 1 VET Q VO — YO
mit
/

P(MN®..0UL) QW ®...0V))=11®...0U, QU] ®...Q v,

gibt. ©mn(x,y) ist bereits das Produkt der speziellen Elemente x € V®™ und y € V™ in TV.
Beliebige Elemente z,y € TV werden multipliziert, indem man sie in ihre homogenen Anteile zerlegt,

r=x0+ 21+ ...+ Ty, Y=Y tyr+...+Yn, acz-,yiev'@i7

und ,,ausmultipliziert*, also

LY = Z%,j(a?i,yj)-

4,9
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Feststellung und Definition 6.3.2 Der Vektorraum TV wird mit der oben definierten Multiplika-
tion zu einer graduierten K-Algebra. Sie heifst die Tensoralgebra von V.

Beweis: Dies ist leicht nachzupriifen. ]

Bemerkung 6.3.3 Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so induziert f lineare Abbildungen
Ven - W die sich zu einer Abbildung

Tf: TV —TW

zusammensetzen. Man sieht leicht, dafi T f sogar ein Homomorphismus von graduierten K-Algebren
ist. Auf diese Weise erhélt man einen Funktor von Vecy in die Kategorie der graduierten K-Algebren
(siehe Anhang B.2).

Ideale und Quotienten

Wir wollen gewisse Quotienten der Tensoralgebra bilden. Damit ein Quotient A/I einer Algebra 4
wieder eine Algebra ist, mufl der Untervektorraum I ein Ideal sein:

Definition 6.3.4 Sei I ein Untervektorraum der K-Algebra A. Dann heifit I ein Ideal, falls
ar €1 wund za€l firalleae A, x €l

(man vergleiche mit Definition 4.1.7 fiir einen kommutativen Ring).

Feststellung 6.3.5 Ist A ein K-Algebra und I C A ein Ideal, so ist der Quotientenvektorraum A/I
in natirlicher Weise wieder eine K-Algebra, und die Projektion A — A/I ist ein Homomorphismus
von K-Algebren.

Beweis: Sei a das Bild von a € A unter der Projektion. Wir definieren das Produkt von @ und b als

a-b:=ab.

Unter Ausnutzung der Idealeigenschaften priift man zunéchst nach, daf§ dies wohldefiniert ist. Alles
andere folgt dann sehr schnell. L]

Ist speziell A eine graduierte Algebra, so benotigt man eine Zusatzbedingung an I, damit die Quoti-
entenalgebra A/I wieder graduiert ist:

Feststellung und Definition 6.3.6 Sei A = @@ A,, eine graduierte K-Algebra. FEin Ideal I C A
heift graduiert, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt sind:
i) I=@UINA,).

n=0

it) I wird von homogenen Elementen erzeugt (als Ideal).



6.3. DIE TENSORALGEBRA 147

Beweis: i) = ii) ist klar. Fiir ii) = i) beachte man zunéchst, daf} die Inklusion

I>EUINA,)
trivialerweise immer erfiillt ist. Ist € I, so l&8t sich  nach Voraussetzung als
T=a1x1b1 + ...+ apz,by mit a;,b; € A und homogenen x; € I

schreiben. Jedes a; (bzw. b;) ist ferner eine Summe homogener Elemente a;; (bzw. b;). Insgesamt ist
dann z = Zij & GijTibiy, wobei der Summand a;;x;b;;, sowohl homogen als auch ein Element von I
ist. Dies zeigt die umgekehrte Inklusion. ]

Ist I ein graduiertes Ideal der graduierten Algebra A = @ A, so ist offenbar

A/l = éAn/(I NA).

n=0

Die Quotientenalgebra besitzt also wieder eine Zerlegung als direkte Summe, und es ist schnell zu
sehen, da§ dadurch A/ in der Tat selbst zu einer graduierten K-Algebra wird.

Die symmetrische Algebra

Wir betrachten wieder die Tensoralgebra TV des K-Vektorraumes V. Sei I, C TV der Untervektor-
raum, der von den Elementen

V1@ ... 0V —Vs1) @ ... Vg(k) (615)

aufgespannt wird, wobei o € Sy irgendeine Permutation ist. Es ist klar, dafl I sogar ein Ideal in TV
ist, und zwar ein graduiertes Ideal, da die Elemente (6.15) homogen sind. Offenbar ist

Is = élfa
k=0

wobei wir I¥ bereits in (6.6) definiert hatten.

Definition 6.3.7 Die graduierte K-Algebra SV := TV/I, heifit die symmetrische Algebra des
K -Vektorraumes V.

Feststellung 6.3.8 Die K-Algebra SV ist kommutativ. Ist V' endlich-dimensional und vy,... v,
eine Basis von V, so ist SV isomorph zum Polynomring tiber K in n Variablen:

SV = K[Xy,...,X,],

(o <—>Xi.

Beweis: Das Ideal I, von TV war gerade so definiert, dal der Quotient SV kommutativ ist. Zur
zweiten Behauptung: Unter Benutzung der universellen Eigenschaft 6.1.2 konstruiert man zunéchst
eine lineare Abbildung

p: TV — K[Xq,...,X,]
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(p(vt1®®vzk):XL1th

Die Elemente (6.15) liegen wegen der Kommutativitit des Polynomrings im Kern von ¢. Deshalb
induziert ¢ eine (ebenfalls so genannte) lineare Abbildung

p: SV — K[Xy,...,X,]
mit p(v;) = X;. Aufgrund der Definition der Multiplikation im Ring SV ist klar, dafl ¢ ein Ho-
momorphismus von K-Algebren ist. Aber man kann leicht eine Umkehrabbildung zu ¢ angeben.

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Polynomrings (vgl. 4.1.3) gibt es ndmlich einen K-Algebren-
Homomorphismus K[X7,...,X,] — SV, der X; auf v; abbildet. [

Die alternierende Algebra

Sei I, C TV der Untervektorraum, der von Elementen der Form
V1 Q... QU mit v; = v; fiir irgendwelche i # j (6.16)

aufgespannt wird. Offensichtlich ist I, sogar ein Ideal in TV, und zwar ein graduiertes Ideal. Es gilt

oo
I, = @ IF
k=0
mit I¥ wie in (6.7).
Definition 6.3.9 Die graduierte K-Algebra AV := TV/I, heifit die alternierende Algebra des
K -Vektorraumes V .
Das Bild des Elementes v1 ® ... ® v, € TV im Quotienten A V wird mit
L ANVAN jX

bezeichnet. Wendet man auf die Gleichung (v +w)® (v+w) =v@v+wRw+ v w+w @ v die
Projektion TV — AV an, so erhilt man

VAW =—wAV fiir alle v,w € V. (6.17)
Daraus gewinnt man die allgemeinere Relation
VLA AV =880(0) V(1) Ao A Vg (i) (6.18)

fiir alle Permutationen o € Si; man vergleiche mit der definierenden Relation (6.15) fiir die symme-
trische Algebra.
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Satz 6.3.10 Sei vy,...,v, eine Basis von V. Die Vektoren
Vi, Ao A, mitl<ig <...<ip<n (6.19)

bilden eine Basis des k-graduierten Anteils N*V von \V. Insbesondere ist NV =0 fiir k > n. Es
gilt

dim(A\"V) = (Z) dim(A\ V) = 2",

Beweis: Der k-graduierte Anteil V®* von TV besitzt nach Feststellung 6.1.5 die Basis
Vi, Q... Qv;, i17...,ik€{1,...,n}. (620)

Der k-graduierte Anteil von /A V wird deshalb von den Bildern v;, A...Awv;, dieser Vektoren unter der
Projektion aufgespannt. Wegen (6.18) geniigen dazu aber bereits die Vektoren (6.19) (ist & > n, so
188t es sich nicht vermeiden, daf} zwei der v;; gleich sind, und folglich sind alle Vektoren v;; A... Awv;,
null).

Wir zeigen als néchstes, dafl das Element
T=0®...0v, € V" (6.21)

nicht in dem definierenden Ideal I, fiir die alternierende Algebra liegt. Angenommen, dies wéare doch
der Fall. Dann ist « eine Linearkombination von Elementen der Form v} ® ... ® v}, in denen zwei der
v} gleich sind. Wegen (6.18) diirfen wir annehmen, dafl jeweils v} und v} gleich sind. Somit wire
invariant unter dem Isomorphismus von V®", der die ersten beiden Komponenten vertauscht. Dies ist
aber offenbar nicht richtig.

Aus dem bisherigen folgt, dafl das Element vy A ... A v, nicht Null ist und den Raum A" V aufspannt.
Dies ist die Behauptung fiir £ = n. Es bleibt der Fall £ < n zu behandeln. Sei

Z @iy, yig Vig N ee e N Vg = 0 (622)

i1 <. <l

eine Linearkombination der Vektoren (6.19), die Null darstellt. Wir wihlen j; < ... < jj fest. Sei
{jk+1s--- ,Jn} das Komplement von {ji,...,jx} in der Menge {1,...,n}. Multipliziert man die
Gleichung (6.22) (in der Algebra A V) mit v, , A... Awvj , so iiberlebt nur ein Term, némlich

ajh_“’jk?]jl/\.../\Ujk/\vijrl /\.../\an =0.

Aber vj, A...Avj, ist nur eine Umordnung von v; A ... A vy, und wir haben eben gesehen, daf} dieses
Element nicht null ist. Es folgt aj,, .. j, = 0. Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit der Elemente
(6.19).

Die Behauptung iiber die Dimensionen ergibt sich jetzt einfach aus der kombinatorischen Bedeutung
der Binomialkoeffizienten, vgl. Bemerkung 3.3.5. =

Bemerkung 6.3.11 Insbesondere ist A" V eindimensional, falls dim(V') = n. Aus Feststellung 6.2.4
i) folgt dann, dafl es bis auf skalare Vielfache nur eine nicht-triviale alternierende n-Form auf V' gibt.
Damit haben wir erneut Satz 3.2.3 iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Determinante bewiesen.
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Wir setzen jetzt char(K) = 0 voraus, und betrachten A(V*), wobei V* der Dualraum von V ist. Der
k-graduierte Anteil

NE(Ve) = (V)=

ist nach Feststellung 6.2.4 isomorph zum Raum aller alternierenden Multilinearformen vom Grade k
auf V. Die Algebrastruktur auf A(V*) macht es daher moglich, eine k-Form mit einer I-Form zu einer
(k + 1)-Form zu multiplizieren. Explizit: Sei

A=A A...AM € NV, N=Aes1 A A X € N(VH).

Gleichung (6.14) beschreibt die entsprechenden Multilinearformen. Das Produkt A A n entspricht nach
derselben Gleichung der Multilinearform

AAD (1, o)) = Y 580(0) M(Vo(1) < - Ayt (Vo (ran))

c€Sk41

_ﬁ Z Z Z sgn(o) sgn(m ) sgn(m)

T1E€ESE T2€S; 0€SK 11

M Vo(r 1)) o Ak Vo(ry (1)) * Akt 1 (Vo (lpra (1)) - -+ Mkl (Vo (ke (1))
1
=0 > sgn(0) Moty - Vo) MVs(a1)s - - Va(irn))- (6.23)

T 0€ESk1

Diese Formel findet man oft in Biichern iiber Analysis auf Mannigfaltigkeiten; dort ist V' der Tangen-
tialraum an einem Punkt einer Mannigfaltigkeit, und (6.23) wird zur Definition des ,Dachproduktes
zweier Differentialformen benutzt.

6.4 Basiserweiterung

Definition und grundlegende Eigenschaften

Wir nehmen an, der Grundkérper K sei in einem weiteren Korper L enthalten: K C L. In diesem
Fall spricht man von einer Kérpererweiterung und schreibt L/K (dies ist kein Quotient, sondern
soll nur andeuten, dafl L iiber K liegt). Der groBere Korper L ist dann offenbar ein Vektorraum iiber
K. Man nennt die Dimension des K-Vektorraumes L den Grad der Korpererweiterung, und schreibt

L : K] = dimg (L).

Im Fall [L : K] < oo spricht man von einer endlichen Koérpererweiterung, ansonsten von einer
unendlichen.

Beispiel: 1. C/R ist eine Kérpererweiterung vom Grad 2; eine Basis des R-Vektorraumes C ist {1,4}.

2. R/Q ist eine Korpererweiterung unendlichen Grades.

Ist eine Korpererweiterung L/K gegeben, so ermdoglicht es das Tensorprodukt, K-Vektorrdume zu
L-Vektorrdumen zu machen:
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Feststellung und Definition 6.4.1 Sei L/K eine Korpererweiterung, und V' ein beliebiger K - Vek-
torraum. Das Tensorprodukt

Vi =V gL

der K-Vektorrdume V und L ist dann in natirlicher Weise ein L-Vektorraum. Die Skalarmultiplika-
tion ist durch

a.(v®b) =v® (ab) (a,be L, veV)

charakterisiert. Man sagt, Vi, entsteht aus V durch Basiserweiterung mit L.

Beweis: Bei festem a € L ist die Abbildung V x L — Vi, (v,b) — v ® (ab) K-bilinear. Aufgrund der
universellen Eigenschaft 6.1.2 gibt es eine lineare Abbildung ¢, : Vi — Vi mit ¢,(v ® b) = v @ (ab).
Man priift dann leicht nach, dal die Abbildung

LxV, — Vg, (a,z) — @q(z)
eine Skalarmultiplikation definiert, durch die V7, zu einem L-Vektorraum wird. [
Feststellung 6.4.2 Ist (v;);er eine K-Basis vonV, so ist (v;®1);¢c5 eine L-Basis von V. Insbesonde-

re gilt: V ist genau dann ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum, wenn Vi, ein endlich-dimensionaler
L-Vektorraum ist, und in diesem Fall ist

dlIIlK(V) = dlmL(VL)

Beweis: Ein beliebiges v € V 148t sich als Linearkombination Y a;v; mit a; € K schreiben. Das
Element v ® b € V, 1d88t sich daher schreiben als

v@b=() av)®b=> ((aw;) ®b) =Y v; @ (a;b) = > (a;b).(v; ®1).

Die Elemente v; ® 1 spannen daher V7, auf. Um deren lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, sei \; € V*
die Linearform mit A;(v;) = d;;. Auf eine Linearkombination

wende man die lineare Abbildung A\; ® id;, : V® L — K ® L ~ L an; dies liefert b; = 0. [

Die Abbildung v — v ® 1 € Vp, ist injektiv und K-linear. Auf diese Weise kann man V als K-
Untervektorraum von V;, auffassen (natiirlich nicht als L-Untervektorraum). Oft wird dann einfach v
anstatt v ® 1 geschrieben. Ist etwa (v;) eine K-Basis von V wie in der Feststellung, so besteht V' aus
allen K-Linearkombinationen Y a;v;, und Vy, aus allen L-Linearkombinationen >_ b;v;.

Beispiel: Sei M(m x n, K) der Raum der m x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K. Wenn E;; die
Matrix bezeichnet, deren (i, j)-Koeffizient 1 und alle anderen 0 sind, so bilden die E;; eine K-Basis
von M(m x n, K). Nach obiger Feststellung bilden die E;; dann auch eine L-Basis von M(m xn, K)p,.
Daher ist klar

Mmxn,K)®Kk L~ M(mxn,L) als L-Vektorrdume.
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Bemerkung 6.4.3 Ist f: V — W ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen, so haben wir dazu
einen Homomorphismus von L-Vektorrdumen

fo: Ve — Wi,

namlich fr = f®idy. Auf diese Weise wird die Basiserweiterung zu einem Funktor von der Kategorie
Veck der K-Vektorrdume zu der Kategorie Vecy, der L-Vektorrdume; sieche Anhang B.

Basiserweiterung bei Algebren

Sei jetzt A eine K-Algebra, und Ay, die Basiserweiterung zu einem L-Vektorraum. Unter Ausnutzung
der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes ist leicht zu sehen, daf} es eine L-bilineare Abbildung

AL X AL — AL
mit der Eigenschaft
(@b, 2’ @b') — z2' @ bV

gibt (za’ ist die Multiplikation in der Algebra A). Man priift nach, daf§ diese Abbildung eine Multi-
plikation auf Aj, definiert, durch die Ay zu einer L-Algebra wird. Kurz gesagt, die Basiserweiterung
einer Algebra ist wieder eine Algebra. Via der Abbildung x — 2 ® 1 kann man A als K-Unteralgebra
von Aj, auffassen.

Beispiele: 1. Wir haben oben gesehen, dafl M (n, K)® L ~ M (n, L) als L-Vektorrdume. Dies ist nun
sogar ein Isomorphismus von L-Algebren.

2. Der Polynomring K[X] besitzt die K-Basis 1, X, X?,..., und L[X] besitzt dieselben Vektoren als
L-Basis. Deshalb ist klar, dafl K[X|®x L ~ L[X] als L-Vektorrdume. Doch mit der oben definierten L-
Algebra-Struktur auf K[X]® L wird dies sogar zu einem Isomorphismus von L-Algebren. Allgemeiner
gilt auch fiir Polynomringe in mehreren Variablen

K[X,..., X, ]®x L ~ L[Xy,...,X,] als L-Algebren.

Bemerkung 6.4.4 Ist f : A — B ein Homomorphismus von K-Algebren, so ist die in Bemerkung
6.4.3 erkliarte Abbildung

o AL — Bp
ein Homomorphismus von L-Algebren. Man erhélt so einen Funktor von der Kategorie Alg, der
K-Algebren zu der Kategorie Alg; der L-Algebren.

Komplexifizierung

Als wichtigen Spezialfall von Basiserweiterungen betrachten wir die Komplexifizierung eines reellen
Vektorraumes. Wenn V' ein Vektorraum iiber R ist, so heifit

Ve=VerC
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die Komplexifizierung von V. Dies ist ein C-Vektorraum mit
dim(c(V(c) = dlmR(V)

Via der R-linearen Inklusion v — v®1 fassen wir V' als R-Untervektorraum von V¢ auf. Jedes Element
w € V¢ besitzt dann eine eindeutige Darstellung

w=u+iv mit u,v € V. (6.24)

Die komplexe Konjugation auf C induziert eine Konjugation auf V¢. Genauer: Sei z — Z die komplexe
Konjugation auf C. Dies ist eine R-lineare Abbildung, und wir kénnen die R-lineare Abbildung 7 =
idy ® 7: Vg — Vi betrachten. Es gelten offenbar die folgenden Eigenschaften:

7(aw) = ar(w) fir allea € C, w € V¢,
7(1(w)) = w fiir alle w € V.

Explizit gilt
T(u+1iv) =u—iv fiir alle u,v € V.

Kennt man nur V¢ und 7, so kann man daraus V zuriickgewinnen, denn offenbar gilt fiir alle w € V¢
weV = T(w) = w.

Ist umgekehrt ein C-Vektorraum W gegeben, zusammen mit einer R-linearen Abbildung 7: W — W,
so dafl

r(aw) = ar(w), ror=idw, (6.25)
so betrachte man den R-Untervektorraum
W :={weW: 7(w) =w}.

Jedes w € W 148t sich dann in der Form w = u + iv mit u,v € Wpg schreiben, namlich

1 1
w = i(w + 7(w)) +12—i(w —7(w)).

Diese Darstellung ist eindeutig, denn Wgx NiWgr = 0. Somit ist die natiirliche Abbildung
Wr @r C — W, v® ar— av,

ein Isomorphismus von C-Vektorrdumen.

Feststellung und Definition 6.4.5 Sei W ein C-Vektorraum. FEs gibt eine Bijektion zwischen den
folgenden Objekten:

o R-Untervektorriume V von W, so daf die natiirliche Abbildung V @rC — W ein Isomorphismus
15t.
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e R-lineare Abbildungen 7: W — W mit den Eigenschaften (6.25).

Ein solcher Untervektorraum V bzw. eine solche Abbildung T heif$t eine reelle Struktur auf W.

Beweis: Wir haben oben gesehen, wie man aus V ein 7 gewinnt, und umgekehrt. Diese Konstruktio-
nen sind zueinander invers. [

Beispiel: Eine reelle Struktur auf dem eindimensionalen Vektorraum C ist R (in der tiblichen Weise
ein R-Unterraum von C). Die zugehoérige Abbildung 7 ist die komplexe Konjugation. Eine weitere
reelle Struktur auf C ist R(1 4 ¢). Das zugehérige 7 ist

T(x +1iy) =y + iz, z,y € R.



Anhang A

Mengenlehre

Ein priiziser, axiomatischer Aufbau der Mengenlehre findet sich in [Bo]. Weit von einem solchen
Vorgehen entfernt, werden hier lediglich in naiver Weise einige elementare Begriffe wiederholt, sowie
das Zornsche Lemma vorgestellt. Auflerdem zitieren wir einen Satz {iber Kardinalitdten, der im Beweis
von Satz 1.4.15 Verwendung fand.

A.1 Elementare Begriffe

Mengen

Eine Menge ist einfach eine strukturlose Ansammlung von Objekten, genannt die Elemente der
Menge. Eine Menge kann endlich oder unendlich viele Elemente besitzen. Ist a ein Element der
Menge M, so wird dies durch das Symbol

aeM

ausgedriickt. Besteht M aus den Elementen a,b,c, ..., so schreibt man
M ={a,b,c,... };

z.B. ist
N=1{1,2,3,...}

die Menge der natiirlichen Zahlen. Es gibt eine Menge, die keine Elemente besitzt, die sogenannte
leere Menge (. Sind M, My zwei Mengen, und ist jedes Element von M; auch ein Element von Ma,
gilt also

a € M, = a € My,

so heifit M7 eine Teilmenge von Ms, und M5 eine Obermenge von Mj; man bringt dies durch die
Symbole

M; C M, oder My D M,

155
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zum Ausdruck. Zu zwei Mengen M7, M ist eine Schnittmenge
MiNMs={a: a€ M; und a € My}
sowie eine Vereinigungsmenge
My UMs ={a: a € M oder a € My}
definiert. Offenbar gilt
My N My C M;, M; C My U M, (i=1,2).
M7 und M; heilen disjunkt, falls sie kein gemeinsames Element haben, falls also
My N M, = 0.

Schnittmengen und Vereinigungen kann man allgemeiner fiir beliebig viele Mengen bilden: Sind M;,
i € I irgendwelche Mengen, indiziert durch eine weitere Menge I, so ist klar, was unter

ﬂ M; und U M;

iel icl
zu verstehen ist. Ist M7 C Ms, so ist das Komplement von M; in Ms die Menge
My\My:={a€My: a¢ M}
(sprich etwa ,, My ohne M;%). M, ist dann die disjunkte Vereinigung von M7 und M, \ M.
Sind My, M beliebige Mengen, so heif3t die Menge aller Paare
My x My :={(a,b) : a € My, be My}

das direkte Produkt von M; und M;. In analoger Weise definiert man das direkte Produkt endlich
vieler Mengen:

My x ...x M, ={(a1,... ,an): a; € M;}.

Abbildungen

Eine Abbildung f von M; nach M, ist eine Vorschrift, die jedem Element von M; ein Element von
Ms zuordnet; man schreibt dann

fo M, — M, oder My, L M.

Das durch f dem Element a € M; zugeordnete Element von Ms wird mit f(a) bezeichnet. Das Bild
von f ist

im(f) := f(My) :={f(a): a € My} C M>.
Beispiel: Das Bild der Abbildung
f: N— N,
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a+— 2a,

ist die Menge {2,4,6,...} der geraden natiirlichen Zahlen.

Die Abbildung f : M; — M, heifit surjektiv!, falls im(f) = M, falls also jedes Element von M, das
Bild (mindestens) eines Elementes von M; ist. f heifit injektiv, falls jedes Element von M5 das Bild
hochstens eines Elementes von M ist, oder anders ausgedriickt, falls fiir alle a,b € M; gilt

fla)=fb) = a=0d.
Eine Abbildung heifit bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist. Jedes Element von Mj ist dann

das Bild eines eindeutig bestimmiten Elementes von My, oder kurz gesagt, Ms wird durch f mit M,
identifiziert. Folgende Aussage macht man sich leicht klar.

Feststellung A.1.1 Fir eine Abbildung f : My — My zwischen endlichen Mengen My, My sind
dquivalent:

i) f ist injektiv.
it) f ist surjektiv.
i) f ist bijektiv.
Ist f: M; — M; eine Abbildung, und N C Ms, so heifit
fHN)={ae M : f(a) € N}
das Urbild von N. Das bilden von Urbildern ist operationstreu, d.h.

FH NI N No) = F7HNy) N fH(N2),
STHNLUN) = f7H(N) U f7H(Ng),
SN My \ N) = My \ f7H(N).

Sind
My L My -5 My
zwei Abbildungen, so heifit die Abbildung

Ml E— Mg,
ar— g(f(a)),

die Komposition oder Hintereinanderschaltung von f und g, und wird mit dem Symbol g o f
bezeichnet.

Hat. sur: auf; jacio: werfen
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Mengen von Zahlen

Es erfordert erheblichen Aufwand, die Zahlbereiche N,Z,... in mathematisch rigoroser Weise ein-
zufithren, siche etwa [Eb]. Wir setzen stattdessen eine gewisse Vertrautheit mit diesen Objekten
voraus, und fassen an dieser Stelle nur noch zusammen.

Wir definieren die Menge der natiirlichen Zahlen
N={1,2,3,...}.

Oft wird die Null zu den natiirlichen Zahlen gezihlt. Wir fiihren dafiir jedoch das Symbol
No={0,1,2,3,...}

ein. Die Menge der ganzen Zahlen ist
z={.,-3-2,-1,01,2,3,...}.

Die rationalen Zahlen sind Briiche ganzer Zahlen:

a

@:{E: a,b € Z, b;«éo}.

Die rationalen Zahlen sind in gewisser Weise liickenhaft?. Man vervollstindigt sie daher zu der Menge
R

der reellen Zahlen. Die Elemente von R kann man sich durch die Punkte auf einer Geraden veran-
schaulichen. Das Bediirfnis, beliebige Polynomgleichungen X" 4+ a,_1 X" ' +...+ a1 X 4+ ap = 0 16sen
zu konnen, fithrt zur Einfiihrung der komplexen Zahlen

C.

Jedes Element von C besitzt eine eindeutige Darstellung der Gestalt a + ¢b mit a,b € R, wobei ¢ € C
ein spezielles Element mit der Eigenschaft 2 = —1 ist. Deshalb lassen sich die Elemente von C mit
den Punkten einer Ebene identifizieren.

Wir haben die Mengen
NczZcQcRcC

erklart. Mit der Terminologie von Kapitel 1 ist Z ein Ring, und Q, R, C sind Kdrper. Nur C ist dabei
algebraisch abgeschlossen, siehe Definition 4.1.16.

A.2 Auswahlaxiom und Kardinalitat

Das Zornsche Lemma

Eine Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation a < b fiir gewisse (nicht notwendig alle) a,b € M,
so daf gilt:

2Genauer: nicht jede Cauchyfolge besitzt einen Grenzwert in Q.
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i) a < a fur alle a € M.
ii) Aus a <bund b < ¢ folgt a < c.
iii) Aus a < bund b < a folgt a = b.

M heifit dann eine (teilweise) geordnete Menge. Falls alle Elemente vergleichbar sind, falls also stets
a < boder b < a gilt, so heifit M total geordnet oder linear geordnet. Ist N eine Teilmenge der
geordneten Menge M, so ist auch N geordnet. Eine obere Schranke von N in M ist ein Element
be M, sodal a <0 fiir alle a € N. Ein maximales Element in M ist ein b € M, so daB fiir alle
a € M gilt:

b<a = b=a.

Das folgende Zornsche Lemma® kann man entweder aus den grundlegenden Axiomen der Mengenlehre
folgern (es ist dann dquivalent zum Auswahlaziom), oder selbst zum Axiom erheben.

Satz A.2.1 (Lemma von Zorn) Sei M eine teilweise geordnete nicht-leere Menge mit der Eigen-
schaft, daf jede total geordnete Teilmenge eine obere Schranke in M besitzt. Dann gibt es in M
(mindestens) ein mazximales Element.

Kardinalitat
Zwei Mengen M und N haben die gleiche Kardinalitédt oder Machtigkeit, in Zeichen

card(M) = card(N),

falls es eine Bijektion M —— N gibt. M hat die gleiche oder eine geringere Kardinalitit als N, in
Zeichen

card(M) < card(N),

falls es eine Injektion M — N gibt. Viel genauer sind diese Begriffe in [Bo] IIL.3 definiert.

Satz A.2.2 Secien I und T unendliche Mengen. Fiir jedes i € I sei eine endliche Teilmenge T; von
T gegeben, und es gelte

T:Un.

i€l
Dann ist card(I) > card(T).

Dies folgt aus Corollary 3 in [Bo] I11.6.3. Wir benétigen diese Aussage im Beweis von Satz 1.4.15.

3MAX ZORN, 1906-1993



160 ANHANG A. MENGENLEHRE



Anhang B

Kategorien und Funktoren

Dieser Anhang bringt wenig substantielle Mathematik, stellt aber eine moderne Terminologie vor.

B.1 Kategorien

Definition von Kategorien

In den Bemerkungen 1.1.10 und 1.2.3 haben wir das Konzept der Kategorien bereits angedeutet. Hier
ist die formale Definition.
Definition B.1.1 Eine Kategorie besteht aus den folgenden Daten:

e Finer Klasse von Objekten.

o Zu je zwei Objekten A, B eine Menge von Morphismen Mor(A, B).

o Zu jedem Objekt A einen speziellen Morphismus ida € Mor(A, A).

e Zu je drei Objekten A, B,C eine Abbildung

Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(4, C),
(f;9) —go f.

Es miissen die folgenden Axiome gelten:
i) Ist f € Mor(A, B), so gilt foida = f=idgo f.
it) Fir f € Mor(A, B), g € Mor(B,C) und h € Mor(C, D) gilt
(hog)of=ho(gof)

Wir haben bereits mehrere Beispiele fiir Kategorien kennengelernt. Eines davon ist die Kategorie Gr
der Gruppen. Die Klasse der Objekte ist dabei die Gesamtheit aller Gruppen, und fiir zwei Gruppen

161
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A, B ist Mor(A, B) die Menge aller Gruppenhomomorphismen A — B. Die Verkniipfung Mor(A, B) o
Mor(B,C) — Mor(A, C) ist einfach die Hintereinanderschaltung von Gruppenhomomorphismen; vgl.
Bemerkung 1.1.5. Der Morphismus id 4 ist die Identitéit auf A. Die Giiltigkeit der beiden Axiome ist
sofort einzusehen.

Wir geben weitere Beispiele von Kategorien, die uns bis jetzt begegnet sind. Den Nachweis, daf} es
sich tatséchlich um Kategorien handelt, kann der Leser d&hnlich wie bei den Gruppen fiihren.

e Die Kategorie Set der Mengen (und Abbildungen).

e Die Kategorie Gr der Gruppen (und Gruppenhomomorphismen).

e Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen (und Homomorphismen zwischen abelschen Gruppen).
e Die Kategorie Ring der Ringe (und Ringhomomorphismen).

e Die Kategorie Veck der Vektorrdume iiber dem Korper K (und K-linearen Abbildungen). Fiir
V und W zwei K-Vektorrdume haben wir Mor(V, W) mit Homg (V, W) bezeichnet (Definition
1.3.9).

e Die Kategorie Alg, der K-Algebren (und K-Algebren-Homomorphismen).

e Die Kategorie Modpg der Moduln {iber dem Ring R.

In all diesen Kategorien besteht Mor(A, B) aus gewissen Abbildungen A — B. Dies ist jedoch in
der Definition einer Kategorie nicht gefordert; tatsichlich gibt es viele Kategorien, deren Morphismen
keine Abbildungen sind. Dennoch verwendet man statt f € Mor(A, B) auch die Symbole

f: A—B oder A1 B

Definition B.1.2 FEin Isomorphismus in einer Kategorie ist ein Morphismus, zu dem es ein zweisei-
tiges Inverses gibt. Genauer: Ist f : A — B ein Morphismus, so heifit f ein Isomorphismus, falls
ein Morphismus g : B — A existiert mit f og=1idp und go f =idy4.

In den Definitionen 1.1.9, 1.2.2 und 1.3.8 haben wir Isomorphismen (von Gruppen, Ringen, bzw.
Vektorrdumen) als bijektive Homomorphismen definiert. Die folgende Feststellung besagt, daff dies
mit der kategoriellen Definition B.1.2 iibereinstimmt.

Feststellung B.1.3 Sei f : A — B ein Morphismus in einer der Kategorien Set, Gr, Ab, Ring
oder Veck . Genau dann ist f bijektiv, wenn ein Morphismus g : B — A existiert mit fog =idp und
go f=ida.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dafl das zweiseitige Inverse ¢ existiert, und zeigen, dafl f bijektiv
ist. f injektiv: Aus f(a1) = f(a2) folgt g(f(a1)) = g(f(a2)), also

ar =ida(a1) = (go f)(a1) = g(f(a1)) = g(f(a2)) = (g ° f)(az) = ida(az) = as.
f ist aber auch surjektiv, denn fiir beliebiges b € B gilt
f(g(b)) = (f o g)(b) =idp(b) =b.
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Jedes Element von B liegt also im Bild von f.

Sei jetzt f als bijektiv vorausgesetzt. Wir miissen die Existenz eines zweiseitigen Inversen g zeigen.
Fiir b € B definieren wir g(b) als das eindeutig bestimmte Element von A, das unter f auf b abgebildet
wird (ein solches Element existiert, da f surjektiv ist, und ist eindeutig, da f injektiv ist). Dies
definiert eine Abbildung g : B — A, fiir die wir die gewiinschten Eigenschaften nachweisen. Fiir b € B
gilt

fg(b)) =

nach Konstruktion. Also ist f o g = idg. Sei nun a € A beliebig, und b = f(a). Dann besagt obige
Gleichung

Da f injektiv ist, folgt daraus g(f(a)) = a. Mit anderen Worten: g o f = id4. Damit ist gezeigt, dafl
g die Eigenschaften eines zweiseitigen Inversen hat.

Es bleibt zu zeigen, dafl g iiberhaupt ein Morphismus in der betrachteten Kategorie ist. Dies ist nur
fiir Set klar, da die Morphismen dort beliebige Abbildungen sind. Wenn wir aber z.B. in Vecg sind,
so muf} noch bewiesen werden, daf3 g eine lineare Abbildung ist. Wir fithren dies durch und {iberlassen
dem Leser den analogen Beweis, dafl g im Falle von Gr und Ab ein Gruppenhomomorphismus, im
Falle von Ring ein Ringhomomorphismus ist.

Seien by, by € B. Es gilt

flg(br +b2)) = b1 + b2 = f(g(b1)) + f(g(b2)) = f(g(br) + g(b2))

Aus der Injektivitit von f folgt g(by + b)) = g(b1) + g(ba). Sei jetzt b € B und A € K. Es gilt

flg(Ab)) = Ab = Af(g(b)) = f(Ag(b)).
Wieder aus der Injektivitdt von f folgt g(A(b)) = Ag(b). Wir haben gezeigt, dal ¢ eine lineare
Abbildung ist. u

Bemerkung B.1.4 Die Kategorie Top der topologischen Rdume und stetigen Abbildungen ist ein
prominentes Beispiel dafiir, dal bijektive Morphismen nicht automatisch Isomorphismen zu sein brau-
chen.

Definition B.1.5 Sei C eine Kategorie.

i) Ein Objekt I in C heifst initial, falls es zu jedem Objekt A in C genau einen Morphismus I — A
gibt.

it) Ein Objekt F in C heifit final, falls es zu jedem Objekt A in C genau einen Morphismus A — F
gibt.

Feststellung B.1.6 i) Die triviale Gruppe ist gleichzeitig ein initiales und finales Objekt in Gr.
Dasselbe gilt in Ab.
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ii) Der Nullring ist gleichzeitig ein initiales und finales Objekt in Ring.

i1i) Der Nullvektorraum ist gleichzeitig ein initiales und finales Objekt in Veck .

Beweis: Wir beweisen iii); i) und ii) gehen analog. Sei 0 der triviale K-Vektorraum, und V ein
beliebiger K-Vektorraum. Die Abbildung

0— YV,

die das einzige Element von 0 auf 0 € V schickt, ist offenbar linear. Sie ist die einzige lineare Abbildung
0 — V, denn jede lineare Abbildung bildet Null auf Null ab. Also ist 0 ein initiales Objekt in Vecg.

Die einzige Abbildung
V —0,

die iiberhaupt existiert, und jedes Element von V auf das einzige Element von O abbildet, ist linear.
Dies zeigt, dafl 0 ein finales Objekt in Vecg ist. [

Die triviale Gruppe, den Nullring, und den Nullvektorraum bezeichnen wir oft einfach mit 0. Die
triviale Gruppe wird auch mit 1 bezeichnet, falls die multiplikative Schreibweise verwendet wird.
Wann immer Symbole wie

0— A oder B—1

auftauchen sind die eindeutig bestimmten Morphismen gemeint, die bei dem initialen Objekt starten
bzw. in das finale Objekt gehen.

B.2 Funktoren

Definition B.2.1 Seien C; und Co Kategorien. Ein covarianter Funktor von C; nach Cs ist eine
Vorschrift F, die jedem Objekt A von Cq ein Objekt F(A) von Cq zuordnet, sowie jedem Morphismus

AL B (B.1)

in Cq einen Morphismus

F(A) F(f)

F(B)
in Cso, so dafs gilt:

i) F(ida) = idg(a) fir alle Objekte A von Cj.

it) F(go f)=F(g)o F(f) fir zwei Morphismen A LB cinc.

Ein kontravarianter Funktor von C; nach Cy ist eine dhnliche Vorschrift, nur wird jedem Mor-
phismus (B.1) in Cy ein Morphismus in der umgekehrten Richtung zugeordnet,

F(f)
T

F(A) F(B),

und die covariante Kettenregel in ii) ist zu ersetzen durch F(go f) = F(f) o F(g).
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Beispiel B.2.2 Sei Ring; die Kategorie der Ringe mit 1 (die Morphismen sind Ringhomomorphis-
men, die 1 auf 1 abbilden). Jedem solchen Ring R ordnen wir seine Einheitengruppe R* zu (siehe
1.2.5). Ist

R1L>RQ

ein Morphismus in Ring,, so bildet f, wie man leicht sieht, Einheiten auf Einheiten ab, induziert also
einen Gruppenhomomorphismus

R L R,

wobei f* die Einschréinkung von f auf R} bezeichnet. Die Zuordnung R — R* und f — f* definiert
auf diese Weise einen covarianten Funktor von Ring; nach Gr (die Funktoreigenschaften i) und ii)
sind nahezu trivial).

Beispiel B.2.3 Jeder K-Vektorraum V ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. Ordnet man
V diese abelsche Gruppe zu, und einer linearen Abbildung f : V — W den Gruppenhomomorphismus
f, so erhélt man einen covarianten Funktor von Veck nach Ab. Man vergifit also den Skalarkoérper
K und die skalare Multiplikation, und behilt nur die additive Gruppe V iibrig. Funktoren dieser Art
heiflen Vergif3funktoren.

Beispiel B.2.4 Der Funktor Hom. Sei W ein fest gewéhlter K-Vektorraum. Zu jeder linearen Ab-
bildung

f+Vi— W
bekommen wir eine lineare Abbildung

Hom(W, f) : Hom(W,V;) — Hom(W, V3),
g— fog.

Es ist leicht zu sehen, dafl dadurch ein covarianter Funktor
Hom(W, -) : Vecx — Vecg

definiert wird. Analog bekommt man einen kontravarianten Funktor
Hom(-,W): Vecxy — Vecg,

indem man der linearen Abbildung f: Vi — V4 die lineare Abbildung

Hom(f, W) : Hom(V2, W) — Hom(V;, W),
g — g O f.

zuordnet.
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Beispiel B.2.5 Setzt man im vorhergehenden Beispiel W = K, so erhélt man den Dualraumfunk-
tor, der jeder linearen Abbildung f: Vi — V5 die duale lineare Abbildung

zuordnet, vgl. Definitionen 2.5.1 und 2.5.3. In Feststellung 2.5.4 hatten wir verifiziert, dafl es sich
tatsdchlich um einen Funktor handelt.

Beispiel B.2.6 Tensorieren mit einem fest gewihlten K-Vektorraum V liefert einen covarianten Funk-
tor _®V : Vecg — Vecg. Jedem Morphismus f: W; — W5 wird dabei der Morphismus

fRV =fidy: W1V — WV

zugeordnet, vgl. Bemerkung 6.1.10. Analog bekommt man einen ebenfalls covarianten Funktor V' ® _ |
der wegen Feststellung 6.1.3 in einem hier nicht ndher definierten Sinne zu _ ® V' isomorph ist.

Beispiel B.2.7 Eine lineare Abbildung f : V — W induziert eine lineare Abbildung f®" : V®n —
W®" auf den Tensorpotenzen, und damit auch eine lineare Abbildung

Tf: TV —TW

zwischen den Tensoralgebren. Diese erweist sich sofort als ein Homomorphismus von K-Algebren. Auf
diese Weise erhélt man einen covarianten Funktor T von Veck in die Kategorie Alg - der K-Algebren.
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Exaktheit des Dualisierens, 61

faktoriell, 86

Familie, 20

Fourierreihen, 110

freier Vektorraum, 133
Fundamentalsatz der Algebra, 88
Funktionenrédume, 13

Funktor, 164

ganze Zahlen, 158
Gaufisches Eliminationsverfahren, 51
General Linear group, 18, 42
Grad
einer Korpererweiterung, 150
eines Polynoms, 82
Gruppe, 3
abelsche, 3
orthogonale, 111, 116, 123
symmetrische, 65
symplektische, 116
triviale, 4
unitére, 129
Gruppe, kommutative, 3
Gruppenhomomorphismus, 4

Hauptideal, 85
Hauptidealring, 85
Hauptraum, 102
Hauptraumzerlegung, 103
Hauptsatz, 38
hermitesche Form, 127
Homomorphiesatz, 32
Homomorphismus

von Gruppen, 4

von Ringen, 8

von Vektorrdumen, 15

Ideal, 84, 146
erzeugtes, 85

graduiertes, 146
injektiv, 157
Integral, 15
Integritétsring, 9
inverse Elemente, 3
invertierbar, 9
Isometrie, 111
Isomorphismus

von Gruppen, 6

von Vektorrdumen, 15

Jordan—Chevalley—Zerlegung, 103
Jordanmatrix, 50, 100, 104
Jordansche Normalform, 105

Kéastchenformel, 71
Korper, 10
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algebraisch abgeschlossener, 50, 87, 99, 105

endlicher, 10
Korpererweiterung, 150
kanonische Basis, 24, 39, 74
Kardinalitéit, 159
Kategorie, 161
Kern, 5, 9, 16
klassische Gruppen, 117
Koeffizientenmatrix, 50

erweiterte, 57
kommutative Gruppe, 3
Kommutativgesetz, 3
kompakt, 124, 129
Komplement, 156
komplexe Konjugation, 126, 153
komplexe Zahlen, 158
Komplexifizierung, 153
Komposition, 157
Konjugationsklassen, 49
konjugiert komplexer Vektorraum, 127
Koordinatenisomorphismus, 46
Kroneckersymbol, 58
kurze exakte Sequenz, 20

Laplacescher Entwicklungssatz, 72
leere Menge, 155

Leibnizsche Determinantenformel, 70
Lemma von Zorn, 159

linear geordnet, 159
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linear unabhéngig, 22

lineare Abbildung, 15

lineare Hiille, 21

lineares Gleichungssystem, 50
(in)homogenes, 50

Linearfaktor, 87

Linearform, 16, 58

Linearkombination, 21

Links-Adjungierte, 115

Michtigkeit, 159
Matrix, 38
adjungierte, 130
einer Bilinearform, 112
invertierbare, 42
positiv definite, 120
quadratische, 38
singulare, 42
transponierte, 53
Matrixmultiplikation, 39, 45
Matrizen
ghnliche, 49
konjugierte, 49
maximales Element, 159
Menge, 155
geordnete, 159
Minimalpolynom, 84, 89
Modul, 69
Morphismus, 161
Multilinearform, 73, 142
alternierende, 73

natiirliche Zahlen, 158
Nebenklasse, 31
negativ definit, 120
neutrales Element, 3
nilpotent, 99
normal, 130
Nullideal, 84
Nullmatrix, 39
Nullstelle, 87
nullteilerfrei, 9
Nullvektorraum, 13

obere Schranke, 159
Obermenge, 155

Objekt, 161
finales, 163
initiales, 163
operationstreu, 157
Ordnung, 87, 158
Orthogonalbasis, 118
orthogonale Abbildung, 111
orthogonale Gruppe, 111, 116, 123
orthogonale Vektoren, 109
orthogonales Komplement, 109, 141
Dimensionsformeln, 114
Orthonormalbasis, 125
Orthonormalsystem, 110

Paarung, 141

Paritét, 66

Permutation, 65

Permutationsmatrix, 68

Polarisationsformeln, 128

Polynom, 81
charakteristisches, 88
irreduzibles, 85

Polynomring, 82

positiv definit, 120
Determinantenkriterium, 121

Primelement, 85

Primzahl, 9, 10

Projektion, 32

Punkt—vor—Strich, 7, 11

quadratische Form, 119
Quotientenvektorraum, 32

Rang, 53
rationale Zahlen, 158
Rechts-Adjungierte, 115
reelle Struktur, 154
reelle Zahlen, 158
Restklassenring, 8
Ring, 7
kommutativer, 7
mit Eins, 7
Ringhomomorphismus, 8

Satz von Cayley—Hamilton, 90
Schiefkorper, 10
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Schnittmenge, 156
selbstadjungiert, 125, 130
Sesquilinearform, 127
Signatur, 122
Signum, 66
simultane Diagonalisierbarkeit, 96
Skalar, 11
Skalarmultiplikation, 11
Skalarprodukt, 109, 110, 125, 128
Spaltenrang, 53, 62
Spaltenvektoren, 12
Spektralsatz

fiir euklidische Vektorrdume, 126

flir unitdre Vektorrdume, 131
spezielle lineare Gruppe, 71
spezielle orthogonale Gruppe, 116
spezielle unitdre Gruppe, 129
Spiegelung, 112
Spur, 79
Standard-Skalarprodukt, 125, 128
Strukturmatrix einer Bilinearform, 112
Summe von Vektorrdumen, 29
surjektiv, 157
Sylvesterscher Trigheitssatz, 122, 128
symmetrische Gruppe, 65
Symmetrisierung, 139
symplektische Gruppe, 116

Teiler, 84

Teilmenge, 155

Tensoralgebra, 146

Tensorprodukt, 134

total geordnet, 159

Tragheitsindex, 122

Tréagheitssatz von Sylvester, 122, 128
Transposition, 66

trigonalisierbar, 98

unitidre Gruppe, 129
unitdrer Endomorphismus, 129
unitdrer Raum, 127
universelle Eigenschaft
des Polynomrings, 83
des Tensorprodukts, 134
mehrfacher Tensorprodukte, 142
Untergruppe, 5

Unterring, 9
Untervektorraum, 13
Urbild, 157

Vektor, 11

(anti)symmetrischer, 139
Vektorraum, 11

freier, 133

konjugiert komplexer, 127
Vektorraumhomomorphismus, 15
Vereinigungsmenge, 156
Vergiifunktor, 165
Verkniipfung, 4
Vielfaches, 84
Vielfachheit, 87

geometrische und algebraische, 93
Vorzeichenhomomorphismus, 66

Wurzel, 96
Wurzelraum, 96

Zeilenrang, 53, 62
Zeilenstufenform, 52
Zeilenvektoren, 12
Zentrum, 42

Zornsches Lemma, 25, 159
Zyklus, 66
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