Aufgabe 3: Wie oft miissen wir eine faire Miinze werfen, damit mit Wahr-
scheinlichkeit 0,95 die relative Haufigkeit der Wiirfe mit Kopf zwischen 0,49
und 0,51 liegt.

Losung: Die Zufallsvariable Xy gebe die Zahl der Wiirfe mit Kopf bei
insgesamt N Wiirfen an. Xy ist By p-verteilt mit p = 1/2. Es ist

E(Xy)=Np=0,5N, Var(Xy) = Np(1 —p) = 0,25N.
Die zentrierte, normalisierte Variable ist

.  Xy—E(Xy) Xy-—0,5N
N Var(Xy) V0,25N

Die relative Haufigkeit ist
1
SN = NXN’ also XNZNSN

Gesucht ist also ein N € N mit

0,95 ~ P{0,49 < Sy < 0,51} = P{0,49N < Xy < 0,51N}
_ P{O,49N — B(Xn) _ Xy, < 049N - E(XN)}
Var(Xn) Var(Xn)
= P{0,02V'N < X} < 0,02V N}
~ No1([~0,02VN, 0,02VN))
= 28(0,02V'N) — 1.

Aus ®(0,02v/N) ~ 0,975 folgt
0,02v'N = 0,196

und somit

N =~ 9604.

Aufgabe 4: Aus einer Urne, in der sich 19 weifle und eine schwarze Kugel
befinden, wird hundertmal mit Zuriicklegen gezogen. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl hochstens viermal die schwarze Kugel gezogen wird? Berech-
nen Sie die Wahrscheinlichkeiten jeweils

1. exakt,
2. ndherungsweise mit Hilfe des Poissonschen Grenzwertsatzes und

3. ndherungsweise unter Zuhilfenahme des Zentralen Grenzwertsatzes mit
Stetigkeitskorrektur.

Bestimmen Sie auch die relativen Approximationsfehler und vergleichen Sie die
Ergebnisse.



Loésung: Die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen, ist p =
1/20. Die Anzahl, der bei 100 Ziehungen erhaltenen schwarzen Kugeln ist bino-
mialverteilt mit den Parametern n = 100, p = 1/20. Zu berechnen ist

. (100
Broo,p{0.1,2,3,4} = ) | ( ; )p’“(l —p)

k=0
1. Mit Maple erhélt man

N:=100; p:= 0.05; add(binomial (N,k)*p~k+*(1-p)~(N-k),k=0..4);

N :=100
p:=.05
0.4360
2. Der Erwartungswert ist
A=100p = 5.
Man approximiere
4 \k
B10o,p{0,1,2,3,4} ~ P»{0,1,2,3,4} = ZG_AE
k=0

Mit Maple erhélt man

lambda:= 5.0; exp(-\lambda)*add(\lambda"k/(k!), k=0..4);

A:=5.0
0.4405
. . 0,4405-0,4360 _
Der relative Fehler ist === ~ 0,010 = 1%.
3. Es sei X,, die Anzahl der Schwarzen Kugeln bei n = 100 Ziehungen. Es

ist
= E(X,) =np=100-0,05=5,
o, = +/Var(X,,) = 1/100- 0,05 - 0,95 = 2, 18.

* . Xn—pn
und X} = NG

Der Zentrale Grenzwertsatz mit Stetigkeitskorrektur und die Tabelle der
Fehlerfunktion (Krengel, S. 248) ergibt

0— 4 — u,
BlOO,p{OSXn§4}:BO,1{ UM SXZST#}

n

S

n O-TL

= ®(—0,23) — B(—2,52) = —(0,23) + D(2,52))

= —0,5910 + 0,9941 = 0,4031.
Der relative Fehler ist W ~ —0,075 = —7.5%. Die in der Lite-
ratur empfohlenen Faustformel, daf§ die Varianz np(1 — p) > 6 sein sollte,
ist in diesem Fall nicht gegeben.



Aufgabe 5: Fiir einen Flug mit einer Kapazitit von 400 Sitzen sollen
moglichst viele Tickets verkauft werden, wobei jedoch die Wahrscheinlichkeit
einer Uberbuchung maximal 0,05 betragen soll. Wieviele Tickets diirfen dazu
maximal ausgegeben werden, wenn bekannt ist, dafl ein Kunde mit Wahrschein-
lichkeit 0,04 nicht zum Flug erscheint und vereinfachend angenommen wird,
dafl das Nichterscheinen fiir verschiedene Kunden unabhiingig voneinander ist?
Geben Sie eine Methode an, die gesuchte Anzahl exakt zu bestimmen und ver-
wenden Sie eine geeignete Approximation, um sie nidherungsweise zu berechnen!

Lésung: Es sei N die Zahl der verkauften Tickets. Ein Ereignis w = (w1, ...,wy) €
{0,1}" beschreibt, welche Passagiere zu Abflug erscheinen, und welche nicht.
Dabei steht v f2ur die Kundennummer, 1 fiir Erscheinen, und 0 fiir Nichterschei-
nen. Da das Erscheinen oder Nichterscheinen der Kunden als unabhéngig voraus-
gesetzt wird, trigt {0,1}" die Produktverteilung P®", wobei P die Bernoulli-
Verteilung auf {0, 1} mit P{1} = p = 0,96 ist.

Die Projektionen

pr,: {0,1}Y - {0,1} v=1,...,N

beschreiben, ob der Passagier mit der Nummer v zum Abflug erscheint. Die

pry,...,pry sind N-fach Bernoulli-verteilt mit Parameter p. Die Zufallsvariable
N
XN : Z pr,
v=1

gibt die Zahl der Kunden an, die zum Abflug erscheinen. Xy ist By, verteilt.
Damit die Wahrscheinlichkeit einer Uberbuchung hochstens 0,05 betrigt,
muf

By ,p{401,...,N} < 0,05 *)

bzw.

By p{0,...,400} > 0,95 (*%)

sein. Da die Fluggesellschaft moglichst viele Tickets verkaufen will, ist also das
grofite N zu bestimmen, fiir das () noch gilt. Dieses N ist eindeutig bestimmt,
da die Funktion

N> N+ By,p{0,...,400}

streng monoton fallend (siehe Anmerkung) ist und fiir N — oo gegen 0 konver-
giert.
Man kann das z.B. mit Maple berechnen:

0.016 fiir N = 409
By ,p{401,...,N} = {0.033 fir N =410
0.060 fiir N = 411

Also darf die Fluggesellschaft hochsten 410 Tickets verkaufen.
Verwendet man den Grenzwertsatz von Moivre Laplace als Approximation,
so folgt

0,95 ~ By {Xn <400} = By, { Xx < 400—Np)} < (D<400—Np))

Np(l—p Np(l—p



Dabei ist X5, die zentrierte, normalisierte Variable

« _ Xn—E(Xy) Xy-—Np
N NVar(Xy)  /Np(1—p)

Nun ist ®(1,645) ~ 0,95. Lost man die Gleichung

nach N auf, so folgt N ~ 409, 87.

Anmerkung. Da N — By ,{0,...,400} streng monoton fallend ist, ist anschaulich
klar. Man kann es aber auch folgendermaflen nachrechnen:
Auf (©,Q) := ({0, 1}V +1, pON+1)) betrachte man die Zufallsvariablen

pr, : {0, 1}V — {0,1},

N
YN = Z pPry,
v=1

XN+1=Yn +Prygq-

Da die Projektionen pry,...,pry N-fach Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, ist Yy
BN’p—verteilt. XN+1 ist $N+17p—verteilt. Es ist

Bn41,p{0;...,400} = Q{Xn41 < 400}
Bedingt man nach dem Wert von pry 4, so erhélt man
= Q(XN41 <400 | pryyq = 1)Q{pry4q =1}

+ Q(X N1 <400 | pryyq = 0)Q{pry4; =0}
=Q(Yn <399 |pryi; =1)p+ Q(Yn <400 | pryyq =0)(1 —p)

Da Yy und pry,; unabhéngig sind:
= QYN <399)p+ Q(Yy < 400)(1 —p)
Da Q{Yn = 400} > 0 ist:

< Q(Yn < 400)p + Q(Yn < 400)(1 — p)
= Q(Yn < 400) = By {0, .. .,400}.



