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2.4 Konvexe Funktionen
2.4.1 Lipschitz-stetige Funktionen

Wir wollen eine Klasse von stetigen Funktionen untersuchen, fiir die man die
e-0-Relation sehr gut im Griff hat:

Definition 2.4.1 (Lipschitz-stetige Funktionen)

Es sei I ein Intervall. Fine Funktion f : 1 — R heifst Lipschitz-stetig, wenn
es eine Konstante L > 0, L € R, so gibt, dafs

lf(x) = fy)|< Llx—y| firx,yel.

L heifit eine Lipschitz- Konstante von f.

LipscHITZ, Rudolf Otto Sigismund, 1832-1903.

Beispiele 2.4.2 (Lipschitz-stetige Funktionen)
1. Fir n € Nist x +— 2™ Lipschitz-stetig auf jedem Intervall [—a,a], a > 0:
n—1
" =y =Yy | lr —y| < Llw -yl
k=0

mit L := na™ L.

2. Firn € Nist z — {/x Lipschitz-stetig auf jedem Intervall [a, 00), a > 0:

. |z —y|
|\/E_{L/§|: _ L 11—k <L|$_y|
koo VTV
1 1 _n-
mit L := ——= = “a
na » n

3. Die Funktion z +— z¢ werden wir spater mit Hilfe des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung untersuchen (vgl. auch Korollar 2.4.25)

Bemerkung 2.4.3 Wenn f : I — R Lipschitz-stetig ist, so bildet f
Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen ab.

Beweis. Klar

Bemerkung. Den Begriff Lipschitz-stetig kann man genauso fiir Funktionen
f I NQ — R erkliren. Dies gibt uns eine Methode, Funktionen von den
rationalen Zahlen auf die reellen Zahlen fortzusetzen:
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Satz 2.4.4 (Fortsetzung Lipschitz-stetiger Funktn.)

Es sei I C R ein Intervall. Eine Lipschitz-stetige Funktion f: 1N Q — R hat
genau eine stetige Fortsetzung f: I — R.

Diese ist ebenfalls Lipschitz-stetig mit der gleichen Lipschitz-Konstante.

Bezeichnung. I bezeichnet das I entsprechende abgeschlossene Intervall.

Beweis. Nach Bemerkung 2.3.32 gibt es zu = € I eine Folge (7,), in I N Q, die
gegen x konvergiert. Dann ist (f(rn))n eine Cauchy-Folge und es existiert

lim f(r,) =¢.
Nach dem ReiBverschluBprinzip 2.3.17 gilt fiir jede Folge (s,)n, in I NQ:
Sp—x = f(sp) — L.

Offensichtlich ist f(x) = ¢ fir z € INQ.
Wir definieren die Fortsetzung f durch f(w) =/

Zu z, y € I wihle Folgen (r,)n, (8p)n in I NQ mit r, — 2 und s, — y. Dann
folgt:

() = F@)l = Tm [£(rm) = F(50)]

< lim Lir, —sy| =Lz —y|.

n—oo

Satz 2.4.5 (Vererbung der Monotonie)
Es seien I C R ein Intervall und f: I — R stetig auf I.

Wenn die Einschrinkung f|ing (streng) monoton wachsend ist, so ist f (streng)
monoton wachsend.

Beweis.Wir zeigen den Fall strenger Monotonie:
Es seien z, y € R und x < y. Nach 2.3.32 gibt es 51,520 € Q mit z < s1 < sy <y
und Folgen (7,)n, (tn)n in Q, so daB von unten r, — = und von oben ¢, — v.
Dann gilt

fl@) = Tim f(ra) < fls1) < f(s2) < Tim f(ta) = F(0).

n—oo
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2.4.2 Konvexe Funktionen

Bemerkung. In elementaren Biichern zum ,,Calculus “ findet man manchmal
die Veranschaulichung der stetigen Funktionen als Funktionen, deren Graph
man mit einem Stift ohne abzusetzen zeichnen kann.

Etwas besser entsprechen die stiickweise konvexen oder konkaven Funktionen,
die an den Anschlufistellen stetig zusammenpassen, dieser Vorstellung.

Bezeichnung und Bemerkung 2.4.6 (Sekante)

1. Es seien I ein nichtausgeartetes Intervall und f : I — R. Fiir a, b € 1,
a # b nennt man die Gerade durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) die
Sekante durch diese Punkte auf dem Graphen von f.

2. Die Gleichung dieser Sekante lautet:

f(0) = f(a)

— (x —a) furzel.

y=f(a)+

3. Der Differenzenquotient
f(b) — f(a)
b—a

heifit die Steigung der Sekante.

Bemerkung.
f(b)L Die Verbindungsstrecke
der Punkte (a,f(a)) und
(b, f(b)) nennen wir die
f(a) Sehne iiber dem Intervall
T [a, b].
T Zatly b

Die Sehne ist das Bild des Einheitsintervalls [0, 1] unter der affinen Abbildung

t— (1=t)a+tb, (1 —t)f(a) +t(f(b)) fiirte[0,1].

Anschaulich heifit eine Funktion konvex, wenn ihr Graph immer unterhalb
jeder Sehne verlduft.
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Definition 2.4.7 (konvexe Funktion)

1. Es seien I C R ein nichtausgeartetes Intervall. Eine Funktion f: I — R
heif$t konvex, wenn fir alle offenen Teilintervalle (a,b) C I stets gilt:

f(0) — f(a)

f@) < flo)+ 122

(x —a) firze(a,b).

2. f heifit streng konvex, wenn

f(0) — f(a)

fl@) < fla)+ 52

(x —a) firze(a,b).

3. f heifit konkav bzw. streng konkav, wenn —f konvex bzw streng konvex
18t.

Durch algebraische Umformung der Definition 2.4.7 erhélt man:

Bemerkung 2.4.8 1. Eine Funktion f : I — R ist (streng) konvex, wenn
fiir alle offenen Teilintervalle (a,b) C I und = € (a,b) stets gilt:

< b—=x T —a
S @ = ).

2. Eine Funktion f : I — R ist (streng) konvex, wenn fiir alle offenen Teil-
intervalle (a,b) C I und ¢ € (0, 1) stets gilt:

F((1 = t)a+ th) (i) (1= 1) f(a) + £ £(b).

Bemerkung 2.4.9 (Komposition konvexer Funkt.)

Gegeben seien Intervalle I, J und Funktionen [ 4, JL R

1. Wenn f (streng) konvex und g konvex und (streng ) monoton wachsend
ist, dann ist g o f (streng) konvex.

2. Wenn f (streng) konkav und g konvex und (streng ) monoton fallend ist,
dann ist g o f (streng) konvex.

Beweis.Es seien a, b€ I und ¢t € (0,1):

1. Da f (streng) konvex und g konvex und (streng ) monoton wachsend ist:

N

g(f(1 = t)a+1b)) 9((1 =) fa) +1 f(b))

(<)
< (=1 g(f(a) +1tg(f(b))

A



30. Januar 2001 89

2. Esist f (streng) konkav:

fa=Da+t) 2 (1=t f@)+f0)

Da g streng monoton fallend und konvex ist, folgt

g(f(1 —t)a+1b)) (\) g((L =) f(a) + 1 f (b))

< (=1 g(f(a)) +1tg(f(b)).

AN/

Bemerkung 2.4.10 (Umkehrf. einer konvexen Funkt.)
Es seien I, J C R Intervalle, f : I — J bijektiv mit Umkehrfunktion g : J — I.
Dann gilt:

1. f ist genau dann streng monoton wachsend und (streng) konvex, wenn
g streng monton wachsend und (streng) konkav ist.

2. f ist genau dann streng monoton fallend und (streng) konvex, wenn g
streng monton fallend und (streng) konvex ist.

3. f ist genau dann streng monoton fallend und (streng) konkav, wenn g
streng monton fallend und (streng) konkav ist.

Beweis.Die Monotonieeigenschaften der Umkehrfunktion wurden bereits in Satz
1.4.8FunktionenSATZ.1.4.8 gezeigt. Wir zeigen jeweils den Fall strenger Konvexitat
bzw. strenger Konkavitét.

Es seien a, be I, a:= f(a), B:= f(b) und t € (0,1).
1. Aus f((1—=t)a+1tb) < (1 —t) f(a)+t f(b) folgt

(1—t)gla) +tg(B) = (1 —t)a+tb=g(f(1 —t)a+1D))
<g((M=1)fla) +tf(b) =g((1 —t)a+ ).
Also ist g konkav.
2. Aus f(1—t)a+tb) < (1—1t)f(a)+1tf(b) folgt
(1=t g(a) +t9(8) = (1 —t)a+tb = g(f(1 — ) a+tD))
>g((1=1) fla) + f(0)) = g((1 =) a +113).
Also ist g konvex.

3. Behauptung (3.) folgt analog zu (2.).
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Lemma 2.4.11 (Steigung konvexer Funktionen) FEs seien I C R ein nicht-
ausgeartetes Intervall und f : I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Funktion f ist (streng) konvez.

2. Fiir jedes a € I ist die Steigung
f(z) — f(a)

r———"-" firxel, a<ux,
T —a

(streng) monoton wachsend.

3. Fiir jedes a € I ist die Steigung
f(x) — f(a)

r————-" firxel, z<a,
T —a

(streng) monoton wachsend.
4. Fiir jedes a € I und fiirx, yel, r <a <y ist

fla)—flz) < [fly) - fla)

a—z (<) y—a
Korollar 2.4.12 Wenn f (streng) konvez ist, so ist die Steigung

f(@) = f(y)
T -y

(z,y) — firz,y eI, z#y,

in beiden Variablen (x,y) (streng) monoton wachsend.

Beweis.
e . A€ Bl A CO
f@) < @)+ =5 = e —a)
o f@-fl) 1) fa)

r—a Yy—a
Analog
Da ot + 4=t = 1 gt

@) < fla) + 1= )

& I fla)+ =2 f(a) < = f(2) + =5 f(y)
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Beispiele 2.4.13 (Konvexitit der Potenzfkt.)

1. Firn=2,3,... ist die Potenzfunktion
P : (0,00) D 2+ 2"
streng monoton wachsend und streng konvex:

2. Firn = 2,3,... ist die Wurzelfunktion

1
p1:(0,00) 3z — an

streng monoton wachsend und streng konkav.

3. Die Inversion p_; : (0,00) > = +— 2~ ! ist streng monoton fallend und
streng konvex.

4. Fir m, n € N ist die Potenzfunktion
pm :(0,00) Dz — "

streng monoton fallend und streng konvex.

Beweis.

1. Fir 0 < a < z < y gilt fiir die Steigungen:

-1

3

n n n-1 n n
r —a 1 11— —a

_ mkan1k<zykanlk:y
rT—a y—a
k=0 k=0

2. Nach Bemerkung 2.4.10 ist die Umkehrfunktion streng monoton wachsend
und streng konkav.

3. Fir 0 < a < x < y gilt fur die Steigungen:

zl—qgt 1 1 yt—at

T —a ax ay y—a

4. Es seien m, n € N.
Da p1 streng monoton wachsend und konkav ist und p_; streng monoton
fallend und konvex ist, ist nach Bemerkung 2.4.9 (2.) die Komposition p_ 1
streng monoton fallend und streng konvex. !

Da p,,, streng monoton wachsend und streng konvex ist, ist nach Bemerkung
2.4.9 (1) die Komposition p_m streng monoton fallend und streng konvex.
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Feststellung 2.4.14 (Lipschitz-Stet. konvexer Fktn.)
Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R.

Fiir jedes kompakte Teilintervall J = [a,b] C I ist die Einschrinkung f|;
Lipschitz-stetig.

Wenn c,d € I mit c < a < b<d, dann ist

I .- max{ fla) = ()

a—cC

16240

i

eine Lipschitz-Konstante fir f|;.

Beweis. Es seien ¢,d € I mit ¢ < a < b < d. Nach Korollar 2.4.12 gilt fiir
a<z<y<b

fla) = f(e) _ f() ~ f(x) _ f(d) ~ F()
a—c = Yy—x = d—0b
und somit
7) — ()| < masc{ | KL | JGFOy —a]

Bemerkung. Die Definition der Konvexitéat 2.4.7 und die Feststellung 2.4.14
gelten entsprechend fiir konvexe Funktionen f: I NQ — R.

Korollar 2.4.15 Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine (streng) konveze
Funktion f : INQ — R hat eine eindeutige stetige Fortsetzung f : I — R. f ist
auch (streng) konvex.

Beweis. Fiir alle J = [a,b] C I mit rationalen Endpunkten a, b € INQ, a < b, ist
die Einschrankung f|jnq Lipschitz-stetig und hat nach Satz 2.4.4 eine eindeutige
stetige Fortsetzung auf [a, b].

Wenn zwei derartige Intervalle [a1, b1] und [ag, ba] einen nichtleeren Durchschnitt
haben, so ist der Durchschnitt ein rationaler Punkt oder ein nichtausgeartetes In-
tervall mit rationalen Endpunkten.

In beiden Fallen stimmen die jeweiligen Fortsetzungen auf dem Durchschnitt iibe-
rein.

Nach Bemerkung 2.3.32 gibt es zu « € [ rationale a, be INQ mit a < x < b.
Also hat f eine eindeutige stetige Fortsetzung ]?auf ganz 1.
Nach Lemma 2.4.11 und Beispiel 2.4.5 ist f ist wieder (streng) konvex.
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2.4.3 Reelle Potenzen

Wir zeigen, dafl die Exponentialfunktion zur Basis ¢ > 1 mit rationalen Expo-
nenten:

D p
Q@>3=—a7€R
q

streng konvex ist. Nach Korollar 2.4.15 hat diese Funktion eine eindeutige ste-
tige Fortsetzung auf R.

Diese Fortsetzung heiit Exponentialfunktion zur Basis a.

Hiermit definieren wir dann die Potenzfunktion fiir reelle Exponenten.

Lemma 2.4.16 Es seiena >1,b>1 in R.

1. Fir allen € N st

r—1 byt
<
n n—+1

2. Fir aller, s € Q folgt aus 0 < r < s, daf

3. Fir aller, s, t € Q folgt aus r < s < t, dafs

a® —a” at —a”

s—r t—r

4. Die Funktion Q 3 rw— a” ist streng konvez.

Beweis.

1. Dab>1ist nb" > ZZ;& b* und folglich

n—1 n
-1 ptl—1
1 bk k
(n+1)> F<nd tF = — <
k=0 k=0
2. Esseienr:%,s: mitm,n,qENundb::a%.Esistb>1.Ausr<s

a” —1 b —1 b”fl_asfl

T m n S
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3. Firr, s, t € Q folgt aus r < s <t mit (2.)

a® —a” a® " —1 at”m —1 at —a”

s—r s—r t—r t—r

4. Aus (3.) und Lemma 2.4.11 (2.) folgt, daB die Funktion r — a" streng konvex
ist.

Es sei @ > 1, a € R. Nach Korollar 2.4.15 hat die streng konvexe Funktion
Q > r — a" eine eindeutige stetige Fortsetzung auf R.

Bezeichnung 2.4.17 (Exponentialfunktion)

1. Fir a > 1, a € R heif$t die stetige Fortsetzung der Funktion Q > r — a”
Exponentialfunktion zur Basis a und wird mit

z—a® firx € R.

bezeichnet.

2. Fir 0 <a <1, a € R setzt man a” := (l)_m.

a

3. Die Exponetialfunktion zur Basis e wird mit exp(z) := e® bezeichnet und
heifit die Exponentialfunktion.

Feststellung 2.4.18 (Regeln: Exponentialfunktion)
FEs seia >0, a€eR.

1. Es gilt die Funktionalgleichung

a®-a? =a*"  firxz, y e R.
2. Esista =1,

1
a’=— und a* >0 firzeR.
a

3. Fir a > 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a streng monoton wach-
send und streng konver.

4. Fira>1 gt

lim ¢*=0 wund lim a® = oco.
T——00 T—00

Beweis.
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1. Wahle Folgen (ry), und (sp), in Q mit 7, — = und s, — y. Da die
Exponetialfunktion stetig ist, folgt:

a®-a¥ = lim a’, -a® = lim a5 = "™V
n—oo n—oo

2. Daa’=1folgta® -a* =a’ =1 und a® = (a2)? > 0.

3. Da die Exponentialfunktion fiir rationale Exponenten streng monoton ist,
folgt die strenge Monotonie der stetigen Fortsetzung wie in Beispiel 2.4.5.

Analog folgt die strenge Konvexitat.

4. Daa>1ist lim a™ = co. Da die Exponentialfunktion monoton wachsend

. - n*)m.
ist, folgt hieraus lim a” = co.
T—0o0
Esist lim o« = lim X4 =0.
T——00 z—o00 @

Da a® = (é)_w ist erhalten wir:

Korollar 2.4.19 Fiir 0 < a < 1 st die Fxponentialfunktion R > x — a” streng
monoton fallend und streng konvex.

Bemerkung. Fiira >0 und s =7, t = g € Q gilt bekanntlich
m\ P m\P 1\m :
= ) ()} - (™)
= ((@)1)" = (@) = 0¥ =t

Feststellung 2.4.20 (Potenzgesetz)

Q=

Es seia >0, a € R. Dann gilt

(ax)y =a"¥ firz, yeR.

Beweis.Wir wihlen zunichst ¢ € Q und zeigen (a®)! = a® fiir x € R.

Dazu wahle man eine Folge (sk)x in Q mit s — .

Da die Potenzfunktion (0,00) > 2 + 2! fiir rationale Exponenten ¢ stetig ist (vgl.
Beispiel 2.3.26), erhalten wir

(am)t = lim (as’“)t = lim % = ¢*.
n—oo n—oo

Nun wahlen wir eine Folge (t,), in Q mit ¢,, — y und erhalten

(a®)¥ = lim (a®)'" = lim a*'" = a™.
n—oo n—oo
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Anmerkung. Vertauschen wir die Reihenfolge der Grenzprozesse s — = und
t, — y, stolen wir auf ein Problem, da wir noch zeigen miissen, dafl die Po-
tenzfunktion fiir irrationale Exponenten stetig ist.

Bezeichnung 2.4.21 (Reelle Potenzen)

Fiir a € R definiert man die Potenzfunktion zur Potenz a durch:

Pa:x— 2z fir z € (0,00).

Bemerkung 2.4.22 (Rechenregeln: Potenzfunktion)

1. Fiir jede Folge (), in Q mit Grenzwert a € R ist:

z% = lim z™.
n—oo

2. Es gilt die Funktionalgleichung:

a

%y = (zy)* fir z, y € (0,00).

3. Nach Feststellung 2.4.20 ist p1 die Umkehrfunktion zu p,:

4. Es sei a > 0: Da die Potenzfunktion p, fiir rationale r > 0 streng monoton
wachsend ist, ist p, monoton wachsend. Da p, injektiv ist, ist p, streng
monoton wachsend.

5. Fir a > 0 gilt: lim, oo z® =00 und lim,_,gz% = 0.

6. Fir a > 0 setzt man 0% := 0.

Lemma 2.4.23 (Zur Konvexitéit der Potenzfkt.)
Es seienz, yc Rund 1 <z <y.

1. Firm, n e N mit m <n gilt:

y"r -1 y"—1
zm—1 “gn—1°

2. Firr,secQ mit0<r<s gilt

y -1 y' -1
-1 " zs—1
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3. Es seia eR. Fira>1 gilt

z* -1 y* -1
x—1 y—1"

Beweis.

1. Firk,1eN, k<lund 0 <z <y gilt yFz! < 2y,

Fiir m, n € N mit m < n folgt daraus

m—1 n—1 m—1 n—1
D IS SIS
k=0 = k=0 =0

Wenn 1<z <y oder 0 <z <y<1 ist,soist (x—1)(y —1) > 0 und
folglich (geometrische Reihe)

(" =" =1) < (" =" - 1).

Hieraus folgt nun die Behauptung (1.).

2. Es seien r = %, s = % mit m, n, ¢ € N. Da die ¢g-te Wurzel streng monoton

1 1 1 1
ist, gilt nach Voraussetzung 1 < z7 < y7 bzw. 0 < z7 < ya < 1. Aus (1.)
folgt nun

Die Funktion (0,00) N Q > r — g:j ist streng monoton wachsend und

hat eine stetige Fortsetzung auf (0, 00). Nach Satz 2.4.5 ist die Fortsetzung
streng monoton.

Fir p, c e R mit 0 < p < o gilt also

y’—1 37 -1
xP—1  x°—1

(%)

3. Im Fall 1 < a setze manin (x) p=1und o0 = a.

Feststellung 2.4.24 (Konvexitit der Potenzfkt.)
Es sei a € R. Die Potenzfunktion

Dot (0,00) 3z — 2

1. ist streng monoton wachsend und streng konvex fir 1 < a.
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2. ist streng monoton wachsend und streng konkav fir 0 < a < 1.

3. ist streng monoton fallend und streng konvex fiir a < 0.

Mit der Feststellung 2.4.14 erhélt man:

Korollar 2.4.25 Die Potenzfunktion (0,00) 2 x +— x® ist fiir jeden Exponenten
a € R stetig.

Auf jedem kompakten Teilintervall [c,d] C (0,00) ist die Potenzfunktion Lipschitz-
stetig.

Beweis.

1. Es sei 1 < a: Die die Potenzfunktion p, ist monoton wachsend und bijektiv,
also ist sie streng monoton wachsend.

Fir 0 < u < = < y gilt nach Lemma 2.4.23 (3.)

u

¢ — y? u® (%)a_l u® (%)a_l ya_ua
= () < ()= -
r—1Uu U vl Pyl Yy—u

Aus Lemma 2.4.11(2.) folgt nun, daB Potenzfunktion fiir 1 < a streng konvex
ist.

2. Es sei 0 < a < 1. pg, ist die Umkehrfunktion zu pi. Nach (1.) ist p1

streng monoton wachsend und streng konvex. Nach Bemaerkung 2.4.10 ist die
Umkehrfunktion streng monoton wachsend und streng konkav.

3. Wir untersuchen p_, und unterscheiden drei Fille:

Nach Beispiel 2.4.13 (3.) ist p_1(0,00) > 2 +— 2~ ! streng monoton
fallend und streng konvex.

Da p_1 : (0,00) > & +— 2! streng monoton fallend und streng
konvex ist und p, : (0,00) 3 y — y® streng monoton wachsend und

streng konvex ist, ist die Komposition p_, : (0,00) 3 z + x~% streng
monton fallend und streng konvex ( vgl. Bemerkung 2.4.9 (1.)).

0<a<1:| Dap,:(0,00) >z — x streng monoton wachsend und streng

konkav ist und p_1 : (0,00) 3 y + y ! streng monoton fallend und
streng konvex ist, ist die Komposition p_, : (0,00) 3 & +— x~% streng
monoton fallend und streng konvex. (vgl. Bemerkung 2.4.9 (2.)).

Insgesamt folgt also die Behauptung (3.).
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2.5 Supremum und Zwischenwertsatz
2.5.1 Supremum

Wir leiten ein weiteres Konstruktionsprinzip fiir reelle Zahlen her. Nicht jede
beschriankte Teilmenge M C R hat Maximum und Minimum. Wir suchen fiir
diesen Fall einen niitzlichen Ersatz.

Ein Beispiel hierfiir ist das offene Intervall I = (0,v/2) = {z € R |z > 0, 22 <
2}. Die Intervallenden 0 und v/2 sind ausgezeichnet:

- Die reelle Zahl v/2 ist die kleinste Zahl, die oberhalb von allen Punkten aus
I liegt, d. h. v/2 ist die kleinste obere Schranke von I. Diese exisitiert
aber nur in R, nicht in Q.

- Die Zahl 0 ist die gréf3te untere Schranke von I.

Wir fithren fiir den gesuchten Begriff kleinste obere Schranke eine Bezeich-
nung ein:

Definition 2.5.1 (Supremum)
Es set M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Hat die Menge

Sy={aeR|VeeM: z<a}

der oberen Schranken von M ein Minimum s, so heifit s kleinste obere Schranke
oder Supremum von M und wird mit

s =sup M
bezeichnet.

Beispiel. Fiir das Intervall I = (0, v/2) gilt S; = [v/2, 00) und sup I = min[y/2, 00)
V2.

Bemerkung 2.5.2 1. Das Supremum einer Menge ist eindeutig bestimmt,

da die Anordnung von R total ist (vgl. Feststellung 1.1.8 AnordnungSATZ.1.1.8

und Bem. 1.1.12Minimum und MaximumSATZ.1.1.12).

2. Falls eine Menge ein Maximum besitzt, so stimmt dieses mit dem Supre-
mum iiberein:

sup M = max M.
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Bezeichnung 2.5.3 (Infimum)

Analog zur kleinsten oberen Schranke definiert man fiir eine nichtleere, nach
unten beschrinkte Menge M C R die grof3ite untere Schranke.

Diese heifit Infimum von M und wir mit
inf M
bezeichnet.

Feststellung 2.5.4 Es sei M C R nicht leer und nach unten beschrinkt. Be-
zeichnet —M = {—z |z € M}, so gilt

inf M = —sup(—M).

Feststellung 2.5.5 (Charakterisierung des Supremums)

Es sei M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Es ist genau dann s =
sup M, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1. © < s firallex e M

2. Es gibt eine Folge (zy,) in M, so daf$ x, — s.

Korollar 2.5.6 Die Folge in (2.) kann monoton wachsend gewdhit werden.

Beweis Satz 2.5.5 .

Es sei s =sup M. (1.) Dann ist s eine obere Schranke.

(2.) Da s kleinste obere Schranke ist, ist s — 1 keine obere Schranke von M
und es gibt ein

1
Tpn €EM mit s—— < ux,.
n
Da s — % < xp, < s ist, konvergiert die Folge (x,,), gegen s.
Nach (1.) ist s eine obere Schranke. Sei gemaB (2.)
(p)p in M mit  lim z, =s.
n—oo
Dann gibt es zu jedem t < s ein ng € N, so daB fiir n > ng:
|s —xp| < s—t, folglich t< z,.

Also ist t keine obere Schranke von M, d. h. s ist die kleinste obere Schranke
von M.
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Beweis Korollar 2.5.6.
Man setze (vgl. Feststellung 1.3.21Endliche MengenSATZ.1.3.21)

Yn = max{Ty,...,Tp}.

Die Folge (yn)n liegt in M, ist monoton wachsend und konvergiert ebenfalls gegen
S.

Aus der Grenzwertregel 2.1.18 fiir Folgen ergibt sich die Bemerkung;:

Bemerkung 2.5.7 (Grenzwert oberer Schranken)

Es sei M C R nicht leer. Wenn (s,,), eine konvergente Folge von oberen Schran-
ken von M ist, so ist auch der Grenzwert eine obere Schranke von M.

Aus den Axiomen

(A) Archimedisches Axiom 2.1.9

(I) Intervallschachtelungsprinzip 2.2.6
ergibt sich nun die Supremums-Eigenschaft (S):

Satz 2.5.8 (Supremumseigenschaft von R)

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat eine kleinste obere
Schranke sup M € R.

Anmerkung. 1. Umgekehrt folgen aus der Supremums-Eigenschaft das Archi-
medische Axiom und das Intervallschachtelungsprinzip.

2. Zum Beweis konstruieren wir induktiv mit der Methode der Intervall-Halbierung
eine Intervallschachtelung.

Beweis.Wir konstruieren induktiv zwei monotone Folgen (x,), in M und (sp)n
in Sy, so daB fiir n € Ny gilt:
1

2(3n — Zn) (%)

Sn4+1 = Tl S

Startwerte: Wahle zg € M und sg € Sys.

Iteration: Es seien bereits 1 < a9 < ---<xy, NnMundsy =2s9>--->5s,
in Sy gewahlt, so daB (x) gilt.
Dann setze man y,, := %(mn + sy,). Es gibt zwei Fille

Yn € Sprt Setze Tpi1 = T, Sp+1 = Yn.
; 1
Dann ist 5,41 — Tny1 = 5(50 — Zn).
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Yn & Spr: Wahle x,01 € M mit ¥y, < Tpa1 und Spiq := Yn.
Dann ist 841 — Tpt1 < Sp — Yn = %(sn — Tp).

Die beiden Folgen (x,), und (s,), bilden wegen (%) eine Intervallschachtelung
und konvergieren gegen den gleichen Wert s € Sj;. Nach Feststellung 2.5.5 ist
s =sup M.

2.5.2 Uneigentliche Suprema

Fiir nach oben unbeschrinkte Mengen fithren wir ein uneigentliches Supre-
mum in R ein.

Man kann dann gewisse Sachverhalte statt in Worten kurz in Formeln aus-
driicken und kann mit diesen uneigentlichen Suprema auch rechnen (vgl. 2.1.23).

Bezeichnung 2.5.9 (sup M = o0)
Es sei M C R nicht leer.

1. Wenn M nach oben unbeschrinkt ist, setzen wir
sup M := oo.

2. Wenn M nach unten unbeschrinkt ist, setzen wir

inf M := —o0.

Beispiele 2.5.10 (sup M € R)

Es sei M C R nicht leer. Dann gilt:
1. M nach oben beschrinkt < supM < oo
2. Mit der Bezeichnung |M| := {|z| | x € M} gilt:

M beschréinkt < sup|M| < occ.

Beispiele 2.5.11 (Supremum monotoner Folgen)
Es sei (a,), eine monoton wachsende Folge. Dann gilt:
1. supay, :=sup{a, |n € N} = lim a,.
neN n—oo

2. supa, < oo < (ap)p beschrinkt.
neN

Folgerung aus der Existenz von Suprema und Infima:
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Satz 2.5.12 (Charakterisierung von Intervallen)

FEs sei I C R nicht leer. Dann sind dquivalent:

(1) I ist ein Intervall.

(2) I enthdlt mit je zwei Punkten die Verbindungsstrecke. D. h. fir alle x,
y €1 und alle £ € R gilt:

r<é<y = ¢E€el.

Beweis.

Fiir Intervalle gilt offensichtlich (2.)

Setze a :=inf M € R und b :=sup M € R.
Wir zeigen zunéchst, daB I\ {a,b} = (a,b) ist:

z€(a,b) <& infl<z<supl
& es existieren x,y € I mit x < zund z <y
& zel\{a,b}.

Es gibt nun vier Falle, je nachdem ob a oder b in I oder nicht in I liegen:

(i) acl,bel = I=]a,b.
(i) acl,bgl = I=]a,b).
(i) agl,bel = I=(ab].
(iv)] a¢l,bgl = 1I=(a,b).

2.5.3 Zwischenwertsatz

Das Supremum ist ein geeignetes Hilfmittel bei der Suche nach dem Maximum
einer beschrankten Menge. Man mufl nur nachpriifen, ob das Supremum der
Menge ein Element der Menge ist.

Lemma 2.5.13
Es seien a, b € R, f: [a,b] — R stetig und c € R.
Wenn die Menge

M :={z|z € [a,b], f(x)<c}#0,

dann exisitiert max M.
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Bemerkung Auf den linken Endpunkt a kommt es nicht an. Das Lemma gilt
genauso fiir Intervalle der Form (a, b] und (—o0, b).

Beweis.Da M nach oben beschrankt ist, existiert
s:=supM € R.

Nach Feststellung 2.5.5 gibt es eine Folge (), in M, die gegen s konvergiert. Da
f stetig ist, folgt

f(s) = lim f(z,) <c

n—oo

und somit s € M.

Satz 2.5.14 (Zwischenwertsatz)

Es seien a, b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig. Wir betrachten den Fall
fla) < f(b).

Zu jedem ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b), gibt es mindestens ein & € (a,b) mit
f(§) =c

Bemerkung.

1. Der Zwischenwertsatz gilt analog im Fall f(b) < ¢ < f(a).

2. Man kann alle Fille zusammenfassen:

Zwischenwertsatz. FEs seien I C R ein nichtleeres Intervall, f: I — R
stetig und a, b € 1.

Wenn f(a) # f(b) ist, so gibt es zu jedem c € R, das zwischen f(a) und
f(b) liegt, mindestens ein § zwischen a und b mit f(§) = c.

Beweis (Zwischenwertsatz). Wir suchen das groBte s € [a, b], fiir das f(s) = ¢
ist.

Da f(a) < cist, ist
M :={z|z€la,b], f(z)<ch#

0,
und nacht Lemma 2.5.13 existiert s := max M. Da f(s) < ¢ < f(b), ist s # b und
somit s < b.

Da s = max M, sind fiir x € (s, b] die Funktionwerte
f(z) > c
Da f stetig ist, folgt

f(s) =lim f(z) > c.

xls
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Also ist f(s) = c.

Mit Satz 2.5.12 ergibt sich das Korollar:

Korollar 2.5.15 (Stetiges Bild eines Intervalls)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann ist f(I) ein
Intervall.

Als einfache Anwendung zeigen wir noch einmal die Existenz von Wurzeln.
Wir hatten in Feststellung 2.2.13 bereits ein Iterationsverfahren angegeben,
das gegen die n-te Wurzel konvergiert.

Beispiele 2.5.16 Es seien n € N und ¢ > 0. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Zahl z > 0, so daf} 2" = c.

Bemerkung. Der Zwischenwertsatz liefert die Wurzel als Supremum der Menge
{z |z €[0,1+ <L), P(z) < 0}. Diese Supremum wird im Satz 2.5.8 mit dem
Intervall-Halbierungsverfahren bestimmt.

Das Intervall-Halbierungsverfahren ist ein Allzweckverfahren, das zwar immer
konvergiert, aber nicht die besondere Struktur der Gleichung beriicksichtigt.

Das Iterationsverfahren 2.2.13 konvergiert dagegen wesentlich schneller (Stich-
wort: quadratische Konvergenz).

Beweis.Die Funktion
P(z) :=2" —c firzel0,00)

erfilllt P(0) = —c < 0.
Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt P(1 + %) > 0.
Nach dem Zwischenwertsatz 2.5.14 hat P eine Nullstelle im Intervall (0,1 + %1]

2.5.4 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Satz 2.5.17 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Es seien I, J C R nichtausgeartete Intervalle und f : I — J eine streng
monoton wachsende Funktion mit Umkehrfunktion g : J — 1.

Dann sind f und g stetig.
Anmerkung

1. Der Satz gilt analog fiir streng monoton fallende Funktionen.
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2. Wie die folgenden beiden Beispiele zeigen, bendtigt man beide Vorausse-
tungen:

e f ist streng monoton wachsend oder fallend.

e Das Bild von f ist ein Intervall.

Beispiele
1. Man setze g = f : [-1,1) — [—1,1) mit:

fz) = r+1 wenn —1 <z <0,
V=Y 2-1 wenn 0 < z < 1.

Es ist ¢ = f~! aber unstetig in ¢ = 0.

2. Man definiere f : [—1,1] — [—1,0)U]1, 2] mit Umkehrfunktion ¢ : [-1,0)U
[1,2] — [—1,1] durch

Fz) = x wenn —1 <z < 0,
)= r+1 wenn O<ax <1

oy wenn —1 <y <0,
g(y).—{ y—1 wennl<y<2.

Die streng monotone Funktion f hat eine Sprungstelle in x¢ = 0.

Beweis (Stetigkeit der Umkehrfunktion).
Wir zeigen die Stetigkeit der Umkehrfunktion g (vgl. Satz 1.4.8FunktionenSATZ.1.4.8).
Es seien 29 € I, yo = f(x0) € J und € > 0. Es sei a € R der linke Endpunkt von
I und b € R der rechte Endpunkt. Man setze

PR B Rl falls zg — e € 1,

~ | i(a+mp) sonst;

3= xo+e€ falls o +e €1,

| 3(zo+0b) sonst;

min{yo — f(a), f(B) —yo} wenn a <z <,
d:=<¢ f(B)—wo wenn a = a = x,
Yo — Q@ wenn xg = 6 =b.

Esist 6 > 0. Fir y € J gilt

ly—wl<d = [fl@)<y<f(B) © a<gly) <p.

und somit |g(yo0) — 9(y)| = |zo — g(y)| < e.

Aus Satz 2.5.17 und Korollar 2.5.15 folgt nun:
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Korollar 2.5.18 (Stetigkeit der Umkehrfuntion)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige und streng monotone
Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~':J — R stetig, wobei J := f(I).

Satz 2.5.19 Sei I C R ein nicht ausgeartetes Intervall und f : I — R eine
stetige und injektive Funktion. Dann ist f streng monoton.

Wir betrachten zunéchst den Fall I = [a, b].

Lemma 2.5.20 Es seiena, b€ R, a < b und f : [a,b] — R injektiv und stetig.
Wenn f(a) < f(b), so ist f streng monoton wachsend.

Beweis.Annahme: f ist nicht strikt monoton wachsend:

Dann gibt es Punkte z, y € [a,b] mit x < y und f(x) > f(y). Da f injektiv, ist
f(z) > f(y). Wir unterscheiden zwei Fille:

fla) < f(y):| Zu einem ¢ mit f(y) < ¢ < f(x) gibt es nach dem Zwischenwert-
satz 2.5.14

¢€(a,x) und n € (z,y)

mit f(§) = f(c) = f(n).
Da £ # 7, widerspricht das der Injektivitdt von f.

f(y) < f(a):| Zu einem ¢ mit f(y) < ¢ < f(a) gibt es nach dem Zwischenwert-
satz 2.5.14

§€(a,y)) und 7€ (y,b)

mit f(£) = c= f(n).
Da & # 7, widerspricht das der Injektivitdt von f.

Beweis.Wihle a, b € I mit a < b.

Wir zeigen, wenn f(a) < f(b), dann ist f streng monoton wachsend:

Seien x, y € I mit x < y. Man setze
c¢:=min{z,a} und d:=max{y,b}.

Nach dem vorangehenden Lemma ist die Einschankung f|[c,d] entweder
streng monoton wachsend oder fallend, je nachdem ob f(c) < f(d)
oder f(c) > f(d) ist.
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Da a,b € [c,d] und f(a) < f(b) ist, muB die Einschrankung f|. 4
streng monoton wachsend sein.

Da z,y € [c,d] ist, folgt f(z) < f(y).

Wenn f(a) > f(b) ist, folgt analog, daB f streng monoton fallend ist.

Beispiel (Logarithmus).

Fiir a € R, a > 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a:
R >z a” € (0,00)

stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.

Fir a € R, 0 < a < 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a:
R >z a® € (0,00)
stetig, streng monoton fallend und bijektiv.

Definition 2.5.21 (Logarithmus zur Basis a)

Es seia € R, 0 < a. Die Umkehrfunktion der Exzponentialfunktion zur Basis a
heifit Logarithmus zur Basis a:

(0,00) 3 = — log,(z) € R.

Bezeichnung 2.5.22 (Der natiirliche Logarithmus)

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : z — e® heifit natiirlicher
Logarithmus oder kurz der Logarithmus und wird mit

logz oder Inz

bezeichnet.

Mathematiker schreiben meistens log x, Physiker und Ingenieure In x.

Bemerkung 2.5.23 1. Fiira € R, a > 0 gilt

a® = e® 18 fiir 1 € R.

2. Die Logarithmen zu verschiedenen Basen unterscheiden sich nur um einen
konstanten Faktor:

1
logaac:E fir0<a,a#1.
loga

Dabher reicht es, den natiirlichen Logarithmus zu untersuchen.
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Feststellung 2.5.24 (Regeln: Logarithmus)

1. Der Logarithmus log : (0,00) — R ist stetig, streng monoton wachsend
und streng konkav.

2. Es gilt die Funktionalgleichung
log(zy) =logx +logy fiir xz, y € (0,00).

3. Es gilt

limlogx = —o0, logl=0, loge=1, lim logz = co.
z|0 r—00

Anmerkung. Wir werden noch weitere wichtige Eigenschaften der Exponen-
tialfunktion und des Logarithmus in den folgenden Kapiteln kennenlernen.
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2.6 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
2.6.1 Satz vom Maximum

Bemerkung 2.6.1

e Die beiden Sitze dieses Abschnittes gelten allgemeiner fiir stetige reelle
Funktionen auf kompakten Teilmengen der reellen Zahlen. Die Interval-
leigenschaft ist unwichtig. Auch die Beweise kann man sinngeméf iiber-
nehmen.

e Die Sétze gelten sogar fiir beliebige kompakte Mengen. Man fiithrt dann
sehr dhnliche Beweise, in denen man statt des Supremumsprinzips den
Satz von Bolzano-Weierstrafl verwendet (vgl. Abschnitt 2.7.1)

e Wir konstruieren im Beweis des Satzes vom Maximum den grosten Punkt,
in dem die Funktion ihr Maximum annimmt. Verwendet man stattdessen
den Satz von Bolzano-Weierstraf}, so findet man nur irgendein Maximum.

Lemma 2.6.2 (Beschrinktheits-Lemma)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R beschrinkt.

Bemerkung. Der Satz wird mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.

Beweis (Beschrinktheits-Lemma).
Annahme: f : [a,b] — R ist nach oben unbeschrankt.
Man bilde zu NV € N die nichtleere Menge A,:

Ap={x |z € [a,b], f(x) = n}.
Nach Lemma 2.5.13 existiert
Sp = max A,
Da A, D A, 41, ist die Folge (s;,), monoton fallend. Es existiert
[a,b] 5 c= lim s,.
n—o0

Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

f(e) = lim_ f(sn) = oc.

n—oo
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Satz 2.6.3 (Satz vom Maximum)

FEs sei [a,b] C R ein nichtleeres, kompaktes Intervall. Dann nimmt jede stetige
Funktion f : [a,b] — R ein Mazimum an.

D.h., es gibt mindestens ein & € |a,b] so, daf fir alle x € [a,b] gilt:
flz) < f(8).

KARL WEIERSTRASS (1815-1897)

Bemerkung. Analog gilt, daf jede stetige Funktion auf einem kompakten In-
tervall ein Minimum hat.

Die kompaktheit des Intervalls ist eine unverzichtbare Vorrausetzung fiir den
Satz vom Maximum:

Beispiele 2.6.4 Mit der Wackelfunktion 2.3.30(5) bilde man die Funktion
V:(0,1] 3z (1 —2)W(x).

V ist auf (0,1) stetig und beschrénkt und hat auf (0, 1] weder ein Maximum
noch ein Minimum. Es gilt

—1<V(z)<1 firze(0,1],

sup V(z)=1 und inf V(z)=-1.
x€(0,1] z€(0,1]

Man kann V nicht stetig in z = 0 fortsetzen und auch keinen Funktionswert
bei 0 so festsetzen, dal V' Maximum und Minimum hat.

Mit Korollar 2.5.15 ergibt sich das Korollar:

Korollar 2.6.5 (Stetiges Bild eines kompakten Intervalls)

Sei I C R ein kompaktes Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann
ist f(I) ein kompaktes Intervall.

Beweis (Satz vom Maximum).
Nach Lemma 2.6.2 ist f : [a,b] — R ist nach oben beschrankt:
s:=sup{f(x) | x € [a,b]} € R.
Man bilde zu NV € N die nichtleere Menge A,:
Ay ={z|z€la,b], flx) 2s— 1}

Nach Lemma 2.5.13 existiert

Sy = max A,
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Da A, D A, 41, ist die Folge (s;,), monoton fallend. Es existiert

[a,b] 5 c= lim sp.
n—oo

Da f stetig ist, folgt

f(e) = lim f(sp) =s= sup f(x).

n—0e0 z€la,b]

2.6.2 Gleichmifige Stetigkeit

Definition 2.6.6 (Gleichmilige Stetigkeit)

Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heiffit gleichmdfSig stetig
wenn folgende gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daf fir alle x, y € I aus |x —y| < § stets
[f(z) = f(y)| <& folgt.

In Zeichen:

Ve>030>0Vx,yel : |z—y|<d=|flx)— fly)| <e.

Bemerkung. Die Feststellungen 2.1.5 und 2.1.10 gelten sinngem&f auch fiir
die Definition der GleichméfBigen Stetigkeit.

Was heifit es, dafl eine Funktion nicht gleichméafig stetig ist?

Bemerkung 2.6.7

1. Eine Funktion f : I — R ist nicht gleichmiflig stetig, wenn folgendes
gilt:
Es gibt ein g9 > 0, so daf es zu jedem 0 > 0 zwei Punkte =, y € I gibt
mit |z —y| < d und |f(x) — f(y)| = €o.

In Zeichen:
Jeg >0V >0dx,yel
D=yl <9 A f(@) = fy)] = co

2. Es reicht die Werte § = %, (neN), zu testen:

Die Funktion f ist nicht gleichméfig stetig, wenn es ein 9 > 0 und zwei
Folgen (zp)n, (Yn)n in I so gibt, dafl

1
[T — yn| < n und | f(zn) — f(yn)| = €o.
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Beispiele 2.6.8 (zur gleichmiifligen Stetigkeit)

1. Fir 0 <a <1 und z,y € [0,00) gilt die folgende Abschiitzung:

" =2 <ly—=[* ()

Folglich ist fiir 0 < a < 1 die Potenzfunktion (Wurzelfunktion) p, :
[0,00) — R gleichméBig stetig.

2. Fiir die Inversion p_1 :  +— = und ¢ > 0 gilt:

p—1 ist gleichméBig stetig auf [c, oo].
p—1 ist nicht gleichméBig stetig auf (0, c|.

3. Fiir die Quadratfunktion p? : z — 2?2 gilt:

o p? ist gleichméBig stetig auf jedem kompakten Intervall.

e p? ist nicht gleichmiBig stetig auf R.

Beweis.

1. Fir 0 < a < 1 ist die Potenzfunktion p, : [0,00) — R nach Feststellung
2.4.24(2) und Bemerkung 2.4.22 (6) streng konkav. Die Steigung ist also
streng monoton fallend.

FirO<z<yist0<zund 0 <y—x <y. Folglich gilt:

y* -zt (y—z)* =0  (y—a)°
y—x (y—z)—0 y—zx

Hieraus folgt die Ungleichung (x).

fir z,y € [a, 00).

1 1 T —
‘<| 2yl
T Yy a

1 5
- _ > fir 0 < d0 <.
2 7407 (ato)e rUSESsaundis

3. Klarda 22—y = (z+y)(z —v).

Satz 2.6.9 (Satz von der gleichméfligen Stetigkeit)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R gleichmdfig stetig.
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Bemerkung. Der Satz wird mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.

EDUARD HEINE (1821-1861)

Beweis.Annahme: f : I — R ist nicht gleichmaBig stetig.
1
Jeg>0VneNdIr,yel:|jz—y|< E/\|f(33)—f(y)| > €p.
Wir bilden zu n € N die Menge A,, # () und die Punkte:
1
Ay ={x|zel, Jyel:|lz—y|l < E/\|f(ac)—f(y)\ > eo},
Sp :=sup Ay,
Ty €A, mit s, — — <z, < Sy,
n
. 1
Yn €1 mit  [zn —yu| < " A | f(zn) = f(yn)| = €o.
Da A,, D Ay41, ist die Folge (s;,), monoton fallend. Es existiert
[a,b] > ¢ = lim s, = lim z, = lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

0= 17(e) = ()] = Tim | (zn) = flgn)| > 0> 0.

Ubung. (Gleichmiflige Stetigkeit)

1. Man modifiziere den Beweis von Satz 2.6.9 oder den alternativen Beweis
im Beispiel 2.7.7 und zeige die folgende Charakterisierung der gleichméfigen
Stetigkeit:

Es seien I ein beschrinktes Intervall und f : I — R. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

1. f st gleichmdfsig stetig.

2. Wenn (x,)n eine Cauch-Folge in I ist, so ist (f(x(zy))n eine Cauchy-
Folge.

2. Man zeige, da8 die Aquivalenz (1.) sinngemif auch fiir Funktionen f : I N
Q — R gilt.

3. Man zeige, daf} der Fortsetzungssatz 2.4.4 sinngeméaf fiir gleichméfig stetige
Funktionen f: I NQ — R gilt.
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2.7 Konvergente Teilfolgen
2.7.1 Konvergente Teilfolgen

Definition 2.7.1 (Teilfolge)

Es seien (an)nen €ine Folge und (ng)ren eine streng monoton wachsende Folge
in N. Die durch

N3k ay,

definierte Folge (an, )ken heifst Teilfolge der Folge (ay)n.

Bemerkung Der Begriff Teilfolge ist ein Spezialfall des Begriffs Komposition
von Funktionen:

Nach Definition 1.4.10FolgenSATZ.1.4.10 ist eine Folge eine Abbildung a : N —
R. Ist ¢ : N — N strikt monoton wachsend, dann heifit die Komposition ao ¢ =
(ag(k))r eine Teilfolge der Folge (an ).

Man schreibt kurz ny, := ¢(k) und (an, ), :=ao ¢.

Beispiele 2.7.2 (Teilfolgen)

1. Teilfolgen der Folge (ay), sind

(QQk‘)k‘ = Q2,004,086 ...,

(a2k;—1)k =ai,as3,as,....

2. Zu zwei Folgen (ag)r und (bg)r bilde man die Reifiverschlufifolge (vgl.
2.3.17)

| ap fiirn =2k,
T\ by fiirn =2k — 1

(n € N).
Dann sind (ag)r und (bg)x Teilfolgen von (¢ )p:
(ar)k = (coe)r und  (br)k = (c2k-1)k-

3. Die divergente Folge a,, := (—1)", (neN) hat konvergente Teilfolgen (asg )k
und (agk—1)k-

Als Spezialfall von Satz 2.3.29 erhalten wir unmittelbar:

Bemerkung 2.7.3 (Teilfolgen konvergenter Folgen)

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent und hat den gleichen
Grenzwert.
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Beispiele 2.7.4 Gegeben sei die Folge

0 1
9 7167"'

(O RIEN|

B~ =
0| =

1 2 3
(an)%o:o ::Oa 075707 7171707 ety
~N Y/ Y——

Zn jeder reellen Zahl x € [0, 1] gibt es eine monoton wachsende Teilfolge (ap, ),
die gegen x konvergiert.

Beweis.Fiir k € Ny setze man:

l
I, =max{l|1€{0,1,...,2% — 1}, Q—kgx},

dann gilt

lim ao =.
o0 2F 41,

Satz 2.7.5 (von Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente Teilfolge.

BoLzANO, Bernard, (1781-1848), Buch: Paradoxien des Unendlichen (1851).
WEIERSTRASS, Karl (1815-1897).

Zum Beweis zeigen wir ein Lemma:

Lemma 2.7.6 (Existenz monotoner Teilfolgen)

Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.

Beweis des Lemmas. Fiir diesen Beweis verwenden wir die folgende Bezeich-
nung:

Eine m € N heiBe eine Spitze der Folge (ay)n, wenn fiir alle n > m das Glied
A > Ay ISE.

Wir unterscheiden zwei Fille:

Es gibt nur endlich viele Spitzen: Es sei m € N die groBte Spitze. Wir konstrie-
ren rekursiv eine monoton wachsende Teilfolge (ay, )ren :

Startwert: n; = m+ 1.
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Rekursion: Es seien n; < ng < --- < ny, bereits konstruiert, so daB a,, <
(p, < -+ < ap, ist. Da n; keine Spitze ist, gibt es ein [ > n; mit
a; = ap,. Man setze (vgl. Satz 1.2.20Wohlordnung der nat”urlichen
ZahlenSATZ.1.2.20)

N1 c=min{l | 1 € N, [ > ng, a1 > ap, }.

Es gibt unendlich viele Spitzen: Wir numerieren die Spitzen durch und erhalten
eine streng monoton fallende Teilfolge (an, )ken :
Startwert: n; := min{l | [ € N, [ Spitze}.
Rekursion: Es seien n1 < no < --- < ng bereits konstruiert, so daB
Qp, > Qp, > -+ > ap, ist. Dann gibt es eine Spitze [ € N mit

[ > ng. Man setze (vgl. Satz 1.2.20Wohlordnung der nat”urlichen
ZahlenSATZ.1.2.20)

ng+1 = min{l | I € N, I > ny, [ Spitze}.

Da alle ny, Spitzen sind ist ap, > an, > .. ..

Beweis (Satz von Bolzano-Weierstrafl).

Da nach Satz 2.2.12 jede beschriankte monotone Folge in R konvergent ist, folgt
der Satz unmittelbar aus Lemma 2.7.6.

Man kann die grofien Sétze des Abschnittes 2.6 iiber stetige Funktionen auf
kompakten Intervallen auch mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl be-
weisen.

Beispiele 2.7.7 Wir fithren dies am Satz 2.6.9 (Satz von der gleichméfigen
Stetigkeit) vor:

Beweis (Satz von der gleichmifligen Stetigkeit).

Wenn f: I — R nicht gleichmaBig stetig ist, gibt es ein 9 > 0 und Folgen (x,,),,
(Yn)n in I so, daB

o= vnl < = und[(oa) = Fon)] > <0
Es existiert eine konvergente Teilfolge (xy, ), . Da I kompakt ist, liegt ¢ := klggo T,
in I. Da kli_)rf)loé =0 ist, gilt
Ji e = Jm i,
Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:
0= 17(e) = F(e)| = Jim |f(any) = flgm)] > 0> 0.
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2.7.2 H&ufungswerte von Folgen

Definition 2.7.8 Es sei (an), eine Folge in R. Eine Zahl h € R heifst ein
Hiufungswert der Folge (ay,)n, wenn es eine Teilfolge von (an)n gibt, die gegen
h konvergiert.

Beispiel.

1. Die Folge ((—1)™),, hat die Hiufungswerte 1 und —1.

2. Fir die Folge im Beispiel 2.7.4 ist die Menge der Haufungswerte das In-
tervall [0, 1].

Bemerkung 2.7.9 (Existenz von Hiufungswerten)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat jede beschriankte Folge mindestens
einen Haufungswert.

Bemerkung. Fiir eine konvergente Folge ist der Grenzwert der einzige Haufungs-
wert. Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.7.10 FEine beschrdnkte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur
einen Hdufungswert hat.

Korollar 2.7.11 Fine beschrinkte Folge konvergiert genau dann gegen einen
c € R, wenn jede ihrer Teilfolgen eine Teilfolge hat, die gegen ¢ konvergiert.

Beweis des Satzes 2.7.10.

Klar.
Die Folge (an), sei beschrankt und habe genau einen Haufungswert ¢ € R.

Annahme: Die Folge konvergiert nicht gegen c. Es gibt also es ein g9 > 0,
so daB es zu jedem N € Neinn € N, n > N, existiert, fiir das |a,, — ¢| > €9
ist.

Es gibt eine Teilfolge (ay, ), so daB (vgl. 2.1.20 (3.))

|an, —c| >eo firkeN.

Da die Folge (an, ), beschrankt ist, hat sie eine konvergente Teilfolge, die
einen anderen Grenzwert als ¢ hat.

Beweis des Korollars 2.7.11.

Aus der Vorausetzung des Korollars erhdlt man, daB jede konvergente Teilfolge der
gegebenen Folge gegen ¢ konvergiert.
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2.7.3 Limes superior

Bemerkung. Zu jeder Folge reeller Zahlen kann man den Limes superior
oder oberen Grenzwert und den Limes inferior oder unterne Grenzwert in R

bilden.

Diese beiden Begriffe bilden ein méchtiges Hilfsmittel, um viele Konvergenzaus-
sagen kurz und knapp zu formulieren und auch zu beweisen. Es erfordert aber
einige Ubung, bis man mit diesem Werkzeug umgehen kann.

In der Lehrbuchliteratur wird der Limes superior bzw. inferior unterschiedlich
eingefiihrt. Diese Definitionen sind alle dquivalent.

Wir wihlen eine eher technische, dafiir aber leicht anwendbare Definition, und
leiten dann die dazu dquivalenten, anschaulicheren Eigenschaften her. 2.7.13(2),
2.7.16 und 2.7.21.

Zu einer nach oben beschrankten Folge (ay), bilde man zu jedem n € N die
Zahl s, := sup ay. Die Folge (s, ), ist monoton fallend.
k>n

Definition 2.7.12 (Limes superior)

Es sei (ay,) eine nach oben beschrinkte Folge in R. Man bilde die monoton
fallendende Folge (sy,)n durch die Vorschrift:

Sp, := SUp .
k>n

Der in R gebildete Grenzwert (vgl. Satz 2.2.12 und Def. 2.1.22)
s:= lim s, € RU{—o0}
n—oo
heifst Limes superior der Folge (ay,), und wird mit

limsupa, :=s
n—oo

bezeichnet.

Bemerkung und Bezeichnung 2.7.13

1. Eine andere iibliche Bezeichnung ist

lim a,, := lim sup a,.
n— o0 n—o00

2. Fiir n € N nennen wir die Teilfolge (ay)32,, ein Endstiick der Folge (an)n.
Der Limes superior ist also das Infimum der Suprema der Endstiicke:

limsupa, = inf{c|c € R, ¢ > a, fiir fast alle n € N.}

n—oo
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3. Man kann sich iiberlegen, daf die Folge (s;,), die kleinste monoton fallen-
de Folge oberhalb der gegebenen Folge (a, )y ist. Wir beweisen dies nicht
explizit, diese Idee steckt habe hinter vielen Beweisen zu den Eigenschaf-
ten des Limes superior.

Bemerkung. Analog bildet man den Grenzwert der Infima der Endstiicke und
nennt ihn den Limes inferior der Folge.

Definition 2.7.14 (Limes inferior)

Es sei (ay) eine nach unten beschrinkte Folge in R. Man bilde die monoton
wachsende Folge

up, :=1inf{ay | k €N, k > n}.
Der in R gebildete Grenzwert (vgl. Satz 2.2.12 und Def. 2.1.22)
u = T}Lrgoun € RU{oo}
heifst Limes inferior der Folge (ay), und wird mit
linnlgf ap = U

bezeichnet.

Bemerkung 2.7.15 Es gilt liminf a,, = — limsup(—ay,)

n—oo n—00

Fiir den Limes superior gibt es das folgende e-Kriterium:

Feststellung 2.7.16 Es seien (a,) eine beschrinkte Folge in R und s € R.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. s =limsupa,.
n—oo

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N, so daff fiir alle m € N aus m > n stets
folgt:

(i) am <s+e
(ii) Es gibt ein k € N, k> m, mit a > s —¢.

Bemerkung Verschérft man 2.(ii) zu
am > s —e¢ fir alle m > n,

so erhélt man die iibliche Definition des Grenzwertes einer Folge (ay,)n.

Beweis.



30. Januar 2001 121

1=2:| Es ist s, := supa; und s = lim s,. Zu € > 0 gibt es ein n € N mit
k}n n—oo

s< s < s+efirallel >n. Fiirm > n folgt
Ay < Sp < S+ €.

Da s < sy, := sup ay, ist, gibt es ein k > m so, daB s — ¢ < ay ist.
k>m

Aus (i) folgt:

supar < s+ = limsupa, < s+e.
k>m n—oo

Aus (ii) folgt:

supar =>s—¢e = limsupa, > s—c¢.
k>m n—oo

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt limsup a,, = s.

n—oo

Bemerkung Fiir beschrankte Folge reeller Zahlen liegen der Limes superior
und der Limes inferior in R. Man kann mit ihrer Hilfe Aussagen iiber beliebige
beschrénkte Folgen formulieren:

Satz 2.7.17 Es sei (ap)y eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. liminf a,, < limsup a,,
n—oo n—00

2. liminf a,, = limsupa, < lim a, existiert.
n—00 N—00 n—00

Im Fall der Gleichheit (2.) ist

lim a, = limsupa,.
n—o0 N—00

Beweis.

1. Fir alle n € Nist u, := inf a; < supa, =: s, und folglich
k>n k>n

liminf a, = lim u, < lim s, = limsupa,
k—oo n—00 n—oo k—00

2. Firn € Nist u, := kigiak <a, < Zl>1p an =: Sy, . Daher gilt:
= 2N

lim v, = lim s, = lim s, = lim a,.
n—oo n—oo n—od n—oo

Es gelte a,, — ¢ € R. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n € N, so daB
c—e<an<ct+e firallem>=n, meN.
Dannist ¢ — ¢ < up < S < ¢+ ¢ fiir alle m > n und folglich ist

lim u, = lim s, =c.
n—oo n—oo
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Bezeichnung 2.7.18

Fiir eine nach oben unbeschrinkte Folge setzt man

lim sup a,, := oo.
n—oo

Fiir eine nach unten unbeschrinkte Folge setzt man

lim inf a,, := —oo0.
n—oo

Bemerkung. Fiir jede Folge (ay,), gilt also

1. liminfa, < limsupa,

n—oo n—00
2. limsuplap|:=00 << (an)n ist unbeschrankt.
n—oo

Bemerkung 2.7.19 Es sei (a,) eine nach oben beschrinkte Folge in R. Dann
gilt:

limsupa, = -0 < lim a, = —o0.
n—o0 n—0oo
Dann gilt auch liminf a,, = —occ.
n—oo

Aus Satz 2.7.17 und Bemerkung 2.7.19 folgt:

Feststellung 2.7.20 Fiir jede Folge (ay,), in R gilt:

liminf a, = limsupa, < lim a, € R existiert.
n—00 N—00 n—00

Dann st lim a, = limsupa,.
n—00 n—00

Beweis der Bemerkung 2.7.19.

=] Da

an < supag = Sy,
k>n

ist, folgt aus s,, — —o0, daB a, — —oc.

Wenn a,, — —o0, dann gibt es zu jedem K > 0 ein n € N, so daB fiir alle
m € N aus m > n stets

am < —K
folgt. Also ist fiir m > n stets

Sm = sup ap < —K
k>m

und folglich s, — —o0.
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Satz 2.7.21 (Obere Hiufungswert)
Es sei (ay,) eine nach oben beschrinkte Folge in R.

Wenn limsup a, > —oco ist, dann ist limsupa, der grifite Hiufungswert der
n—oo n—oo

Folge (ap)n.

Bemerkung. Dieser Satz wird in vielen Lehrbiichern als Definition des Limes
Superior verwendet:

1. Wenn eine nach oben beschrinkte Folge (ay), einen Hiufungswert hat,
dann hat sie einen gréfiten Hdufungswert und dieser ist gleich lim sup a,.
n—oo
2. Der obige Satz gibt eine Verschirfung des Satzes von Bolzano-Weierstra8:
Fine nach oben beschrinkte Folge (ay)n strebt entweder gegen —oo oder
sie enthdlt eine Teilfolge, die gegen den grifiten Hdufungswert der Folge
(an)n konvergiert.

Beweis.1. Man setze s, := sup{ai}. Es sei s = lim s, = limsupa, > —oc.
k>n n—oo n—00

Wir bilden rekursiv eine Teilfolge (ay, )ren mit folgender Eigenschaft:

Snp41 — < pyy, < Snpr1 fiir k€ Np. (%)

ng + 1

Startwert: | Es sei ng = 0.
Es seien bereits ng < ny < --- < ny in N so konstruiert, daB () fiir

k=0,...,k—1 gilt. Nach Definition von s, gibt es ein kleinste natiirliche
Zahl ng4q € N, ng1 = ng + 1, so daB (%) fiir & gilt.

Da ni — 0, konvergiert die Teilfolge (ay, )r gegen s = lim sy,.
k n—oo
2. Wenn (ay, )i eine konvergente Teilfolge ist, so gilt

(p, < SUP Ay = Sy, -
m>ng

Feststellung 2.7.22 ( Limes superior ist subadditiv)
Es seien (ap)n und (by)n nach oben beschrinkte Folgen in R und ¢ > 0. Dann
qgilt:
1. limsup(ay, + by,) < limsup a,, + lim sup b, .
n—00 n—0o00 n—0o0

2. limsup(ca,) = ¢ limsup a,.
n—oo n—oo
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2.8 Gleichmiflige Konvergenz
2.8.1 Funktionenfolgen

Bezeichnung 2.8.1 (Menge von Funktionen)

Fiir eine Menge M bezeichne F(M) = F(M,R) die Menge aller Funktionen
von M nach R.

Definition 2.8.2 (Folge von Funktionen)
Eine Abbildung

f:N—F(M)

heifit Folge von Funktionen oder Funktionenfolge.

Die Abbildungswerte f, := f(n) heiflen Folgenglieder, und man schreibt
(fr)n = (fn)nen = f.

Bemerkung. Wenn (f,), eine Folge von Funktionen in F (M) ist, so bilden
fiir jedes x € M die Funktionswerte eine Folge (f,(z))y reeller Zahlen.

Definition 2.8.3 (Punktweise Konvergenze)

FEine Funktionenfolge (f,) in F(M) konvergiert punktweise auf M gegen
feF(M), falls fir alle x € M

lim_fu(x) = f(2).
Das heifit:

Vee MVe>03ngeNVn>2ng : |fu(z)— fz)] <e.

Bemerkung. Wenn eine Funktionenfolge ( f,,), fiir alle x € M einen Grenzwert
in R hat, so definiert dies eine Funktion f : M — R durch

f(2) = lim fu(a).

n—oo

Die Folge (f)n konvergiert punktweise gegen f.

Beispiele 2.8.4 Man zeichne die Graphen der folgenden Funktionen:

1. Fiir die Folge (fy)n von Funktionen auf dem Intervall [0, 1] mit f,(z) :=
", x € [0,1] gilt

. 0 firze|0,1),
nlirrgofn(x):{ 1 fiirx:[l. )
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2. Fir die Folge (gp,)n mit g (z) := #fw, (x € R), gilt
1 fir z > 0,
lim gp(x)=¢ 0 firz=0,
e -1 fiirx <O0.
nx fiir z € [0, 1],
3. hp(z)={ 2-nz firze (2], = lim h,(z)=
n—oo
0 fiir x € (2, 1].

Bemerkung. Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften der Glieder einer
konvergenten Funktionenfolge sich auf die Grenzfunktion iibertragen.

Die Beispiele (1.) und (2.) zeigen, dafl bei punktweiser Konvergenz die Stetigkeit
sich nicht auf die Grenzfunktion vererbt.

Wir miissen den Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen verscharfen, um aus
Eigenschaften der Folgenglieder auf entsprechende Eigenschaften der Grenz-
funktion schlieen zu kénnen.

Im Beispiel (3.) konvergiert die Folge (hy,), zwar punktweise gegen die kon-
stante Funktion 0, aber die h,, sind offensichtlich keine gute Approximation der
Grenzfunktion.

Noch krasser ist das Beispiel d,,(z) := n h,(x).

Definition 2.8.5 (Gleichmiflige Konvergenz)

FEine Funktionenfolge (f,) in F(M) konvergiert gleichmdfSig auf M gegen
eine Grenzfunktion f € F(M), falls es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt, so daf
fir alle n € N und fiir alle x € M aus n > ng stets

[fulz) = f(z)] <e
folgt. In Zeichen:

Ve>03dnge NVn>2ngVe e M : |fp(x) — f(z)| <e.

Bemerkung Man vergleiche dies mit der punktweisen Konvergenz:

Ve e MVe>03ng e NVn >ng : |fulz) — f(2)] <e.

Satz 2.8.6 (Stetigkeit der Grenzfunktion)

Fiir ein Intervall I C R konvergiere die Funktionenfolge (fy) in F(I) gleichmdfig
auf I gegen f € F(I). Sind alle f, in einem Punkt a € I stetig, so gilt dies
auch fir die Grenzfunktion f.
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Bemerkung. Der Satz gilt entsprechend auch fiir die rechts- bzw. linksseitige
Stetigkeit in xg.

Beweis (Stetigkeit der Grenzfunktion).

Es sei ¢ > 0. Da die Folge (f,)n gleichmaBig gegen die Grenzfunktion f konvergiert,
gibt es ein ng € N, so daB fiir alle n > ng und fiir alle z € M

[fu(z) — f(z)] <e

ist. Da fp, in xq stetig ist, gibt es ein & > 0, so daB fiir jedes z € M aus |z —xo| <
stets

’fno(x) - fno(mo)‘ <e

folgt. Dann gilt fiir x € M mit |z — o] < ¢

f(@) = fno () + (fro(2) = fro(w0) + fro(0) — f(20)]
f(@) = fro (@) + [fno(2) = fro (@0)[ + | fro (z0) — f(20)]
E+e=3¢

w

Bezeichnung 2.8.7 Die Menge der beschrinkten Funktionen auf einer Menge
M wird mit

B(M) :={f € F(M) | f beschrinkt}
bezeichnet

Definition 2.8.8 (Norm einer Funktion)

Es sei M eine Menge. Die Norm einer beschrdinkten Funktion f : M — R wird
definiert durch

[f[I:= sup |f(z)[ := sup{|f(z)| | x € M}.
zeM

Feststellung 2.8.9 Die Norm
Il : B(M) - R

hat die folgenden Eigenschaften:
Fir f, g € B(M) und o € R gilt:

1. IfIl =0, und ||f|| = 0 genau dann, wenn f =0,
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2. sl = lefll £l
3. N+ gl < IFI1 =+ llgll,
4 gl <A1 - Tlgll-

Feststellung 2.8.10 Es sei f € F(M). Eine Funktionenfolge (f,) in F(M)
konvergiert genau dann gleichmdfig gegen f, wenn gilt:

Tim [[fu — /]| =0.

Beweis.

=:| Die Folge (f,)n konvergiere gleichmaBig gegen f. Es gibt also zu £ > 0 ein
ng € N, so daB

|fn(z) — f(x)] < e fiir alle n > ny.

Nach Definition der Norm folgt fiir alle n > ng:

| fro = fIl = sup [fu(x) — f(2)| <&
zeM

<:| Es gelte lim ||f,, — f|| = 0. Dann gibt es zu ¢ > 0 ein ng € N, so daB aus
n—oo

n = ng stets || f, — f|| < e folgt. Also gilt fiir n > ng und alle x € M:

[fn(@) = f(@)] < |[fn = Il <&

Satz 2.8.11 Cauchykriterium:

FEine Funktionenfolge (f,) in F(M) konvergiert genau dann gleichmdif$ig auf
M, wenn gilt:

Ve>03dng e NVn,m >=ng : ||fu— fmll <e.

Beweis.

=:| Die Folge (f,)n konvergiere gleichmaBig gegen f. Es gibt also zu £ > 0 ein
ng € N, so daB

|fn(z) — f(2)] < e fiir alle n = no.

Nach Definition der Norm folgt fiir alle n, m > ngq:
[ fn = fll = sup |fulz) — f(z)| <&
rzeM
[ fo = Sl <A1 fo = FILHIIf = fnll <26
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<:| Wenn || fn, — fml|| < € fiir alle m, n > ng ist, dann folgt fiir alle x € M:

Daher ist (fn(z)), eine Cauchyfolge in R und es gibt eine Grenzfunktion
f € F(M). Nun folgt fiir n > ng

Fal2) = F@)] = lim_[fue) ~ fnl)| < e

2.8.2 Regelfunktionen

Wir stellen fiir die Integrationstheorie eine Klasse von reellen Funktionen bereit,
die sogenannten Regelfunktionen.

Zu den Regelfunktionen gehoren die Treppenfunktionen und die stiickweise ste-
tigen Funktionen:

Definition 2.8.12 (Treppenfunktion)

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit eine
Treppenfunktion, wenn es endlich viele Punkte a = cy < ¢1,--- < ¢ = b so
gibt, daf$ fir k =1,...,k die Finschrinkung f](c 1 cn) konstant ist.

K—1y ~K

Bemerkung. Die Treppenfunktion f ist also auf den offenenen Intervallen
(ck—1,¢x) konstant. Die Werte in den Teilpunkten ¢, unterliegen keiner Be-
schrinkung.

Definition 2.8.13 (Stiickweise stetige Funktion)

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f : [a,b] — R heif$t stiick-
weise stetig, wenn es endlich viele Punkte a = ¢y < c1,--- < ¢ = b so
gibt, daf$ fir k = 1,...,k die Finschrinkung f|( stetig ist und in den

Endpunkten einseitige Grenzwerte in R:

f(c:fl) = lim f(z) bzw. f(c,)=lim f(x)

Tlek—1 zlex

cﬁ—lacn)

hat.

Bemerkung. Die stiickweise stetige Funktion f ist also auf den offenenen Inter-
vallen (cx_1, ¢;) stetig und hat eine stetige Fortsetzung auf die abgeschlossenen
Intervalle [c,—1, ¢x)-

Es gibt keine Vorschrift fiir die Werte in den Teilpunkten c.

Eine stiickweise stetige Funktion ist beschréankt.
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Definition 2.8.14 (Regelfunktion)

Es sei I C R ein Intervall mit Anfangpunkt a € R und Endpunkt b € R. Eine
Funktione f: I — R heifit eine Regelfunktion, wenn folgendes gilt:

1. Fiir jeden inneren Punkt x € (a,b) existieren in R der linksseitige Grenz-
wert f(z1) und der rechsseitige Grenzwert f(x™).

2. Wenn der Anfangspunkt a € I liegt, so existiert der rechtseitige Grenzwert

f(a™) eR.

3. Wenn der Endpunkt b € I liegt, so existiert der linksseitige Grenzwert
f(b™) € R.

Die Menge der Regelfunktionen auf I wird mit R(I) = R(I,R) bezeichnet.

Bemerkung Die Definition der Regelfunktion macht keine Vorschrift iiber die
Lage von f(z) zu den einseitigen Grenzwerten f(z*) und f(x~) im selben
Punkt.

Beispiele 2.8.15 (Regelfunktionen)

Beispiele von Regelfunktionen sind:
1. Treppenfunktionen (vgl. Definition 2.8.12),
2. stiickweise stetige Funktionen (vgl Definition 2.8.13),
3. monotone Funktionen (vgl. Beispiel 2.3.30 (3.)) ,

4. Maximum, Summe, Produkt, und Quotient von Regelfunktionen:
Die Rechenregeln 2.3.24 fiir stetige Funktionen gelten sinngemé8 fiir Re-
gelfunktionen.

5. die Stammbriiche-Funktion (vgl. Beispiel 2.3.33)

Dagegen ist die Wackelfunktion (vgl. Beispiel 2.3.30 (5.)) keine Regelfunk-
tion, da fiir die Wackelfunktion in = 0 die einseitigen Grenzwerte nicht
existieren.

Feststellung 2.8.16 (Grenzwert von Regelfunktionen) FEs seien I C R
ein Intervall und (f,)n eine Folge von Regelfunktionen auf I , die gleichmdfig
auf I gegen eine Funktion f : 1 — R konvergiert.

Dann ist die Grenzfunktion f eine Regelfunktion.

Beweis.Die Feststellung folgt unmittelbar aus Satz 2.8.6
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Satz 2.8.17 (Approximation fiir Regelfunktionen)
Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Fir eine Funktion f : [a,b] — R sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Regelfunktion.

2. Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen t, : [a,b] — R die gleichmdfig
gegen f konvergiert:

[tn — Il = 0.

Korollar 2.8.18 (Beschrinktheit von Regelfunktionen) FEine Regelfunk-
tion auf einem kompakten Intervall ist beschrinkt.

Ubungsaufgabe. Man beweise die Ausage des des Korollars unabhéngig, in-
dem man die Beweismethode des Lemmas 2.6.2 anpafit. Man vgl. dazu auch
den Beweis von Satz 2.6.9.

Beweis. Klar nach Feststellung 2.8.16
Zu n € N bilde man die Menge
A, = {c € [a,b] | ex. Treppenfunktion ¢ : [a,c] — R
mit |t(z) — f(z)| < L firz € [a,q] } .
Behauptung: a € A,, und g :=sup A, € A,.

Esist a € A,,. Sei also a < xg. Da f Regelfunktion und zg = sup A, ist,
gibt es c € A, mit a < ¢ < xg, so daB

|f(13)_f(l‘6)|<% fiir c < z < .

Man wahle eine Treppenfunktion ¢ : [a,c] — R und setze ¢ zu einer Treppen-
funktion £ : [a, z¢] — R fort:

i t(z) fir z € [a, (],
t(x) =4 flzy) fir x € (¢, x0),
f(xo) fir z = xo,

Dann gilt [t(z) — f(z)| < & fiir 2 € [a, 20]. Also ¢ € A,,.
Annahme: 7y := maxA4, <b.
Da f Regelfuntion ist, gibt es d € [a,b] mit 29 < d so, daB
|
7() — F)] < & fir @ € (2o, d).
Man wahle eine Treppenfunktion ¢ : [a, zg] — R und setze t auf [a, d] fort:

2o tx) fir x € [a, xo),
Hz) = { Fxd)  fir @ € (z0,d).

Dann gilt |t(z) — f(z)| < % fiir 2 € [a,d]. Also ist d € A, im Widerspruch
zur Annahme.
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Also ist A,, = [a,b] und es gibt eine Treppenfunktion ¢, : [a,b] — R mit |t,(z) —
f(z)| < L fiir @ € [a,0].

Die Folge (t,,)n konvergiert gleichmaBig auf [a, b] gegen f.

Bemerkung 2.8.19 (zur Beweismethode von Satz 2.8.17) Die Beweisme-
thode des Approximationssatzes wird haiifiger verwendet. Man spricht von ei-
nem Zusammenhangs-Schluf:

Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und E eine Figenschaft, die ein Teilintervall
[c,d] C [a,b] haben kann. Es gelte:
Aus [c,d] und (d,e] haben E, folgt [c,e] hat E.

Man bilde dann A :={c|c € [a,b], [a,c] hat Eigenschaft E'}. und zeige:
1. a € A.
2. supA € A, d.h. max A existiert.
3. Wenn c€ A und ¢ # b, so gibt es ein d € (¢,b] mit d € A.

Dann hat [a,b] die Figenschaft E.

Korollar 2.8.20 (Monotone Aproximation)

Es seien [a,b] ein kompaktes Intervall. und f : [a,b] — R eine Regelfunktion.

1. Es gibt eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die gleichmdfig
auf [a,b] gegen f konvergiert.

2. Wenn f > 0 ist, gibt es eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen
Treppenfunktionen, die gleichmdfig auf [a,b] gegen f konvergiert.

Bemerkung Analog zu 2.8.20 (1.) gibt es eine monoton fallende Folge von
Treppenfunktionen, die gleichméBig gegen f konvergiert.

Beweis.

1. Es sei (ty)n eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmaBig gegen f kon-
vergiert. Man bilde zunachst die Treppenfunktion

Un = tn — [ltn — 1|

Dann gilt u, < f und |Ju, — f|| <2[|t, — f]| = 0.
Fiir die Treppenfunktionen

Uy = max(ug, ..., Up)
gilt dann

up <o < found o, = fI| < Jlun = fI] = 0.
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2. Wenn f > 0 so bilde man zunichst die Folge (v,), wie in (1.). Dann leistet
wy, := max(vy,0) das Gewiinschte.

Bemerkung 2.8.21 Esseien [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a, b] —
R eine Regelfunktion. Zun € N gibt es hochstens endlich viele Punkte {z1, ...,z }
in denen

S|

|f(zg) = flz)] =
ist.

Feststellung 2.8.22 FEine Regelfunktion hat also hichstens abzdihlbar viele Un-
stetigkeitsstellen.

Beweis.Es gibt eine Treppenfunktion t,, : [a,b] — R mit
1
[tn(z) — f(z)] < o fur z € [a, b].
In allen Stetigkeitstellen x von t, ist dann

F@™) = F@O] < F@) — H@)] +1i(a) — Fa)] <
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